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Kapitel 0
Einleitung

Zahlentheorie beschéftigt sich mit Eigenschaften von Zahlen, d.h. Elementen
von Z. Damit ist sie eine der dltesten Wissenschaften iiberhaupt - die Kénigin
der Mathematik. Wir wissen sehr viel, sehr vieles aber auch nicht.

In dieser Vorlesung werden Sie ein Teilgebiet kennenlernen, die algebraische
Zahlentheorie.

Gegenstand

(Polynomiale) Gleichungen oder Gleichungssysteme iiber den rationalen oder
ganzen Zahlen.

Wir fragen nach der Existenz von Losungen, ihrere Anzahl und vor allem nach
der Struktur der Losungsmenge. Dabei geht es eher nicht um Einzelbeispiele,
sondern um allgemeine Aussagen.

Definition 0.1. Sei k ein Korper (2.B Q), F € k[X1,...,X,] ein Polynom
ungleich 0. Fir jede Korpererweiterung K/k setzen wir

V(F)(K) = {(xla"'vxn) € Kn|F(x177xn) :0}

die K-wertigen Punkte der Hyperfliche V(F).
Ist n =2, so heifft V(F') ebene algebraische Kurve.

Beispiel. Sei n € N, (a;5) € M, (Q) eine symmetrische Matrix, by, ...,b, ein
Vektor in Q™, ¢ € Q. Betrachte
F = Z ainin + Z b; X; + ¢
ij i

Q@ = V(F) heifit dann affine Quadrik. Fiir n > 2 ist Q(K) nicht leer genau dann,
falls V(F)(K) unendliche viele Elemente hat.

Proof. Theorie der quadratischen Formen, siche mein Vortrag im didaktischen
Seminar. m
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Dieser Satz hat noch nicht viel mit Zahlentheorie zu tun, wohl aber der folgende:

Satz 0.2. Firn > 5 ist V(F)(Q) # 0 (d.h. F = 0 ldsbar iber Q), falls
V(F)(R) # 0 (d.h. iber R lésbar).

Proof. Serre: A course in arithmetic, Ch. IV, §3.2, Cor. 2. O

Der Beweis beruht auf einem Lokal-Global-Prinzip: Um Gleichungen iiber Z zu
behandlen, muss man diese erst mod p, mod p?, ... fiir alle Primzahlen be-
handeln, sowie iiber den reellen Zahlen. Die quadratische Gleichung im Satz
0.2 ist 16sbar mod p™ fiir alle m € N und alle Primzahlen p, sowie nach Vor-
aussetzung iiber R. In diesem Spezialfall folgt daraus bereits die Aussage iiber
Q (Hasse-Prinzip). Die Terminologie kommt von einer ganz starken Analogie
zwischen Q und F,(X) bzw. Z und F,[X]. Hierbei entsprechen die Primzahlen
den Primidealen und diese den Punkte der affinen Gerade. R entspricht dem
unendlich fernen Punkt. Wir kommen darauf zuriick.

Grundprinzip der algebraischen Zahlentheorie:

Viele Fragen konnen leichter behandelt werden, wenn man nicht nur mit Q,
sondern mit endlichen Erweiterungen von Q arbeitet. Solche Korper heiflen
Zahlkorper.

Satz 0.3 (Euler). Die Gleichung x3 + y® = 23 hat keine Lisung in natiirlichen
Zahlen.

Ansatz:

=2~y = (2 —y)(z — oy)(z — 0%)

27i/3

wobei p = e eine dritte Einheitswurzel ist. Allgemeiner:

2% =y =(Z - y)(Z — oy)(Z — 0°y) € C[Z]

da die Nullstellen iibereinstimmen. Sei nun K = Q(p), R = Z][g|. Die Korperer-
weiterung K /Q ist quadratisch, denn das Minimalpolynom von g ist Z? +Z +1.
Es gilt

R={a+bo|abeZ}.
R ist ein Hauptidealring, darin ist A = 1 — g eine Primzahl.
Man beweist allgemeiner:

Satz 0.4. Die Gleichung x3 + y> + A\323 = 0 hat in R keine Losungen mit
xyz # 0.

Beweis: Geschickte Teilbarkeitsargumente in R modulo A, vergl. Hardy-Wright,
Kapitel 13.4. O

Leider funktioniert dieselbe Idee nicht fiir

P 4 yP = 2P



(p Primzahl), da Z[(,] mit ¢, = e*™/P im Allgemeinen kein Hauptidealring
ist. Dennoch: Um Eigenschaften von Z zu studieren, lohnt es sich, endliche
Erweiterungen von Q zu studieren. Diese Zahlkdrper und die darin enthaltenen
Zahlringe wie Z[(,] sind der Hauptgegenstand dieser Vorlesung. Insbesondere
miissen wir genau verstehen, wie sich die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
verallgemeinern lésst. Dies fithrt auf den Begriff der Klassengruppe.

Die Analogie zu algebraischen Kurven

Die Terminologie kommt aus einer sehr starken Analogie zwischen den den end-
lichen Erweiterungen von Q und den endlichen Erweiterungen von F,(t). Wir
kehren zuriick zu unseren Hyperflichen und machen einen Crashkurs algebrai-
sche Geometrie (ohne Beweise).

Definition 0.5. Sei F € k[X,...,X,] ein Polynom ungleich null, V. =V (F).
Jedes Polynom G € k[X1,...,X,] definiert eine algebraische Funktion

g:V(K)— K (T1,...,xn) — G(x1,...,20)
Sei k[V] der Ring der algebraischen Funktionen auf V.

Beispiel. Ist I irreduzibel, so ist k[V] = k[X1,..., X;,]/(F) und dieser Ring
ist nullteilerfrei (d.h. ab=0=a =0V b = 0). (ohne Beweis/Ubungsaufgabe)

Definition 0.6. Sei F' irreduzibles Polynom, V =V (F). Dann heifit der Quo-
tientenkdorper

a
K(V) = QkIV]) = {J lab e k[V],b# 0}/ ~
(A quivalenz von Briichen) Funktionenkérer von V. Elemente des Funktionenkérpers
heiflen rationale Funktionen auf V.

Die Funktion ¢ ist nur auflerhalb der Nullstellenmenge von b definiert. Dieses
Verhalten kennt man von meromorphen Funktionen aus der Funktionentheorie.

Beispiel. Sei F' € k[X,Y] ein irreduzibles Polynom. Dann ist
k[V] = k[X,Y]/(F)

und

k(V) = k(X)[Y]/(F)
Dies ist eine endliche Erweiterung von k(X) (Ubungsaufgabe).

Wie erwéahnt ist der Fall £ = IF, besonders interessant. Fast alle Sétze, die fiir
endliche Erweiterungen von Q gelten, gelten auch fiir endliche Erweiterungen
von Fy,(t) — mit demselben Beweis.

Wir werden diesen Fall daher mitbetrachten. Der geometrische Fall soll Thnen
etwas mehr Intuition geben. Wenn Sie das nur verwirrt — ignorieren Sie diesen
Fall einfach.
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Kapitel 1

Ganze Ringerweiterungen

Globale Korper und Ganzheitsringe

Definition 1.1. Endliche Korpererrweiterungen von Q heiflen Zahlkorper. Sei
p Primzahl. Endliche Kdrpererweiterung von Fy(t) heiflen Funktionenkdrper.
Ein globaler Korper ist ein Zahlkorper oder ein Funktionenkdrper.

Bemerkung. Zahlkorper haben also Charakteristik Null, Funktionenkorper
Charakteristik p. Die Einbettung F,,(t) — K gehort zur Struktur.

Definition 1.2. Sei K Zahlkorper. Der Ganzheitsring von K ist
Ok ={a € K |esgibtn€N,ay,...,a, €Z,a" +a;a" ' +--- +a, =0}

Ringe von dieser Form heiffen Zahlringe.
Sei K Funktionenkorper. Dann ersetzen wir in der Definition des Ganzheitsrings
Z durch F,t].

Entscheidend ist hierbei der Koeffizient 1 vor a™!

Bemerkung. Z und F,[t] sind beides Hauptidealringe. Sind a € Z oder o’ €
Fp[t] nicht invertierbar (d.h. a # +1, @’ ¢ F), so sind Z/(a) und F,[t]/(a")
endliche Ringe.

Beispiel. Der Ganzheitsring von Q ist Z, der von F(t) ist F,[t].

Proof. Sei x im Ganzheitsring. Nach Voraussetzung ist er Nullstelle eines gan-
zahligen Polynoms
X"+ X" 4 ta,

Nach de GauB-Lemma (z.B. Bosch, 2.7 Kor.6) ist « ganzahlig. O

Beispiel. Sei K/Q quadratisch, d.h. [K : Q] = 2 = K = Q(vd) mit d € Z
keine Quadratzahl.

Satz 1.3. Sei K = Q(vV/d), d quadratfrei (d.h. kein doppelter Faktor in der
Primfaktorzerlegung). Dann gilt:
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(i) Fird=2,3 mod 4 ist Ox = {a+bVd|a,be Z},
(i) Fird=1 mod 4 ist Ox = {1/2(u+ vVd) | u,v € Z,u =v mod 2}.

Beweis: Es ist Gal(Q(v/d)/Q) = {id, ¢} mit o(v/d) = —Vd. Sei @ = a + bVd €
Ok, d.h. Nullstelle von

P(X):Xn+a1Xn71+...+an:0’ a; cZ.
Dann ist auch o(a) eine Nullstelle von P(X). Das Polynom

Qo) = (X —a)(X —o(a)) = X* - (a+0a)X + aca
= X2~ (a+bVd+a—bVd)X + (a+bVd)(a —bVd)
= X? —2aX + (a® — b*d) € Q[X]

muss also P(X) teilen. Nach dem Gauf-Lemma hat Q also ganze Koeffizienten
(z.B. Bosch, 2.7 Kor.6). Es gilt also

2a,a> —b*d € Z = (2a)* — (20)*d € Z = (2b*)d € Z .

Wire 2b ¢ Z, so miissten sich die Primfaktoren des Nenners gegen Faktoren von
d wegheben. Wegen (2b)? miisste der Faktor sogar doppelt in d vorkommen. Dies
ist ein Widerspruch zur Wahl von d. Also:

az%,b:%mitu,vez
u\ 2 v\ 2 u? —v3d
=(=) - (z) d=——€Z
(3) - () 1 ©
S 4| u? —v3d

Die Quadrate u? und v? kénnen nur 0 oder 1 modulo 4 sein. Fiir u? — v?d
ergeben sich daher unterschiedliche Moglichkeiten je nach Restklasse von d.
Man {iberpriift tabellarisch, dass fiir d = 2,3 nur v?> = v> =0 mod 4 in Frage
kommt, also beide gerade. Fiir d = 1 ist u? = v? = 1 mod 4 ebenfalls méglich,
also beide ungerade. O

Beispiel. Sei (i eine primitive N-te Einheitswurzel. Der Ganzheitsring von

Q(¢w) ist Z[CN]-

Der Beweis ist aufwéndiger. Wir werden ihn spéter fithren, wenn wir schon mehr
iiber Zahlringe wissen.

In diesen Beispielen sieht man, dass Ok ein Ring ist. Fiir den allgemeinen Fall
holen wir weiter aus.

Konvention: Alle Ringe sind kommutativ mit Eins. Alle Ringhomomorphismen
bilden Eins auf Eins ab.



Definition 1.4. Sei A C B eine Ringerweiterung. Fin Element b € B heifst
ganz iiber A, wenn esn € Nundaq,...,a, € A gibt mit ™ +a,2" '+ +a, =
0. Der ganze Abschluss von A in B ist die Menge der Elemente von B, die ganz

iber A sind. Die Ringerweiterung heif$t ganz, wenn alle Elemente von b ganz
iiber A sind.

Beispiel. (i) A = Z, B = K endliche Korpererweiterung von Q. Dann ist
Ok nach Definition der ganze Abschluss von Z in K.

(ii) K/Fp(t) endlich. Dann ist O der ganze Abschluss von F,[¢] in K.

(ili) A = K C L eine Korpererweiterung. Ein Element von L ist genau dann
ganz iiber K, wenn es algebraisch iiber K ist. (Das Minimalpolynom kann
normiert gewihlt werden!).

Satz 1.5. Sei A C B eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von
A in B ein Ring.

Insbesondere sind Ganzheitsringe Ringe!

Bemerkung. Zum Beweis erinnern wir uns an den Fall von Koérpererweite-
rungen. Warum ist der algebraische Abschluss ein Koérper? Warum sind Sum-
men/Produkte von algebraischen Elementen algebraisch? In der Algebra wurde
dies auf die Theorie der endlichen Erweiterungen zuriickgefiihrt - endliche Er-
weiterungen von endlichen Erweiterungen sind endlich, endliche Erweiterungen
sind endlich. Endlich bedeutet hierbei endlichdimensional als Vektorraum.
Dieses Argument wollen wir mit Ringen wiederholen. Dabei miissen wir Vek-
torrdume durch Moduln ersetzen.

Definition 1.6. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

AxXxM—-M
so dass fiir alle a,b e A, x,y € M gilt:
(1) a(z +y) = ax + ay,
(i) (a4 b)x = az + bz,
(iii) a(bx) = (ab)z,
(v) 1z = z.

Seien M, N Moduln. Fine Abbildung f : M — N ist ein Modulhomomorphism,
falls sie ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist und zusdtzlich fir alle a €
A, x € M gilt: f(ax) = af(x).

Beispiel. (i) A = k ein Korper. Dann ist ein A-Modul das Gleiche wie ein
k-Vektorraum. Modulhomomorphismen von k-Vektorrdumen sind genau
die linearen Abbildungen.
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(ii) Ein Z-Modul ist das Gleiche wie eine abelsche Gruppe. Modulhomomor-
phismen von Z-Moduln sind genau die Gruppenhomomorphismen.

Die Grundlagen der Theorie funktionieren wie fiir Koérper. Begriffe wie linear
unabhingig, Erzeugendensystem, direkte Summe, Untermodul, Quotientenmo-
dul etc. werden genau wie in der lineare Algebra definiert. Ein Modul heif}t
endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem hat.

Beim Begriff der Basis muss man aufpassen:

Definition 1.7. Sei M ein A-Modul. Ein linear unabhingiges Erzeugendensy-
stem von M heifit Basis. M heifst frei, falls es eine Basis gibt. Die Mdichtigkeit
einer Basis heif$t Rang von M.

Der Rang eines Moduls ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der
Basis (Reduktion auf den Fall eines Korpers, Ubungsaufgabe).

Beispiel. (i) Wenn A ein Kérper ist, so sind alle Moduln frei. (Basisexistenz-
satz, Lineare Algebra). Der Rang ist nichts anderes als die Dimension.

(ii) Sei A =7Z, M = Z/2Z. Dieser Modul ist nicht frei, denn fiir jedes Element
gilt 2z = 0. Es gibt keine linear unabhéngigen Teilmengen!

(iii) A? ist frei vom Rang 2 mit Basis {(1,0), (0,1)}.

Beispiel. A ist auch ein A-Modul. Die Untermoduln von A sind genau die
Ideale. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, so ist B ein A-Modul.

Satz 1.8 (Homomorphiesatz, Noethersche Isomorphiesitze). Sei f : M — N
ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

f:M/Kerf —1Imf
ein Isomorphismus von A-Moduln. Sind N, N' C M Untermoduldn, so ist
(N+N')/N=N'/(NNN')
ein kanonischer Isomorphismus. Sind N' C N C M Untermoduln, so ist
(M/N')/(N/N') = M/N
ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: In der Algebra zeigt man diese Ausagen fiir abelsche Gruppen, in der
linearen Algebra fiir Vektorrdume. Die Vertraglichkeit mit der A-Modulstruktur
ist leicht zu {iberpriifen. O

Die folgende Aussage werden wir brauchen.

Lemma 1.9. Sei R ein Ring, B eine quadratische Matrixz mit Koeffizienten in
B. Wenn das Gleichungssystem By = 0 eine nichttriviale Losung (A1, ..., Ap)
hat, so folgt \; det B =0 fiir alle .



Beweis: Ist R ein Korper, so gilt diese Aussage mit det B = 0. (Lineare Algebra)
Fiir den Ringfall gehen wir die Beweise durch: Die Determinante wird durch die
Leibniz-Formel definiert. Sie ist multilinear und alternierend in den Zeilen und
Spalten. Insbesondere bleibt sie unverdndert, wenn man ein Vielfaches einer
Spalte zu einer anderen addiert. Wir multiplizieren also die Spalte ¢ mit A;
(dies multipliziert die Determinante mit A;) und addieren dann das A;-fache der
Spalte j fiir alle 7 # 4. In der neuen Matrix verschwindet die i-te Spalte, also
auch die Determinante. O

Stichworte kommutative Algebra

Moduln, Z-Moduln, Basen, freie Moduln, Wohldefiniertheit des Rangs, Unter-
modul, Quotienten, Kern, Bild, Homormorphiesatz

Ganze Ringerweiterungen
Satz 1.10. Seien A C R Ringe, x € R. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt n € N und ay,...,a, € A mit 2™ + a1zt +--- +a, = 0.
(it) Alz] = {31 iz’ | n € Nog,o; € A} ist ein endlich erzeugter A-Modul.

(iii) Es gibt einen Teilring B C R, der A und x enthdlt und der ein endlich
erzeugter A-Modul ist.

(iv) x ist ganz iber A.
Beispiel. Seien speziell A C R Korper. Dann bedeuten die Bedingungen:
(i) « ist algebraisch iiber A.
(ii) Alx] ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
(iii) A,{z} C B und B ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
In dieser Form ist der Satz aus der Algebra bekannt. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis: (i) = (ii): Sei M C R der A-Modul, der von 1,x,...,2""! erzeugt
wird. Nach Vorraussetzung gilt

n 1

" =—a1x" - - —a, €M

Rekursiv erhilt man also ™7 € M fiir alle j. Es folgt A[z] C M. Die umge-
kehrte Inklusion ist klar. Damit ist M = A[z] und insbesondere ist A[z] endlich
erzeugt.

(#4) = (4i1): Wihle B = Alz].

(#it) = (i): B werde von yi,...,y, als A-Modul erzeugt. Wegen = € B gilt
xy; € B. Es gibt also Koeffizienten a;; € A mit

wy; =) aigy; & Y (aij —6a)y; =0
J j
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Dies kann als ein lineares Gleichungssystem iiber dem Ring B fiir die y; gelesen
werden. Sei d die Determinante der Koeffizientenmatrix, also das charakteristi-
sche Polynom von (a;;) an der Stelle z. Die Voraussetzung von Lemma 1.9 ist
erfiillt. Also gilt y;d = 0 fiir ¢ = 1,...,n. Da B von den y; erzeugt wird, folgt
bd = 0 fiir alle b € B, insbesondere auch 1d = 0. Das charakteristische Polynom
ist die gesuchte Polynomialgleichung fiir x.

(i) < (iv) gilt nach Definition. O

Beweis von Satz 1.5. Es gilt x +y,x —y,xy € Alz,y]. Sei x ganz iiber A. Dann
ist Alz] ein A-Modul mit Erzeugern {x1,...,2,}. Sei y ganz iiber A. Dann ist
Aly] ein A-Modul mit Erzeugern {y1,...,yn}. Dann sind die Elemente x;y;
Erzeuger von A[z,y], denn in o = Y ag;z¥y! kénnen z und y durch die x; und
y; ausgedriickt werden. Durch Ausmultiplizieren erhélt man eine Darstellung
von « in Termen der z;y;. Also ist Alx,y| endlich erzeugt. Nach Satz 1.10 sind
dann alle Elemente von A[z,y] ganz iiber A. O

Damit haben wir unser erstes Hauptziel erreicht.

Korollar 1.11 (Transitivitit). Seien A C B, B C C ganze Ringerweiterungen.
Dann ist A C C ganz.

Beweis: Sei x € C. Es erfiillt also eine Gleichung
"+ bz 4+ +b,=0,b; €B

B ist ganz iiber A, also ist A[b;] endlich erzeugter A-Modul. Wie beim letzten
Beweis folgt A[by,...,b,] endlich erzeugter A-Modul. Wegen = € Alby,...,b,]
ist © ganz iiber A (Satz 1.10). O

Definition 1.12. Sei A ein Integrititsring. A heifit ganz abgeschlossen, wenn
A mit seinem ganzen Abschluss im Quotientenkdrper tibereinstimmt.

Beispiel. Faktorielle Ringe (d.h. solche mit eindeutiger Primfaktorzerlegung,
z.B. Z, diskrete Bewertungsringe) sind ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei A ein Hauptidealring, K der Quotientenkérper, x € K ganz {iber
A. Dann ist
" +ax" 4+ ta,=0,a,€A

Sei & = a/b mit a und b teilerfremd. Die Gleichung wird mit b™ multipliziert:
a4+ a1a" b4 4 a,b"=0.

b teilt jeden Summanden aufler dem ersten, also folgt b | a™. Dies ist ein Wider-
spruch zur Teilerfremdheit. Es folgt b invertierbar in A und damit x € A. [

Korollar 1.13. Ganzheitsringe sind ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei Ok der ganze Abschluss von Z in K, O’ der ganze Abschluss von
Ok in K. Wegen der Transitivitit von ganzen Erweiterungen ist dann O’ ganz
iiber Z, also O’ C Ok. O
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Der Quotientenkorper von Ok ist K. Allgemeiner:

Lemma 1.14. Sei A Ring mit Quotientenkirper K und L/K Korpererweite-
rung, B der ganze Abschluss von A in L. Sei x € L. Dann gibt es a € A mit
ar € B.

Beweis: z erfillt " + a12™ '+ asz” 24+ --- 4+ a, = 0 mit a; € K. Sei a der
Hauptnenner der a;. Multiplikation der Gleichung mit a™ ergibt

(ax)" + ara(az)" ' 4 ...a"a, =0 .
Also gilt az € B. O

Eine K-Basis von L darf dann einfach ganz, d.h. in B angenommen werden.

Krulldimension

Definition 1.15. Sei A ein Ring. Ein Primideal von A ist ein Ideal p C A, so
dass gilt: p # A und
abep=aecpoderbep

Beispiel. (i) Ist A ein Hauptidealring, so ist I = (f) genau dann ein Prim-
ideal, wenn f ein Primelement (oder 0), denn

ab € (f) & flab= fla oder f|b

(ii) A ist ein Integritéitsbereich genau dann, wenn 0 ein Primideal ist:
abe 0 ab=0=a=0o0derb=0

Lemma 1.16. Sei A ein Ring, I ein Ideal. I ist genau dann ein Primideal,
wenn A/I ein Integrititsbereich ist.

Beweis: Sei I ein Primideal, a,b € A mit ab =0 mod I. Dies bedeutet ab € I,
also ohne Einschriankung a € I. Dies bedeutet wiederum ¢ = 0 mod I.

Sei umgekehrt A/I Integritétsbereich, ab € I. Dann ist ab = 0 mod I, also
ohne Einschrankung ¢ = 0 mod I. Dies bedeutet a € 1. O

Korollar 1.17. Maximale Ideale sind Primideale.

Beweis: Sei m maximales Ideal von A. Dann ist A/m ein Korper, also ein Inte-
gritétsbereich. O

Definition 1.18. Sei A ein Ring. Die Krulldimension von A ist die maximale
Linge n einer Kette von Primidealen

PoCpP1L & Chn
Die Krulldimension kann auch unendlich sein, sogar in noetherschen Ringen.

Beispiel. (i) Korper haben Krulldimension Null.
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(ii) Ein Hauptidealring, der kein Kérper ist, hat Krulldimension 1. Ist p ein
Primelement, so hat die Kette 0 C (p) keine Verfeinerung.

(iii) Schwierig: k[X7, ..., X,] hat Dimension n.
Korollar 1.19. Sei B ein Integrititsring, A C B ein Unterring, so dass B ganz
tber A ist. Dann gilt:

B Korper & A Korper

Beweis: Sei A ein Koérper, 0 # b € B. Nach Satz 1.10 ist B’ = A[b] ein endlich-
dimensionaler A-Vektorraum. Die Multiplikation mit B ist eine A-lineare Ab-
bildung B’ — B’. Da B nullteilerfrei ist, ist diese Abbildung injektiv. Da B’
endlich dimensional ist, ist sie dann auch surjektiv. Also hat b ein multiplikatives
Inverses in B’ C B.

Umgekehrt sei B ein Koérper, 0 # a € A. Sei b = a~! € B. Dieses Element ist
ganz iiber A, erfiillt also eine Gleichung

P4 a b '+ +a,=0a; € A.

n—1

Diese Gleichung wird mit a multipliziert.

b+ai+asa+...ap,a" P =0.
Alle Summanden aufler dem ersten liegen in A, also auch b. O

Satz 1.20. Sei A C B ganze Erweiterung von Integrititsringen mit A von
Krulldimension 1. Dann hat B ebenfalls Krulldimension 1.

Bemerkung. Tatséchlich gilt fiir ganze Ringerweiterungen dim A = dim B.
Der Fall von Dimension 0 war unser Korollar 1.19.

Beweis: Sei p C B ein Primideal ungleich 0. Zu zeigen ist, dass p maximal ist.
Auch p’ = pN A ist ein Primideal.

Behauptung. p’ # 0.
Sei z € p~\ {0} mit

O=za"+az" ' +--+a,= x(m”_l +az" 24 ... Gn—1)+ an

und a; € A, ohne Einschrénkung a,, # 0. Es folgt a,, € p N A.
Die Abbildung
Alp" — By

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Also ist der Integrititsring B/p eine
ganze Erweiterung des Korpers A/p’. Nach Korollar 1.19 ist dann auch B/p ein
Korper, d.h. p ist maximal. O

Korollar 1.21. Sei K globaler Korper mit Ganzheitsring O . Dann hat Ok
die Krulldimension 1.
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Beweis: Wir wenden den Satz an auf A = Z (bzw. A =Fp[t]) und B = Og. O
Spéter werden wir auch noch einen anderen Spezialfall benotigen.

Korollar 1.22. Sei A ganz abgeschlossen mit Quotientenkirper K. Sei L/K
Korpererweiterung und by, . .., b, € L seien ganz iiber A. Dann ist B = Alby, ..., by)
ganze Erweiterung von A und hat Krulldimension 1.
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KAPITEL 1.

GANZE RINGERWEITERUNGEN



Kapitel 2

Noethersche Ringe und
Spurpaarung

Ist A C B eine ganze Ringerweiterung, x € B, so ist A[x] endlich erzeugter
A-Modul. Hieraus folgt natiirlich nicht, dass B endlich erzeugter A-Modul ist.
Wir koénnten eine Kette

A g A[l’l] g A[l‘l,{L‘Q] _g A[(El,xg,xg] g e

haben. Es gibt Bedingungen, die das verhindern - und sie sind in unserer Situa-
tion erfiillt.

Definition 2.1. Fin Ring A heifit noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt
15t.

Beispiel. Hauptidealringe (d.h. ein Ring, in dem Jedes Ideal ein Hauptideal

ist) sind noethersch, denn jedes Ideal wird von nur einem Element erzeugt.

Stichworte kommutative Algebra

Hauptidealringe, euklidischer Algorithmus, Primfaktorzerlegung

Beispiel. Nicht so leicht zu sehen, aber richtig: Ist k ein Kérper, soist k[ X7, ..., X,]
noethersch. (Hilbertscher Basissatz)

Meist werden die folgenden Eigenschaften noetherscher Ringe ausgenutzt:

Lemma 2.2. Sei A ein noetherscher Ring.
(i)
Lclhclz3C...

eine Folge von Idealen. Dann wird diese stationdr, d.h. es gibt ng € N, so
dass I, = 1,41 fiir alle n > nyg.

15
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(ii) Sei @ # () eine Menge von Idealen von A. Dann hat ® ein mazimales
Element.

(i1i) Sei M ein endlich erzeugter Modul, N C M ein Untermodul. Dann ist M
endlich erzeugt.

Beweis: Wir betrachten eine Idealkette. Sei I = |JI,,. Dies ist ein Ideal. Nach
Vorraussetzung ist I endlich erzeugt. Seien aq,...,a,, Erzeuger. Dann gibt es
n; fir i = 1,...,m, so dass a; € I,,,. Sei ng = maxn,;. Dann gilt a; € ay,, fiir
alle ¢. Dies bedeutet I,,, = I, also auch I,, = I,,, fiir n > ny.

Sei nun ® ein Menge von Idealen von A. Angenommen, es gibt kein maximales
Element. Sei I; € ®. Da I nicht maximal ist, gibt es Iy € ® mit I; C I». Da I,
nicht maximal ist finden wir I3 € ® mit Iy C I3. Iterativ finden wir eine Kette
von Idealen, die nicht stationér wird. Dies ist ein Widerspruch zu A noethersch.
Induktion nach der Anzahl der Erzeuger. Hat M nur einen Erzeuger, so ist
M = A/I fiir ein Ideal T und N = J/INJ fiir ein anderes Ideal. Nach Definition
eines noetherschen Rings ist J endlich erzeugt, also auch J/I N J. Sei nun jeder
Untermodul eine Moduls mit n Erzeugern endlich erzeugt. Sei M ein Modul
mit Erzeugern zo,...,z, und N C M ein Untermodul. Dann wird M/Azg
von den Bildern von x1,...,x, erzeugt. Nach Induktionsvoraussetzung wird
der Bildmodul Ny = N/N N Az von endlich vielen Elementen erzeugt. Seien
fi,---, fm ihre Urbilder in N. Der Modul N N Axy ist Untermodul von Azg
(ein Erzeuger), hat also endlich viele Erzeuger f,,11, ..., fn. Man rechnet leicht
nach, dass fi,..., fy dann N erzeugen. O

Definition 2.3. Fin Dedekindring ist ein noetherscher, ganz abgeschlossener
1-dimensionaler Ring.

Theorem 2.4. Ganzheitsringe sind Dededkindringe.

Nach den Ergebnissen aus Kapitel 1 miissen wir dafiir zeigen:
Theorem 2.5. Ganzheitsringe sind noethersch.

Wir beweisen zunéchst:

Theorem 2.6. Sei A ein ganz abgeschlossener noetherscher Ring mit Quo-
tientenkérper K und L/K separable Korpererweiterung. Dann ist der ganze
Abschluss B von A in L ein endlich erzeugter A-Modul. Insbesondere ist B
noethersch.

Korollar 2.7. Theorem 2.4 gilt fiir Ok, falls K Zahlkérper oder separable Er-
weiterung von [ (t).

Beweis: Ist K ein Zahlkorper, so ist die Erweiterung K/Q separabel. Die Ringe
Z bzw. F,[t] sind als Hauptidealringe noethersch. Wir sind also in der Situation
von Theorem 2.6. O
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Bemerkung. Es fehlt also der nicht-separable Fall, der fiir Funktionenkorper
auftauchen kann. Betrachte z.B. den Kérperhomomorphism

Fp(t1) — Fp(t2) ty — th

Dann erfiillt ¢, das Polynom X? — ¢; € F,(¢1)[X]. Dieses Polynom ist nach
dem Eisensteinkriterium irreduzibel. Es ist nicht separabel, den die Ableitung
ist pXP~1 =0 € Fp(t1)[X].

Wir werden spéiter ein anderes Argument sehen, dass diesen Fall erledigt.

Norm, Spur und Diskriminante

Sei L/ K algebraisch und separabel, @ € L. Das Minimalpolynom Min(«) von «
ist das normierte Polynom minimalen Grades mit Nullstelle a.

Beispiel. In Charakteristik Null sind alle Erweiterungen separabel. Erweite-
rungen von endlichen Korpern ebenfalls. Dies sind die beiden wichtigsten Fille,
die bei uns vorkommen werden.

Lemma 2.8. Min(«) ist das charakteristische Polynom det(X id —m,,) der K-
linearen Multiplikationsabbildung m,, : K(a) — K(«) mit x — ax.

Beweis: Sei P das charakteristische Polynom. Es hat den Grad [K(«a) : K] =
deg Min(«). Es ist normiert. Es gilt (Satz von Cayley-Hamilton) P(m,) = 0 als
Abbildung K (o) — K(«). Auswerten in 1 ergibt P(«) = 0. Also erfiillt P alle
Eigenschaften von Min(«). O

Seien au, ..., aq die d verschiedenen (L/K separabel!) Nullstellen von Min(c)
in K. Jedes «; definiert einen Koérperhomomorphismus o; : K(a) — K mit
o;() = oy Dies sind alle Kérperhomomorphismen o : K(a) — K mit o|g = id.
Lemma 2.9. FEs gilt

d d

Min(a) = [[(X — ) = [[(X = ai()) -

i=1 i=1
Beweis: Klar O

Bemerkung. K(«)/K ist galois genau dann, wenn alle o; € K(«). Dann ist
{o1,...,04} = Gal(K(«o)/K).

Definition 2.10. Sei L/K endliche Kirpererweiterung, o € L. Das charakte-
ristische Polynom wvon «a ist

P, (X) = det(X id —my,)
wobei my, : L — L die Multiplikationsabbildung mit « ist. Die Norm von « ist
Np k(o) = det(mq)

Die Spur von « ist
T‘I‘L/K(CY) = Tr(ma)
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Bemerkung. Es gilt P, (X) = XKl - Tr(o) XK= 4o (D) IEFEEIN (@),

Lemma 2.11. Sei L/K separable Kirpererweiterung, [L : K] = d. Seien
at,...,aq die Nullstellen von Min(«), jede mit Vielfachheit [L : K(«a)]. Sei-
en

o1,...,00: L —-K

die Finbettungen mit o;|x = id. Dann gilt

d
Py (X) = Min(a)lF5 ()] H —ai) = ] J(X —ai(e))

TFL/K => a;= ZUi(a)
Npjk(o Haz [Toit

Beweis: Es geniigt, die Aussge fiir P, zu zeigen. Es gilt

{ag,...,aq} ={o1(a),...,0q4(a)}

als Mengen mit Vielfachheit, denn jede der [K(a) : K] vielen Einbettungen
K(a) — K ldsst sich auf [L : K(«)] viele Weisen nach L fortsetzen. Der Fall
L = K(«) ist Lemma 2.8. Sei nun r = [L : K(«)].

Behauptung. Pp i = Py, /x

Sei y1,. .., Yy, eine Basis von L/K(«), #1, ..., 24 eine Basis von K(«)/K. Dann
ist {y;2; | ¢ =1,...,m7 =1,...,¢} eine Basis von L/K. Sei M = (m,;) die
Matrix der Multiplikation mit « beziiglich der z;, d.h. mq(2z;) = >, mjrzi.
Dann gilt mq (yi2;) = > mjryizk. Die Matrix von m,, beziiglich der Basis y;z;
ist eine diagonale Blockmatrix aus r Kopien von M. O

Korollar 2.12. Sei L/K separable Erweiterung von globalen Korpern, a € Oy,.
Dann gilt P, € Ok[X]. Insbesondere ist Try,/x(a), Nk (o) € Ok.

Bemerkung. Falls Oy, = 0% (im Allgemeinen falsch!), so hat die Matrix von
mg Eintrige in Ok und die Aussage ist klar.

Beweis: P,(X) = [[(X — 0(a)) mit o wie im Lemma. Nach Vorraussetzung
erfiillt a eine Gleichung

X"+ a X" 4+ 4 ap =0 mit a; € Ok
Dann erfilllt o(«) dieselbe Gleichung, ist also ebenfalls ganz iiber Ok . Damit

sind alle Koeffizienten von P, ganz {iber Ok . Gleichzeitig liegen sie in K. Da
Ok ganz abgeschlossen ist, liegen die Koeffizienten in Ok . O



19

Beispiel. K = Q, L = Q(v/3), O = Z[v/3]. Wir wihlen die Basis 1,v/3. Sei
a = a + by/3. Die Multiplikation mit a hat die Matrix

a 3b
b a
Also ist die Spur 2a, die Norm a? — 3b2, das charakteristische Polynom

Py (X) = X? - Tr(a)X + N(a) = X? — 2aX + (a* — 3b%)

Fiir b # 0 ist dies das Minimalpolynom von a. Fiir b = 0 gilt X2 — 2aX + a? =
(X —a)? = Min(a)?.

Definition 2.13. Sei A C B eine Ringerweiterung, B ein freier A-Modul vom
Rang d. Die Spurpaarung ist die symmetrische A-bilineare Abbildung

():BxB— A, (z,y) =Trp/a(zy) .
Sei x1,...,xq eine Basis von B. Dann heif§t
D(.’El, e ,.’Iﬁd) = det(Tr(xi:Ej)i’j)

Diskriminante der Basis. Die Diskriminante D4 ist das Ideal, das D(xy, ..., xq)
erzeugt wird.

Bemerkung. Uns interessiert vor allem L/K endliche Képererweiterung, aber
auch Ok /Z.

Beispiel. Sei L = Q[X]/(X2+pX +¢) mit p, q € Q. Dies ist ein 2-dimensionaler
Q-Vektorraum, Basis 1,X. Es gilt Tr(1) = 2. Multiplikation mit X hat die
also, Tr(X)

Matrix
0 —¢
1 —p
Es gilt

D(1,X) = det (TT:&)) TT&(;((Q)Q = det (_2p p2__p2q> = p® — 4q

Dies ist genau die Diskriminate der quadratischen Gleichung.

—p.

Lemma 2.14. Seiyi,...,yq € B mit y; = ) a;jz;. Dann gilt
D(y1,...,y4) = det(aij)QD(xl, ceey T4)
Insbesondere ist Dg/a wohldefiniert.

Beweis: Es gilt

Tr(ypyq) = Tr Zapiaqjxixj = Zamaqur(ximj)
i,J

Es folgt

(Tr(YpYa))pg = (api)pi(Tr(wiw;))ij (aqg)"
wobei ? die transponierte Matrix ist. Dies impliziert die Gleichheit der Deter-
minanten. O
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Exkurs in die bilineare Algebra

Sei (+,+) : V x V — k eine symmetrische Bilinearform, (k Korper, V ein Vektor-
raum). Sei vy, ..., vq eine Basis von V, M = (v;,v,);; die zugehorige symmetri-
sche Matrix. Dann gilt fiir v = 3 a0, w = 2, bjv;

(v,w): Zaivi,ijvj :Zai(vi,vj)bj :(al,...,ad)tM(bl,...,bd)
J ,J

Definition 2.15. Die Bilinearform (-, -) heifit nicht-degeneriert, wenn aus (v, w) =
0 fiir alle w die Gleichung v =0 folgt.

Lemma 2.16. (-,-) ist nichtdegeneriert genau dann, wenn die zugehirige Ma-
trix M invertierbar ist, also genau dann, wenn det M # 0.

Beweis: Falls M nicht invertierbar ist, so gibt es v mit v!M = 0, also auch
v!Mw = 0 fiir alle w. Sei nun M invertierbar, v = 3 a;v;. Der Fall d = 1 ist
trivial, also sei d > 1. Wihle (cq,...,¢q) mit

ajcy + -+ ageq 0

Wir 16sen das Gleichungssystem Mw = (c1,...,cq)". Dies ist moglich, da M
invertierbar ist. Es folgt v!Mw # 0. O

Bemerkung. Die Diskriminante entscheidet also, ob die Spurpaarung nicht-
degeneriert ist.

Beispiel. K = Q(v/3)/Q. Es gilt
D(l,\/g) = det ( Tr(1) Tr(\/g)) = det (2 O) =12

Tr(v3) Tr(3) 0 6
Lemma 2.17. Sei (-, -) nicht-degenererierte symmetrische Bilinearform, vy, ..., vq
eine Basis. Dann gibt es eine duale Basis w1, ..., wqg mit (v;, w;) = d;;.

Beweis: Die Bestimmung von w; bedeutet das Losen eines linearen Gleichungs-
systems Mw; = (0,...,1,...,0) (mit 1 an der j-ten Stelle). Dies ist moglich,
da M invertierbar ist. O

Satz 2.18. Sei L/K separable endliche Kdrpererweiterung. Dann ist Dy, g # 0.
Die Spurpaarung ist nicht-degeneriert.

Beweis: Es gilt Tr(a) = Y. o;(a), wobei o; : L — K fiir i = 1,...,d die
Einbettungen mit o;|x = id durchlduft. (Hier benutzen wir die Separabilitéit.)
Sei z1,...,xq eine Basis von L iiber K. Es gilt

D(z1,...,2q) = det (Tr(z;y;)i;) = det (Z ak(mixj)>
k ij

= det (Z 0’k($i)°’k($j)> = det ((ok(2:))ir(on(x))),;) = det(oi(z;))

k
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Angenommen diese Determinante verschwindet. Dann gibt es ug,...,uq € K
mit Y. u;0;(z;) = 0 fiir alle j. Da die z; eine Basis sind, folgt > wu;o; = 0
als Abbildungen L* — K. Als Gruppenhomomorphismen L* — K" sind die o,
jedoch linear unabhéngig nach Lemma 2.19. O

Lemma 2.19. Sei G eine Gruppe, k ein Kéorper, o; : G — k* firi=1,...,m
verschiedene Gruppenhomomorphismen. Dann sind sie linear unabhdnging im
k-Vektorraum Abb(G, k).

Dies ist ein wesentlicher Schritt im Beweis des Hauptsatzes der Galoistheorie.
Da das Lemma wichtig und einfach ist, fithren wir den Beweis noch einmal.

Proof. Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es eine minimale linear

abhéingige Teilmenge von {o1,...,0.,}. Ohne Einschrinkung besteht sie aus
01,y---,0, mit n < m. Esist n > 2, denn o1 # 0, da es Werte in k* annimmt.
Sei nun

a0+ +ano, =0

eine nichttriviale Relation in Abb(G, k). Wegen der Minimalitit der Relation
gilt a; # 0 fiir alle 4. Seien g, h € G. Es gilt

0 =aio1(gh) + -+ + anon(gh)
=a101(g)o1(h) + -+ anon(g)on(h)
Da dies fiir alle & gilt, erhalten wir eine neue Relation
0=a101(g9)o1 + -+ anon(g)on
Andererseits multiplizieren wir die urspriingliche Relation mit o (g)
0=ai01(9)o1 + -+ + ano1(g)on

Durch Subtraktion ergibt sich

0=0+ ag(al(g) - 02(9))02 +-+ an(an(g) - o'l(g))o'n

Wir withlen speziell g mit 01(g) # o02(g). Dies ist moglich wegen o1 # 0.
Damit haben wir eine neue, kiirzere nichttrivale Relation gefunden. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl der o;. O

Beispiel. L = Q[X]/(X? + pX + q) hatte Diskriminante p? — 4q. Diese Zahl
verschwindet genau dann, wenn X2 + pX + ¢ eine doppelte Nullstelle hat, also
wenn L kein Korper ist.

Beweis von Theorem 2.6. Sei A ganz abgeschlossen und noethersch mit Quoti-
entenkorper K. Sei L/ K separabel und B der ganze Abschluss von A in B. Wir
wollen zeigen, dass B endlich erzeugt als A-Modul ist.

Seixy,...,xq eine Basis von L/K. Ohne Einschrinkung gilt x; € B. Seiy1,...,vq
die duale Basis beziiglich der Spurpaarung.
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Behauptung. B C<yi,...,Yqd >A-

Sei z € B. Wir schreiben z = ) bjy; mit b; € K, da die y; eine Basis bilden.
Es gilt z;z € B, da B ein Ring ist. Nach Korollar 2.12 ist Tr(z;z) € A. Es folgt

weiter
Tr(x;2) = ZTr(ﬂfibjyj) = ijTr(xiyj) =b;

B ist in einem endlich erzeugten A-Modul enthalten. Da A noethersch ist, ist
B selbst endlich erzeugter A-Modul.

Sei I C B ein Ideal. Dann ist I ein A-Modul. Da B als A-Modul endlich erzeugt
ist und A noethersch, ist I als A-Modul endlich erzeugt. Dann ist [ erst recht
als B-Modul, d.h.als Ideal endlich erzeugt. O

Stichworte kommutative Algebra

Moduln iiber Hauptidealringen: Elementarteilersatz, Struktursatz

Korollar 2.20. Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkérper K und L/K
eine separable Korpererweiterung vom Grad d. Sei B der ganze Abschluss von
A in L. Dann ist B ein freier A-Modul vom Rang d.

Beweis: B ist ein endlich erzeugter A-Modul. Nach dem Elementarteilersatz hat
B die Gestalt
A" X Af(mq) x - x A/ (my,)

fiir m; # 0. Da B C L ist, muss n = 0. Damit ist B freier A-Modul von Rang
r. Zu zeigen bleibt r = d.

Sei x4, ...,xq eine K-Basis von L. Ohne Einschréinkung liegen diese Elemente in
B. Dort sind sie ebenfalls linear unabhéngig, erzeugen also einen freien A-Modul
vom Rang d. Nach Elementarteilersatz ist d < r.

Sei umgekehrt y1,...,y, eine A-Basis von B. Angenommen, die Elemente sind
linear abhingig iiber L. Betrachte

Ay +A2y2 + -+ Ay =0
mit A\; € K. Sei 0 # a € A ein Hauptnenner fiir die A;. Dann ist
aMyr + -+ ary, =0

eine Relation in A. Da die y; linear unabhingig sind, folgt a); = 0 fiir alle 1.
Wegen a = 0 folgt A; = 0 fiir alle ¢. Damit sind die y; linear unabhéngig, also
r <d. O



Kapitel 3

Der nicht separable Fall

Die Argumente des letzten Kapitels hingen wesentlich von der Separabilitatsvor-
aussetzung ab. Im Zahlkorperfall ist dies immer erfiillt. Im Funktionenkorperfall
gibt es jedoch auch inseparable Erweiterungen, die wir ebenfalls verstehen wol-
len. Zur allgemeinen Theorie insepabler Erweitungen vergleiche Lang, Algebra
V §6.

Sei in diesem Abschnitt alle Kérper von Charakteristik p > 0.

Zur Erinnerung: Sei L/K Korpererweiterung. Ein Element o € L heifit inse-
parabel, falls das Minimalpolynom Min(«) nicht separabel ist, d.h. mehrfache
Nullstellen in K hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn Min(a)’ = 0. Eine
Erweiterung heifit rein inseparabel, wenn alle Elemente in L ~\ K inseparabel
sind.

Beispiel. K = F,(t), L=K, a = t%, d.h. a? = t. Dieses Element hat Mini-
malpolynom

Min(a) = X? — ¢t = Min(a) = pX?~ ! =0
Tatséchlich ist dieser Fall typisch:

Lemma 3.1. Sei L/K algebraische Kérpererweiterung in Charakteristik p. Sei
a € L inseparabel. Dann gilt Min(a) € K[XP].

Beweis: Sei

Min(a) = X" +a; X" '+ +a, =
Min(a) =nX" '+ (n—1Da1 X" 2?4+ +a, 1 =0

Es ist also n = 0 in K, also p|n. Fiir alle ¢ < n gilt also (n — i)a; = —ia; = 0.
Falls p {4, muss a; = 0 sein. O

Hinter dem Ganzen steckt der Frobeniusendomorphismus:
Fr,:z — 2P

23
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In Charakteristik p ist dies ein Kérperendomorphismus, da (z + y)? = aP + yP.
Wir schreiben K? fiir das Bild von Fr,. Dies ist ein Teilkérper von K. Ist
K = KP, soist der Korper perfekt, d.h. es gibt keine inseparablen Erweiterungen.

Beweis: Sei P € K[XP] ein Polynom, K = K?. Dann ist

pP= Zn: a; X"
1=0

Nach Voraussetzung gibt es b; € K mit ¥ = a;. Dann ist

Q=Y nx
i=0
eine p-te Wurzel von P. Insbesondere ist P nicht irreduzibel. O

Beispiel. (i) Fir K = F, ist der Frobenius die Identitit (kleiner Satz von
Fermat oder Theorie der endlichen Korper). Alle endlichen Korper sind
daher perfekt.

(ii) Fir K =TF,(t) ist K? = F,(¢t”), denn jedes solche Polynom hat eine p-te
Waurzel.

Der Separabilititsgrad [L : K]s einer Erweiterung ist die Anzahl der Einbettun-
gen o : L — K mit o|x =id. Er ist multiplikativ.

Beispiel. Sei L = K () und

d

Min(a) = H(X — ;)"

i=1

die Faktorisierung iiber dem algebraischen Abschluss. Dann ist d = [L : K],. Ist
insbesondere d = 1, so gilt

Min(a) = (X — )P = X?" —o?”
mit o?” € K.
Lemma 3.2. Sei L/K rein inseparabel vom Grad p™. Dann gibt es eine Kette
L=L,2Lyn12Lpn22...Lo=K
mit [L; : Li—1] = p.

Beweis: Ohne Einschrankung ist L/K einfach, d.h. L = K(az%m) fir a € K.
Dann ist L; = K(a»"). O

Lemma 3.3. Sei L/F,(t). Dann ist [L : LP] = p und die Erweiterung ist rein
inseparabel.
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Beweis: Fry, induziert einen Isomorphismus der Koérpererweiterungen L/F),(t)
und LP /F,(t)?. Insbesondere haben diese beiden Erweiterungen denselben Grad.
Wegen der Multiplikativitit des Grades von Kérpererweiterungen folgt

[L: L) = [Fp(t) : Fp(t7)] = p

Dasselbe Argument angewendet auf den Separabilitdtsgrad zeigt, dass die Er-
weiterung rein inseparabel ist. O

Bemerkung. Die Voraussetzung L/F,(¢) ist hier wirklich notwendig. Fiir end-
liche Erweiterungen von F(t1,t2) ergibt dasselbe Argumente [L : LP] = p®. In
dieser Situation ist der Ganzheitsring zweidimensional.

Uber F,(t) ist dies der einzige Fall:

Satz 3.4. Sei L/F,(t) rein inseparabel vom Grad p™. Dann ist LP" = F,(t)
und L = Fp(tﬁ).

Beweis: Wegen Lemma 3.2 und vollstédndiger Induktion geniigt es, den Fall m =
1 zu behandeln. Es ist L = F,(t)(a” ) mit a € F,(t). Wegen F,(t7)P = F,(t) hat
a in ]Fp(t%) eine Wurzel. Es gibt also eine Einbettung L — Fp(t%). Da beide
den Grad p haben, folgt Gleichheit. O

Korollar 3.5. Sei L/F,(t) endlich und rein inseparabel. Dann ist Oy, ein freier
F,[t]-Modul von endlichem Rang.

Beweis: Sei p™ der Grad der Erweiterung. Dann ist L = Fp(tz%’"). Daher ist
Fr)" : L — Fp,(t) ein Korperisomorphismus. Er induziert also auch einen Isomor-

phismus von Ringen F, [t%] — F,[t]. Insbesondere ist F,, [t%] ganz abgeschlossen.
Das Element ¢7 ist ganz {iber F,[t]. Daher ist I, [t%] der Ganzheitsring. Er ist
frei als Modul mit Basis 1,7, t5,...,t 5 O

Korollar 3.6. Sei K/F,(t) endlich. Dann ist Ok freier Fp[t]-Modul vom Rang
[y (1),

Beweis: Wie im Beweis von Korollar 2.20 geniigt es zu zeigen, dass Ok endlich
erzeugter Modul ist oder (da FF,[t] noethersch) dass O in einem endlich erzeug-
ten Modul enthalten ist. Daher kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
K/F,(t) normal ist.

Sei G = Aut(K/F,(t)).

Wir betrachten K’ = K¢. Die Erweiterung K /K’ ist galois mit Galoisgrup-
pe G, insbesondere separabel (Hauptsatz der Galoistheorie). Die Erweiterung
K'/F,(t) ist normal mit trivialer Automorphismengruppe, also rein inseparabel
(vergleiche Lang, Algebra V Prop. 6.11). Nach Korollar 3.5 ist Ok endlich er-
zeugter I, [t]-Modul und damit noethersch. Nach Theorem 2.6 ist O endlich
erzeugter Ok -Modul. Dann ist Ok auch ein endlich erzeugter F,[¢]-Modul. O

Dies beendet den Beweis von Theorem 2.4: Alle Ganzheitsringe sind Dedekin-
dringe. Wir haben aber noch mehr gezeigt.
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Korollar 3.7. Sei L/K endliche Erweiterung globaler Kéorper. Dann ist O,
endlich erzeugter Oy -Modul.

Bemerkung. Die Argumente dieses Kapitel funktionieren fiir jeden perfekten
Kérper k statt IFp,.

Nach dem Theorem von Krull-Akzuki (Neukirch, Alg. Number Theory, Prop.
12.8) ist der ganze Abschluss eines eindimensionalen noetherschen Integritéits-
bereichs in einer endlichen Erweiterung des Quotientenkorpers stets ein Dede-
kindring. Im allgemeinen ist er aber nicht endlich erzeugt als Modul. Ringe,
iiber denen dies gut geht heiflen exzellent. Im wesentlichen haben wir gerade
gezeigt, dass F,[t] exzellent ist.

Stichworte kommutative Algebra

Separabilitéitsgrad, inseparable Erweiterung



Kapitel 4
Ideale von (Ganzheitsringen

Definition 4.1. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkdérper K. Ein gebro-
chenes Ideal von A ist ein A-Untermodul I C K, so dass es d € A~ {0} gibt
mit dI C A, d.h. ein gemeinsamer Hauptnenner. Gebrochene Ideale ungleich O
heiflen auch invertierbare Ideale.

Bemerkung. e Ein Ideal I C A ist ein gebrochenes Ideal (mit d = 1). Zur
Unterscheidung nennen wir sie auch ganze Ideale.

e Die Menge der gebrochenen Ideale hat eine Addition und Multiplikation
I+I'={a+blacel,bel'} CK

1.1 = {Zaibi |a; € 1,b; eI’} CK
i=1

Wir werden zeigen, dass die invertierbaren Ideale eine abelsche Gruppe
beziiglich der Multiplikation bilden, daher auch der Begriff.

Lemma 4.2. FEin Untermodul I C K ist ein gebrochenes Ideal genau dann,
wenn er endlich erzeugt ist.

Ist A = Ok ein Zahlring (bzw. Ganzheitsring eines Funktionenkdrpers), so ist
I freie abelsche Gruppe vom Rang [K : Q] (bwz. freier F,[t]-Modul vom Rang
(K By (t)])-

Beweis: Sei I =< x1,...,2, >4, d der Hauptnenner der x;, dann gilt dI C A.
Ist umgekehrt dI C A, so ist dI ein Ideal eines noetherschen Rings, also endlich
erzeugt. Dann ist auch I endlich erzeugt.

Sei nun A = Ok Zahlring. Als abelsche Gruppe ist I isomorph zu dI C Og.
Als endlich erzeugte Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist er frei vom
Rang hochstens [K : Q). Sei a € I. Wegen Oga C I ist der Rang mindestens
[K : Q]. Ebenso argumentiert man im Funktionenkorperfall. O

Theorem 4.3. Sei A ein Dedekindring. Dann ist jedes mazimale Ideal inver-
tierbar beziiglich der Multiplikation von gebrochenen Idealen, d.h. zu I existiert
I''"mitI-I71 = A.

27
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Bemerkung. Wire A ein Hauptidealring, so wiren alle gebrochenen Ideale
von der Form Ab mit b € Q(A). Das inverse Ideal wire einfach Ab~1.

Lemma 4.4. Sei A noetherscher Ring, 0 # I ein (ganzes) Ideal. Dann gibt es
Primideale ungleich 0 mit I D py...p,.

Beweis: Sei ® die Menge der Ideale I # 0 von A, fiir die das Lemma nicht gilt,
d.h. die kein Produkt von Primidealen enthalten. Angenommen, ® # (). Da A
noethersch ist, hat ® ein maximales Element Iy. Das Ideal I ist nicht prim,
also gibt es z,y € A\ Iy mit xy € Iy. Nach Voraussetzung

Io C Io+ (), Lo + (y) = Io + (), Io + (y) ¢ ©
Also gibt es Primideale pi,...,Ppn,q1,-- -, qm ungleich null mit
pro--pn Clo+(2),q1---0m C Lo+ (y) =
ProPndr--dm C (lo+ (2))(To + (y)) = Io
Dies ist ein Widerspruch. O
Beweis des Theorems: Sei m C A maximal, m # 0. Sei
m' = {x € Q(A) | zm C A}

Dies ist ein A-Untermodul von Q(A). Fiir 0 # y € m folgt ym’ € A, also ist dies
ein gebrochenes Ideal. Schlielich gilt nach Definition mm’ C A. Da m ein Ideal
ist, gilt A C m’. Es folgt

m=AmCcm'mcC A

Da m maximal ist, gilt
m'm =m oder m'm = A

Behauptung. m'm = m ist unmdglich.
Angenommen, m = m’m. Sei x € m’ = am C m. Iterativ folgt

r*m=z(rm) Cz(m) Cm= - = "m Cm fiir allen > 1

Sei 0 # d € m, also 2"d € A fiir alle n. Dann ist A[z] ein gebrochenes Ideal (mit
Hauptnenner d), also endlich erzeugter A-Modul. Also ist x ganz iiber A. Dies
bedeutet wiederum, dass = € A, da A ganz abgeschlossen ist. Also m’ C A. Die
Inklusion A C m’ war trivial, also haben wir A = m’ gezeigt. Insgesamt:

A={z e Q(A) |zm C A}

Sei nun 0 # a € m, also (a) # 0. Nach Lemma 4.4 gibt es Primideale ungleich
null mit p; ...p, C (a). Ohne Einschrinkung sei n minimal. Es folgt

mD (a) Dp1...pn
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Angenommen, fiir alle 4 ist p; ist nicht in m enthalten, d.h. es gibt z; € p; ~ m.
Dann gilt 21 ...2, € p1...9, C m. Dies ist ein Widerspruch zu m Primideal.
Also gibt es ein ¢ mit p; C m, z.B. ¢ = n. Nach Definition ist p,, # 0. Da A
eindimensional ist, folgt p,, = m. Damit:

mD(a) DmIimit I =py...pp1

T ist nicht in (a) enthalten, da n minimal gewéihlt war. Sei b € I \ (a). Wegen
m! C (a) folgt mb C (a) = Aa. Dies impliziert mba~! C A. Also nach Definition:
ba=' € m’ = A & b € (a). Dies ist ein Widerspruch zur Wahl des Elementes
b. O

Theorem 4.5. Sei A ein Dedekindring, Spm A die Menge der mazimalen Idea-
levon A.

(i) Jedes invertierbare Ideal schreibt sich eindeutig als
I = H p”p(l)
peSpm A
mit vy(I) € Z fast alle null.
(i1) Es gilt vy(I) > 0 fir alle p genau dann, wenn I ein ganzes Ideal ist.
(#ii) Der Monoid der invertierbaren Ideale ist eine Gruppe.

Beweis: Zur Existenz: Es gilt dI C A, I = (dI)(d~!). Daher geniigt es, die
Produktzerlegung fiir ganze Ideale zu zeigen, so dass gleichzeitig (ii) gilt. Sei
® die Menge der Ideale, die keine Primidealfaktorisierung hat. Angenommen,
® # (. Da A noethersch ist, hat ® ein maximales Element I. Es ist I # A, da
A = [lyespec 4 PO Also ist I C p fiir ein maximales Ideal p. Sei p’ = p~" das
Inverse als gebrochenes Ideal. Wir betrachten I’ = Ip’. Es folgt

Icp=I=IpCcpp’=A
d.h. auch I’ ist ein ganzes Ideal. Wegen A C p’ gilt I C I’ = Ip.

Behauptung. I C I’

Angenommen, die Ideale sind gleich. Sei z € p’. Nach Annahme ist I C I, also
iterativ ™1 C I fiir alle n. Ein Hauptnenner fiir [ ist auch ein Hauptnenner fiir
Alx], also ist dieser Modul endlich erzeugt und x ganz tiber A. Damit ist z € A.
Wir haben p’ = A gezeigt, dies ist ein Widerspruch.

Nach Wahl von I € ® ist nun I’ ¢ ®. Es gilt
I'=pi . ppm = T=pp'T=pp]*.. por

Tatséchlich sind hierbei die Exponenten alle grofier gleich 0.
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Zur Eindeutigkeit: Sei [[p™ = [[p™*, also [[p™ ™ = A. Wir schreiben die
Gleichung so um, dass alle Exponenten grofler gleich Null und minimal sind.
Wir erhalten also

n ng _ m my
R I N

mit p; # q; fiir alle ¢, j und n;,m; > 0. Es gilt p; D q7" ... q;"". Also enthélt p;
eines der q; (wie im Beweis von Theorem 4.3). Da A ein Dedekindring ist, folgt
p1 = q;, Widerspruch.

Die Behauptung iiber die Gruppenstruktur ist nun klar. O

Definition 4.6. Die Idealklassengruppe oder Klassengruppen des Dedekindrings
A st
_ Gruppe der invertierbaren Ideale

Hauptideale # 0

Die Klassenzahl h ist die Anzahl der Elemente von Cl(A). Ist A = Ok Ganz-
heitsring des globalen Korpers K, so heifit

Cl(A)

ClI(K) := Cl(Ok)
Klassengruppe von K.

Bemerkung. h = 1 bedeutet, dass jedes Ideal ein Hauptideal ist. Die Klassen-
zahl misst also, wie weit Ok davon abweicht, ein Hauptidealring zu sein. Sie ist
fiir Zahlkorper endlich (tief! spiiter).

Lemma 4.7. Die Klassengruppe ist isomorph zur Halbgruppe der echten Ideale
ungleich 0 mit Aquivalenzrelation I(g) ~ I(f) fir f,g € A~ {0}.

Beweis: Sei C’ die im Lemma definierte Halbgruppe. Sie bildet sich in die Klas-
sengruppe ab. Jedes gebrochene Ideal ist dquivalent zu einem echten Ideal, also
ist die Abbildung surjektiv. Die Aquivalenzrelation ist offensichtlich die gleiche,
also ist sie auch injektiv. O

Dieser Beschreibung sieht man die Existenz des Inversen nicht an! Man spart
also keine Arbeit gegeniiber unserem Ansatz.
Beispiel

K = Q(V-5), O = Z[V=5]. Es gilt O = Z[X]/(X? + 5). Wir bestimmen die
Primideale: Sei p C O prim, (p) = pNZ fir p € Z Primzahl.

(i) p = 2: Wir haben
0/(2) = ZIX]/(X? +5,2) = F2[X]/X? + 1 = F2[X]/(X +1)°

Also ist (2) selbst kein Primideal von O. Es gibt genau ein Primideal, das
2 enthélt. Modulo 2 wird es von X + 1 erzeugt, also P» = (2,v/—5+1).
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(i) p=3
0/(3) = ZIX]/(X* +5,3) = F3[X]/(X? — 1) = Fo[X]/(X + 1)(X — 1)
= F3[X]/(X — 1) x F3[X]/(X + 1)

Es gibt zwei Primideale, die 3 enthalten, ndmlich Py = (3,/=5 + 1),
P; = (3,v/—5—-1). Es gilt (3) = P3P in O. Wichtig fiir diese Berechnung
war nur, dass —5 eine Quadratzahl modulo 3 war.

(iii) p=5
0/(5) = ZIX]/(X> + 5,5) = F5[X]/X?

Ps = (5,v/—5) = (v/—5b) ist das einzige Primideal, das 5 enthilt. Es gilt
(5) = P2.

(iv) p=7

O/(7) = ZIX]/(X? +5,7) = F[X]/(X? - 2) = F[X]/(X + 3)(X - 3)
= F7[X]/(X = 3) x F7[X]/(X + 3)
P; = (7,/—5 £ 3) (wie Fall p = 3)

(v) p =11 In diesem Fall ist 5 keine Quadratzahl modulo 11, das Ideal (11)
ist prim in O.

beim Rechnen modulo Hauptideale gilt also: Py ~ 1, Ps ~ 1, P3 ~ (P})71,
P11 ~ 1 etc.
Frage: Ist P, ein Hauptideal? Falls P, = («), so gibt es x,y mit

za=2= N(z)N(a) =N(2) =4

ya=+v-5+1= N(y)N(a) =N(vV-5+1)=6

Dies impliziert N(a) = 2. Sei a = a1 + a2v/—5 (a; € Z)
a3 + 5a3 =2

Dies fiihrt also auf die Theorie der Losbarkeit der quadratischen Gleichungen in
Z. Die obige ist nicht losbar, also ist P, kein Hauptideal.

Man sieht bereits in diesem Beispiel: die Bestimmung der Klassengruppe ist
schwierig, da sie unendlich viele Erzeuger und unendlich viele Relationen hat!

Die Frage nach Primidealen in Z[\/&] fiihrt auf die Frage, ob d eine Quadratzahl
ist modulo p oder nicht. Dies wird durch Gauf3’ quadratisches Reziprozitéitsge-
setz zufriedenstellend beantwortet.
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Folgerungen

Satz 4.8. Sei A ein Dedekindring. Seien I = [], pr ) und J = I, pvr ()
ganze Ideale von A. Dann gilt

INJg= H pmax(vp (I),vp(J))
p

T+J= Hpnlin(vp(l),zzp(J))
p

Beweis: Aus dem Struktursatz folgt, dass Enthaltenseinsrelationen sich in >-
Relationen von die Exponenten v, iibersetzen.

Wir betrachten v, (I NJ). Wegen I NJ C I gilt v,(INJ) > v, (I). Ebenso folgt
vp(INJ) > vy (J), also

InJc Hpmaxwpu),vpu))
p

Die rechte Seite ist in I und J enthalten, also auch in I N .J.
Die zweite Aussage wird analog gezeigt. O

Satz 4.9. Sei A ein Dedekindring und I = Hp p»» D) ein ganzes Ideal. Dann
gilt
Ayr=]lAm»®

Beweis: Man beachte, dass die Produkte endlich sind, da fast alle v,(I) = 0,
fast alle A/p¥»() = 0.

Die Ideale p¥» (D) fiir verschiedene maximale Ideale p sind paarweise teilerfremd,
d.h. p7* 4+ p5? = Ok nach Satz 4.8. Thr Schnitt ist I nach Satz 4.8. Die Aussage
ist nun genau der Chinesische Restsatz. O

Stichworte kommutative Algebra

Chinesischer Restsatz

Lemma 4.10. Sei A ein Dedekindring, p ein mazimales Ideal. Sei F = A/p
der Restklassenkorper. Dann ist p¥/p**t ein F-Vektorraum der Dimension 1.

Beweis: Die A-Operation auf p¥/pv*! faktorisiert durch A/p, dies definiert die
Vektorraumstruktur. Wegen p¥ # pU*+! ist die Dimension wenigstens 1.
Behauptung. Es gibty € p¥, das p?/p*T! erzeugt.

Sei z € p \ p?, also (z) C p, aber nicht (z) C p?. Dies bedeutet vy(z) = 1 und
daher vy (z¥) = v. Weiter ist nach Satz 4.8 (z¥) + pv+! = p?. Also ist z* der
gesuchte Erzeuger. O

Definition 4.11. Sei O Ganzheitsring eines globalen Kdérpers, I C Ok ein
ganzes Ideal ungleich Null. Dann heifst N(I) = |Ok/I| Idealnorm von I.
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Beispiel. (i) Ist Ox = Z, so ist I = (a) fiir a # 0. Es gilt also N(I) =
Z/(a)| = |al.

(ii) Ist Ox = TFy[t], so ist I = (F) fiir ein irreduzibles Polynom F'. Es ist also
F,[t]/(F) = Fp(a) wobei o € F), Nullstelle von F ist. Es folgt |[N(I)| =
(Fp(0):Fp]
D .

(iii) Ist T = p, so ist Ok /p eine ganze Erweiterung eines Korpers der Form
F, = Z/(p), also ein endlicher Kérper mit p¢ Elementen.

(iv) Sei K Zahlkorper. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Basis x1, ..., 2,
von Ok sowie ganze Zahlen Aq,...,\, so dass A\i1xq,..., A\ 2, eine Basis
von [ ist. Dann gilt (als Gruppe)

Or/IZZ/(M)XZ/As X -+ X ZL[(A)
Es folgt N(I) =|A1...\,|. Insbesondere ist die Idealnorm endlich.
(v) In diesem Fall liegen die \; in Fp[t], man erhélt
O [T =TFp[t]/ (A1) x -+ X Fpt]/(An)
Es folgt ebenfalls N(I) = [|F,[t]/(\:)] < o0
Lemma 4.12. Sei I =[], pU» (. Dann gilt

N(I) =]J[N@p)»®

Die Idealnorm ist multiplikativ.

Beweis: Wegen des chinesischen Restsatzes geniigt es, Ideale der Form p¥ zu
betrachten. Fiir v = 1 gilt die Aussage. Wir schliefen von v auf v + 1. Die
Abbildung

Ok /p"™ — Ok /p"

ist surjektiv mit Kern p¥/p¥*!. Nach Lemma 4.10 ist dies ein O /p-Vektorraum
der Dimension 1, hat also N (p)-viele Elemente. Es gilt also N (p*T1) = N (p?)N(p).
O

Lemma 4.13. (i) Sei K Zahlkérper. Sei I = (x). Dann gilt N(I) = [Ng q(z)].
(ii) Sei K Funktionenkdrper. Dann gilt N(I) = N(Ngr,1)(z))-
Die Formeln sind véllig analog, da ja |y| = N((y)) fir y € Z.

Beweis: Wir beginnen im Zahlkorperfall. Nach dem Elementarteilersatz gibt es
eine Z-Basis 1, . . ., ¢, von Ok und ganze Zahlen A1, ..., \,,sodass \1x1,..., A\pTp
eine Basis von I ist. Andererseits ist xz1,...,zx, ebenfalls eine Basis von I.
Sei v : K — K durch x; — \z; gegeben. Sei v : K — K durch z; — x/\z;
gegeben. Dann gilt v o u = m,, also

Nk g(x) = det(v) det(u) = =N (1)
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denn v ist eine Basiswechselmatrix auf I.
Dasselbe Argument ergibt im Funktionenkorperfall

A1 Apdet(v) = Ngp, 1) ()

wobei det(v) € I, [t]*. Daher erzeugen A; ...\, und Ng/r,;)(z) dasselbe Ideal
von F,[t]. Es folgt

N(Nk /e, (@) = N(Ar ... M) = N(I)



Kapitel 5

Verzweigung

Sei L/K eine Erweiterung von globalen Kérpern, 8 C Oy, ein maximales Ideal.
Dann ist p = Oxg NP nach Satz 1.20 (genauer dessen Beweis) ebenfalls ein
maximales Ideal.

Ist umgekehrt p C Ok ein Primideal und Opp das von p erzeugte Ideal von Oy .
Nach Theorem 4.5 gilt

k
Op = [[B7
i=1
wobei die 3; Primideale von Oy, sind. Offensichtlich

p COkpCPy

Definition 5.1. B; heifft Primideal von L iiber p. Wir sagen auch, L;lp (B
teilt p). Der Exponent e; = e(*P;/p) heifft Verzweigungsgrad von L/K in ;.
Die Erweiterung L/K heifst unverzweigt, wenn e(3/p) = 1 fiir alle Primideale
p von K und alle P|p. Der Korper k(p) = Ok /p heifit Restklassenkorper von
K in p. Die Zahl f(Bi/p) = [£(P:) : k(p)] heifst Restklassengrad von L/K in

B

Wir schreiben also

OLp = H qge(m/t?)
Blp

Theorem 5.2 (Gradformel). [L: K] =} gy, e(B/p)f(B/p).
Im ersten Anlauf beweisen wir ein spezielleres Ergebnis:

Satz 5.3. Sei A ein Hauptidealring mit Quotientenkérper K, sei L/ K endliche
Erweiterung und B der ganze Abschluss von A in B. Wir setzen voraus, dass
B endlich erzeugter A-Modul ist. Dann gilt die Gradformel fiir alle Primideale.

Dieser Satz erledigt z.B. K = Q,Q(i), K = F,(t), aber nicht den allgemeinen
Fall.

35
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Beweis: Sei d = [L : K]. Wie wir uns bereit mehrfach iiberlegt haben, ist B
unter unseren Voraussetzungen freier A-Modul vom Rang d. Wir fixieren ein
Primideal p von A mit Restklassenkérper k = k(p). Dann ist

B/pB=B@a k= A @4 K 2 K
und daher
d=rg,B=dim,Or/Okp
(Ohne Tensorprodukt formululiert:

pB={D_pibilpi € p,bi € B} = pA” = {sz-(aa...,a?)lpi €p,al € A}

Man iiberlegt sich leicht, dass

pAdszp---xp

Daher ist
B/pB = A" [p®! = (Afp)? = k"

Auch so liest man die k-Dimension d ab.)
Andererseits ist

k
B/pB =B/ [[ B
i=1

Wir berechnen diese Dimension nun analog zum Beweis fiir die Multipliplikati-
vitét der Idealnorm (Lemma 4.12).

Behauptung.
k k
dim, B/ [[ 95" = ¢} dim, B/P
i=1 i=1
fiir 0 < e} < e;. Es handelt sich stets um Quotienten von B/pB, also um k-

k

Vektorrdaume. Wir argumentieren induktiv iiber e = >, e}, Fiir e = 1 ist

nichts zu zeigen. Wir betrachten e > 1. Dann gibt es einen Index ¢ mit e} > 1.
Ohne Einschrinkung ist dies ¢ = 1. Wir betrachten die Surjektion

k k
B/ T — Byt~ T
i=1 =2

Sie hat Kern isomorph zu ¢! /P$'. Nach Lemma 4.10 ist dies ein B/-
Vektorraum der Dimension 1, also ein - Vektorraum der Dimension dim, B/.
Aus der Dimensionsformel fiir x-Vektorrdume folgt die Behauptung. O

Stichworte kommutative Algebra

Tensorprodukt
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Geometrische Interpretation

Beispiel. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann sind die maxima-
len Ideale von k[t] von der Form X — a fiir a € k. Wir erhalten eine Bijektion

Al(k) = k — Spm k[t]

Sei K = k(t) der Quotientenkorper. Dies ist der Funktionenkérper von Al
(vergleiche Definition 0.6). Wir betrachten die Erweiterung L/K der Form
L = K(Vt) = K[X]/(X? —t). Wir bestimmen den ganzen Abschluss von kl[t]
in L. Wir setzen voraus, dass die Charakteristik des Korpers ungleich 2 ist und
damit die Erweiterung separabel. Ein Element

a=f+gVt

ist genau dann ganz, wenn sein charakteristisches Polynom ganz ist, also Spur
und Norm ganz. Es gilt also

Tr(a) = 2f, N(a) = f* — gt € k1

Nach Voraussetzung ist 2 invertierbar in k, also folgt f € k[t]. Das Element g
hat eindeutig die Form

cH(t—ai)"”‘ c,ay,...,a; €Ek,e; €7
i

Also
gt =ct [J(t — a)** € k[t]
Hieraus folgt e; > 0 (auch fiir a; = 0!). Also ist g ganz. Wir haben gezeigt:
Or = {f +gVt|f.g € K[t]} = K[t, X]/(X* - t)

Nun bestimmen wir das Maximalspectrum von Op. Sei 8 maximales Ideal.
Dann ist p = k[t] NP von der Form (X — a) fiir ein a € k. Wir wollen die
Primidealfaktorisierung von pOr = (¢ — a)Or bestimmen. Hierzu reduzieren
wir modulo ¢t — a, setzen also a fiir ¢ ein.

O/t — a) = K[X]/(X - a)
Da k algebraisch abgeschlossen ist, erhalten wir X2 —a = (X — v/a)(X + v/a).
P=(t—a, X — va), P = (t—a, X + Va)(t - a)
Wir erhalten also eine Bijektion
V(X% —t)(k) = {(a,va) € K*|a € k} — Spm Oy,

Die Projektion
V(X% —t) — Al (a,v/a) — a
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entspricht auf Spektren P +— k[t] N P. Jeder Punkt a # 0 hat genau zwei
Urbilder (entsprechend 9B, ’). Dies sind die Punkt, in denen die Erweiterung
unverzweigt ist. Aus der Gradformel oder durch direkte Rechnung erhalten wir
auch

(t—a) = PP’
In a = 0 gibt es ein "doppeltes” Urbild entsprechend der Zerlegung

(t) = P

Dieser Punkt ist verzweigt.

Nun betrachten wir dieselbe Erweiterung, aber in Charakteristik 2. Alle Argu-
mente funktionieren genauso - nur dass jetzt fiir jedes a gilt \/a = —+/a, also
auch P = P’. Die Erweiterung ist in allen Punkten rein verzweigt.

Allgemeiner:

Satz 5.4. Sei k algebraisch abgeschlossener Korper, L/k[t] eine endliche Er-
weiterung, Or, der ganze Abschluss von k[t] in L. Dann gibt es n € N, Polynome
Fy,...,Fy, €kt,X1,...,X,] und eine Bijektion

SpmOp — V(F1,..., Fy)(k)

Hierbei entsprechen die Teiler von (t — a) fir a € k den Punkten in V(t —
a,Fy,..., V), also der Faser iiber a. Jede dieser Fasern enthdlt mit Vielfachheit
gezdhlt genau d = [L : k(t)] viele Punkte. Fine Faser ist unverzweigt, wenn a
genau d verschiedene Urbilder hat.

In dieser Situation heifit C' = Spm Of, glatte affine Kurve.

Beweisskizze: Oy, ist ein endlich erzeugter k[t]-Modul, also von der Form Oy, =
E[t][a, . . ., ap] fiir gewisse Erzeuger (Ringerzeuger reichen). Dies induziert einen
surjektiven Ringhomomorphismus

k[t,Xl,...,Xn]—)OL Xi'_)ai

Sei I der Kern. Nach Hilbertschem Basissatz ist k[t, X1, ..., X,] noethersch, also
I endlich erzeugt. Seien Fi, ..., F,, die Erzeuger. Jeder Punkt (a,aq,...,a,) €
k" *1 der die Gleichungen F1, ..., F,, erfiillt, definiert ein maximales Ideal (t —
a, X1 —a1,...,X —ay) von klt, X;,...,X,]/I = Op. Nach dem Hilbertschen
Nullstellensatz ist die Zuordnung bijektiv.

Die Aussagen iiber die Anzahl der Urbilder sind nun eine Umformulierung der
Gradformel. O

In der fortgeschrittenen Sprache der algebraischen Geometrie (Schemata) funk-
tioniert diese Interpretation auch iiber nicht algebraisch abgeschlossenem Grund-
korper und sogar fiir Zahlringe.

Im Spezialfall £ = C haben die Objekte auch eine Interpretation als eindimen-
sionale komplexe Mannigfaltigkeiten, also als Riemannsche Fléichen.
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Beispiel. Wir betrachten

p:C—C z— 2"
Jeder Punkt hat n verschiedene Urbilder indiziert durch die n-ten Einheitswur-
zeln i, = {1, (p, - - ., (1}, mit Ausnahme des Verzweigungspunktes 0. Mehrnoch:
fiir z # 0 gibt es eine kleine offene Umgebung U, so dass

¢~ (U) = U X py

¢ ist genau dort unverzweigt, wo die Abbildung ein lokaler Isomorphismus ist.

Lokalisierung

Nachdem wir ein geometrisches Bild haben, wollen wir nun eine geometrische
Idee nutzen - den Ubergang zu offenen Umgebungen eines Punktes. Zu jeder
Funktion f, die in P nicht verschwindet gibt es die offene Menge

Ur ={Q[f(Q) # 0}
Auf dieser Menge wird f invertierbar.

Definition 5.5. Sei A ein Integrititsbereich mit Quotientenkérper K, S C A
eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, 0 ¢ S. Dann heifst

S‘lA:{geKMEA,seS}

Lokalisierung von A in S.
Fir f € AN {0} und S = {1, f, f2,...,} heifit

Af =S714

Lokalisierung von A an f.
Fiir jedes Primideal p C A und S = A~ p heifst

A, =S5"1A
Lokalisierung von A in p oder lokaler Ring von A in p.
Bemerkung. (i) Die Lokalisierung S~!A ist ein Teilring von K.
(ii) p C A Primideal ist gerade dquivalent zu A\ p multiplikativ abgeschlossen.

(iii) Speziell fiir p =0 ist A, = K.
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Stichworte kommutative Algebra
Lokalisierung, allgemeiner Fall

Satz 5.6. Sei A ein Dedekindring, K = Q(A), p C A ein Primideal. Dann ist
Ay ein Hauptidealring mit einem einzigen Primideal, nimlich 8 = S~'p. Es

gilt Afp = Ay /.

Definition 5.7. Ein Hauptidealring mit nur einem Primideal heif$t diskreter
Bewertungsring.

Beweis: A, ist ebenfalls ein Dedekindring, wie man leicht sieht.
(i) (Integritétsring) trivial wegen A, C K.
(ii) (ganz abgeschlossen) z € Q(A,) = Q(A) = K, ganz iiber p. Dann gentigt

es einer Gleichung

aq 1 (07%%
"+ —a" 4+ — =0
S1 Sn

mita; € A, s; € 5. Sei s =s1...s,. Dann ist sz ganz iiber A, also sz € A,
da A ganz abgeschlossen ist. Es folgt = sz /s € A,.

(iii) (noethersch) Sei I C A, einIdeal, I’ = ANI. Als Ideal von A ist I’ endlich
erzeugt.

Behauptung. S~'I' = 1.
Die Inklusion C ist klar. Sei umgekehrt = a/s € I. Dann liegt a = sx €
AN, und daher x = %% € S—I.

(iv) (Dimension 1) Sei nun I C A, prim, also I’ = AN I ein Primideal von
A. Dann ist I’ entweder 0 oder maximal. Hieraus folgt, dass auch S—'I’
entweder 0 ist oder maximal.

Wir bestimmen nun die Menge Primideale von A:
Spec A, = {S7'q | q C A prim ,57'q # S A}
Sei nun ¢ # p ein maximales Ideal, d.h. g~ p # 0. Sei s € g\ p C S. Dann gilt
l=s/s=1/s-5/1c S 'q=89"1q= A,

Also ist A, lokal mit maximalem Ideal 8 = S~1p. Nach Theorem 4.5 hat jedes
Ideal von A, die Form PB" mit n € Ny. Sei 7 € P P2, d.h.

PO () > P

Wegen (1) # B2 folgt P = (7), denn andere Ideale gibt es nicht. Damit ist
A, ein Hauptidealring. Schliellich betrachten wir A/p — A,/9P. Dies ist ein
wohldefinierter Kérperhomomorphismus. Sei a/s € A,. Wegen s € A \ p gilt
5 # 0in A/p. Dann ist 5 'a ein Urbild von a/s. Die Abbildung ist surjektiv,
also bijektiv. O
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Beweis von Satz 5.2. Sei p C Ok ein Primideal, L/ K eine Erweiterung und
Op =[] B¢

Sei S = Ok \p, Ok,p =S"10x — STy ist eine Erweiterung von Dedekin-
dringen. Wegen S™1(II') = (S711)(S~1I") folgt

St orp = [ (579"

Der Verzweigungsgrad kann also auch nach Lokalisieren an S berechnet werden,
ebenso wie die lokalen Korpergrade f;. Die Aussage folgt nun aus Satz 5.3. O

Diskriminante

Wir erinnern: Sei A ein Hauptidealring, A — B eine Ringerweiterung mit B &
A", Basis x1,...,Zy.

dp/a = (det(Tr(ziz;)i;))
Speziell fir A = Z, B = O heifit der positive Erzeuger von dp/4 absolute
Diskriminante von K.

Satz 5.8. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist eine Primzahl p € Z unverzweigt in
K/Q, genau dann wenn p1d.

Beweis: O = 7" mit n = [K : Q. Sei p Primzahl, (p) = [[B;'. Die Erweite-
rung ist unverweigt iiber p, wenn Ok /(p) = [[ Ok /B (chinesischer Restsatz)
ein Produkt von Korpern ist. Sei x1,...,x, eine Basis von Ok als Z-Modul.
Dann ist 77, ..., T, eine Basis von Ok /(p) als Z/(p) = F,-Vektorraum. Nach
Definition ist d = det(Tr(z;z;)), also ist d = det(Tr(z;Z;)) die Diskriminante

von F,, — Ok /(p). Die Bedingung p t d ist dquivalent zu d # 0. Zu zeigen ist
also:

Behauptung. I, — B = Ok/(p) eine Ringerweiterung. Dann ist dgp, # 0
genau dann, wenn B ein Produkt von Korpern ist.

Sei zunéchst B = [[ k; wobei k; endliche Korpererweiterungen von F,, sind. Es
gilt dp/r, = [ dk,/r, (rechne in Basen der k;). Nach Satz 2.18 ist dj, /r, # 0.

Sei umgekehrt B = [[ Ok /B;* kein Produkt von Kérpern. Dann enthélt B ein
nilpotentes Element x # 0. Ergénze x = x; zu einer Basis z1,...,x, von B. Die
Produkte zix; sind nilpotent, also ist Multiplikation mit z;x; eine nilpotente
Abbildung. Daher sind alle Eigenwerte 0 und Tr(zq2;) = 0. Dann verschwindet
auch die Diskriminante. O

Korollar 5.9. Sei L/K Erweiterung von Zahlkorpern. Dann sind nur endlich
viele Primideale verzweigt.

Beweis: Z. C Og C Op,. Sei p C Ok ein Primideal, das in L/K verzweigt, d.h.
Orp = []P;* mit einem e; > 1. Sei (p) = p N Z. Es folgt

e(Bi/(p)) = eie(p/(p))
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Also geniigt es, K = Q zu betrachten. Dann sind die verzweigten Primideale
die Teiler von d, also gibt es nur endlich viele. O

Im Funktionkorperfall ist es komplizierter.

Satz 5.10. Sei L/K FErweiterung von Funktionenkérpern. Ist L/K separabel,
so sind nur endlich viele Primideal verzweigt. Anderfalls sind alle Primideale
verzwesigt.

Beweis: Sei zunichst L/ K separabel. Wir wihlen ein Primideal p von Og. Wir
haben gezeigt, dass es einen Isomorphismus

¢ : (Ok)y — (OL)y

gibt. Er ist gegeben durch die Bilder der Einheitsbasis a; = ¢p(e;). Es gilt
a; = 2 mit a; € Op und s; € Ok \ p. Sei s = s182...54. Nach Definition ist
dann a; € (Or)s. Wir erhalten eine Homorphismus von (Ok)s-Moduln

¢s : (OK)S i (OL)S

Dieser ist injektiv, da aus ¢, als Einschrinkung entsteht. Sei M der Kokern von
¢s. M ist endliche erzeugt, da Op, endlich erzeugter Ox-Modul. Nach Voraus-
setzung gilt M, = 0. Daher gibt es t € Og mit tM = 0. Wir gehen iiber zu st
und erhalten eine bijektiven Homorphismus

¢st : (OK)st - (OL)st

Danun (Op) frei ist, haben wir die Diskriminante definiert und wie im Zahlkorper-
fall sind die Teiler der Diskriminaten genau die verzweigte Primideale. (Hinzu
kommen eventuell die endlich vielen Teiler von st).

Sei nun L/K inseparabel. Wegen der Multiplikativitit des Verzweigungsindexes
geniigt es, den rein inseperablen Fall und dort speziell K = LP zu betrachten.
Der Frobeniushomomorphismus ist ein Isomorphismus L — K und daher auch
Op — Ok und induziert eine Bijektion zwischen den maximalen Idealen von L
und denen von K. Sei P C Of ein Primideal, p = Fr(P). Sei P’ ein Primteiler
von pOy. Jedes Element y € p hat die Form z? fiir ein x € Op. Da P’ ein
Primideal ist, folgt « € P’. Also ist P C PB’. Da O ein Dedekindring ist,
folgt P = P’. Frobenius induziert ebenfalls einen Isomorphismus () — x(p).
Da die Kérper endlich sind, ist dann die Erweiterung k(3)/x(p) trivial. Der
Restklassengrad ist daher 1. Aus der Gradformel folgt e(3/p) = p. O

Fiir allgemeine L/K ist O kein freier O-Modul, daher ist die Diskriminante
bisher nicht definiert worden.

Definition 5.11. Sei L/K separable Erweiterung von globalen Kérper. Dann
ist ist das Diskriminantenideal definiert als

Dpk = [[»'® c Ok

mit do, , /0., = p;(p) C Ok Ist L/K inseparabel, so setzen wir Dy x = 0.
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Bemerkung. Da Ok, ein Hauptidealring ist, ist die Diskriminante von Oy, ,/ O
definiert. Da fast alle Primideale unverzweigt sind, ist v(p) = 0 fast immer.

Korollar 5.12. L/K unverzweigt in p genau dann, wenn Dr x { p.

Beweis: Verzweigung ist eine lokale Eigenschaft, ebenso die Teilbarkeit von Idea-
len. Wir lokalisieren also in p. Danach ist der Beweis der Gleiche wie in 5.8 mit
Ok,p statt Z. O

Beispiele

Sei K/Q quadratisch, (p) = []{_, p; Dann gibt es in 2 = >°7_, e; f; nur drei
Moglichkeiten:

g=1l,e=2,f=1 pist rein verzweigt
g=2e=1,f=1 pist zerlegt
g=1l,e=1,f=2 pisttrige

Wir bestimmen die verzweigten Primzahlen: Sei K = Q(v/3) mit § = 2,3
mod 4, also Ox = Z[V9], d = 46. Die Erweiterung ist verzweigt in 2 und
Teilern von 4.

Fiir § =1 mod 4 ist 1, (1 4 /9)/2 eine Basis von Of.

1 1 2 )
d:det<(1+\/g)/2 (1_\/5)/2> =[(1-V&)/2—(1-V5)/2? =6

In diesem Fall ist also 2 unverzweigt.

Beispiele fiir triige und zerlegte Primzahlen haben wir bereits gesehen: In Q(y/—5)
ist 3 zerlegt und 11 trdge. Das quadratische Reziprozititsgesetz impliziert, dass
es das Zerlegungsverhalten nur von den Restklassen von p mod 5 abhéngt. Nach
dem Dirichletschen Dichtesatz hat enthélt jede Restklasse mod 5 (ungleich 0)
unendliche viele Primzahlen. Beide Félle kommen also unendlich oft vor.

Galoistheorie
Sei nun L/K eine Galoiserweiterung von globalen Kérpern, d.h.
[L: K] = Gal(L/K) < LEE/EK) = |

wobei Gal(L/K) ={o: L — L | o|x = id}. Dies ist dquivalent dazu, dass L/K
separabel und normal ist, d.h. fiir @ € L liegen alle Nullstellen des Minimalpo-
lynoms in L.

Lemma 5.13. Sei L/K eine Galoiserweiterung von globlen Kdrpern. Dann ope-
riert Gal(L/K) auf Or, auf den Primidealen von O und auf den Primidealen
von Oy, tber p C Ok.
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Beweis: Sei o € Gal(L/K), x € Op, d.h. es gibt eine Polynomgleichung
a4+ a, =0 a; € Ok
Anwenden von o auf diese Gleichung ergibt
o))" +ao(x)" '+ +a, =0

Damit ist auch o(z) ganz.

Sei nun q C Op ein Primideal. Wir betrachten o(q). Dies ist offensichtlich
ein Ideal. Sei ab € o(q), also 0~ *(a)o~1(b) € q. Da q ein Primideal ist, folgt
o~ la € qoder c71b € q, also a € o(q) oder b € o(q).

SchlieBlich sei p = qN Ok . Dann gilt o(q) N Ok = p, denn o lisst Elemente von
Ok invariant. O

In dieser Situation heifilen q und o(q) konjugiert. Verzweigungsindex und Rest-
klassengrad von konjugierten Idealen stimmen {iberein.

Lemma 5.14. Sei L/K Galoiserweiterung von globelen Kérpern. Je zwei Prim-
ideale von Oy iiber p C Ok sind konjugiert. Es gilt

[L:K]=gfe

wobei g die Anzahl der Primideale iber p ist, e der Verzweigungsindez, f der
Restklassengrad.

Beweis: Die Formel folgt aus der ersten Aussage mit der Gradformel. Seien ¢, q’
iiber p nicht konjugiert, also o(q") nicht in q enthalten fiir alle 0. Seien ¢}, ..., q),
die Konjugierten von q’. Wir wihlen z;; € q’; \ q; fiir 7 # j und x; € g\ q;. Sei

.’1?:331lej—l—J]QH.’l?Qj—f—-"—i-l‘kHl‘kj
1#j 243 k#j

Es gilt x € q, da x; € q. Andererseits ist x ¢ qj, denn jeder Summand aufler
dem zu j enthélt einen Faktor in g (ndmlich z;;). In dem Summanden zu j ist
kein Faktor in q}. Es folgt

N(z)=]]o(x) e Ok na=pcq
Also liegt ein o(z) € ' und x € o~ 1q’. Dies ist ein Widerspruch. O

Definition 5.15. Sei L/ K Galoiserweiterung von globalen Kérpern, q ein Prim-
ideal von Or, p = Ok Nq. Die Zerlegungsgruppe von q ist

Dq ={o € Gal(L/K) | o(a) = q}

Die natirliche Abbildung ¢ : Dq — Gal(k(q)/k(p)) ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Die Tragheitsgruppe I, ist der Kern von ¢, d.h.

Iy ={0:L—L|o(e)=a mod q fir alle € Or}
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Lemma 5.16. Es gilt |Dy| = ef, e = |I4]. Die Abbildung ¢ ist surjektiv.

Beweis: Wie vorher sei g die Anzahl der Konjugierten von q, d.h. |G|/|D4|, denn
G operiert transitiv mit Standgruppe Dy. Also

g =n/|Dq| = gef/|Dq]

Sei nun E = LP« C L. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist Gal(L/E) =
Dy. Sei pg = q N Og. Nach Definition liegt q iiber pg. Das Primideal q wird
von allen Elementen auf D, festgelassen, also ist die Zerlegungsgruppe von g
in L/E ganz Dg. Damit liegt nur ein Primideal von L iiber pg (némlich q). Es
folgt

ef =|Dql = [L: E]l =e(a/pr)f(a/pe)

Verzweigungsgrad und Restklassenindex sind multiplikativ in Korpertiirmen,
also folgt

e=ce(q/p) =e(a/pr), f=f@a/p)=fla/pE)

Dies bedeutet x(pg) = k(p).

Nach dem Satz vom primitiven Element ist x(q) = x(p)(@) fiir ein a € Op,.
Sei P € Og[X] das normierte Minimalpolynom von «. Es stimmt mit dem
charakteristischen Polynom von « iiberein. Dann ist P € k(pg)[X] eine Potenz
des Minimalpolynoms von @. Sei @ € Gal(k(q)/k(pr)), also o(@) eine Nullstelle
von P. Dann muss es o € Gal(L/E) = D, geben mit o(a) = &(@). Dann ist
7 = ¢(0), d.h. ¢ ist surjektiv. Es folgt f(q/pr) = [Im¢| = |Dq|/|I| = ef/|I]. O

Korollar 5.17. Sei L/K Galoisweiterung von globalen Kérpern, p C Ok ein
Primideal. Dann ist p unverzweigt genau dann, wenn |I4| = 1 fir ein q | p.
Allgemein ist LTa /K unverzweigt diber p.

Lemma 5.18. Sei q,0(q) | p. Dann gilt Dyq = 0Dqo™ !, 1,4 = clgo~ 1. Insbe-
sondere sind diese Gruppen isomorph.

Proof. Die Aussage fiir D, ist die Formel fiir die Standgruppe von zwei Elemen-
ten derselben Bahn. Die Aussage fiir die Trigheitsgruppe rechnet man leicht
nach. O

Bemerkung. Ist die Galoisgruppe abelsch, so gilt Dy = Dsq. Wir schreiben
dann auch D, und I,.
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Kapitel 6

Zyklotomische Korper

Erinnerung

¢ € Q heifit n-te Einheitswurzel, wenn ¢ = 1. Es heifit primitive n-te Einheits-
wurzel, wenn (" # 1 fiir m < n. Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln ist eine
endliche zyklische Gruppe der Ordnung n. Die primitiven n-ten Einheitswurzeln
sind gerade ihre Erzeuger. Es gibt also ¢(n) viele primitive n-te Einheitswurzeln
(Eulersche ¢-Funktion).

Sei ¢, € Q primitive n-te Einheitswurzel. Dann hat das Minimalpolynom ®(n)
von ¢, den Grad ¢(n). Die Erweiterung Q(¢,)/Q ist galois mit Galoisgruppe
(Z/nZ)*. Wir erhalten den Isomorphismus wie folgt: Sei a € Z teilerfremd zu
n. Dann definiert

00 Gn = C

ein Element von Gal(Q((,)/Q). Es hingt nur von der Restklasse a € Z/nZ
ab, von dieser aber dann wirklich. Es gibt ¢(n) solche Restklassen, daher hat
die Galoisgruppe mindestens ¢(n) Elemente. Dann ist die Erweiterung galois
und unsere Zuordnung surjektiv. Man beachte, dass o, unabhingig von der
Wahl von (, ist! Die zyklotomischen Koérper sind also Beispiele von abelschen
Erweiterungen, Galoiserweiterungen mit abelscher Galoisgruppe.

Der Ganzheitsring

Sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel. Einheitswurzeln sind ganz, also gilt
Z[Cn] C Ogy¢,.)- Wir wollen Gleichheit zeigen und beginnnen langsam.

Satz 6.1. Sein =1 Primzahl. Dann ist

Z|G] = Oq¢)

Proof. Sei O = Og(¢,), ¢ = ¢;- Das Minimalpolynom von ¢ ist Xl 4 xp=2 4
---+1, daher ist Tr(¢) = —1. Da alle primitiven Einheitswurzeln gleichberechtigt
sind, folgt Tr(¢?) = —1 fiir 4 = 1,...,p — 1. Hieraus folgt Tr(1 — ¢) = p und
Tr(¢*(1—¢))=0firi=1,...,p—1.

47
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Sei nun x = ag + -+ + a;_2¢""? € O mit a; € Q. Wegen z(1 — ¢) € O folgt
Tr(z(1 — ¢)) = apl € Z. Andererseits gilt

Tr(z(1-¢) =Y o()(1 - a(())

g

mit 0(¢) = ¢J,also 1—0(¢) = (1-¢)(1+(+---+¢771). Damit gilt Tr(z(1—C)) €
O1-¢)NZ.
Behauptung. O(1-()NZ=1Z

Mit 2z = 1 und Tr(1—-¢) = [ gilt D. Wiire Gleichheit falsch, so miisste 1 € O(1—()
liegen, also 1 — ( eine Einheit sein. Die Norm von 1 — ( ist aber

-1
Nai-¢O=J[a- =[x - =0+ X+ +X""1(1) =1

Jj=1

also ist dies nicht der Fall.

Somit gilt lag € IZ, d.h. ag € Z. Dann ist auch a1¢ + ...ap—2¢?"? = ((a1 +
...a,,,zgp*?’ € O. ( ist eine Einheit. Wir wiederholen nun das Argument und
erhalten a; € Z und iterativ a; € Z fiir alle 4. Damit ist die Berechnung von O
abgeschlossen. O

Lemma 6.2. Sein = 1" eine Primzahlpotenz, A = (1 — (), d = ¢(1¥). Dann
ist (\) ein Primideal mit Restklassengrad 1. Es gilt

(1) = (V) € Ogauny
[ ist rein verzweigt. Es gilt
D(17Cna .. '7(7(5_1) ==+l° mit s = lu_l(lll —V — 1)

Proof. Sei O = Oqc,), ¢ = Cn- Es gilt

X" -1 V- o
(blu(X): ﬁ :X(l—l)l 1+"'+Xl 1+1
Einsetzen von 1 ergibt
= JI a-¢
a€(Z/nZ)*

Es ist
1-¢*=(1+¢+--+¢H1 -9

Der Vorfaktor ist also ganz. Wegen N (1 — (%) = N(1 — ¢) hat er Norm 1, ist
also eine Einheit in O. Dies bedeutet (1 —(¢) = (1 —(®) als Ideale. Damit haben
wir die Idealidentitit gezeigt. Wegen N(I) = [ folgt N(\) = [. Damit ist dies
ein Primideal. Wegen d = efg mit g =1,e =d ist f = 1.
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Seien (3, ...,y die Konjugierten von (. Dann gilt
1.2
1 G 12 !
-1
D(I)Ca"wcd_l):il CQ 2
1 ¢q ... 571
=] -¢)
i<j

Das von diesem Ausdruck in O erzeugte Ideal ist nach dem Obigen eine Potenz
von (A). Da es gleichzeitig eine ganze Zahl ist, erhalten wir (bis auf Vorzeichen)
eine Potenz von [. Den Exponenten lesen wir ab. O

Satz 6.3. Sein = 1" eine Primzahlpotenz. Dann ist Ogc,y = Z[(n]. In Q(¢n)
ist | rein verzweigt, alle anderen Primideale sind unverzweigt.

Proof. Sei O = Ogq,); ¢ = Gu. Wir wissen Z[¢] C O. Sei wie oben I° die
Diskriminante von Z[(,].
Nach Lemma 6.2 gilt Z/IZ = O/()\) (Restklassengrad 1), also

O=Z+X0=0=Z[C]+ )0
Wir multiplizieren mit A und setzen das Ergebnis ein. Es gilt also
O=7ZN+NO0= = 0=Z[\+ )10

Behauptung. 1°0 C Z[(]

Allgemeiner gilt AO C< z1,...,2q >, wenn z1,...,zq € O mit D(x1,...,24) =
A. Sei y1,...,yq die duale Basis von z1, ..., x4 beziiglich der Spurpaarung. Wir
wissen, dass

OC<yi,y---,Ya >z

Es geniigt also zu zeigen, dass Ay; €< x1,...,xq4 >z. Wir schreiben die y; mit
Hilfe der Cramerschern Regel in Termen der x; hin. Als Nenner taucht nur A
auf. O

Sei nun n allgemein. Falls n = niny mit teilerfremde nq,ns, so gilt

denn (y, ¢y, ist eine primitive n-te Einheitswurzel. Daher kann der folgende Satz
angewendet werden:

Satz 6.4. Seien E,E'/Q Galoiserweiterungen von Zahlkorpern. Die Diskrimi-
nanten d,d’ seien teilerfremd. Dann ist OpOg = Ogg:. Die Kérpererweiterung
EE'/Q verzweigt genau in den Primzahlen, die dd' teilen. Es gilt dpp: = d* d'™.

Wir halten fest:
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Korollar 6.5. Sein € N. Dann ist Og(c,) = Z[(n]. Die Erweiterung Q(¢,)/Q
verzweigt genau in den Primteilern von n.

Der Beweis von Satz 6.4 benotigt ein tiefes Ergebnis, das wir spater noch zeigen
werden:

Theorem 6.6 (Hasse-Minkowski). FEs gibt keine unverzweigten Erweiterungen

von Q.

Beweis von Satz 6.4. Der Korper EN E’ ist eine unverzweigte Erweiterung von
Q, also nach dem Theorem von Hasse und Minkowski gleich Q.

Sein=[E:Q],n =[E :Q]. Dann ist [EE’': Q] = nn'. Es gilt Gal(FE'/Q) =
G(E/Q)xG(E'/Q). Sei x4, ..., x, eine Basis von Og und z, ..., z], eine Basis
von E'. Dann ist {z;2%|i = 1,...,n,j = 1,...,n'} eine Q-Basis von EE’. Sei

nun o € Ogg,
a= Zaijxix;
Behauptung. a;; € Z.
Sei G = Gal(E/Q) = {o1,...,0,}, G = Gal(E'/Q) = {0}, ...,0,}. Dann gilt
Gal(EE'/)Q) = {oojlk =1,...,n,l=1,...,n'}

Wir betrachten die Matrix T' = (o7x}). Es gilt d’ = det(T)?. Seia = (010, ..., o).
Dann gilt
a=Tb>

mit b = (Zz ailzi,zi @i2Zy, . . "Zi am:ci)t. Sei T* = det(T)Tfl. Nach der
Cramerschen Regel hat sie Eintrdge in Op:. Daher hat

T*a = det(T)b

Eintrége in Ogp. Hieraus folgt, dass ), d'a;;2; ganz ist fiir alle j. Da z1,...,z,
eine Basis von O ist, folgt d'a;; € Z fiir alle 1, j.

Dieselbe Uberlegung mit vertauschten Rollen von E und E’ impliziert da;; € 7
tir alle 4, 5. Da d,d’ teilerfremd sind, ist a;; € Z.

Ist p verzweigt in F oder E’, dann offensichtlich auch in EE’/Q. In der expliziten
Basis, die wir gefunden haben, kénnen wir auch die Diskriminate von E;E>/Q
leicht berechnen. O

Beispiel. Wir betrachten wieder den Fall n = [ ungerade Primzahl. Dann ist
Gal(Q(¢)/Q) = Fy zyklisch der Ordnung [ — 1. Sei H die Untergruppe der
Ordnung (I — 1)/2. Wir betrachten E = Q((;)¥. Dies ist eine quadratische
Erweiterung von Q. Welche? In Q(¢;)/Q ist nur die Primzahl [ verzweigt, also
ist auch in E/Q hochstens [ verzweigt. Es folgt

oo QI I1=1 mod4
| Q(vV=1 I=-1 mod4
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Satz 6.7. Sei d € Z quadratfrei. Dann gibt es N mit Q(v/d) C Q(C).
Das minimale N mit dieser Eigenschaft heifit Fiihrer von Q(v/d).

Proof. Beachte, dass i = (4. Wir beginnen mit d = p Primzahl. Ist p = 1
mod 4, so gilt nach dem Beispiel Q(,/p) C Q((,). Fiir p = 3 mod 4 gilt nach
dem Beispiel

Q(vp) € Q(i, v=p) C QUi &) = Q(Cap) -

Fiir p = 2 beachten wir (g = Vi = Vot i\/ﬁil, also Q(v2) C Q(g)-
Ist d € Z quadratfrei, so gilt d = £p; ... p, fiir verschiedene Primzahlen. Wir
setzen die Fille von vorher zusammen. Demnach gilt

Q(Vd) = Q(Cs:Gprs-- -+ Gp) € QCsa)

Tatsédchlich gilt viel allgemeiner:

Theorem 6.8 (Kronecker-Weber). Sei K/Q endlich abelsche Erweiterung. Dann
gibt es N mit K C Q(¢w).

Dies ist ein Spezialfall von Klassenkorpertheorie. Es gibt auch einen direkten
Beweis, aber wir werden dieses Semester wohl nicht mehr dazu kommen. Offen-
sichtlich ist ein Hauptproblem, den richtigen Kandidaten fiir N zu finden. Er
wird vom Verzweigungsverhalten von K diktiert.



52

KAPITEL 6. ZYKLOTOMISCHE KORPER



Kapitel 7

Bewertungstheorie und
lokale Korper

Definition 7.1. Sei k ein Kérper. Ein Absolutbetrag v ist ein Abbildung
k—R x|z,
so dass
(i) x|y > 0 und |z|, =0 <z =0.
(i) Fir alle z,y € k gilt |xy|y = |z|o|ylo-
(i) |z +ylo < [2|o + |Ylo-

Ein Absolutbetrag definiert eine Metrik und damit eine Topologie via: U C k
heilt offen, falls fiir alle z € U ein € > 0 existiert, so dass

{yek|ly—=ly <e}CU.
Beispiel. e R, C mit dem gewdhnlichen Absolutbetrag, ebenso Q.

e Fiir p € Q eine Primzahl |z|, = p~*(®) wobei v(x) die Vielfachheit von p
in x ist. Dies ist der p-adische Betrag.

Definition 7.2. Sei k ein Kiorper. Eine diskrete Bewertung ist eine Abbildung
v:k—RU{oo} mit

(i) v(z) =c0o &z =0.
(i) v(zy) = v(@) + ov(y).
(i) v(z +y) > min(v(z), o(y))

und v(k*) diskrete Untergruppe von R vom Rang 1.

53
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Wir konnen jede diskrete Bewertung ohne Einschréankung so normieren, dass
v(k*) = Z.

Lemma 7.3. Sei v eine diskrete Bewertung, a > 1 fest. Dann ist ||, = a¥(*)
ein Absolutbetrag.

Beweis: Die Eigenschaften (i) und (ii) sind klar.
Dreiecksungleichung:

4@ty < - min(@) W) < g=v@) 4 (o)

O

Beispiel. Sei O ein Dedekindring, p ein Primideal, K der Quotientenkorper
von O. Fiir € K* sei (v) = [[q"®) die Produktzerlegung in Primideale.
Dann ist die Abbildung v : K* — Z mit & — v,(x) eine diskrete Bewertung.
Durch Wahl einer reellen Zahl erhalten wir also einen Betrag. Ist «(p) endlich,
so ist eine Standardnormalisierung a = |k(p)|. Fiir O = Z erhielten wir so die
p-adischen Betrége | - |,.

Allgemein:

Definition 7.4. Ein Dedekindring mit genau einem mazimalen Ideal heifit dis-
kreter Bewertungsring.

Satz 7.5. Sei A ein Ring. Aquivalent sind:
(i) A ist ein diskreter Bewertungsring.
(i) A ist Hauptidealring mit genau einem mazximalen Ideal.

(i1i) A ist von der Form {x € k|v(z) > 0} fir eine diskrete Bewertung eines
Korpers k.

Es gilt dann k = Q(A) und das mazimale Ideal ist m = {x € z|v(z) > 0}.

Beweis: Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt wie wir bereits gese-
hen haben aus der Strukturtheorie von Dedekindringen. Wie im Beispiel wird
die Bewertung auf k = Q(A) definiert. Sie hat Wertebereich Z U co. Sei nun
umgekehrt v : k — Z U oo eine diskrete Bewertung, A und m wie in (iii).

Behauptung. A ist ein Ring mit mazimalem Ideal m und Quotientenkérper k.

Sei a,b € A. Dann ist v(a + b) > min(v(a),v(b)) > 0, also a + b € A. Ebenso
v(ab) = v(a)v(b) > 0. Ebenso folgt, dass m ein Ideal ist. Alle Elemente u € A~m
haben v(u) = 0, also v(u~!) = 0 und daher u~! € A. Sie sind invertierbar. Jedes
echte Ideal muss daher in m enthalten sein, es ist maximal. Ist € k mit v(z) <
0, so gilt v(z~!) > 0, also 271 € A. Insbesondere ist k der Quotientenkdrper
von A.

Der Wertebereich von v ist diskret. Sei 7 € m mit v(7) minimal. Ohne Ein-
schrinkung ist v(7) = 1, d.h. v(k*) = Z.
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Behauptung. Jedes Element von k* hat die Form um® mit u € A*, v € Z.
Sei x € k*, v =v(z), v = zr~". Dann gilt v(u) =v(z)—v =0, alsou € A*. O
Beispiel. Sei F ein Korper, k = F(t). Dann ist

Voo 1 kK" — Z, P — —deg(P)

ebenfalls eine diskrete Bewertung. Der Bewertungsring besteht aus aus ratio-
nalen Funktionen P/Q mit deg P < deg Q. Das maximale Ideal wird von ¢!
erzeugt. Tatséchlich hat diese Bewertung noch eine andere Interpretation: Sei
u=t"1. Dann gilt k = F(u). Sei P =" a;t" mit a,, # 0, also vo(P) = —n.
Dann gilt
P = Z aut =u" Z au "t = uT"Q(u)
i=0 i=0
und u 1 Q. Also ist v,(P) = —n in dem Polynomring F'[u]. Die Bewertungen

von F'(t) mit v(F™*) = 0 stehen tatséchlich in Bijektion mit den Punkten der
projektiven Geraden

P! := A’ U {co} = Spm k[t] U {o0}

Sie hat eine Standardiiberdeckung durch die affinen Geraden P \ {oo} und
PL \ {0}. Die erste hat den Koodinatenring F[t], die zweite F[t~1].
Analog nennen wir den gewohnlichen Absolutbetrag auf Q ebenfalls |- | = | |-

Definition 7.6. Seiv € SpmF,[t|U{oco} eine diskrete Bewertung. Dann setzen
wir
2] = |r(v)] =)

Definition 7.7. Sei Char k = 0. Ein Betrag heifit kanonisch, wenn seine Ein-
schrinkung auf Q mit | - |, fir p < oo dbereinstimmt. Sei k/F,(t). Ein Betrag
heifit kanonisch, wenn seine Einschrinkung auf Fp(t) mit |- |, fir einv € P]%p(t)
tibereinstimmdt.

Wir interessieren uns nur fiir die kanonischen Betrége.

Bemerkung. Ist p ein Primideal eines globalen Korpers k& mit zugehoriger
diskreter Bewertung v,. Dann kann in der Definition von |- |, = a=() die
reelle Zahl a so gewiihlt werden, dass der Betrag kanonisch ist. Ist Char(k) = 0,
p|p fiir eine Primzahl p, so ist a = p°(P/P),

Definition 7.8. Sei k ein Korper mit Absolutbetrag v. Er heifit vollstindig,
wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Sei k, der Korper der Cauchy-Folgen in k
modulo Nullfolgen.

Satz 7.9. k, ist vollstindig und enthdlt k als dichte Teilmenge.

Beweis: Wie in Analysis. O
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Beispiel. (i) R ist die Komplettierung von Q beziiglich | - | .

(ii) Sei Q, die Komplettierung von Q beziiglich | - |,. Dies ist der Kérper der
p-adischen Zahlen.

(iii) Sei k = F,(t) und | - |o der Betrag zur Bewertung vy, die zum Primideal
(t) = (t — 0) gehort. Dann gilt

ky =Fp((2)) == {i a;t"|n € Za; € ]Fp}

der Korper der formalen Laurent-Reihen. (Das Cauchy-Produkt ist wohl-
definiert!) Beweis Ubungsaufgabe, siche auch spéter der allgemeine Fall.

Komplettieren entspricht also dem Entwickeln in Potenz- bzw. Laurent-Reihen.
Analog fassen wir Elemente von Q,, als Potenzreihen in p auf.

Theorem 7.10. Sei k ein topologischer Korper. Die folgenden FEigenschaften
sind dquivalent:

(i) k ist Komplettierung eines globalen Kdorpers beziiglich eines kanonischen
Betrages.

(i) k ist vollstindig, lokalkompakt und nicht-diskret.
(111) k ist endliche Erweiterung von R, Q, oder F,((t)) fir eine Primzahl p.

Beweis: vergl. Weil, Basic number theory §3 O

Solche Korper heiflen lokal. Uns fehlt die Zeit, dies vollsténdig zu beweisen. Wir
benutzen die Arbeitsdefinition:

Definition 7.11. k heifst lokaler Koérper, wenn er Komplettierung eines globalen
Korpers beziiglich eines kanonischen Betrages ist.

Zur Erinnerung: ein metrischer Raum ist lokalkompakt, wenn jede beschréankte
Folge eine konvergente Teilfolge hat.

Satz 7.12. Sei K ein globaler Kérper, p ein Primideal, |- |, der kanoische Ab-
solutbetrag zur p-adischen Bewertung vy, : K* — Z. Sei K, die Komplettierung
von K, beziglich v.

(i) vy ist eine diskrete Bewertung auf K, .

(ii) Der topologische Abschluss O, von Ok in K, ist {x € K, | |z| < 1}, ein
diskreter Bewertungsring mit Restklassenkorper Ok /p.

(iii) O, ist kompakt, K, ist lokalkompakt.
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Beweis: Sei x € K,, x = lima; mit z; € K. D.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es IV, so
dass |z; — ;| < € fiir alle ¢, j > N. Also

lzi| = |zi — 25 + 25 < max(|z; — z;],|2;|) < max(e, |z;])

1. Fall: z = 0. Dann bilden die z; eine Nullfolge.
2. Fall: x # 0, die z; bilden keine Nullfolge. Dann gibt es g9 > 0, so dass es fiir
jedes N ein i > N gibt mit |z;| > €o. Fiir alle € < g folgt dann |z;| < |z;]. Also
wird |z;| konstant.
|x| = |z;] fiir grofes i hat denselben Wertebereich wie der Betrag auf K, insbe-
sondere ist er diskret. Ebenso ist v(z) = limv(x;) konstant, die Bewertung auf
K, ist diskret.
Sei

O,={zeK,||z|<1}={z € K, |v(z) >0}

Sei Op ={a/s € K |a € O,s € O p} die Lokalisierung des Ganzheitsrings in
p.
Behauptung. O, ist der topologische Abschluss von O.

O, ist ein lokaler Hauptidealring (vergleiche Satz 5.6). Das einzige Primideal
wird erzeugt von m € pO,. Nach Definition ist v(w) = 1. Jedes Element von
K* ist von der Form ur” mit v € Oy und r € Z. Es gilt Oy C O,, denn
v(a/s) = v(a) —v(s) =v(a) > 0. Sei x € Oy, also x = limz;, z; € K, v(zx) > 0.
Hieraus folgt, wie wir gesehen haben v(x;) > 0 fiir ¢ grofl genug.

Offensichtlich ist K N O, = Op. Sei x € K, r = v(z) € Z. Dann ist = un”
mit v(u) = 0, also u € O}. Demnach ist auch O, ein Hauptidealring, einziges
Primideal (7).

Behauptung. Ok ist dicht in O,.

Sei z = a/s mit s € O ~p = O NOF. Sei N > 0. 7V und s sind teilerfremd,
d.h. (7V,s) = 1. Es gibt b,c € O mit

P=—br" = Je—s7! = [s(c— sy < Il

b +sc=1= sc—ss~
Damit wird s~! (und dann auch as~!) durch ein Element von O approximiert.
Beachte (Satz 5.6)

Ok [p = Op/pOy — Oy/(m)
Die Abbildung ist injektiv, da es ein Kérperhomomorphismus ist.
Behauptung. Die Abbildung ist surjektiv.

Sei x = limz; mit z; € Op. Es gilt v(z — x;) — oo, insbesondere v(z — ;) > 1
fiir 7 groB8 genug, d.h. 7 | x — x;. Hieraus folgt © = x; modulo 7, also liegt x
modulo 7 im Bild von O,.

Dies beendet den Beweis von (ii).

Sei z; eine Folge in O,. Seien T; die Bilder in O, /(7). Dies ist ein endlicher
Korper. Nach dem Schubfachprinzip enthélt eine Restklasse unendlich viele Ele-
mente, d.h. eine Teilfolge ist konstant modulo 7. Iteration dieses Argumentes
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liefert Teilfolgen, die konstant sind modulo 72, dann modulo 73. Die Diagonal-
folge wird fiir 4 gro8 genug konstant modulo 7", d.h. v(z; — ;) > n fiir ¢, j grof
genug. Die x; bilden eine Cauchy-Folge. Der Grenzwert existiert dann in O,,.

Abgeschlossene Kugeln in K, sind von der Form x + n"O,,, also kompakt. [

Satz 7.13. Sei k ein lokaler Kirper ungleich R, C mit Ganzheitsring Ok, E/k
endlich und Og der ganze Abschluss von Oy in E.

(i) Og ist diskreter Bewertungsring.

(i) Der kanonische Betrag auf k setzt sich eindeutig nach E fort und gehdért
zum maximalen Ideal von Of.

(iti) E ist beziiglich dieses Betrages vollstindig und lokalkompakt.
Bemerkung. Die analoge Aussage fiir R gilt ebenfalls, Ubungsaufgabe.

Beweis: Wie im globalen Fall ist O endlich erzeugter Op-Modul, und damit
auch ein Dedekindring. Sei 8 ein Primideal von Opg. Der Betrag zu P setzt
dann den zu p fort. Dies zeigt die Existenz. Aus der Eindeutigkeit folgt auch,
dass Og nur ein maximales Ideal hat.

Seien |- |1 und | - |2 zwei Fortsetzungen nach F.

Behauptung. |-|; =] |2

Wie in der reellen Analysis zeigt man, dass E vollstandig und lokalkompakt ist.
Ebenso zeigt man (nur Lokalkompaktheit geht ein), dass sie dquivalent sind,
d.h. dieselbe Topologie induzieren. Wir betrachten

{zek||z)y <1} ={z]| lim 2" =0}

Dies ist die gleiche Menge wie fiir | - |2, da Grenzwerte nur von der Topologie
abhéngen. Also:
lz]y > 1< |z > 1

Die Topologie ist nicht diskret, da sie auf k nicht diskret ist.
Sei also y € k mit a = |y|1 = |y|2 > 1. Wir betrachten nun = € E*. Dann gibt
es « > 0 mit |z]; = a®. Seien m,n € N mit m/n > «. Dann folgt

m/n

xn
lz[ < lyly"" = ’ym

;L.n
<1:>‘m <1=|zly <a™m
1 Y2

Ebenso argumentiert man fiir m/n < o = |z[2 > a™/™. Da die Ungleichungen
fiir alle m, n gelten, erhalten wir |z|s = a®. O

Bemerkung. Insbesondere gilt fiir alle o € Gal(E/k) die Gleichung |o(x)| =
|z|, da |o - | ein neuer kanonischer Betrag ist.

Satz 7.14. Sei K ein Zahlkorper, k der Abschluss von K beziglich eines Be-
trages, der | - |, fortsetzt. Dann ist k eine endliche Erweiterung von Q.
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Beweis: Wir betrachten das Kompositum KQ,, den Teilkérper von K, der von
K und Q, erzeugt wird. Er ist endlich iiber Q,. Da Q,, lokalkompakt ist, ist es
nun auch KQ, (Satz 7.13) lokalkompakt und vollstédndig. Damit ist KQ, = K,,
also ist dieser Korper endlich. O

Dasselbe Argument liefert im Funktionenkorperfall eine endliche Erweiterung
von Fy,(t),.

Korollar 7.15. Sei L/K Erweiterung globaler Korper, p € Spm Ok, ‘Blp ma-
ximales Ideal von Orp. Dann gilt

(1) (Lo - Kp] = e(B/p)f(B/p)
(i) Zm\p[Lp 1 Ky] = [L: K]

Beweis: Die erste Ausage ist die Gradformel fiir die Erweiterung Loy /K,. Wir
bemerken nur, dass Restklassengrad und Verzweigungsindex lokal berechnet
werden konnen. Fiir den Restklassengrad folgt dies auf Satz 7.12.

Sei 7w € p\ p?. Dann ist e(P/p) = vg (). Diese Formel gilt global wie lokal. [

Bemerkung. Wir tragen eine Definition nach: Die Komplettierung von Z beziiglich
des p-adischen Betrags heifit Z,,, die ganzen p-adischen Zahlen.

Beispiel. Sei K = Q, L = Q(V/5). Sei p eine Primzahl. Sei | - |, ein Betrag von
L, der | - |, fortsetzt. Dann gilt

_ _J1 p#5
(|\/5|v)2|¢5lp{1/5 b5

Hieraus folgt [v/5|, = 1 falls p # 5, [v/5|, = 57 (Wir lesen insbesondere ab,
dass 5 in der Erweiterung verzeigt ist.) Allgemein gilt, dass L, = Qp(\/g)7 also

L,:Q)=12V5€Q, s V5€7,

Falls V5 € Z,, so ist 5 ein Quadrat in Z,/(p) = Z/(p). Fiir p # 2,5 gilt
auch die Riickrichtung (Henselsches Lemma/Liftungslemma aus der elementaren
Zahlentheorie). Wir gehen die Fille durch.

(i) p # 2,5 und 5 ein Quadrat mod p. Dann ist [L, : Q,] = 1 und k(v) =
k(p). Die Erweiterung ist rein zerlegt.

(ii) p # 2,5 und 5 ein Quadrat mod p. Dann ist [L, : Q,] = 2, [k(v) : k(p)] =
2, die Erweiterung ist trége.

(iii) p = 5: Wie wir oben gesehen haben, ist die Erweiterung verzweigt.

(iv) p = 2: In Fy ist 5 ein Quadrat, jedoch nicht modulo 25. Daher ist [Ls :
Q,] = 2. Die Erweiterung ist triige oder verzweigt. Es ist [v/5|2 = 1, diese
Information hilft nicht weiter. Sei a = a + bv/5 € Q(v/5), also a,b € Q,.
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Zuerst wollen wir sehen, dass a = u/2, b = v/2 mit u, v € Zy. Das Element
ist ganz genau dann, wenn |ajy < 1. Sei zunichst |ala # |b|2, dann ist

la + b\/5| = max(|ala, |b]2) < 1= alo,|b]2 <1

Schwieriger ist |a|z = |b|2. Wir betrachten das charakeristische Polynom.
a ist genau dann ganz, wenn 2a und a? — 5b% ganz sind, also |2al, < 1 =
lal2 < 2. Daher haben a und b die Form a = /2, b = v/2 mit u,v ganz.
Nun wenden wir uns wieder der Verzweigungsfrage zu. Lo/Q5 ist genau
dann verzweigt, wenn es ein Element m € Ly gibt mit |7|; = 1/4/2. Dann
gilt |[N(m)|2 = |7|2|7T|2 = 1/2, denn Elemente der Galoisgruppe lassen den
Betrag invariant. Wir setzen 7 = u/2 + v/2v/5 ein und erhalten

[u? — 50%]y = 273 & 8lu? — 5v?, 16t u? — 502
Die Quadratzahlen modulo 8 sind
02=42=0,(£1)? = (£3)* =1,(£2)* =4

Thr 5-Faches sind 0, 5, 4. Gleichheit u? = 5v? ist nur losbar mit u,v € {0,4
mod 8} oder u,v € {2 mod 8}. Im ersten Fall ist v = 2u? =0 mod 16.
Im zweiten Fall ist u,v € {£2,410 mod 16} und u?,v? =4 mod 16. Auf
jeden Fall ist u? = 5v2> mod 16. Daher gibt es kein 7, die Primzahl 2 ist
unverzweigt.

Fiir Q(v/5) argumentieren wir genauso. Fiir die Primzahl 2 kommt es auf die
Gleichung |u? 4 5v2|3 = 273 an. Dies ist 16sbar mit u = v = 2. Das Primelement
ist m =14 +/—5. In diesem Fall ist 2 verzweigt.

Man kann also mit Hilfe der lokalen Kérper das Zerlegungsverhalten von Prim-
zahlen untersuchen, ohne den Ganzheitsring zu bestimmen!

Korollar 7.16. Sei L/K Galoiserweiterung lokaler Kérper, P € Spm Oy, p =
PBNOr. Dann ist Ly /K, galoissch mit

Gal(Lep/Ky) = Dy

Beweis: Sei o € Gal(L/K). Die Operation von o setzt sich stetig auf die Kom-
plettierung fort und induziert daher

o:Lyp— L,,(m)

Sei nun o € Dy. d.h. o(P) = P. Dies induziert dann einen Automorphismus
von Lg. Wir haben eine natiirliche Abbildung

Dy — Gal(Lyp/K,)
Diese ist injektiv, da L C Lg. Wegen
[Dp| = e(B/p)f(B/p) = [Lp : K]
ist die lokale Erweiterung galois und die natiirliche Abbildung surjektiv. O
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Bemerkung. Ein Element z € K ist genau dann ganz, wenn x ganz in K,,
fiir alle maximalen Ideale p. Mit anderen Worten:

Ok = m OK,p =Kn m Ok

peSpm(Ok) peSpm(Ok)

vp

Beweis: z ist genau dann ganz, wenn () ein ganzes Ideal, d.h. nach dem Struk-
tursatz fiir Dedekindringe genau dann, wenn vy (z) > 0 fiir alle p € Spm(Ok)

wobei
@= I »©
peSpm(Ok)
Die Bewertung v, kann dann dquivalent in K,, berechnet werden. O

Wir betrachten noch einmal den Funktionenkorperfall.

Satz 7.17. Sei K/F,(t) endlich, p C Og mazimales Ideal, v die zu p gehorige
Bewertung. Sei t, € p ~ p2. Dann gilt

r(p)((t)) = K,

Beweis: Offensichtlich gibt es eine natiirliche Abbildung F,[t,] — Oy, die mit
der Bewertung vertraglich ist.

Wir wollen nun £(p) nach O, einbetten. Sei ¢ = |x(p). Dies ist eine Potenz von
p. Sei T € k(p)* ein Erzeuger. Dann ist 7 Nullstelle von X971 — 1.

Behauptung. X9 ! — 1 hat genau eine Nullstelle in Op mit x =7 mod p.

Hierzu konstruieren wir eine Folge z,, € Op mit 41 =z, mod p" und xo ==
mod z. Sei x,, konstruiert. Wir machen den Ansatz:

Tpt1 = Ty + Lpa
Einsetzen in die Gleichung ergibt
(2, +t"a)™ ' =1 =201 — 14 (¢ — )22 %t"a + bt"H!
fiir ein b € O,. Nach Voraussetzung gilt
zi7t 1 =ct?

Mit a = (¢—1)"'c hat dann z,, 4, die gewiinschte Eigenschaft. z = lim x,, erfiillt
die Behauptung.
Der Teilkérper Fy,(z) C O, ist dann isomorph zu F. Wir erhalten eine natiirliche
Abbildung

F,[t,] — Oy

vertriglich mit Absolutbetrag. Diese setzt sich auf die Quotientenkdrper und
die Komplettierung fort, also

Fo((t)) — K,
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Behauptung. Dies ist ein Isomorphismus.

Es geniigt zu zeigen, dass F[[t,]] = O,. Beides sind diskrete Bewertungsringe
mit demselben Restklassenkorper und demselben Primelement ¢,. Daher ist
O, /(t7) = Fy[t,]]/(t,)™ tir alle n. Daraus folgt die Behauptung. O

Stichworte kommutative Algebra

Komplettierung, inverser Limes, Henselsches Lemma



Kapitel 8

Endlichkeit der Klassenzahl

Unser Ziel ist es, im Zahlkorperfall die Endlichkeit der Klassengruppe zu zei-
gen. Im Funktionenkérperfall gilt die Aussage im wesentlichen auch, vielleicht
kommen wir darauf zuriick.

Gittertheorie

Definition 8.1. FEine Untergruppe H C R™ heifst diskret, wenn fir jede kom-
pakte Teilmenge K C R™ der Schnitt K N H endlich ist.

Eine Teilmenge K ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endlich
Teiliiberdeckung hat. In R” ist dies dquivalent dazu, dass jede Folge in K ein
konvergente Teilfolge hat, oder dazu, dass sie beschrankt und abgeschlossen ist
(Heine-Borel).

Beispiel. Z C R ist diskret.

Satz 8.2. Sei H C R" diskret. Dann wird H von r Vektoren erzeugt, die linear
unabhdngig tber R sind. Insbesondere gilt H = Z" mit < n.

Beweis: Seien eq,...,e, € H eine maximale R-linear unabhéngige Teilmenge.
Sei
P:{ZO@'Q|OSO&¢§1}CR”

Diese Menge ist kompakt, also P N H endlich. Sei z € H. Dann ist x = Y \;e;
mit \; € R. Sei 1 = x — > [\;]e;, wobei [a] die kleinste ganze Zahl kleiner
gleich « ist (GauBklammer), also 0 < a — [a] < 1. Dies bedeutet ;1 € PN H.
Also erzeugen die e; zusammen mit PN H die Gruppe H. Wir konstruieren eine
unendliche Folge x; € H N P, némlich

2y =je =Y [Nl
Da P N H endlich ist, gibt es zwei Indices j # k mit x; = ;. Es folgt
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Insbesonder ist A; rational. Damit liegt die endlich erzeugte abelsche Gruppe
H in dem Q-Vektorraum, der von ey, ..., e, erzeugt wird. Es folgt H = Z". Die
Erzeuger von H sind linear unabhéngig iiber R, da ey, ..., e, es sind. O

Definition 8.3. Fine diskrete Untergruppe H C R™ vom Rang n heifit Gitter.
Sei e = {ey,...,e,} eine Basis von H. Dann heifit

Pe:{Zaiei|0§ai<1}

Fundamentalparallelogramm von H.
Beispiel. Z™ C R™ ist ein Gitter.

Lemma 8.4. Das Volumen von P, beziiglich des Standardlebesque-Majes p auf
R™ ist unanhdngig von der Wahl der Basis.

Wir schreiben vol(H) fiir u(P).

Beweis: p induziert ein Mafl 7w auf R"/H. Es gilt m(R"/H) = u(P,). Oder:
zweite Basis in Termen der ersten ausdriicken. Sie und ihr Inverses sind ganz-
zahlig, also die Determinante 1. Der Absolutbetrag der Determinante taucht
als Ubergangsfaktor auf. (Forster Analysis 3, Bsp. (5.3)). O

Theorem 8.5 (Minkowski). Sei H C R™ ein Gitter, S C R™ messbar mit
w(S) > vol(H). Dann gibt es x,y € S, x #y mit x —y € H.

Beweis: Sei eq,...,e, eine Basis von H, P, das Fundamentalparallelogramm.
Es gilt R" = |J,, h + P. und daher

S={Jsn(h+P)
heH

Es folgt
p(S) = (SN (h+P.) =Y p((—h+8)NP) > u(P.)
h h
Also kénnen die (—h+.S)NP.) nicht paarweise disjunkt sein. Es gibt h # h' € H
mit
P.Nn(=h+S)N(=A'NS)#0

Also gibt es x,y € S mit —h+x = —h' +y. Wegen z —y = h/ — h liegt die
Differenz in H und ist ungleich 0. O

Korollar 8.6. Sei H C R™ ein Gitter, S messbare Teilmenge von R™, symme-
trisch beziiglich 0 (d.h. x € S & —x € S) und konvex. Sei entweder

(i) u(S) > 2"vol(H) oder
(ii) u(S) > 2"vol(H), S kompakt
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Dann enthdlt SN H einen Punkt ungleich 0.
Beweis: Erster Fall: Sei §' = %S, also
y 1
p(S") = 5 (8) > vol(H)

Nach dem Theorem von Minkowski gibt es z,y € S’ mit 0 # z =2 —y € H. Es
gilt z = $(2z + (—2y)) € SN H wie gewiinscht.
Zweiter Fall: Wende den ersten Fall an auf (1 + ¢)S mit € > 0. Es folgt

(H~{0p)N(1+e)S#D
Dabei ist der Schnitt endlich, da H diskret und S kompakt. Dann ist auch
(JH {0 N (1 +e)S#0
e>0

Ein Element im Schnitt liegt in H ~ {0} und in ()., y(1 +¢)S = S. O

Die kanonische Einbettung

Sei K/Q ein Zahlkorper, n = [K : Q]. Dann gibt es n verschiedene Kérperho-
momorphismen
g, K —C

Beispiel. K = Q(V/d), 0;(v/d) = £V/4d.

Zwei Fille sind zu unterscheiden: o; = 7; (komplexe Konjugation) genau dann,
wenn o;(K) C R. In diesem Fall heifit o; reelle Einbettung.

Andernfalls ist 7; = o0 fiir ein j # 7. In diesem Fall heifit o; kompleze Finbettung.
o; und o; sind konjugiert.

Bemerkung. Jedes o; induziert eine Absolutbetrag auf K via |z| = |o;(x)|.
Die Komplettierung von K beziiglich dieses Absolutbetrages ist dann R bzw. C
fiir reelle bzw. komplexe Einbettungen.

Sei 1 die Anzahl der reellen Einbettungen von K, ro die Anzahl der Paare von
komplexen Einbettungen, also n = ri + 2ry. Wir nummerieren die o; so, dass
o; reell fur ¢ < ry, o, 4, konjugiert zu oy, 4r,+;. Wir schreiben r = r; + ra.

Beispiel. K = Q(\/E) n=2 Fallsd>0:r1 =279 =0,r =2. Falls d < 0:
r = 0,7“2 = 1,7“ =1.

Definition 8.7. Die kanonische Einbettung ist
c: K —>R" xC?«2R"
via o — (o1(a), ..., 0. (a)).

Bemerkung. o ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
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Satz 8.8. Sei M C K freier Z-Untermodul vom Rang n, x1,...,x, Basis von
M. Dann ist o(M) ein Gitter in R™ mit Volumen
vol(a(M)) = 27| det(o(x;)7 =1 )|

ij=1
Beweis: o(x;) ist der Vektor

(o1(x4), -y op (2), Reor, 41 (x;), Imoy, 41 (), . . ., Reor(2;), Imo,-(;))

Zu berechnen vol(o(M)) = | det(o(z;))|. Falls diese Zahl ungleich 0 ist, sind die
o(x;) linear unabhéngig iiber R und spannen ein Gitter auf.
Es gilt Rez = (2 + %), Imz = - (2 — Z). Es folgt

(Reoy, 4+ (), Imo, 15 (z:)) = (;(Unﬂ‘(%) + o 1j(Ti)), %(Unﬂ(%) - Ur1+j(37i))>

N G O R IC) A ES B Es )

Hieraus berechnen wir den Absolutbetrag der Determinante via Multilinearlitét.
Im ersten Schritt ignorieren wir den Faktor %, der den Betrag 1 hat. Dann
beachten wir

det(. .. l(a—l—b),%(a—b),...):—%det(...,a,b,...)

"2

und schliellich sortieren wir die o; um. Wir erhalten

| det(o(z)) = |-

- det(0;(x1))

Diese Determinante ist ungleich 0, da die Charaktere o; linear unabhéngig sind.
O

Korollar 8.9. Sei O C K der Ganzheitsring. Dann ist 0(Og) C R™ ein
Gitter mit Volumen
vol(o(Ok)) = 27"2d"/?

wobei (d) = Do, sz, d € Ny die absolute Diskriminante ist.

Beweis: Im Beweis von Satz 2.18 haben wir
D(zy,...,z,) = det(o;(x;))?

gezeigt. D(x1,...,2,) = det(Tro/z(z;2;)) war die Diskriminante, De /7 das von
ihre erzeugte Hauptideal. O

Korollar 8.10. Sei I C Ok ein Ideal ungleich 0. Dann ist o(I) ein Gitter mit
Volumen

vol(a(I)) = 2"2d" /2N (1)
wobei N(I) = |Ok/I| die Norm des Ideals ist.
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Beweis: I C Ok ist freier Z-Modul vom Rang n. Auch o(I) ist ein Gitter. Wir

wéahlen eine Basis x1,...,x, von Ok nach dem Elementarteilersatz so, dass
gleichzeitig A\1x1, ..., Anz, fir gewisse A\; € N eine Basis von [ ist. Damit gilt
N({I)=A... M\,

Andererseits ist
1

— 272|)\1 . Andet(o(z;))| = N(I)vol(o(O))

vol(a(I)) = 2%| det(a(Aiz;))]
O

Satz 8.11. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n iiber Q, r1 die Anzahl der reellen,
ro die Anzahl der Paare von komplexen Einbettungen, d die Diskriminante tiber
Q. Sei I ein Ideal des Ganzheitsrings. Dann enthdlt I ein Element x # 0 mit

[Nk /q(z)] < <i>r2

Beweis: Wir betrachten die kanonische Einbettung o : K — R™ xC™. Seit > 0
reell,

n!
—d'2N(1
s (1)

Bt: {(yl,...,yn,Zl,...,ZrQ) Eer )((C""2 | Z|yl|—|—22|2_7| St}

ist kompakt, konvex, symmetrisch beziiglich 0.

r2 ¢n

Behauptung. u(B;) =2" (5)7 L
Diese Formel wird durch Induktion nach 71, ro gezeigt. Sei V (ri,ro,t) = pu(By).
(i) Es gilt
ot
1!

V(0,1,t) = p({z1 | 2]z1| < t}) = m(t/2)* = 2°(n/2)

V(1,0,t) = p({y1 | lya| < t}) = 2t = 2(m/2)
12

2!
(ll) LT + 1

V(Tl + 17T25t) = P’({(yoﬂ'"amiZla"'vZ?"z) | }
— [ Verira.t = unldso
R

t
. (= o)™
:/ 271(7-(-/2) 2( ’r|L:l'JO|) dy()
—t :

L2 [
= 27"1 (7‘(/2)72*‘ / (t — yo)ndyo
mn. 0

1 —(t—yo)" |
— 2T‘1+1 92 T2
(m/2) n! n+1
tn+1

(n+1)!

= 2"t (1 /2)"
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(iii) 7o+ 7 + 1
V(ry,ra+1,8) = n({(y1y s Yrys 205 oy 2rg) | - }

/ V(1 7ot — 2)20])dpa(20)
C

/ V(r1,re, t — 2|20|)dpu(20)
|z0|<t/2
t/2 2T B DAY
- / / 211 (/2 20" a9
O O n.

ot t/2
=2"(m/2)" — / (t —20)"odo
n! Jo
n+2

=2M (77/2)T2+1 (’I’l + 2>|

wobei in Polarkoordinaten zy = e, du(zg) = ododf, und in der letzten
Zeile partielle Integration [ /v =wuv — [wv’ benutzt wird

t/2 -
/O (t —20) @dg:/O (t — z)"ax/2dx /2

—1/4 {Wm o ) /0 _(En_fi)ﬂdm]
_an ¢
=1/4 {0_ (n(t4—1)()n+—|—2)J
tn+2

- 1/4(n—|- 1)(n +2)

Damit ist die Formel fiir das Volumen verifiziert. Wihle nun ¢ so, dass u(B;) =
2"vol(o(I)), d.h.

t?’L
2 (r/2)" — = 2"""2d"AN(I) = " = 2" "t "nld 2N (T)
n!
Aus dem Theorem von Minkowski, genauer Korollar 8.6 folgt die Existenz eines
0 # x € I mit o(z) € By so dass

n r1 ri+ra
IN(@)| = [ loi(@)| = [Tlos(@)| ] loj(@)?
=1 =1 Jj=r1+1
n ri4rs n
< |1/n) loi@)+2/n Y |oj(@)]
=1 i=r1+1
< (t/n)"

= 2" "l /ntd 2 N(T)

da das geometrische Mittel kleiner ist als das arithmetische Mittel. O
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Korollar 8.12. Jede Idealklasse von K enthdlt ein ganzes Ideal J mit
|
N(J) < (4/m) 2 di/?
nn

Beweis: Sei J' ein Ideal, ohne Einschrinkung ist 7 = .J'~! ein ganzes Ideal. Sei
x wie im Satz, J = z.J' = z1~!. Es gilt

N(J) = N(JZ)N(I)_l < (4/7T)T277;id1/2x§2

O
Theorem 8.13 (Dirichlet). Die Klassengruppe eines Zahlkérpers ist endlich.

Beweis: Nach Korollar 8.12 geniigt es, Klassen von Idealen zu betrachten, deren
Norm kleiner gleich einer Konstante C' ist. Also geniigt es zu zeigen, dass es nur
endlich viele Ideale mit N(J) = g < C gibt fiir ein festes ¢q. Es gilt

N(J)=0k/J|=q=qeJ

Die Ideale von Ok mit g € J entsprechen genau den Idealen von Ok /(q). Dies
ist ein endlicher Ring, hat also auch nur endlich viele Ideale. O

Beispiel. K =Q(v/-5), 11 =0, 73 =1, n =2, Basis 1,/—5. Also folgt

d:|det<i _*7_%) P=]-V-5-V-5°=4-5=20

Die Konstante aus dem Beweis ist also
42
C = —zzx/Sz 4/mV5 = 2,847 ...
T

Fir 1 € J ist J = A das triviale Element. Ideale mit 2 € J entsprechen den
Idealen von Z[/—=5]/(2) = O/P% wobei P, das eindeutige Primideal ist, das
2 enthilt. Die Klassengruppe wird also von P erzeugt. Es gilt P§ = (2), also
die Relation P§ ~ 1. Da Z[y/—5] kein Hauptidealring ist, ist die Klassengruppe
isomorph zu Z/2.

Korollar 8.14. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n iber Q und Diskriminante
d. Firn > 2 gilt
. Cat
— 3\ 4

Der Quotient n/log d wird durch eine Konstante unabhingig von K beschrinkt.

Beweis: Sei wie im Beweis des Theorems J ein ganzes Ideal mit

|
N(J) < (4/77)"2%&/2
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Wegen N(J) > 1 folgt
d'/? > (zm/4)"2n" /n! =

4> (/4202 [(nl)? > (n/4)"n®" [(n1)? = ay
dan > 2r und 7/4 < 1.
Behauptung. a, > % (?lf)nfl.
Wir zeigen dies induktiv. Fiir n = 2 gilt wie gewiinscht

ag =m2/4%.24/2% = 1% /4 .

Nun a, — apy1:

(n + 1)2(+0p)2
n2n(n + 1)2

(n+1)%
n2n

Gp41 o z
an, 4

=n/4- =n/4(1 +1/n)*"
>r/4-(14+2n-1/n)=n/4-3

Die zweite Aussage folgt durch Logarithmieren der Ungleichung. O

Theorem 8.15 (Hasse-Minkowski). Sei K # Q ein Zahlkérper. Dann ist seine
Diskriminante ungleich 1. Jede echte Erweiterung von Q ist verzweigt.

Beweis: d > /3 (3r/4)" "1 > 1 O

Theorem 8.16 (Hermite). Bis auf Isomorphie gibt es nur endlich viele Zahlkorper
mit gegebenener Diskriminante.

Beweis: Nach Korollar 8.14 gilt n < alogd fiir eine Konstante «, d.h. der Grad
ist beschrénkt. Es geniigt also zu zeigen, dass es nur endlich viele Kérper mit
gegebenem d, n, 1,72 gibt. Sei zunédchst r1 > 0. Wir betrachten B C R™ x C™
definiert durch

{lyi] < C/2,lys| <1/2furi=2,...,r, |2 <1/2fiir j=1,...,72}

wobei C' = (7/4)~"22""2d'/2, Die Menge B ist konvex, kompakt und punkt-
symmetrisch beziiglich 0. Das Volumen ist

u(B) = C)"~Hn/4)™ = 2"vol(a(0))
nach Wahl von C. Nach Korollar 8.6 gibt es 0 22 € O N B.

Behauptung. K = Q(x)
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Nach Voraussetzung ist |o;(z)| < 1/2 fir alle i # 1. Wegen
n
N(z) =[] loi(x)] > 1
i=1

folgt o1 (x) > 1, insbesondere o1 (z) # o;(x) fiir alle ¢ #£ 1. Wiire x nicht primitiv,
so kiime jedes Element in der Menge der o;(x) mehrfach vor, also auch oq(x).
Folglich gilt [Q(z) : Q] = n. Dies zeigt die Behauptung.

Wegen o(z) € B sind die 0;(z) beschrankt und damit auch alle Koeffizienten
des Minimalpolynoms von z. Es gibt nur endlich viele Polynome in Z[X] vom
Grad n mit beschrénkten Koeffizienten, also auch nur endliche viele mogliche .
Es bleibt der Fall 71 = 0. In diesem Fall benutzen wir

B ={|Imz;| < C,|Rez1| <1/2,|z] <1/2fir i =2,...,r9}
so dass p(B) = 2"vol(B). Wie im ersten Fall finden wir z € ¢(O) N B mit

lo1(x)] > 1. Wiederum ist oq(z) # o;(x) fir ¢ # 1. Wegen Reoy(z) < 1/2 ist
Imoy (x) # 0, also ist auch oy (x) # 71 (). Wieder ist « primitives Element. [
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Kapitel 9
Die Einheitengruppe

Definition 9.1. Sei K ein Zahlkérper. Die Einheiten von K sind die invertier-
baren Elemente des Ganzheitsrings.

Beispiel. 1, 1,4, —i sind Einheiten von Q(i). In Q(+/3) ist 2+ /3 eine Einheit
mit Inversem 2 — \B

Lemma 9.2. x € K ist eine Einheit genau dann, wenn x ganz ist und N(z) =
+1.

Beweis: Ist x eine Einheit, so ist 1 = N(z2z~!) = N(z)N(x)~!. Da die Norm
eines ganzen Elementes ganz ist, folgt N(z) = £1. Sei umgekehrt x € Ok mit
N(x) = £1. Das charakteristische Polynom

2"+ ap 12" P+ tazt+ag=0
hat ganze Koeflizienten, speziell ag = £N(x) = £1. Es folgt
+r(" 4 da) =1
Damit ist « eine Einheit. O

Theorem 9.3 (Dirichlet). Sei K ein Zahlkdrper, 1 die Zahl der reellen und ry
die Zahl der komplexen Einbettungen, r = r1+ra. Die Gruppe O} der Einheiten

von K ist isomorph zu
O =71 xa

wobei G die Gruppe der Einheitswurzeln in K ist, insbesondere eine endliche,
zyklische Gruppe.

Beispiel. Fiir K = Q(i) gilt O} = G = {£1,+i},dar = 0+1. Fiir K = Q(v/3)
gilt O} = {£1} x Z, da r = 2 + 0. Tatsiichlich ist 2 + /3 ein Erzeuger der
freien Untergruppe. Die Frage nach Erzeugern von Q(v/d) fiir d > 0 fiihrt auf

die Theorie der Pellschen Gleichung, die mit der Theorie der Kettenbriiche
behandelt werden kann.

73
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Beweis: Seien wie bisher o1, ..., 0., die reellen Einbettungen, o, ..., o, nicht-
konjugierte komplexe Einbettungen. Die logarithische Finbettung L : K* — R"
ist

L:xw (logloi],...,log|or]) € R

L ist ein Gruppenhomomorphismus.
Sei B C R" kompakt, B’ = L=!(B) N O%. Dann gibt es eine Konstante C, so
dass fiir alle z € B’ und i = 1,...,n gilt

loi(z)| < C
Damit sind die Koeffizienten von
P(X) = (X = 01(@))(X = 03(@)) ... (X — 0(2))

beschriankt. Gleichzeitig sind sie ganz, da € Og. Es gibt also nur endliche
viele mogliche P, daher ist B’ endlich.

Dies gilt insbesondere fir G = L~!(0) N O%. Dies ist eine endliche Gruppe,
besteht also nur aus endlich vielen Einheitswurzeln. Insbesondere ist sie zyklisch
(Algebra). Ist umgekehrt w eine Einheitswurzel, so gilt |o;(w)| = 1 fir alle 4.
Damit liegt w im Kern von L.

Nun studieren wir das Bild von L(O3) C R". Nach unserer Voriiberlegung ist
dies eine diskrete Untergruppe, also L(OF) = Z° fiir s <.

Behauptung. s <r —1.
Fir x € O3 gilt

T2

+1=N(z) = Hoi(x) = HO’@(I) H oi(z)oi(z)

j=ri+1

Hieraus folgt

1 r2
L) eW =2 (y1,....0r) ER"[D yi+2 Y y; =0
i=1 j=ri4+1

W hat Dimension r — 1, L(O*) ist eine diskrete Untergruppe, also s < r — 1.
Behauptung. L(O*) enthdlt r — 1 linear unabhdingige Elemente.

Aquivalent: Fiir jede lineare Abbildung f : W — R mit f # 0 gibtesu € O3 mit
f(L(u)) # 0. Wir identifizieren W =2 R"~! via des Isomorphismus (y1, ..., ¥,) —
(Y1, -+ -,Yr—1). Also schreibt sich f(y1,...,y,) = c1y1 + ... cr—1yr—1 fiir ¢; € R.

Wir wahlen
9 ) 12 r—1
> | - d’”, > i 1
o> (77) 3 ;:10 og

Wir werden eine Folge x5, € Ok ~ {0} konstruieren mit

|f(L(zn)) = 28h| < B, |N(zn)| < a
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Aus der ersten Bedingung folgt (2h —1)5 < f(L(zr)) < (2h+1)3, also sind die
f(L(xy)) paarweise verschieden. Die | N (x,)| sind beschréinkt und ganz, also gibt
es nur endliche viele Ideale (x,). Also gibt es zwei Indizes h, b’ mit (xp) = (zp).
Dies bedeutet, dass es u € O} gibt mit z, = uzy,. Aulerdem

f(L(w)) = f(L(zn)) = f(L(zn)) # 0

Damit wére das Theorem gezeigt.

Wir konstruieren nun die x;. Wahle A1, ..., A\, mit
r—1
H)\ H X =a, > cilog A; = 26h
i=1  j=ri+1 i=1

Dies ist moglich fiir » > 2. Im Fall r = 1 ist s = 0, und es ist nichts zu zeigen.
Sei nun
B ={(yi,zj) € R™ x C™ | |yi| < Ai, |25 < Ajgr, }

Diese Menge ist kompakt, symmetrisch und konvex. Sie hat das Maf}

1
n(B) =] @n) HmQ—Tl
=1 j=1
2\
> 2T (ﬂ) d'/? = 2n=r2q/2 = 2"yol(a(Ok))

Nach dem Theorem von Minkowski, Korollar 8.6 gibt es z € O, x # 0 mit
|oi(x)] < A; fiir alle 7. Andererseits

[N ()| 1
Iz loj(@) — TN

= Oz_l)\i

|oi ()] =

Also

/\i()é_l < |O’Z($)| <\ =
log \; —log a < log|o;(x)] <log\; =
loga > log A\; — log |o;(x)| > 0

Wir iiberpriifen nun die gewiinschten Eigenschaften von z:

r—1 r—1 r—1
|f(L(z)) — 28k = > cilogloi(x)| = Y cilogi| < il logar < 3
1=1 i=1 i=1
IN@)| = [[loi@)I < [[xi =«
=1 i=1
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Die analytische Klassenzahlformel

Definition 9.4. Sei K Zahlkirper vom Grad n mit r1 reellen und ro tmagindr
Einbettungen, r = r1 + ro. Seien €1, ...,6._1 eine Basis des freien Anteils von
Oj. Seien o1,...,0, : K — C paarweise verschiedene und paarweise nicht
konjugierte Einbettungen. Sei N; = 1 falls o; reell und N; = 2, falls o; imagindr.
Dann heifst

Rg = |det(N; log|oi(e;)[i ;1|
Dirichlet-Regulator von K.
Bemerkung. Die letzte Einbettung o, bleibt also unberiicksichtigt!
Definition 9.5. Sei K Zahlkorper, s eine komplexe Variable.

1
w0 = 2y

I

(hierbei durchlauft I die ganzen Ideale ungleich 0) heifit Dedekindsche Zeta-
Funktion von K.

Beispiel. K = Q, dann durchéuft I die Menge (n) fiir n € N, also
o 1
Gs) =) —

ns
n=1

die Riemannsche Zeta-Funktion.

Theorem 9.6. (i konvergiert absolut und lokal gleichmdfig fiir Res > 1 und
hat eine holomorphe Fortsetzung nach C \ {1}. In 1 hat die Funktion einen
einfachen Pol. Sie erfillt eine Funktionalgleichung, die s und 1 — s verbindet.

Beweis: 7Z.B. Neukirch, Algebraic Number theory, Chapter VII, §5, Lang Alge-
braic Number theory VIII, §2. O

Beispiel. Sei x : (Z/NZ)* — C* multiplikativ. Dabei sei N minimal, so dass x
definiert ist. Solche Abbildunge heiflen Dirichlet-Charaktere. Man setzt

L(x,s) = Z X(CL)

n

Fiir den trivialen Charakter y = 1 erh&lt man die Riemannsche (-Funktion
zuriick. Fiir y # 1 hat L(x, s) eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.
Sei K = Q(¢x). Dann gilt

== [ Llws

x:(Z/NZ)*—C*

Als Konsequenz hieraus erhélt man den Dirichletschen Dichtesatz: Jede arith-
metische Folge enthélt unendliche viele Primzahlen.
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Fiir meine eigene Forschung ist die folgenden Aussage der Startpunkt.

Theorem 9.7 (Analytische Klassenzahlformel). Sei K Zahlkérper vom Grad n
mit r1 reellen und ro komplexen Einbettungen. Sei w die Anzahl der Einheits-
wurzeln in K. Dann ist

2" (2m)"2 R h
Resy (k(s) = 7(1“21(2 k

Beweis: Man betrachtet die partiellen Zeta-Funktionen, bei denen iiber die Idea-
le einer festen Klasse summiert wird. Dann heifit es sorgfiltig abschétzen in
unseren bisherigen Uberlegungen. Wieder siehe Neukirch, Lang o.4. O

Bemerkung. Die Formel wird einfacher fiir s = 0. Dort hat (x meist eine
Nullstelle. Der fiihrende Koeffizient der Taylorentwicklung ist

LR
w

Die Klassenzahlformel wird - sowohl theoretisch, als auch praktisch - benutzt,
um die Klassenzahl zu berechnen. Alle anderen Terme, auch das Residuum sind
leichter zu berechnen als die Klassenzahl.

Ausblick: Die analytische Klassenzahlformel wurde vermutungsweise verallge-
meinert auf die Werte von Dedekindschen (-Funktionen an allen ganzen Zahlen
und sogar fiir die Werte von L-Funktionen von Varietdten oder Motiven an gan-
zen Zahlen. Den Beweis dieser Vermutung fiir zyklotomische Kérper (bzw. fiir
die L(x, s) fithrte ich einer gemeinsamen Arbeit mit Guido Kings, Regensburg:
A. Huber, G. Kings. Bloch-Kato conjecture and Main Conjecture of Iwasawa
theory for Dirichlet characters. Duke Mathematical Journal 199(3): 393-464,
2003.
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Kapitel 10

Adele und Idele

Wir werden in einer anderen Sprachen nocheinmal die Endlichkeit der Klassen-
zahl und den Einheitensatz beweisen. In dieser Form funktioniert alles auch fiir
Funktionenkorper.

Literatur: A. Weil, Basic Number Theory, Kapitel IV.

Sei nun wieder K ein globaler Kérper. Eine Stelle von K ist eine Aquivalenzklas-
se von Absolutbetrigen. Wir interessieren uns wie uns nur fiir die kanonischen
Stellen, die zu den kanonischen Betrigen (Definition 7.7) gehoren.

Definition 10.1. Sei S(K) die Menge der kanonischen Stellen, fir v € S(K)
sei ||, der kanonische Betrag, K, die Komplettierung beziglich v. Wir nennen
v archimedisch, falls K, = R, C, andernfalls heifst v nicht-archimedisch. F'ir je-
der nicht-archimedischen Stelle v gehdrt der Absolutbetrag zu einer Bewertung
v K* — Z. Wir normieren sie so, dass v surjektiv ist. Es sei O, der Ganz-
heitsring. Die Stellen von K, die zu einem Primideal von Ok gehdren, heiffen
endlich, die tibrigen unendlich. Ist v endlich, so nennen wir das Primideal p,,.
Sei So, die Menge der unendlichen Stellen.

Im Zahlkorperfall stimmen archimedische und unendliche Stellen iiberein. Im
Funktionenkorperfall sind alle Stellen nicht-archimedisch, aber es gibt dennoch
unendliche Stellen.

Wir erinnern uns, dass K, ein lokalkompakter Korper ist.

Definition 10.2. Fiir jede endliche Teilmenge S C S(K) mit Soo(K) C S seien

Ax(S) =[] Ko x [ 00

veS vegS

die S-Adele von K und

Ix(S) = [ 55 < [] o

veES vgS

79
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die S-Idele von K. Es sei

Av= J Ax(9) Ixk= J Ix(9)

SCS(K) SCS(K)
die Adele bzw. Idele von K.
Idel kommt wie Ideal von ideales Element, Adel ist ein additives Idel.

Bemerkung. Es gilt

Ar = {(2v)ves(k) € H K, |z, ganz fiir fast alle v}
veS(K)

Ik = {(zv)vesk) € H K|z, € O} fiir fast alle v}
veES(K)

Die Adele bilden einen Ring beziiglich der komponentenweisen Addtion und
Multipltiplikation. Die Idele bilden eine Gruppe beziiglich der komponentenwei-
se Multiplikation. Es gilt

Ay =1k

Beweis: Sei (zy)yes(s) € A mit Inversem (y,). Dann ist z,y, = 1 fiir alle v.
Fiir fast alle v ist x,,y, € O,. Damit ist z,,y, € O}. O

Nun berticksichtigen wir die Topologien.

Definition 10.3. Ag(S) und Ix(S) erhalten die Produkttopologien, Ay und
I die Limestopologien der Vereinigung.

Eine Teilmenge von Ak ist offen, genau dann wenn ihr Schitt mit allen Ag(.S)
offen ist. Eine Teilmenge von Ak (S) ist offen, wenn sie Vereinigung von Mengen
der folgenden Form ist:

U= [[ vox [[ Oho

veSUT vgSUT

wobei T eine endliche Menge von Stellen, U,, C K, offen fiir v € S und U, C O,
offen fir v € T\ S.

Bemerkung. Ak (S) und A sind lokalkompakte topologische Ringe, d.h. +, —, -
sind stetig. I (S) und I sind lokalkompakte topologische Ringe, d.h. -, -~ sind
stetig. I tragt nicht die Teilraumtopologie von Ay .

Lemma 10.4. Fiir jedes S ist I (S) C Ik offen.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass Ix(S) C Ix(T) offen ist fiir alle endlichen
T D S. Die beiden Prokukte stimmen in fast allen Faktoren iiberein. Fiir die
Komponenten zu v € T~ S haben wir die Inklusion O, C K,. Dies ist eine
offene Teilmenge. O
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Wir werden uns nun vor allem mit den Eigenschaften der Idele beschéftigen.
Lemma 10.5. Sei x € K*. Dann ist (x)yes(x) ein Idel. Die Abbildung K* —
I st injektiv.

Die Abbildung wird Diagonaleinbettung genannt.

Beweis: Es s € Ok, so dass sx € Og. Es geniigt die Behauptung fiir sx und s,
also fiir Elemente y € O \ {0} zu beweisen. Sei v eine endliche Stelle. Es ist
v(y) # 0 genau dann, wenn v in der Primidealfaktorisierung von y vorkommt.

Das sind nur endlich viele v.
Die Abbildung ist injektiv, da K — K, fiir jedes v injektiv ist. O

Definition 10.6. Fin Idel heiffit Hauptidel, wenn es im Bild der Diagonalab-
bildung liegt.

Definition 10.7. Sei x = (x,) € Ik ein Idel. Dann definieren wir das von x
definierte gebrochene Ideal als

1) = [T e

vtoo
I(x) ist wohldefiniert, da v(z,) = 0 sobald z, € O, also fast immer.

Satz 10.8. Die Abbildung I(-) von Ik in die Gruppe der invertierbaren Ideale
induziert einen Gruppenisomorphismus

I/ K*I5(Ss) — CI(K)

Beweis: Offensichtlich ist I ein Gruppenhomormophismus. Wir zeigen, dass I
surjektiv ist. Sei
1= H Py

vtoo

ein beliebiges gebrochenes Ideal. Wir wihlen z, € K, mit v(z,) = n,. Da
n, = 0 fiir fast alle v, gilt =, € O} fiir fast alle v. Fiir die unendlichen Stellen
wéhlen wir x,, = 1. Damit ist das Idel = (x,) das gesuchte Urbild.

Im Kern liegen diejenigen Idele (z,), mit v(x,) = 0 fiir alle endlichen Stellen,
d.h. mit z,, € O}. Dies sind nach Definition die Elemente von Ik (S).

I bildet Hauptidele auf Hauptideale ab, und wir erhalten die Behauptung. [

Definition 10.9. Sei S C Sk eine endliche Menge von Stellen, die alle archi-
medischen Stellen enthdlt. Dann heifst

Clg(K) =Ix /K Ik(S)
S-Idelklassengruppe von K.

Theorem 10.10. Fiir S # () ist Clg(K) endlich. Im Funktionenkdrperfall ist
Clg(K) 2 Z X F fiir eine endliche Gruppe F.
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Fiir den Beweis holen wir aus.
Korrektur: Sei v eine Stelle von K. Wir normalisieren | - |,, wie folgt:
|| K,=R
lz|, = ] |z)? K,=C
N(p,)~"@ v nicht-archimedisch

Lemma 10.11. Die Abbildung

| |ax : Ix = Rso (To)ves(r) = H |20 |0

ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Fiir fast alle v ist z,, € O, < |2,], = 1, d.h. nur endliche viele Faktoren
sind ungleich 1. Die Abbildung ist multiplikativ, da die Kérpernormen | - |, es
sind. =

Die Abbildung heifit Adelnorm. Der Kern wir mit /L (Gruppe der 1-Idele)
bezeichnet.

Satz 10.12 (Produktformel).
K* C Ik

Beweis: Sei L/K eine Erweiterung globaler Kérper. Sei z € L, v eine Stelle von
K. Dann gilt

INL k(@) = [ )

wlv

(Ubungsaufgabe). Hieraus folgt sofort
INL/k(8)|ax = |2la

Daher muss die Behauptung nur fir K = Q,F,(¢) tiberpriift werden.
Sei K =Q, x = £p|*...pl» fiir verschiedene Primzahlen p;. Dann ist

1 Tn —
pit...ppr v =00

_ -7 _
|z[o = {p; v=p;

1 sonst

Das Produkt ist also 1. -
Sei nun K = [, (¢). Ohne Einschrinkung gehen wir von K zu F(t) iiber. Es
geniigt = (t — a) fiir ein a € F, zu betrachten. Dann ist

-1

P v=a
[zlp =4p" wv=00
1 sonst

Das Produkt ist 1. O
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Im Fall von Zahlkoérpern ist das Bild der Normabbildung ganz R+, im Falle
von Funktionenkorpern der Charakteristik p ist das Bild der Normaabbildung
in den Potenzen von p enthalten, also isomorph zu Z.

Lemma 10.13.
I o Il x Ryy Char(K) =0
K7 1L xZ  Char(K) >0

Beweis: Sei K Zahlkorper, v eine unendliche Stelle. Sei x ein Idel mit Norm a.
Wir wéhlen y, mit |y,|, = a und y,, = 1 fiir w # v. Dann ist y = (y,,) ein Idel
mit Norm a und zy~! € I}.

Sei K Funktionenkérper. Sei n > 1 minimal, so dass p™ im Bild von | - |4. Sei
y € Ik mit |y|a = p™. Sei nun x ein beliebiges Adel. Dann ist |z|y = |y|}* fiir
ein m € Z. Daher liegt xy~™ € I}.. O

Satz 10.14. K* C I}, ist diskret.

Beweis: Es geniigt, K* C I zu betrachten. Die Menge
U= {(zy) € Ix(Seo)||x — 1], < 1/2 fiir alle v|oo}

ist eine offene Umgebung von 1 in Ix. Sei z € U N K*. Dann ist € O} und
r—1¢€Og.

Die Koeffizienten des Minimalpolynoms sind dann ganz und beziiglich | - |s
beschrankt. Im Zahlkorperfall haben wir bereits mehrfach genutzt, dass es dann
nur endlich viele Moéglichkeiten fiir die Koeffizienten gibt und daher auch nur
endlich viele Moglichkeiten fiir z — 1.

Im Funktionenkorperall miissen wir zeigen:

Behauptung. {z € F,[t]||z]|cc < C} ist endlich.
Nach Definition ist der Grad von z beschréinkt, die Aussage ist offensichtlich. [

Theorem 10.15. Sei K ein globaler Korper, I} die Gruppe der 1-Idele. Die
Faktorgruppe Ik /K* ist kompakt.

Beweis von Theorem 10.10. Sei I} (S) = I} N Ik (S).
Behauptung. I} /K*I}-(S) ist endlich.

I}-(S) ist eine offene Untergruppe von I}. Es ist
Ii /K Tie(8) 2 (I /K*) / Tm(I e (S)

Da K* C I} diskret ist, ist die Projektion I — I} /K* offen, d.h. Bilder
offener Mengen sind offen. Damit ist auch Im(I}(S) offen. Die Nebenklassen
iiberdecken die kompakte Gruppe I} /K*, daher gibt es nur endlich viele von
ihnen.
Nun miissen wir von 1-Idelen auf alle Idele schlieen. Sei zunéchst K Zahlkorper.
Dann gilt

Lie/ K 11c(S) = Ik /K T (S)
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da die Faktoren iiber unendlich in Zahler wie Nenner gleichermaflen auftauchen.
Sei K Funktionenkorper, y € I wie im Beweis von Lemma 10.13, d.h.

Ix = I x {y}*
Falls S = (), dann ist () C I}, und daher
I"/K*1(0) = I /K*I(0) x Z

Falls S # (), dann enthélt /(S) Elemente, die nicht in I liegen. Teilt man ein
solches aus I} /K*I'(S) x Z heraus, so bleibt ein endlicher Quotient. O

Wir haben damit die Frage auf eine Kompaktheitsfrage reduziert. Hierfiir be-
ginnt man additiv.

Theorem 10.16. Sei K ein globaler Korper. Dann ist K eine diskrete Unter-
gruppe von Ak und Ak /K ist kompakt.

Beweis: Die Diskretheit sieht man wie im mulitplikativen Fall. Sei Ko = Q, F,(¢).
Dann ist K ein endlich dimensionaler Ky-Vektorraum. Fiir jede Stelle v von K
ist

[[ 5w = K @k, Koo

wlv
ein Ko ,-Vektorraum derselben Dimension. Dies ist vertréglich mit Topologien

und ganzen Strukturen. Daher ist auch Ax = Ag, Xg K ein freier Ag-Modul
vom Rang [K : Ky]. Wegen

Ak /K = (Ag,/K,) K5l

geniigt es, den Fall K = K| zu betrachten.

Sei K = Q. Wir betrachten C' = [-1/2,1/2] x [, Z, C Aq. Diese Menge ist
kompakt. Wir wollen zeigen, dass sie Ag/Q iiberdeckt, also C+Q = Ag. Es gilt
C+Z=Rx][],Z,=Ag(S)-

Behauptung. Ag(S«) +Q = Ag

Sei * € Ag. Sei P die Menge der Primzahlen mit z, ¢ Z,. Es gilt Q, =
Z}{’ + Q(p) wobei Q) = {a/p"la € Z,n € Z} = {x € Q||z|, < 1, fiir alle ¢ # p}
(Ubungsaufgabe). Wir schreiben also fiir p € P

Tp =T, + Yp Ty, € Zp,Yp € Qep)

Sei y = EPEP yp € Q. Wir betrachten das Adel z — y. Es liegt in Ag(Ss).
Sei nun K = IF),(t). Wir betrachten C' = ], F,(t), = Ag,1)(0). Diese Menge ist
kompakt.

Behauptung. A]Fp(t)(@) + Fp(t) = Ap, )
. Das Argument ist dasselbe wie fiir Q, da wieder Fy,(t), = Oy + Fp(t) ). O



85

Auf jeder kompakten topologischen Gruppe gibt es ein eindeutiges invariantes
Haarsches Mafl von Volumen 1. Sei i das Haarsche Mafl auf Ax /K. (Invarianz
bedeutet p(S) = (S + a) fiir jedes a € Ag und jede messbare Teilmenge S.).
Da K C Ak diskret ist, gibt es ein eindeutiges invariantes Mafl auf Ay, das fiir
kleine offene Mengen mit dem Mafl auf Ak /K iibereinstimmt. Da K unendlich
viele Elemente hat, ist das Mafl auf Ax unbeschrinkt. Auf jedem K, gibt es
ebenfalls ein Haarsches Maf}. Das Produktmafl muss wegen der Eindeutigkeit
mit dem Haarschen Maf} iibereinstimmen.

Lemma 10.17. Sei S C Ax messbar, a € Ix. Dann ist

plap) = |alap(S)

Beweis: Wegen der Eindeutigkeit der Haarschen Mafle gibt es eine Konstant C
mit p(aS) = Cu(S) fir alle S. Es gentigt also, die Aussage fiir ein S zu beweisen.
Wir betrachten

S=[[{z € Kollzl, < 1}

Dann ist
aS = H{y € Kyllyl, < |a|v}

Fiir fast alle v ist |al, = 1 und dies hat auf a.S keinen Einfluss. Diese ignorieren
wir. Es bleiben endlich viele Faktoren. Ohne Einschrankung gibt es genau ein v
mit a, # 1, d.h. es geniigt die analoge lokale Aussage zu zeigen:

(i) Ist v reell, so ist p(lz| < 1) =2 und p(|z| < |a|) = 2lal.
(i) Ist v reell, so ist u(|z| < 1) =7 und u(|z| < |a]) = 7al?.

(iii) Ist v archimedisch, so geniigt es a = 7, zu betrachten. Dann wird O,
durch N (p,)-viele Nebenklassen von 70O, iiberdeckt. Wegen der Trans-
lationsinvarianz des Haarschen Mafles haben sie alle dasselbe Maf, also
N(py)(rOy) = u(O,). Dies passt zu unserer Normierung von | - |,.

O
Lemma 10.18. Die Abbildung
I — A x Ak x i (z,x7h)
ist ein Homdéomorphismus von Ix aufs Bild.

Beweis: Der Interessante Teil ist, dass Bilder offener Mengen offen sind. Ubungs-
aufgabe. O

Beweis von Theorem 10.15: Sei C' C Ak eine kompakte Teilmenge mit u(C) >
1. Sei C’ das Bild von C x C unter — : A x Ag — Ag. Sei C” das Bild von
C x C unter - : Ag x Ag — Ag. Als Bilder kompakter Mengen sind C’ und C”
kompakt. Da C" kompakt ist und K C Ag diskret, ist

C”ﬂK* :{l‘l,...,Z‘N}
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eine endliche Menge. Wir betrachten

X={zeclglzeC ot €x;'C fir ein i}
Ihr Bild unter der Abbildung aus Lemma 10.18 ist kompakt, also ist X kompakt.
Behauptung. I! ¢ XK*

Sei d € I'. Dann ist pu(dC) = |d|ap(C) > 1. Nach dem Theorem von Minkowski
gibt es zwei Elemente dz # dy € dC mit de — dy € K. Wegen dx — dy # 0 ist
dx—dy € K*. Es folgt ¢; = x—y € C’, §; = c1d. Dieselbe Argumentation fiir d~!
liefert ¢, € C’ mit d; = cod~' € K*. Es geniigt zu zeigen, dass ¢y = ddy € X.
Es ist

0109 = c100 € K*nC" = {.131,. .. ,Z‘n}

Sei also c1co = x;. Es folgt

~1_ 1. —~1lcv
¢y =czx; €x; C

Auch den Einheitensatz finden wir wieder.

Theorem 10.19. Sei K globaler Korper, S eine endliche Menge von Stellen,
die alle archimedischen Stellen enthdlt. Sei

Us ={x € K*||z|, =1 fiir allev ¢ S}

Dann ist
Us = u(K) x 2°

wobei p(K) die Gruppe der Einheitswurzeln in K ist und s = |S|—1 (bzw. s =0
falls S =10).

Der Beweis benutzt folgendes Lemma:

Lemma 10.20. Sei s > r > 0. Sei G ein Gruppe isomorph zu R™ x Z5~"+1,
Sei A : G — R ein Homomorphismus. Falls r > 0, so setzen wir voraus, dass \
surjektiv ist. Falls r = 0, so setzen wir voraus, dass \(G) =2 Z. Sei G1 = Ker \.
Sei weiter T' eine diskrete Untergruppe von Gy, so dass T'1 /T kompakt ist. Dann
15t

r=zs

Beweis: Es ist Gy = R™™1 x 25771 falls » > 0 und G; = Z°, falls » = 0. Als
diskrete Untergruppe ist I' & Z! mit ¢ < s. Da G1/T" kompakt ist, muss t = s
sein. O

Beweis von Theorem 10.19: Falls S = 0, so ist Us = F, fiir eine endliche Er-
weiterung von F, also endlich. Sei nun S # 0, s = |S|, r = |Ss. Wir setzen
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U =[],{z € K,||z|, = 1}. Dies ist eine kompakte Untergruppe von I (S). Wir
setzen
G = Ix(S)/U = || K5 H{allz], = 1}

veSs

Falls v reell ist, so ist R*/{+1} = R via der Logarithmusabbildung. Falls v kom-
plex ist, so ist C*/S! = R via der Betragsabbildung. Falls v nicht-archimedisch
ist, so ist K/OF = Z via der Bewertung v. Damit hat G die Form der Gruppe
aus dem Lemma. Es sei

A=log| |a:Ik(S)—R

Sie faktorisiert iiber G. Wie im Beweis von Lemma 10.13 sehen wir, dass A das
in Lemma 10.20 nétige Bild hat. Sei G; = Ker A = IL(S)/U, da U C I}(S).
Es sei I' das Bild von Ug in Gy = I(S)/U.

Behauptung. Der Kern von Ug — Gy ist endlich.

Der Kern ist Us N U C I#(S). Da K* diskret ist und U kompakt, besteht er
nur aus endlich vielen Elementen.

Behauptung. G1/Ug ist kompakt.

Dies ist ein Quotient von I (S)/Ug. Dies liegt in I (S)/K* und ist darin ab-
geschlossen, also selbst kompakt.

Behauptung. I' C Gy ist diskret.

Sei W eine kompakte Umgebung der 1 in Ik (S). Dann ist WU ebenfalls kom-
pakt. Daher enthalt WU nur endlich viele Elemente aus Ug. Dann enthélt auch
WU/U C G nur endlich viele Elemente aus T'.

Damit sind alle Voraussetzung von Lemma 10.20 erfiillt. Es ist I' & Z° und
daher Ug = Ker \ x Z°. O
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KAPITEL 10. ADELE UND IDELE



Kapitel 11

Fermatsche Gleichung

Literatur: Washington, Cyclotomic Fields, Einleitung.

Rosen, The history of Fermat’s Last Theorem, in: Cornell, Silverman, Stevens
(Eds), Modular Forms and Fermat’s Last Theorem, Proceedings Boston 1995,
Wir beginnen mit dem Funktionenkorperfall, der bemerkenswert einfach ist.

Satz 11.1. Sei k ein Korper, n > 2 prim zu Char(k). Sei K = k(t). Dann hat
die Gleichung

nur Losungen mit xyz =0 oder x,y,z € k.

Beweis: Sei (x,y, z) eine Lésung mit xyz # 0. Ohne Einschréinkung sind z,y, 2z €
k[t] und paarweise teilerfremd. Zu zeigen ist, dass z,y, z konstante Polynome
sind. Hierzu geniigt es, den Fall k = k zu betrachten. Sei ( eine primitive n-te
Einheitswurzel in k. Wir faktorisieren

n—1
= [[@+
i=1

Behauptung. Die Faktoren (x + ('y) sind paarweise teilerfremd.
Sei f ein gemeinsamer Teiler von z + 'y und x + (?y. Dann teilt f auch
ey —a—y=C1-)y
G+ ¢y = e+ y=¢0 -

Da z,y teilerfremd sind, muss f eine Einheit sein.

Hieraus folgt, dass die Faktoren (x4 ('y) von der Form n-te Potenz mal Einheit
sind. Da k algebraisch abgeschlossen ist, konnen wir auch aus der Einheit eine
Waurzel ziehen und erhalten

Tty =u w4y ="+ Cy=uw"

89
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(Hier geht n > 2 ein.) Es folgt
w +Cu" =2+ Cy+ oty =1+ @+ Cy) = 1+ "
Wieder ziehen wir die n-ten Wurzeln der Koeffizienten und erhalten
2ty =2"

wobei die Grade der neuen Losung echt kleiner als die der urspriinglichen sind.
Mit Fermats Methode des unendlichen Abstiegs ist dies ein Widerspruch. [

Wir versuchen es mit derselben Methode fiir QQ, mit wesentlich schwécherem
Ergebnis.

Sei p eine feste Primzahl, p > 5. Sei ¢ = (;, eine primitive p-te Einheitswurzel.
Wir erinnern uns, das der Ganzheitsring Z[(]. Die Primzahl p ist rein verzweigt.
(1 = ¢) ist der Primteiler von p.

Lemma 11.2. Seien r,s € Z mit ptr,s. Dann

CT -1 *
Z
S e Zid
Beweis: Sei r = st mod p.
¢"—1 CStil t 2t (s—1)t
—_ =1 . s 7
o1 o1 ++H T+t € Z[¢p)
Analag ist auch das Inverse ganz, insgesamt also eine Einheit. O

Hieraus folgt, dass (1 —¢") = (1 — () fiir alle p{ r.
Lemma 11.3. Sei a € Z[¢]. Dann gibt es a € Z mit
o =a mod p
Beweis: Sei a =ag+a1(+---+ ap,QCP*Q Dann gilt
af =ab +ab¢P+ -+ ag_QCp(p—Q
Die rechte Seite ist in Z. O

Bemerkung. Die Elemente der Galoisgruppe Gal(Q(¢)/Q) haben die Form
¢ (fiiri =1,...,p— 1. Besonders interessant ist ¢ mit +({) = (P! = (L.
Unter der Einbettung ¢ — exp(27/p) ist die komplexe Konjugation. Tatséichlich
héngt ¢ nicht von der Wahl von ¢ bzw. von der Wahl der komplexen Konjuga-
tion ab. ¢ ist die komplexe Konjugation auf Q(¢), wir schreiben einfach * Der
Fixkorper ist Q(¢ + ¢~1). Die Erweiterung Q/(¢)/Q(¢ + ¢~') hat Grad 2. Der
Korper Q(() ist total komplex, r; = 0, 75 = (p—1)/2. Der Teilkérper Q(¢+¢ 1)
ist total reell, ry = (p —1)/2, ro = 0.
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Lemma 11.4. Sei u € Z[(]*. Dann gibt es u' € Q(¢ + (™) und r € Z, so dass
u = C"u'. Das Element v’ ist Einheit von Q(¢ + ¢71).

Beweis: Sei a = u/u. Dies ist Einheit, da u eine Einheit ist. Auch alle Konjugier-
ten von a haben Absolutbetrag 1. Damit liegt o im Kern der logarithmischen
Einbettung. Dieser besteht genau aus den Einheitswurzeln. Also

a=u/u==+("
Wir betrachten zuerst das Vorzeichen —. Sei
u="by+bil+ - +by ol P=u=by+b + - +byo modl—¢

Ebenso
u=by+ - -+bp_2=u=—-CU=-u modl—

Dies bedeutet
2u=0 mod1l—_

(1—¢) ist ein Primideal. Wegen 1 —( 1 2 folgt 1 — (|@. Dies ist ein Widerspruch
zu v Einheit.
Es gilt demnach

a=C=C"=u=C"u=Cu=CT

mit 2r = a mod p. Wir setzen v/ = (~"u. Wegen v’ = u(~" ist das Element
und sein Inverses ganz. O

Lemma 11.5. Seia=ag+---+ ap,lcp’l mit a; € Z, wenigstens ein a; = 0.

Sein € 7.

nlo = nla; fir alle j
Beweis: Jede p — 1-elementige Teilmenge von {1,¢,...,(P~1} ist eine Z-Basis.
Wir schreiben o in der Basis, die ¢ ausldsst. Dann folgt die Aussage aus der
Eindeutigkeit der Darstellung. O

Theorem 11.6 (Kummer 1847, Fermatsche Vermutung, 1. Fall). Sei p > 5
eine Primzahl mit pt h(Q(C)). Die Gleichung

2P 4 yP = 2P
hat keine ganzzahlige Losung mit pt x,y, z.

Beweis: Sei x,y,z € Z eine Losung mit p t x,y, z. Ohne Einschréinkung ist das
Tripel primitiv, d.h. die Zahlen paarweise teilerfremd.

Behauptung. z,y, z kinnen so gewdhlt werden, dass x # y mod p.
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Angenommen x =y mod p. Dann permutieren wir
2+ (=2 = (g
Angenommen, zusitzlich = —z mod p. Dann gilt
22 = —2P mod p = p|3zP

Dies ist unmoglich, da p > 5, pf .
Wir rechnen in Z[¢]. Dort gilt

p—1

o’ +y? =[]+

r=1
Wir wollen mit Teilbarkeitsargumenten in Z[¢] argumentieren.
Behauptung. Die Ideale (x + ('y) sind paarweise teilerfremd.
Sei p € Spm Z[(] ein gemeinsamer Primteiler von (x + ¢*y) und (y + Cy). Dann

Py —Cy) = (1= O ()
Also folgt p = (1 — ¢) oder p|y. Analog:
pIc(x+Cy) = e+ Py) =1 =z

Also folgt p = (1 — ¢) oder p|z.

1. Fall: p # (1 — ¢). Dann ist p|z,y. Dies ist ein Widerspruch zu (z,y) = 1
bereits iiber Z.

2. Fall: p = (1 — ¢{). Dann gilt mod p

z4+y=z+Cy=0 modyp
Wegen = + y € Z folgt x +y =0 mod p. Aber
=l +yP=z+y=0 modp

Dies ist ein Widerspruch zu p { z. Dies beweist die Behauptung.
Da die Ideale (x + ('y) teilerfremd sind, muss jedes von ihnen eine p-te Potenz
sein. 4
(z +('y) = A7
fiir ein Ideal A;. Die linke Seite ist ein Hauptideal.
Behauptung. A; ist ein Hauptideal.

Wir miissen {iberpriifen, ob [4;] = 0 in CI(Z[(]). Die Klassengruppe ist ei-
ne endliche Gruppe, deren Ordnung nach Voraussetzung nicht von p geteilt
wird. Daher ist Multiplikation mit p ein Isomorphismus. Nach Voraussetzung
ist p[A;] = [A?] = 0 in CI(Z[(]). Zusammen folgt die Behauptung.
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Sei nun A; = (o). Es ist also
z+ 'y = wial

fiir ein u; € Z[¢]*. Wir betrachten speziell ¢ = 1 und setzen unsere Lemmata
zusammen.
Uy = U/CT

mit u’ total reell. Wegen Lemma 11.3 gibt es a € Z mit of = a mod p. Daher
z+Cy=C"va modp

Komplex konjugiert
z+ ¢ ly=¢"va modp

Zusammen folgt
(@ +Cy) = (@ +¢ty) modp

oder
T+ C¢y— ¢z —¢""'y=0 modp

Falls 1,¢,¢?",¢? ! paarweise verschieden, dann folgt aus Lemma 11.5 (und
p > 5), dass p alle Koeffizienten teilt. Dies ist ein Widerspruch zu p { z, y.
Wegen 1 # ¢ und ¢?" # (2" ! bleiben 3 Fiille:

1 = ¢? Dann gilt
O=a+yly—z—(ly=Cy+¢ 'y modp
Nach Lemma 11.5 gilt p|ly, Widerspruch.
1 = (%! Dies ist dquivalent zu ¢ = ¢?". Dann gilt
O=z+Qy—Cr—y=(r—y)+(x—-y) modp
Nach Lemma 11.5 gilt p|z — y, im Widerspruch zur Wahl von z, y.

¢ = ¢?>~1! Dann gilt
O=z4+yl—2(*—Cy=2—-C2 modp

Nach Lemma 11.5 folgt p|a, Widerspruch.
O

Bemerkung. Primzahlen p, die h(Q((,)) teilen, heilen reguldr. Die ersten ir-
reguldren Primzahlen sind

37,59,67,101, 103, 149, 157

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele reguldre Primzahlen gibt. Es gibt jedoch
nur endlich viele, fiir die Z[(] ein Hauptidealring ist (ndmlich p < 19).
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Der zweite Fall ist tiefer, vergleiche Washington §9. Neben elementaren Teilbar-
keitsiiberlegungen und wieder einem Klassenzahlargument, wird gebraucht:

Theorem 11.7 (Kummer). Sei p regulire Primzahl, u € Z|C]*. Falls es a € Z
gibt mit u=a mod p, dann ist u =P fir ein v € Z[(]*.

Diese genaue Information bekommt durch die Analyse einer p-adischen Version
des Regulators mit der p-adischen Funktion log : Q, — Q,. Man beweist dies
heute mit den Methoden der Iwasawa-Theorie.



