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Kapitel 1

Grundbegriffe und Zahlbereiche

Ein wesentliches Ziel dieses Kapitels ist es verschiedene Begriffe und Bezeich-
nungen, die im Weiteren benétigt werden, zu definieren und einzufiihren.
Vieles ist dabei bereits aus der Schule bekannt. Insbesondere soll eine Klar-
stellung und Vereinheitlichung der Notation erreicht werden.

1.1 Mengen und Abbildungen

1.1.1. FEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen. (Georg Cantor, ca. 1875)

Bezeichnungen:
e Objekte der Mengen heiflen Elemente.

a€ A, a ist Element von A,
a¢ A, a ist kein Element von A.

e Zwei Mengen sind gleich A = B, wenn sie dieselben Elemente haben.

e Beschreibung einer Menge durch Aufzdhlen ihrer Elemente:
A ={1,2,3} hat genau die Elemente 1, 2 und 3. Es gilt

{1,1,2,3} = {1,2,3} = {3,2,1} ,

denn auf Reihenfolge und Nummerierung kommt es nicht an.
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Beschreibung einer Menge X durch Angeben einer definierenden Ei-
genschaft
X :={z € A : x hat die Eigenschaft E'}.

Die leere Menge () enthilt kein Element.

B heifit Teilmenge von A, wenn jedes Element von B auch ein Element
von A ist

B heifit echte Teilmenge von A, in Zeichen B C A, wenn B C A,
und es ein x € A gibt mit x € B.

1.1.2 Definition. Fine Aussage ist ein sinnvolles sprachliches Gebilde,
dass entweder wahr oder falsch ist.

Aussagen kann man miteinander verkniipfen. Diese Verkniipfungen
werden in Wahrheitstabellen definiert.

Negation —A: Es gilt genau das Gegenteil von A.
Konjunktion A A B: Es gilt A und B (beide gleichzeitig!)
Alternative : AV B: Es gilt A oder B (oder beide!)

Implikation A = B: Wenn A gilt, dann auch B. (Wenn A nicht gilt,
dann kann B gelten oder auch nicht.)

Aquivalenz: A gilt genau dann, wenn B gilt. A < B

A|B|-A|ANB|AVB | A=B| A< B
W| W/ | F W W W W
e W|F F W F F
F|lW| W F W W F
F|F F F W W
Existenzquantor -
deeM: FE

heifit: es existiert ein x aus M mit der Eigenschaft E.

Generalisationsquantor V
VeeM: FE
heif3t: fiir alle x aus M gilt die Eigenschaft E.
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In dieser Notation bedeutet A C B:
BCAs (beB=becA).

1.1.3 Mengenoperationen. Seien A, B C M zwei Teilmengen von M. Dann
definieren wir folgende Verkniipfungen:

Durchschnitt ANB ={ze M;(x € A)A(z € B)},
Vereinigung AUB ={reM;(x € A)V(xe B)},
Differenz AB ={xeM;(xecA)AN(z &B)},
Komplement AY ={re M;x¢gA}.

Mengen heiflen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben.

Die Produktmenge A x B zweier Mengen A, B ist definiert durch
Ax B:={(a,b); (ac A)AN (b€ B)},
d.h. sie ist die Menge der geordneten Paare.

e A X B ist eine neue Menge. Zwei Elemente (a,b), (¢, d) sind gleich, in
Zeichen (a,b) = (¢, d), genau dann wenn (a = ¢) A (b = d).

Analog definiert man fiir mehrere Mengen A;,i =1,...,n,

(ay,...,a,) heiit geordnetes n-Tupel. Falls 4; = --- = A, = A
schreibt man
A" statt Ax---x A
—_—

n—mal

1.1.4 Definition. Seien A, B Mengen. Fine Funktion oder Abbildung
von A nach B ist eine Teilmenge f der Produktmenge A x B derart, dass zu
jedem x € A genau ein y € B ezistiert mit (x,y) € f.

Bezeichnungen:

e Statt (z,y) € f schreibt man y = f(x) oder f: A — B:x+— f(z).
y = f(z) nennt man Funktionswert von f an der Stelle z. Wir
nennen r auch Argument.
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A heifit Definitionsbereich von f, in Zeichen D(f) := A.

Sei C' C A, dann ist das Bild von C unter f definiert durch
F(C):=A{f(z); z € C}.

Insbesondere heifit f(A) Wertebereich von f.

Eine Funktion f : A — B heifit

surjektiv < f(A) =B (Wertebereich ist gesamte Menge B),

injektiv & (21 # 12 = f(r1) # f(22))
(verschiedene Argumente haben verschiedene Bilder),
bijektiv < injektiv und surjektiv.

Sei f : A — B bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung f~! definiert
als

7= A(f(2),2); x € A}
Die identische Abbildung ist gegeben durch
id: A= A: z—u=x
Gleichheit von zwei Abbildungen: Seien f : A - B,g: C — D
zwei Abbildungen. Es gilt:
f=9 & ((A=C)N(B=D)A(VzeA: f(z)=g(2))).

Die Restriktion einer Funktion f : A — B auf Ay C A ist definiert
durch:

flag = A{(z, f(z)); 2 € Ao} .

1.2 Reelle Zahlen

Bezeichnungen:
N={1,2,3,...} natiirliche Zahlen
Ny =NU {0}
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen
Q= {@; m,n € Z,n #+ O} rationale Zahlen
n

R reelle Zahlen
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Die reellen Zahlen werden axiomatisch eingefithrt. Man betrachtet eine
Menge auf der zwei Operationen +,- definiert sind. Weiterhin miissen die
Korperaxiome, die Ordnungsaxiome und das Vollstdndigkeitsaxiom erfiillt
sein. Auflerdem ist R archimedisch (s.u.) Die Kérperaxiome sichern, dass man
wie gewohnt addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren kann. Die
Ordnungsaxiome sichern, dass man zwei beliebige reelle Zahlen der Grofle
nach vergleichen kann, d.h. es gilt immer genau eine der Moglichkeiten:

r <y, r=uy, x>y,
Man schreibt
r<ye(z<yV(z=y).
Die Ordnungsrelation < ist kompatibel mit den Operationen -, 4+ und es gilt:

r<y,a<b = a+zx<b+y,

(2.1)
$§?J7a20 = a'$§a'ya

r<y < —-y<-u,

O<zr<y & 0<§< (2.2)

1
<.

1.2.1 Definition. Se: S C R. S heiffit nach oben beschrinkt, wenn es
eine Zahl b € R gibt, so dass

VeeS: x<b.
Man nennt b eine obere Schranke von S.

e Analog definiert man die Begriffe nach unten beschrinkt und un-
tere Schranke.

e S heifit beschrankt, falls S eine obere und eine untere Schranke be-
sitzt.

1.2.2 Axiom. (Vollstindigkeit) Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Men-
ge reeller Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke.

e Die kleinste obere Schranke heifit Supremum. Sei S C R nach oben
beschrankt. Dann setzt man

s:=supS & Ve>0dreS:s—e<ax<s
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e Die groite untere Schranke, nennt man Infimum.

1.2.3 Axiom. (Archimedisches Azxiom) Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine
ganze Zahln, die grofer als x ist, also x < n.

1.2.4 Definition. Der Betrag |a| einer reellen Zahl a € R ist definiert
durch

—a falls a < 0.

a falls a > 0,
la| =

e Aus der Definition ergeben sich folgende Rechenregeln:

—lal <a<
| —al = lal,
|abl = al[0],
a |a| (2.4)
- =+ falls b # 0
‘b‘ B alls 670,
la| <b < —b<a<b. (2.5)

e Aus (2.3) und (2.5) folgt die Dreiecksungleichung: Va,b € R gilt:

la+ 0] <la|+10]. (2.6)

e Seien a,b € R. Dann wird mit |a — b| der Abstand der zu a und
b gehorigen Punkte auf der Zahlengeraden bezeichnet. Also gilt fiir
a,r€Re>0:

la—z|<e & a—e<z<a+e

1.2.5 Intervalle. Seien a,b € R mit a < b. Dann definiert man:

[a,0] ={x€R; a<axz<b}  abgeschlossenes Intervall,
(a,b) =={z€R; a<xz<b}  offenes Intervall.

e analog: halboffene Intervalle (a,bl, [a, )
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e Zum Vermeiden von Fallunterscheidungen fithren wir —oo, co ein und
legen fest: —oo <z < oo Vx € R. Somit gilt:

(—o0,a] :={z € R; z<a},
(b,00) :={z € R, = > b},

R = (—00,00).
Also ist R ein offenes Intervall.
e Das offenes Intervall (a — €,a + ) heiBt € - Umgebung von a.

1.2.6 vollstandige Induktion. Aussagen oder Eigenschaften kénnen von Ele-
menten einer Menge A abhingen, z.B.

VneA: E(n).

Falls A ={ng,no+1,...} CZ kann man den Wahrheitsgehalt solcher Aus-
sagen mit vollstandiger Induktion beweisen, d.h.

1) Induktionsbegin: Man zeigt, dass E(n) fir n = ng gilt.

2) Induktionsschritt:  Fir beliebiges n > ng setzt man die Gliltigkeit
von E(n) voraus (Induktionsvoraussetzung) und leitet daraus die
Giiltigkeit von E(n+ 1) her.

1.2.7 Beispiel. (Bernoulli - Ungleichung;)
Vhe (=1,00), YneN: (1+h)">1+nh (2.7)

Beweis. Sei h € (—1,00) fest. Fiir n = 1 gilt

(1+h)'=14+h=1+1-h
Angenommen die Aussage gilt fiir ng > 1, d.h.

(I+h)" >1+neh.
Wegen 1 4 h > 0 folgt hieraus
(1+h)"™(1+h) > (1+neh)(1+h)=1+neh+ h+ neh?

Wegen h? > 0 ist die rechte Seite > 1 + (ng + 1)h. Insgesamt folgt also

(L+h)"tt > 14 (ng+ 1)h .

Mit vollstéandiger Induktion gilt die Aussage fiir alle ny € N. ]
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Auf der vollstdndigen Induktion beruht auch das Verfahren der Definition
durch Rekursion.

e Sei a € R\ {0}. Die Potenzen a", fiir n € Ny sind definiert durch:
(1) a®:=1
(2) a"™:=a"-a
e Sei n € Ny. Dann ist Fakultit n! definiert als:
(1) 0l :=1
(2) (n+1)!:=(n+1)n!

e Summen- und Produktzeichen Seien a; € R, m < n € Ny, 1 =
m,...,n, m<n € Ny. Dann definieren wir:

n
E a; ::am+am+1+"'+a’n
i=m

n

||ai::am.am+1. cee Oy,

=m

e Es gilt die Ungleichung:

‘Zai SZ’ai‘. (2.8)

i=m i=m

e Fiir die endliche geometrische Reihe gilt:

n+1

Yog=—T fallsq#1. (2.9)
i=0 1—q

1.2.8 Definition. Fiir ganze Zahlen n,k mit 0 < k < n ist der Binomial-
koeffizient (Z) definiert durch

n\ n! _n(n—1)---(n—k+1)
(k) TKl(n—k) k!
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e Fine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge A
auf sich selbst.

1.2.9 Lemma. Zu jeder Menge mit n Elementen gibt es genau n! Permuta-
tionen.

Beweis. Wir verteilen n Kugeln mit auf n Facher. Wir zeigen mit vollstandi-
ger Induktion, dass es hierfiir n! Moglichkeiten gibt.

Die Aussage gilt fiir n = 1. Sei nun die Aussage wahr fiir n Kugeln. Wir
betrachten n + 1 Kugeln. Fiir das erste Fach gibt es n + 1 Mdglichkeiten.
Danach miissen wir n Kugeln auf n Facher verteilen. Hierfiir gibt es nach
Induktionsannahme n! Moglichkeiten. Zusammen ergibt dies

(n+1Dn!l=(n+1)!.
]

1.2.10 Satz. FEine Menge mit n Elementen besitzt (Z) verschiedene k-
elementige Teilmengen.

Beweis. Wie im Beweis des Lemmas gibt es n(n — 1)...(n — k + 1) viele
Moéglichkeiten, aus n Kugeln k-viele auf Facher zu verteilen. Hierbei werden
jedoch verschiedene Anordnungen mehrfach gezahlt. Es gibt k! Moglichkei-
ten, k Kugeln anzuordnen. Insgesamt also

n(n—1)..].d(n—k+1) B (Z)

e Fiir Binomialkoeffizienten gilt die Rekursionsformel:

() =)+ () 210

und folgende Rechenregeln:

D=2 (=0 ()=()=
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e Mit Hilfe von (2.10) kann man die Binomialkoeffizienten nur durch
Addition berechnen, man erhilt das Pascalsche Dreieck:

1.2.11 Satz (Binomische Formel). Fir reelle Zahlen a,b € R und n € N

qgilt:
(a+b)" = Z <Z> a™m bk

k=0

Beweis. Wir argumentieren mit vollstdndiger Induktion nach n. Fir n =1
gilt die Aussage wegen

1
1 1 1

Z( )alkbk: ( )albo—l— ( )aob1 =a-+b.

— k 0 1

Angenommen, die Aussage gilt fiir n. Dann folgt mit Induktionsvorausset-
zung und wegen (2.10)

(a+b)""" = (a+b)(a+b)"

= (a+b) kﬁ% (Z) "k

_i( ) 1o kbk+z< > ke
e B (e

>
:i“((:) ()
(s

n 1) n+l-kpk
=0
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1.3 Die Ebene und der Raum

Wir identifizieren die Ebene mit R?, indem wir das kartesische Koordina-
tensystem einfiihren.

e Man gibt den Punkt 0 in der Ebene vor,

e nimmt eine Zahlengerade, die x-Achse, so dass ihr Nullpunkt mit dem
Punkt 0 {ibereinstimmt.

e Nun dreht man die z-Achse gegen den Uhrzeigersinn um 90° und erhélt
die y-Achse.

e Fiir einen beliebigen Punkt Py € E, fillt man das Lot auf die - und
die y-Achse und erhélt die z-Koordinate x, und die y-Koordinate
Yo von Fy. Man schreibt

P = (o, 0) -
Der Punkt 0 = (0,0) heiit Ursprung.

Durch dieses Vorgehen haben wir eine bijektive Zuordnung von Punkten
P € E und Zahlenpaaren (z,y) € R? erhalten. Man kann also Teilmengen
im R? als Punktmengen in E veranschaulichen und Gebiete in E mit Hilfe
von Gleichungen beschreiben.

e Sei ] CR und f: I — R eine Funktion. Die Menge

Gr:={(z,y); z€l,y= f(a)}
heifit Graph der Funktion f.

1.3.1 Winkel. Fin Winkel o ensteht durch Drehung eines Zeigers um einen
Punkt der Ebene.

e Die Linge des zugehorigen Einheitskreisbogens sei €. Wir nennen € das
Bogenmafl von «, wenn die Drehung in positiver Richtung (gegen
Uhrzeigersinn) erfolgte. Falls die Drehung in Urzeigersinn erfolgte ist
—( das Bogenmayfs.

o Fin Winkel o habe das Gradmaf (ag)°. Das Bogenmaf { des Winkels

« errechnet sich durch: -

0=
180°

(ao)°
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o [Im Weiteren werden wir immer mit dem Bogenmafl arbeiten.

Genauso kann man den R?® und den Anschauungsraum R miteinander iden-
tifizieren.

e Kartesische Koordinaten im Raum bestehen aus drei sich in einem
Punkt 0 rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden, die ein Rechtssy-
stem bilden. Man nennt sie die x-, y-, z-Achsen.

e Die Koordinatenebenen sind die durch zwei Achsen aufgespannten
Ebenen. Man nennt sie auch die (x,y)-, (x, z)- und (y, z)-Ebenen.

1.3.2. Gleichzeitig sind R? und R3 Vektorrdume, d.h. man kann die Ele-
mente addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren:
Seien U = (x,y,2) und @ = (2,9, 2") in R3, A € R:

+d=(x+2y+y, 2+ 2
(x_xlvy_ylvz_zl)

v
U— 0 =
at’ = (ax, ay, cz)

Die Elemente des Vektorraums heiffen auch Vektoren. Man schreibt of v
oder v, aber auch einfach v. Das Element 0 := 0 := (0,0,0) heifit Nullvek-
tor.

1.3.3 Bemerkung. Einen Vektor @ = (a,b,¢) kann man auch als eine bi-
jektive Abbildung vom Raum in sich selbst auffassen. 7V ist die Parallesver-
schiebung um a in :C—Rﬂung, b in y-Richtung und ¢ in z-Richtung. Ublich
ist auch die Notation P@Q fiir die Verschiebung, die den Punkt P auf den
Punkt @) abbildet.

1.3.4. Seien da, be R3, X\, u € R. Dann gelten die folgenden Rechenreglen.

i+0=4a, (3.1)
a+(—a)=0, (3.2)
i+b=b+a, (3.3)

i+ (b+7) = (@+0b)+¢, (3.4)
M@ +0b) = Ai+ A\b, (3.5)
(A + p)d = Aa + pd, (3.6)
li=a, (3.7)
0d=0. (3.8)
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Beweis. Nachrechnen mit den Rechneregeln fiir R. Z.B. fiir @ = (z,y, 2)
a+0=(z,y,2)+(0,0,0) = (x4 0,y + 0,2+ 0) = (z,y,2) =@
[

1.3.5 Definition. Die Linge bzw. die Norm eines Vektors d = (x,y, z) ist
die Lange der Strecke von (0,0,0) nach (z,y,z) im Raum

|d|| := a2+ y% + 22 .
1.3.6. Sei d, be R3, o € R. Dann gelten die folgenden Rechenregeln.:
lecal] = |e| [al] (3.9)
@+ ol < llal| + |o] (3.10)

Beweis. Die erste Aussage ist ganz leicht. Die zweite ist etwas miihsamer.
Konzeptionell wird sie in der linearen Algebra bewiesen. Wir werden wenig-
stens den zweidimesionalen Fall noch sehen, aber in der Sprache der komple-
xen Zahlen. O

1.4 Komplexe Zahlen

Bisher haben wir Punkte z der Ebene, die mit einem kartesischen Koordi-
natensystem versehen ist, als Zahlenpaare z = (z,y) € R? aufgefasst. Jetzt
schreiben wir

1:=(1,0) i=(0,1)
und damit den Punkt z = (z,y) als
Zi=x+1y . (4.1)

Wir nennen dies eine komplexe Zahl mit Realteil Rez := = und Ima-
ginirteil Im 2z := y. Die z-Achse heifit reelle Achse und die y-Achse ima-
gindre Achse. Die Menge der komplexen Zahlen wird mit

C:={zr+iy;z,y € R} (4.2)

bezeichnet. Fiir zwei komplexe Zahlen z = z+iy, w = u+w mit x,y,u,v € R
gilt:

z=w = (x=u)A(y=v). (4.3)
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1.4.1 Grundrechenarten in C. Seien z = x+1y, w = u+iv mit z,y,u,v € R
zwei komplexe Zahlen.

e Die Summe und die Differenz von z,w ist definiert als Summe und
Differenz von Vektoren:

(4.4)

e Die Multiplikation mit reellen Zahlen ist die Skalarmultiplikation von
Vektoren:
Az = Ar + 1.

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen leitet sich hieraus her mat
den tiblichen Rechengesetzen und der Regel

2= —1. (4.5)

Wir erhalten also:
zw:= (v +iy)(u+iv) =zu+izv+iyu+ityv (4.6)
= (zu —yv) +i(zv + yu). (4.7)

e Die Potenzen 2" sind rekursiv definiert durch:

22 =1, 2Mi=22""" neN. (4.8)

o Seiw # 0. Dann ist in C die Division durch w mdglich:

z  xHiy  rtiyu—w

= = 4.9
w o U+ w U+ u— 1w (4.9)
_ (x 4+ iy)(u — v) (4.10)

(u+iv)(u —iv) ‘
_ (zu + yv) + i(xv — yu) (411)

u? + v?
U+ Yyv = Yyu — T

R u? +v? (412)

In C gelten die Korperaxiome, also die iiblichen Rechenregeln fiir 4+, —, -, :.
Wegen i? = —1 gibt es jedoch keine Anordnung < auf C, die das Anord-
nungsaxiom erfiillt.
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1.4.2 Definition. Sei z = = + i1y. Die zu z konjugierte komplexe Zahl
Z st definiert durch:

Zi=T—1Y.

e Wir haben folgende Rechenregeln fiir z,w € C:

ZH+w=zZ+w,
W=z, (4.13)
(Q:é, falls w # 0,
w w
zZ=2z,
Rez=1(z+7), (4.14)
mz=5(2—7).

e Der Betrag |z| von z = z + iy ist die Norm als Vektor, also:

2| == V2?2 +y? . (4.15)

Es gelten die Recheneregeln:

|z| = V2Z

2w = |2| |w],
4.16
22 falls w # 0, (416)
wl [l
|2 = [7]

1.4.3. Es gilt die Dreiecksungleichung
|z +w| < |z| + |w]| . (4.17)

Beweis. Sei a = x + iy eine komplexe Zahl. Dann gilt

la| =22+ y2 > Va2 =l|z| > 2 =Rea.

Wir schreiben dies um als

-1 _
040425(044—04).
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Wir setzen o = zw ein:

2V ZZWww > 2w+ Zw = 2Z + 2V z2Zwl + ww > 2Z + 20 + Zw + w &

(VZZ +Vwd') > (z +w)(Z + )
Durch Ziehen der Quadratwurzel erhalten wir also
2|+ |w] = [z + w]

]

Sie kann durch Induktion auf n Summanden verallgemeinert werden

n
pIE
i=1

<> il (4.18)
=1

Nach Konstruktion hat —1 eine Quadratwurzel in C.

1.4.4 Satz Qudaratische Gleichungen. In C st jede quadratische Gleichung
ar’ +br4+c=0 a,b,ce C

losbar.

Beweis. Wegen der bekannten Losungsformel

b 1
T2 =—— £ — Vb —4dac , (4.19)

26 2a

geniigt es, die Existenz von Quadratwurzeln, d.h Losungen von
w?=d

herzuleiten.
Fiir d = 0 ist die Behauptung klar. Sei zunéchst d > 0 reell. Wir betrachten

s =sups, S={reR;2x*<d}.
Das Supremum existiert nach dem Vollstindigkeitsaxiom, da 0% < d, d.h.
die Menge ist nicht leer und n? > d fiir eine natiirliche Zahl n > d (d.h.
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die Menge ist nach oben beschrinkt). Diese existiert wiederum nach dem
archimedischen Axiom. Wir wollen nun zeigen:

Angenommen, s > d. Sei

Dann ist
(s—e)=s"—2se+el=s"—-s*+d+e*>d.

Damit ist s — € ebenfalls eine obere Schranke von S, ein Widerspruch dazu,
dass s die kleinste obere Schranke ist.
Angenommen, s? < d. Wir betrachten § = d — s?> > 0. Wir wihlen € > 0 mit

)
<2 < —
€ S, €<
Dies ist moglich, denn nach dem archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche
Zahl n > 1/2s und gleichzeitig n > 4s/6. Dann erfiillt ¢ = 1/n die beiden
Bedingungen.
Damit folgt

o
(s+5)2:s2+255—|—a2<32+25€—|—235<32+454—:sz+d—32:d
S

Also ist s+¢ € S. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass s eine obere Schranke
von S ist.

Es bleibt nur die Méglichkeit s2 = d, d.h. s = V/d. Ist d < 0 reell, so ist iv/—d
die gesuchte Quadratwurzel.

Wir gehen zu komplexem d = u 4 iv € C \ R iiber. Gesucht ist eine Losung
von

u+iv = (z+iy)*=2® —y* + 2izy & u =2 —y*v=2xy .
Wegen d ¢ R ist v # 0.

Wir betrachten
u? + v?
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Die Zahl unter der Wurzel ist positiv, die Wurzel also reell. Damit ist A € R.
Angenommen, h = 0, d.h.

U u2+v2:>u2 u2—|—v2:> 0
—_ = _— = v =
2 4 4 4

Die ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher diirfen wir setzen

v=vh, y=—

2x

Wir iiberpriifen:

2 2
h(xQ—yQ):th—UZ:hQ—UZ
u? u Ju2+v2 w402 0P
TRVt T
quL u? + v2
= —+4u
2 4
= uh

und daher
22—y’ =u2zy=v.

O
1.4.5 Bemerkung. Beim Suchen nach einem Beweis geht man natiirlich

genau umgekehrt vor: Zuerst die Gleichungen 16sen und dabei feststellen,
welche Bedingungen notig sind.



Kapitel 2

Funktionen, Folgen, Reihen
und Grenzwerte

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe wie Funktionen und Grenz-
werte eingefiithrt. Unter anderem werden Standardbeispiele fiir Funktionen,
wie Polynome und Kreisfunktionen diskutiert. Der Grenzwertbegriff wird an
Hand von Zahlenfolgen und Funktionen genauer betrachtet.

2.1 Grundbegriffe

In Definition (1.1.4) im Kapitel 1 wurden Funktionen fiir allgemeine Mengen
definiert. Nun betrachten wir den Spezialfall einer reellen Funktion einer
Veréanderlichen

f: D—=R :z— f(x) fir DCR. (1.1)

Meist wird D ein Intervall sein.
Beispiele:

1 Eine lineare Funktion ist gegeben durch
flz)=ax+0b
fiir festes a,b € R mit dem Definitionsbereich D(f) = R.
2 Eine quadratische Funktion ist definiert als
f(z) = ax® + bz +c,
fiir festes a, b, ¢ € R, wobei a # 0 und der Definitionsbereich D(f) = R ist.
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3 Die Wurzelfunktion ist gegeben durch

mit dem Definitionsbereich D(f) = Rj = {z € R, x > 0}. Dies ist die
Umkehrfunktion f~! der bijektiven Funktion f : RS — RS mit f(z) = 22

2.1.1 Definition. Sei D C R symmetrisch zum Nullpunkt, d.h. x € D =
—x € D. Eine Funktion f : D — R heifst gerade (bzw. ungerade) wenn

f(=z) = f(x) (bzw. f(—z) = —f(x)) fir alle x € D gilt.
2.1.2 Definition. Man nennt eine Funktion f: D — R

a) monoton fallend (bzw. monoton wachsend ), wenn fir alle x1,xs €
D mit 1 < xo die Ungleichung f(x1) > f(z2) (bzw. f(x1) < f(xg))
gilt.

b) strikt monoton fallend (bzw. strikt monoton wachsend), wenn
fir alle xy < x9 € D die strikte Ungleichung f(z1) > f(x2) (bzw.
f(z1) < f(x2)) gilt.

2.1.3 Rechnen mit Funktionen.

o Scien f,g : D — R z2wei Funktionen. Dann definiert man die Summe,
die Differenz, das Produkt und den Quotienten dieser Funktionen durch:

(f£g)(x):=f
(f-9)(x) = f(x) - g(x)
f

(g) () =29 paits g(a) £ 0

(1.2)

d.h. die Operationen werden punktweise ausgefiihrt.

o Zu Funktionen f : 1 — R, g: D — R mit g(D) C I kann man die
Komposition fog : D — R bilden. Sie ist definiert durch:

(f o g)(x) = f(g(x)). (1.3)
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2.2 Polynome und rationale Funktionen

2.2.1 Definition. Fine Funktion f : R — R heifst Polynom vom Grad n,

wenn es Zahlen aq, ..., a, € R gibt mit a, # 0, so dass
f(x) :a0+a1x—|—~~~—|—an$”:Zaixi. (2.1)
i=0

e Die a; heiffen Koeffizienten des Polynoms.

o f(z) =0 hat keinen Grad, ist aber in der Sprechweise: ,Polynome von
Grad n“ eingeschlossen.

2.2.2 Horner Schema. Sei xg konkreter Wert. Um den Funktionswert f(z)
in Darstellung (2.1) zu berechnen, braucht man 2n—1 Multiplikationen und
n Additionen. Es gibt andere Darstellungen als (2.1), z. B. die Horner—
Darstellung:

f(x)=((- ((apx + apn—1)x + an_o)r +---+a1)r +agp. (2.2)

Hier betrdgt der Aufwand n Multiplikationen und n Additionen.

2.2.3 Satz. Sei f = > a;x', a, # 0 und b € R. Fiir die Zahlen c, = ay,
i=0
Cno1:=Cyb+ an_1 bis cg == c1b+ ag gilt

f(b) =co

f(z) = (x —b) zn: e+ e, (2.3)

d.h. das Horner Schema enthdlt die Division von f(x) — f(b) durch x —b.

2.2.4 Definition. Als Nullstelle einer Funktion f : D — R bezeichnet man
jede Lésung der Gleichung

f(z)=0 in D.
e Fir Polynome erhdlt man aus (2.3):
f0) =0 & f(z) = (z = b)h(x),
d.h. f(x) ist teilbar durch den Linearfaktor (x —b).
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e Nun kann h(b) wiederum 0 sein. In diesem Fall gibt es ein Polynom hy

mit h(b) = (x — b)hy(x). Damit gilt: f(z) = (z — b)*hy(z).

2.2.5 Definition. Man nennt b € R eine k-fache Nullstelle von f und
man nennt k die Vielfachheit von b, wenn gilt:

fla) = (x—b)’g(z) und g(b) #0. (2.4)
2.2.6 Satz.

a) Sei f(x) = Y1 jax’ ein Polynom vom Grad grifler gleich eins. Sind
by, ..., b alle (verschiedenen) reellen Nullstellen von f mit der jeweiligen
Vielfachheit 1y, ..., 1., dann gilt

r

f(x) = [[(@ = b)"alz) (2.5)

i=1
mit einem Polynom q(z) vom Grad n—Y_1;, das in R keine Nullstellen
i=1
hat.

b) Jedes Polynom vom Grad n mit n > 1 hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Vollstiandige Induktion nach dem Grad des Polynoms. Der Indukti-

onsschritt ist die Bemerkung nach Definition 2.2.4. O]
2.2.7 Komplexe Polynome. Fine Funktion f : C — C heifit komplexes Po-
lynom vom Grad n, wenn es Zahlen ag,...,a, € C gibt mit a, # 0, so
dass

fz) = Z a;2' (2.6)

Auch f(z) = 0 wird als Polynom aufgefasst.

e Alle Operationen, wie Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divisi-
on, die fiir reelle Polynome definiert sind, werden analog fiir komplexe
Polynome definiert.

e Der Grund fiir die Einfithrung der komplexe Zahlen war das Polynom
22 + 1, welches in R keine Nullstelle hat. Wir haben gesehen, dass iiber
C jede quadratische Funktion eine Nullstelle hat (Satz 1.4.4). Dies gilt
sogar allgemein, wie der folgende Satz zeigt.
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2.2.8 Theorem (Fundamentalsatz der Algebra). Zu jedem Polynom der
Form (2.6), mit n > 1 und a, # 0, gibt es eine Zahl w € C mit f(w) = 0.

Der Beweis ist alles andere als einfach.
Die einzigen komplexen Polynome ohne komplexe Nullstelle sind also die
konstanten Polynome. Wie im reellen Fall erhélt man also:

2.2.9 Satz. Jedes kompleze Polynom der Form (2.6) mit n > 1,a, # 0
besitzt eine Faktorisierung iiber C der Form

f(2) = an(z —w))t - (2 — wyg)™ (2.7)

k
mit verschiedenen Nullstellen w; € C der Vielfachkeit l; mit > 1; = n.
i=1

Jedes reelle Polynom kann als komplexes Polynom aufgefasst werden, da
R CC.

2.2.10 Lemma. Sei w € C eine Nullstelle eines Polynoms f mit reellen
Koeffizienten. Dann ist auch w eine Nullstelle von f.

Beweis. Sei .
f(z)= Z a;z" .
i=0

Nach Voraussetzung ist a; € R. Sei w € C eine Nullstelle von f. Dann gilt

n n
fl@) =) aw' = auwi
=0 =0

denn komplexe Konjugation vertauscht mit Multiplikation und Addition, und
es gilt a; = a;. Es gilt also

J(@) = Flw)=0=0.

0]
2.2.11 Satz. Jedes reelle Poynom f(z) = Zn:akxk,n > 1,a; € R,a, # 0,
besitzt die Faktorisierung iiber R =
f(@) =an(x —b)" oo (= b)) (2 + erw +dy)" o (2P 4 e+ dy)P,

mit reellen Nullstellen b; € R der Vielfachkeit l; und quadratischen Polyno-
men x2 + c;x + d;, die keine reelle Nullstelle haben.
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Bewets. Sei .
f(z) = Z a;z'
i=0

mit a, # 0. Nach dem Lemma treten die Nullstellen von f treten paarweise
auf. Ist eine Nullstelle w € C\ R, so enthélt f den Faktor

(z —w)(z —w) = 2> — (w+ W)z + ww = 2* — 2Re(w)z + |w|* .

Dies ist ein reelles Polynom.
Wir benutzen die Faktorsierung iiber den komplexen Zahlen

f(2) = an(z —w) oo (2 — wy)

wobei die w; die verschiedenen komplexen Nullstellen von f sind. Wir sortie-

ren die w; so, dass wy, ..., w, reell sind. Dies sind dann genau die b; aus der
Formulierung des Satzes.
Die Nullstellen w,.y1, ..., wy sind nicht reell. Seien w,,1,...,w,,, paarweise

nicht komplex konjugiert, w,sy; = w,4; die restlichen. (Es gilt also r + 2s =
k.) Dann ist
P tcztdi= (2 — W) (2 — Wrpspi) -

]

2.2.12 Satz. Zu (n + 1) beliebigen Stitzpunkten (x;,y;), © = 0,...,n, mit
x; # x; firi # j, gibt es genau ein Polynom p, mit Grad kleiner gleich n,
so dass pp(x;) =vyi, 1 =0,...,n.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien p,, p/, zwei solche Polynome. Dann gilt

(pn— D) (x) =yi —%:i=0 i=0,...,n

d.h. p, — pl, ist ein Polynom vom Grad kleiner gleich n mit mindestens n + 1
Nullstellen. Nach Satz 2.2.6 folgt hieraus, dass p, — p}, = 0. Der Existenzbe-
weis bedeutet das Losen eines linearen Gleichungssystems. Es lohnt sich, das
Verfahren festzuhalten, s.u. n

2.2.13. Newton Interpolationsverfahren. Man suche das Polynom p,
aus Satz 2.2.12 in der Form

pn(m) = Qqp + al(l‘ - $0) + Ofg(:E — xo)(x — xl) 4+t

+an(z—zo)(x—x1) - (T — )

(2.8)
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Die Bedingung p,(z;) = y;, i = 0,...,n, liefert das Gleichungssystem:
Yo = Qo
Y1 = ag + a1 (71 — T)
Yn = g + a1 (T, — o) + - + @y —x0) - -+ - (Xn — Tp_1)

Dieses kann schrittweise von oben nach unten mit der Methode der dividier-
ten Differenzen gelost werden:

Zo | Yo
N Yo,1
T1 | U1 < ’ N Yo,1,2
N Y1,2 / - N\
/ 7 . Yo,1,...n
T2 | Yo /
\ yn72,n71,n
N /
/ ynfl,n
Tn | Yn
Hierbei ist
Yo = S=22, Y2 = 20,

Man kann nachrechnen, dass
A = Yo,1,...i
d.h. die gesuchten Koeffizienten stehen in der oberen Schrigzeile.

2.2.14 Folgerung. Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn alle ihre
Koeffizienten tibereinstimmen, d.h.

n n
E aixlzg b;x" & a;=b;, 1=1,...,n.
i=0 i=0
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Beweis. Seien p =3 " ja;z" und ¢ =77, biz® Polynome vom Grad kleiner
gleich n mit p = ¢ als Funktionen auf R. Dann stimmen sie in n 4+ 1 verschie-
denen Stiitzpunkten iiberein. Nach Satz 2.2.12 sind sie dadurch eindeutig
bestimmt. O

2.2.15. Polynomdivision. Seien p und q Polynome, q # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome h und r mit Grad(r) < Gradq so dass

p=hqg+r.

Der mathematische Beweis wird fiir festes ¢ mit vollstandiger Induktion nach
dem Grad von p gefithrt. Wichtiger ist der Algorithmus, der dem der schrift-
lichen Division von Zahlen (mit Rest) entspricht.

2.2.16 Beispiel.

-+l 2242 =22 Rest — 32 + 22—z +1

33422 —x+1: 22+2r = -3z Rest 82 —x+1
82 —x 41 : 22+2x =8 Rest — 17z +1
und daher
h=a*>-3z+8,r=—1Tc+1.
2.2.17 Definition. Der Quotient zweier Polynome
p(x) _ E?:o a;x’
q(x) DTy bl

heifit rationale Funktion.

f(l‘): an%oabm#a

Haben Zihler und Nenner eine Nullstelle gemeinsam, so kann man einen
Linearfaktor kiirzen, ohne die Funktion zu verdndern.

e Sei f(x) = fILﬁ) eine rationale Funktion, wobei p(x) und ¢(z) keine gemein-
samen Nullstellen haben. Dann ist der maximale Definitionsbereich der
rationalen Funktion f gegeben durch

D(f) ={z e R : q(z) # 0}. (2.9)
Sei b € R eine [-fache Nullstelle von ¢(x), d.h.
a@) = (@ —)'qr(x),  mit gi(b) £0.

Dann nennt man b einen [-fachen Pol von f.
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2.2.18 Satz. Jede rationale Funktion % ldsst sich darstellen als

PO ey T
o(z) h(z) + o(2) (2.10)

mit einem Polynom h und einem Restpolynom r wobei entweder r = 0 oder
Gradr < Grad q.

Beweis. Gesucht sind A und 7, so dass
p=hqg+tr,

mit Gradr < Gradgq, d.h. die Aussage ist dquivalent zur Polynomdivision
mit Rest. 0

2.3 Trigonometrische Funktionen

Wir erinnern uns, dass wir alle Winkel im Bogenmaf} angeben, d.h. der Voll-
kreis hat Maf3 2.

2.3.1 Sinus, Cosinus. Auf dem FEinheitskreis drehe man einen Zeiger um den
Winkel o. Dadurch zeigt der Zeiger auf den Punkt P. Die Koordinaten von
P werden mit cos v und sin o bezeichnet.

P = (cos a, sin @)
Da der Winkel o € R beliebig ist erhalten wir die Funktionen:

cos: R — [—-1,1] : ar cosa Cosinusfunktion,

sin: R— [-1,1] : a— sina Sinusfunktion .

Der Zeiger habe nun die Linge r. Nach einer Drehung um den Winkel «
zeigt er nun auf den Punkt Q) = (a,b). Dieser hat die Koordinaten

Q = (rcosa,rsina) . (3.1)
Diese Gleichungen kann man auch schreiben als

cosa =

Y

sino =

Sl 3 |
—~
w
[\
~—
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Aus der Definition erhélt man sofort folgende Eigenschaften:
—1 <cosz <1,
cos(—x) = cosw (gerade Funktion),
cos(x + 2km) = cosx (2m-periodisch),
—1 <sinz <1,
sin(—z) = —sinx (ungerade Funktion),
sin(z + 2km) = sinz (2m-periodisch),
cosx =0 & tim, £3m, £37, ..,
sinx =0 & 0, £m, 27, ... .
cos®(x) + sin®(z) = 1
wobei sin?(x) = (sin(x))2.
2.3.2 Satz (Additionstheorem). Fir alle z,y € R gilt:

cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinxsiny,

sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos xsin y.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Beweis. Wir setzen die definierenden rechtwinkligen Dreiecke aufeinander.
Das erste hat die Ecken (0,0), (cosx,0) und (cosz,sinz). Das zweite hat
als erste Ecke (0,0), als zweite einen Punkt P auf der Nullpunktsgeraden GG
durch (cosz,sinz) mit Abstand cosy vom Nullpunkt. Die Gerade hat die

Gleichung _
sinz -

cos
Es gilt also
P = (cosycosz,cosysinz) .

Wir bestimmen die Gerade G’, die senkrecht auf G steht und durch P geht.

Sie hat die Steigung —<3Z und die Gleichung

sSinx

cos? x cos y)

sin x

COS T
ts —

- t+<cosysinx+
sinx

Die dritte Ecke @ liegt auf G’ und hat von P den Abstand sin(y). Die Be-

hauptung ist @ = Q' mit

Q' = (cosz cosy — sinz siny, sin z cos y + cos T siny) .
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Einsetzen zeigt, dass der Punkt auf G’ liegt. Es gilt

o / . . .
PQ" =@ — P = (—sinysinz,coszsiny) .

Dieser Vektor hat die Linge siny wie gewiinscht. ]
e Der Spezialfall y = 7,bzw. y = —7 impliziert:
sin (x + Z) = cosx,
:) : (3.8)
coS (93 — g) =sinx,

d.h. wenn man die Sinuskurve nach links um Z verschiebt erhilt man

2
die Cosinuskurve.

e In Formelsammlungen gibt es zahlreiche Identitdten, die sich aus (3.5)
herleiten lassen. Hier einige Beispiele:

cos(x — y) = cosx cosy + sinxsiny,

: : : (3.9)
sin(z — y) = sinxz cosy — cos zsiny,
sinz 4 siny = 2sin 2¥ cos I5Y, (3.10)
_ T4 T— .
cos x 4 cosy = 2 cos T cos HY,
cos(2z) = cos® x — sin x = 2cos® x — 1,
) i (3.11)
sin 2x = 2sinx cosz,

1+ cosz = 2cos? £,
2 (3.12)

1 —cosz = 2sin” 2,

2.3.3 Polardarstellung komplexer Zahlen. Man kann jede kompleze
Zahl z = x + 1y auch als ,Zeiger® auffassen und deshalb ist z eindeutig
bestimmt durch einen Winkel ¢ und den Betrag r = |z|.

e Es gilt dann z = rcosy, y = rsin ¢ und somit erhalten wir

z =r(cosp+ isinp). (3.13)

e Diese Form der Darstellung von z heifit Polardarstellung. Man nennt
¢ das Argument von z, ¢ =: argz. Falls —7m < ¢ < 7 heifit ¢
Haupwert von arg z
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e Die folgende abkiirzende Schreibwiese ist sinnvoll
e :=cosp +ising, ¢ €R. (3.14)
Sie heifit Euler-Formel.

Die Begriindung fiir diese Notation liefern die Rechneregeln. Rechnung mit
Sinus und Cosinus vereinfachen sich in der Notation der komplexen Zahlen.

2.3.4 Satz (De Moivre). Fir alle 9,9 € R gilt,
a) Pt — ei(wﬂo)}
b) (e¥)" =em¥, n €N,
¢) e = e = =5
Beweis. Wir betrachten die erste Aussage:
e = (sin @ + i cos @) (sin 1 + i cos 1))

= sin psiny — cos p cos 1 + i(cos @ sin ¥ + sin ¢ cos )

Nach der Additionsformel 2.3.2 ist dies

cos(p + ) +isin(p +¢) .
0

e Die Multiplikation und Division komplexer Zahlen l&sst sich daher beson-
ders einfach in der Polardarstellung berechnen. Sei z = |z]e® und w = |w|e®,
dann gilt:

z-w = |z||w] et

- % i), falls w # 0.

(3.15)

g |

2.3.5 Definition. Die Tangens- und Cotangensfunktionen sind defi-
niert durch

tan x ;= S mit x # (2k +1)5,k € Z,

Ccos ™

cotx = 5L mit x # km, k € Z.

sinx
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e Wir erhalten sofort folgende Eigenschaften:

tan(—z) = —tanz, (ungerade Funktion), (3.16)
cot(—z) = —cot z, (ungerade Funktion), '
tan(x + 7) = tanx, (m-periodisch), (3.17)

cot(xz + ) = cot z, (m-periodisch), '
t t
tan(x +y) = any + tany fir ,erlaubte” z,y. (3.18)

1 —tanxtany’

2.3.6 Definition. FEine Funktion f : R — R heifst periodisch mit einer
Periode 2, wenn

flz+20) = f(z) Ve e R.

2.3.7 Definition. Als Schwingung, bezeichnet man einen Vorgang, der
durch eine pertodische Funktion eines ,Zeitparameters“ t € R beschrieben
wird. Eine durch

s(t) = Acos(wt +a) , teR

mit festem A,w,a € R dargestellte Schwingung heifst harmonisch. A heifit
Amplitude, wt+«a die Phase, o die Nullphase und w die Kreisfrequenz.
Die Periode betrigt T' = %’T und die Frequenz v = % = o
e Diec Uberlagerung (Superposition) s(t) zweier Schwingungen
s1(t), so(t) ist punktweise definiert, d.h. die Auslenkungen addieren
sich

s(t) : = s1(t) + sa(t).
Die Uberlagerung s(t) ist im Allgemeinen nicht mehr periodisch.

e Die Behandlung von harmonischen Schwingungen s(t) vereinfacht sich,
wenn man komplexe Schwingungen z(t) einfiihrt. Sei

s(t) = Acos(wt + ),
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dann definiert man
z(t) : = Acos(wt + o) + iAsin(wt + «)
= Aeiwtte) (3.19)

= ae™".

Hierbei ist a gegeben durch a := Ae’ und heifit komplexe Amplitu-
de.

Wir iiberlagern zwei harmonische Schwingungen mit gleicher Kreisfrequenz,

d.h.

s1(t) = Ajcos(wt + ay),  so(t) = Ay cos(wt + )
s(t) = s1(t) + sa2(t) .

Dies ist der Realteil von

Alez(thral) + A261wt+a2 _ Alezalezwt + Azezagezwt

— (Ailo‘1 + AQeiO‘?)em )

Der erste Faktor ist eine komplexe Zahl, also von der Form u + iv = Ae™
mit

u:= Ajcosag + Ascosas, v := Ajsina; + Assin .
und dann A = vu? +v?, cosa = 4, sina = 4. Hieraus ergibt sich
Alei(wt—i-al) +A26iwt+a2 _ Aei(wt—i—a) )
Damit haben wir hergeleitet:

2.3.8 Satz. Besitzen zwei harmonische Schwingungen die gleiche Kreisfre-
quenz, d.h.

s1(t) = Ajcos(wt + o),  $2(t) = Ag cos(wt + az),

so ist ihre Uberlagerung s(t) wieder eine harmonische Schwingung, die gege-
ben ist durch

s(t) := s1(t) + so(t) = A cos(wt + )

mit A und o wie oben.
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e Auf Grund der Darstellungen w; = %—i—% und wo = %—F%

1i8t sich die Uberlagerung zweier komplexer Schwingungen immer als
Produkt

iwit iwat jw2 jH2TWL | witwa
a e + ase™? = [ a1e'” 2 " + aqge’ 2 e 2 (3.20)

darstellen. Man nennt dies modulierte Schwingung mit modulier-
ter Amplitude.

e Im Allgemeinen ist eine modulierte Schwingung nicht periodisch. Ist
der Quotient Z—; = Z—; jedoch eine rationale Zahl, so ist die modulierte
Schwingung doch periodisch. In diesem Fall besitzen die Schwingungen

2mny

21(t) = are™' und zy(t) = aze™?! die gemeinsame Periode T' := =
w1

d.h. z1(t) 4 22(t) ist periodisch aber nicht notwendig harmonisch.

2mng
wa ?

2.4 Zahlenfolgen und Grenzwerte

Das Herz der Analysis sind Grenzwerte. Wir fangen unsere Untersuchungen
mit Folgen an und iibertragen die Ergebnisse dann auf Funktionen.

2.4.1 Definition. Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine auf
Ny erklarte Funktion, das heifit jedem n € Ny ist ein a,, € R zugeordnet. Man
schreibt

(an)neNo ) (an)nZO; g, A1, A2, " -

Die Zahlen a, heiffen Glieder der Folge.

anp = C konstante Folge ¢,c,---

An =1 Folge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3,---

)
)
3) an = ap +nd arithmetische Folge «ag,ag + d,aq+2d,---
) @, = apq" geometrische Folge ag,agq,a0q?, -
)

ap =1, apy1 = (n+ 1a, rekursiv definierte Folge
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2.4.2 Definition. Man sagt, die Folge (an)n>0 konvergiert gegen den
Grenzwert a € R und schreibt

lim a,=a oder a,— a,
n—oo

wenn es zu jeder beliebig kleinen Schranke € > 0 einen Index nyg € Ny g¢ibt,
so dass gilt:

la, —a| <e Yn > ng,

d.h. alle Glieder ab einem bestimmten Index (dieser hingt von e ab!) liegen
in einer €-Umgebung von a.

e Fulls der Grenzwert existiert heifit die Folge konvergent, ansonsten
divergent.

e Fualls a =0 heifst die Folge Nullfolge.

2.4.3 Definition. Man sagt, eine Folge (ay),>0 divergiert gegen oo, in
Zeichen

lim a, = oo,
n—oo

wenn fir alle K € Ny ein ng € N existiert, so dass a, > K fiir alle n > nyg.
Analog definiert man: divergiert gegen -oo.

2.4.4 Lemma. Fiir alle x € R gilt

1) lim 2™ =0, falls |z| < 1,
n—oo

2) lim z" = oo, falls x > 1,
n—oo

3) Die Folge (z™),>0 divergiert, falls x < —1.

Beweis. Sei x > 1. Sei K € N. Wir setzen x = 14y mit y > 0. Sei ng > K/y
eine natiirliche Zahl. Fiir n > ng folgt mit der Bernoulli-Ungleichung (Beispiel
1.2.7):

K
(1+y)"21+ny>?y:K.

Die Folge divergiert gegen oo.
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Sei nun |z| < 1, € > 0. Dann ist |z#|~' > 1. Nach dem ersten Teil gibt es ny,
so dass fiir alle n > n gilt

|z ™" >t = 2" <.

Es handelt sich um eine Nullfolge.
Sei zuletzt x < —1. Die Folge hat abwechselnd Werte kleiner —1 und grofler
1. Sie kann nicht konvergieren. ]

Seien (ay)n>0, (by)n>o Folgen. Dann sind a, + b,,a, - b,, und a,/b, neue
Folgen. Zur Grenzwertberechnung sollte man zuerst iiberpriifen, ob die zu
betrachtende Folge aus einfacheren Folgen zusammengesetzt ist.

2.4.5 Satz. Sind (a,)n>0, (bn)n>0 konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und
b, — b, dann gilt:

a) lim (a, £b,) =a=xb,
n—oo
b) lim (a,b,) =a-b,

n—oo

c) ist a # 0, dann gibt es ein ny € N mit a,, # 0 fiir alle n > ny und fir die
Folgen (an)n>ny, (bn)n>n, gilt: nll_{lélo — =1, 7}1_)11010 Z_Z =t

d) lim |a,| = |al,

e) nh_}n;o Van, =+/a, falls alle a,, > 0.

Beweis. Alle Beweise gehen ahnlich. Wir zeigen die erste Aussage. Sei
lim a, = a, lim b, = b. Wir wollen zeigen, dass lim (a, +b,) = a + b.

n— o0 n—oo n—oo

Sei € > 0. Dann gibt es ng, so dass

|an—a|<g, |bn—b|<% fiir alle n > ng .

Dann gilt

a, +b,—a—>b <la—a,|+b,—0 <£—l—E fir alle n > ng .
2 2

]

2.4.6 Satz. Lassen sich fir alle n > ny die Glieder der Folge (an)n>0

abschdtzen durch b, < a, < ¢, mit lim b, = lim ¢, = ¢, dann gilt
. n—oo n—oo

lim a, = c.

n—oo
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2.4.7 Satz. Seien (an)n>0, (bn)n>0 konvergente Folgen mit a,, < b,, fir alle

n > ny. Dann qilt: lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Beweis. (iiberspringen) Sei € > 0. Fir n > ny gilt
le—=by| <e, Jec—ay<e.
Es folgt
lan, — bp| = |an, —c+c—by| <|a, —c|+|c—b,| < 2.
Fiir n > max(ng, ny) folgt |a, — ¢,| < 2¢ und damit
lc—cp| =|c—by+ by —an+a, —cy| <lc—bu|+ by —an| + |an —c,| < be .
O

2.4.8 Definition. FEine Folge heifit beschriankt, wenn es Konstanten
Ky, Ky gibt, so dass

K <a, <Ky fiir alle n € Ny.

e Im obigen Beispiel sind die Folgen in 1) und 4) fir ¢ < 1 beschrdnkt. Die
Folgen in 2), 8) fir d # 0 und 5) sind unbeschrankt.

2.4.9 Satz. Fir jede konvergente Folge (ay)n>0 gilt:

1) Ist lim a, = a und lim a, = b, so gilt a = b.
n—oo n—oo

2) Die Folge (ay)n>0 ist beschrankt.
Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ng, so dass
la —a,| <e, |b—a,| <e firallen>ng.
Hieraus folgt mit der Dreicksungleichung
la — bl =la —ap +a, —b| < 2.

Da ¢ beliebig klein werden kann, folgt |a —b| =0 d.h. a = b.
Fiir die zweite Aussage wahlen wir wieder € > 0. Dann gibt es ng so dass
la — a,| < e fiir alle n > ngy. D.h. es gilt

an, € (a—¢e,a+¢) firallen >ng .
Also gilt
min(ag, ..., apy-1,a — €) < a, < max(ag,...,a,,-1,a+¢) fir allen >0 .

]
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e Da Folgen spezielle Funktionen sind wissen wir schon, was eine monoton
wachsende (bzw. monoton fallende) Folge ist, ndmlich wenn fiir alle
n >0 gilt a,1 > a, (bzaw. ay1 < ay).

2.4.10 Satz. Jede monoton wachsende oder fallende, beschrinkte Folge ist
konvergent.

Beweis. Sei (a,)n,>0 nach oben beschrankt und monoton wachsend. Wir set-
zen a = sup({a,|n > 0}). Wir zeigen

a = lim a, .
n—oo
Es existiert nach dem Vollstédndigkeitsaxiom. Sei € > 0. Nach Definition
des Supremums gibt es ein ng mit a,, € (a — €,a]. Fiir jedes n > ng ist
an, > ap,, da die Folge monoton wéchst. Da a obere Schranke ist, folgt a,, < a.
Insgesamt also a, € (a — ¢, al. O

2.4.11 Beispiel. Sei 0 < x < 1. Wir betrachten die Folge a,, = 2™ fiir n > 0.
Die Folge ist monoton fallend, hat also einen Grenzwert a. Die Folge b, =
2™ hat denselben Grenzwert. Es folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte

a=limb,=xlima,=a®>=a=0,1.
n—ro0 n—o0

Wegen a < a; =z < 1 ist also a = 0.

2.4.12 Definition. Ist (a,)n>0 eine Folge und ny < ny < --- eine auf-
steigende Indezfolge, dann heifit die Folge an,,an,,,... Teilfolge der Folge

(an)nZO-
2.4.13 Satz. Jede beschrinkte Folge (ay)n>0 hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis. (iiberspringen). Sei b, = sup(ax|k > n). Die Folge ist beschréankt und
monoton fallend. Also hat sie einen Grenzwert b. Wir bestimmen induktiv
die Indices der Teilfolge n,,. Fiir jedes m gibt es einen Index n,, > n,,.1, so
dass

1
|b—0by, | <— .
m

Dies ist die gesuchte Teilfolge. [
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2.5 Unendliche Reihen

2.5.1 Definition. Sei (ay),-, eine Folge reeller Zahlen. Durch die Festset-

2ung
n

S, = Zak (5.1)

k=0
wird eine Zahlenfolge (Sy,), ., definiert, die die 2u (ax),~, gehdrende unend-
liche Reihe heifit und mit
D
k=0

bezeichnet wird. Die Zahlen ay heiffen Glieder der Reihe, die Summen S,
heifien Partialsummen. Wenn (S,),~, konvergiert (bzw. divergiert) sagt
man, die Reihe konvergiert (bzw. divergiert). Falls

n

lim S, = lim E ap =S

mit S € RU {£oo} nennt man S die Summe der Reihe und schreibt

S=> a. (5.2)

Das Symbol ). ax wird sowohl fiir die Folge der Partialsummen als auch
fiir ihren Grenzwert benutzt (wenn letzterer existiert).

2.5.2 Beispiel Geometrische Reihe. Sei x € R. Die geometrische Reihe ist
die Reihe -

S

i=0

Ihre Partialsummen sind die endlichen geometrische Reihen:

_$’7L+1
L T, falls x # 1,
n+1, falls z = 1.

Sp=14+ac+a>+ - 2" =

Es konnen folgende Félle auftreten:
=, falls |z| < 1,

00 N
2%:5 = ]&gr(l)oz%x =< 00, falls z > 1, (5.3)
" " divergiert, falls z < —1.
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2.5.3 Satz (Cauchy - Kriterium). Die Reihe Y, a) ist genau dann kon-
vergent, wenn es zu jeder noch so kleinen Zahl e > 0 einen Index N. gibt, so
dass fiir alle n,m > N,

1Sy — S| = |amyr + -+ an] <€
gilt.

Beweis. (iiberspringen) Sei S,, — S, d.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es ng, so dass
fir alle n > ng: .
Sp—95 < <.
S0 8 < 5
Fiir m,n > n, folgt
€
2
Sei umgekehrt das Cauchy-Kriterium erfiillt. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ng, so
dass |S, — Sp| < ¢ fiir alle n,m > ng. Insbesondere ist S,, € (S,, —¢€, Sn, +€)
fiir alle n > ng. Daher ist die Folge beschréankt. Nach Satz 2.4.13 gibt es eine
konvergente Teilfolge (S, )k>0. Sei S deren Grenzwert. Dann gibt es kg, so
dass |S,, — S| < € fiir alle k¥ > k. Ohne Einschrankung ist ng, > ng. Sei
n > ny,. Dann folgt

=£&.

S = Sn| <[S = Sny |+ |Sny,, —Sul <e+e.
Daher ist S,, — S. O
2.5.4 Satz. Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge.

Beweis. Wahle m = n + 1 im Cauchy-Kriterium. Oder explizit: Sei

S:ian .
n=0

Wir setzen S, = Y, a;. Sei € > 0. Dann gibt es n, so dass
|S — S, <e fiirallen >ng .
Es folgt

lan| = |Sn — Sne1| < |Sn — S| +1S — Sn-1] <2e firallen>ng+1.
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2.5.5 Beispiel Harmonische Reihe. Die harmonische Reihe ist Reihe

o0

>0
=
n=1
Wir betrachten die Folge (%)n>1' Sie divergiert gegen oo.
Beweis. Sei K € Ng, m = 2K + 2. Fiir jedes n > 2™ gilt dann:

SnZSQm
—1+1+ 1+1 + 1+ L +o 4 ! + L
N 2 3 4 5 78 om—141 T om

1.1 1 1
>14=4+2-4+4- 4. 42m 1 —
21+5+2 o+ 5

1 2K -1

=1 — =1 > K
+m2 + 5

]

2.5.6 Definition. Fine Reihe heifit alternierend, wenn aufeinander fol-
gende Reihenglieder unterschiedliche Vorzeichen haben, d.h. a, -a,+1 < 0 fiir
alle n € Ny gilt.

2.5.7 Satz (Leibnitz - Kriterium). Fir jede monoton fallende Nullfolge
(n),>o konvergiert die alternierende Reihe Y77, (=1 ay..

Beweis:

Beweis. (iiberspringen) Sei S, = > ;(—1)’a; eine Partialsumme. Nach Vor-

aussetzung ist

SZTH-? - SZn = (_1)2n+2<a2n+2 - a2n+1) >0 )
Son+1 — Son—1 = (_1)2n+1(a2n+1 —ag,) <0.

Die Folge der Sy, ist streng monoton steigend und nach oben beschréankt
durch S;. Sei S der Grenzwert. Die Folge der S5, 11 ist streng monoton fallend
und beschréankt durch Sy. Sei S’ der Grenzwert. Da |Ss, —S —2n — 1| = |ag,|
eine Nullfolge ist, folgt leicht S = S’ und die Reihe konvergiert. m

2.5.8 Beispiel. > 7, (—1)"% ist konvergent.
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2.5.9 Satz. Sei ¢ € R und seien Y .- ar = a, Y ;o obpy = b konvergente
Reihen. Dann gilt

Z(akibk):aﬂ:b; Z(caz):ca'.
k=0 k=0
Beweis. Satz 2.4.5. ]

Elementare Operationen wie Klammern Setzen oder Weglassen und Umord-
nen der Glieder, die fiir endliche Reihen erlaubt sind, sind im Allgemeinen
fiir unendliche Reihen nicht harmlos.

2.5.10 Satz. In einer konvergenten Reihe darf man beliebig Klammern set-
zen, d.h.

S=>ar=ar+ar+- = (a4 +ap)+ (@ ++ag)+o
k=1

2.5.11 Definition. Die Reihe Y., ai heifit absolut konvergent, wenn
die Reihe Y, |ag| konvergiert. Reihen die konvergieren, aber nicht absolut
konvergieren heiffen bedingt konvergent.

2.5.12 Satz. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Dies ist eine Anwendung des Cauchy-Kriterium und der Beobach-

tung
m m
2 al <) lal.
1=n i=n
O]

2.5.13 Satz. Die Reihe Y ;- ar ist genau dann absolut konvergent, wenn
die Folge der Partialsummen S, = ,_, |ax| beschrankt ist.

Beweis. Satz 2.4.10, denn die Folge der S, ist monoton wachsend. ]

2.5.14 Definition. Es sei 0 : Ny — Ny eine bijektive Abbildung und
by = aok). Dann heifft die Reihe Z,iozo b eine Umordnung der Reihe

ZZio Ak

e Reihe ) ;7 ay ist also auch eine Umordnung der Reihe ) ;2 by, denn
o' Ny = Ny ist wieder bijektiv und by-1(4) = ax.
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2.5.15 Satz. Ist die Rethe )"} ,ai absolut konvergent mit der Summe S,
dann konvegiert jede Umordnung dieser Reihe ebenfalls gegen S'.

2.5.16 Satz. Fir absolut konvergente Reihen Y . ag, > by gilt die
Cauchysche Produktformel

B)(E) )

Wir wenden uns weiteren Konvergenzkriterien zu.

2.5.17 Satz (Vergleichskriterium). Besteht fir die Reihenglieder die
Abschdtzung

dann gilt:

a) Zbk konvergent = Zak absolut konvergent,
k=0 k=0

b) Z|ak\ =00 = Zbk:oo.
k=0 k=0

Beweis. Wir wenden das Cauchykriterium an und beachten

m m m
DINEDPINED I
k=n k=n k=n

]

Wir wenden dieses Konvergenzkriterium auf die eine Reihe, deren Konvergenz
wir verstanden haben, ndmlich die geometrische Reihe:

2.5.18 Satz (Quotientenkriterium). Sei ap # 0 fir alle k > ko und sei

lim M‘ = a. Dann gilt:
k—oo | 9k
i) a<l1 = Zak ist absolut konvergent,
k=0

o
i) a>1 = Zak ist divergent.
k=0
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Beweis. Sei k;hm 21| < 1. Dann gibt es ¢ € (0,1) mit “’;—:1‘ < ¢ fiir alle
— 00
k> k.
|ary 1] < qlargi-1] < @ lagg | <o < ¢ ag, |
Wir wenden nun das Vergleichskriterium an auf
b = |ag, | " .
Die Reihe )", by konvergiert als geometrische Reihe. [

k41

o | < 1 ersetzt werden!

e Die Bedingung kann nicht durch limg_,,

2.5.19 Beispiel. Wir betrachten die Reihe
~\ 1
PR
k=0

Es gilt agi1/ax = 1/(k + 1). Dies ist eine Nullfolge. Nach dem Quotienten-
kriterium konvergiert sie, und man definiert die Eulersche Zahl e durch

e:iiézﬁg(iﬁﬁ- (5.4)

Die Folge (an)n>0 konvergiert sehr schnell. Man kann zeigen, dass die Eu-
lersche Zahl e auch der Grenzwert der Folge (b;,),>1 mit b, := (1 + %)n ist,
d.h.

1 n
e:hm(L%). (5.5)
n—oo n

Die Folge (b,)n>1 konvergiert sehr langsam.

2.5.20 Satz (Wurzelkriterium). Es sei klim V/|ag| = a. Dann gilt
—00

a) a<l = Zak ist absolut konvergent,
k=0

b) a>1 = Zak ist divergent.
k=0

Beweis. Ebenfalls Vergleich mit einer geometrischen Reihe. [
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2.6 Potenzreihen

2.6.1 Definition. Sei (f,),~, eine auf dem Intervall I C R definierte Funk-
tionenfolge. Falls fiir alle x € I die Zahlenfolge (fn(x)),~, den Grenzwert
f(x) besitzt, sagt man, dass die Funktionenfolge (fy),~, punktweise gegen
f konvergiert. -

Es gibt also fiir jedes x € I und jedes € > 0 ein ng, so dass fiir alle n > ny
gilt | f(z) — fu(z)] < €. Der Index ny hangt also bei punktweiser Konvergenz
von z ab.

2.6.2 Definition. Eine Funktionenfolge (f.), >, konvergiert gleichmdfig
auf I gegen die Funktion f : 1 — R, wenn es fir alle € > 0 einen Index ng
qibt, so dass fir alle x € I und alle n > ng gilt:

[f(z) = fulz)| <e.

Mit diesem Konvergenzbegriff iibertragen sich schone Eigenschaften der Folge
wie Stetigkeit auf den Grenzwert.

2.6.3 Satz. Gilt fiir jede Funktion f; der auf dem Intervall I C R definierten
Funktionenfolge (fx);o eine Abschitzung

|[fr(2)| < My

und gilt fiir die Zahlenreihe (My),q

[e.o]
ZMk < o0,
k=0

dann ist die Funktionenreihe Y7 o fe(x) auf I gleichmdfig und absolut kon-
vergent.

Beweis. Genau wie Satz 2.5.17, also mit dem Cauchykriterium. O]
Eine Funktionenreihe > ; f(x) mit den speziellen Funktionen fi,(x) = ayz*
heifit Potenzreihe.

2.6.4 Beispiel. (geometrische Reihe)

o0

Zxk=1+x+x2+-~-
k=0
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konvergiert nach Beispiel 2.5.2 in x € (—1, 1) punktweise gegen 1/(1—z). Sie
konvergiert dort aber nicht gleichméfig. Wir werden die korrekte Aussage
gleich allgemein formulieren.

2.6.5 Definition. Sei Y .-, apz® , x € R, eine Potenzreihe und sei

M = {x e R; Zakxk konvergiert} .

k=0
Der Konvergenzradius R der Potenzreihe ist definiert durch

R sup{|z|;xz € M} falls M beschrinkt,
Tl falls M unbeschrdnkt.

e Fiir R gibt es drei Moglichkeiten:
R =0, 0 < R < o0, R = o0.
2.6.6 Satz. Sei Y .-, arz” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann
qilt:
a) R=0 < Reihe konvergiert nur fir x = 0.

b) Ist R >0 und o € (0, R), dann konvergiert die Reihe Y, arx® absolut
und gleichmdfig auf |x| < o.

¢) Fiir alle x mit |x| > R ist die Reihe Y - ara® divergent.

Beweis. Der interessante Teil ist b). Sei >.,_,a,z" konvergent in einem
Punkt zg mit R > |zg| > o. Insbesondere ist |azzf| eine Nullfolge, also
beschrankt durch ein ¢ > 0. Sei nun |z| < p. Fiir jedes k € Ny folgt

k

< ch

k{:

k xXr
‘akw lak| | ol .
0

k
mit g := ’xio‘ < 1. Nach Kriterium Satz 2.6.3 konvergiert die Reihe absolut
und gleichméBig auf [—p, ol. ]

e Der Satz sagt nichts iiber |z| = R aus. Die Punkte x = —R und © = R
miissen fiir jede Reihe neu untersucht werden.
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2.6.7 Berechnung des Konvergenzradius. Der Konvergenzradius kann immer
durch folgende Formel berechnet werden:

R =sup {r >0; die Folge (|a,| ™) >0 8t beschrinkt}

wobei R = oo falls die Menge unbeschrinkt ist. Oft ist es einfacher folgende
Formeln zu benutzen:

a) Sei ap # 0 fir k > ko und sei

A1
ar ’

a = lim
k—o00

Dann ist der Konvergenzradius R = é falls a # 0 und R = oo falls
a=0.

b) Sei
a= lim \/|agl,
k—o0
dann ist R = i falls a # 0 und R = oo falls a = 0.
2.6.8 Beispiel.

1 oo
fla)=7——=> a",
k=0

"(z) = — =Y katt,
" 2 _ - o xku

haben Konvergenzradius 1.

2.6.9 Satz. Die Potenzreihe

k

ad
exp(r) = Z 7l
k=0

hat Konvergenzradius oo. Die hierdurch definierte Exponentialfunktion
erfullt die Funktionalgleichung

exp(z) exp(y) = exp(z +y) .
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Beweis. Mit ap = 1/k! gilt limy_,o a’;“ = lim% = 0. Insbesondere kon-
vergiert die Reihe fiir jede reelle Zahl absolut. Wir multiplizieren mit dem
Cauchy-Produkt Satz 2.5.16:

]

Die Exponentialfunktion definiert die Potenzen der Eulerschen Zahl e (siehe
Beispiel 2.5.19) beziiglich aller reellen Zahlen x.

2.6.10 Bemerkung. Tatséchlich gelten alle Sétze dieses Abschnitts wortlich
und mit denselben Beweisen fiir Folgen (a,)n>o komplexer Zahlen, Folgen
(fa)nzo von komplexwertigen Funktionen und fiir Potenzreihen Y .7 ayz*
mit komplexen Koeffizienten. Insbesondere definiert die Exponentialreihe ei-
ne Funktion

exp:C—C.

Auch die Funktionen Sinus und Cosinus lassen sich als Potenzreihen schrei-
ben, wie wir spater zeigen werden:

sn(s) = 31 Gy
cos(z) = kz_()(—l)k(;k>‘

Wegen der Potenzreihenidentitét
exp(iz) = cos(z) + isin(z)

wird aus der Schreibweise ¢¥ = sin ¢ + i cos ¢ nun ein echter Satz.
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Funktionen, Folgen, Reihen und Grenzwerte




Kapitel 3

Stetigkeit und Differentation

Die Differentialrechnung ist eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Mathe-
matik selbst und in der mathematischen Behandlung von Problemen aus
Wissenschaft und Technik. Insbesondere wird sie in diesem Kapitel zur Kur-
vendiskussion und zur Extremwertbestimmung benutzt.

3.1 Funktionengrenzwerte, Stetigkeit

Seien I C R ein Intervall, a € I U {—o0,00} und f : I\ {a} — R eine
Funktion. Uns interessiert das Verhalten von f, wenn x sich a nédhert, wobei

x # a.

3.1.1 Definition. Die Funktion f hat fiir x gegen a den rechtsseitigen

Grenzwert (bzw. linksseitigen Grenzwert) ¢, in Zeichen lim flz)=c
r—a

(bzw. lim f(z) = ¢), wenn fir jede Folge (x,)n>0 aus I mit x,, — a und

Tr—a—

a <z, fir alen (bxw. x, — a und z, < a fir alle n) die Folge (f(x4)),>0

den Grenzwert ¢ hat. [ hat fiir x gegen a den Grenzwert c, in Zeichen

lim f(z) = ¢, wenn gilt lim f(x) = lim f(z) =c. Fira= lim f(z) =«

T—a z—at T—a~ z—at

schreiben wir auch

fl@) 25

(ebenso fir x — a~, x — a).

3.1.2 Bemerkung. Diese Definition von lim,_,, weicht von der Standard-
definition in Mathematikbiichern ab. Dort wird zusétzlich f(a) = lim f(x)
r—a

verlangt. Wir folgen weiterhin unserer Hauptquelle Meyberg-Vachenauer.
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3.1.3 Beispiel. 1. Sei f: R — R gegeben durch

f<x>:{0 e

1 z>1
Dann gilt
0 a<0
lim f(z) =
CTCR
und

lim f(z)=0, lirgl+ flz)=1.

rz—0~

Der jeweilige Funktionswert f(a) spiele keine Rolle in den Berechnun-
gen!

2. Wir betrachten f = cos, a = 0.

limcosz=1.
—0

Da die Funktion gerade ist, geniigt es x — 0% zu betrachten. Wir
behandeln zunéchst die Nullfolge 27" fiir n > 1. Sie ist streng mo-
noton fallend. Aus der Dreieckskonstruktion ist klar, dass cos auf
[0, 7/2] streng monoton fallend ist. Daher ist cos2™" streng monoton
wachsend. Gleichzeigt ist cos beschrénkt, daher hat die Folgen einen
Grenzwert «. Nach den Rechenregeln fiir Cosinus (Gleichung 3.11)
(cos 2z = 2 cos® x — 1) erfiillt er

1
oz:2042—1:>oc:1,—§.

Da cos2™ > 0 fiir alle n, folgt a = 1.

Sei (xp,)n>0 mit z, > 0 eine beliebige Nullfolge. Sei € > 0. Wir wéhlen
N, so dass 1 —cos 2™ < e. Dies ist moglich, da a = 1. Da (z,,),>0 eine
Nullfolge ist, gibt es zu 27 ein ng, so dass z,, < 27 fiir alle n > ny.
Wegen der Monotonie von cos folgt

cosxy > cos2 VN =1 —cosx, <1—cos2V <e.

3.1.4 Satz. Aus lim f(x) = ¢, lim g(z) = d, mit ¢,d € R folgt:

r—ra Tr—a
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a) lm[f(x) £ g(x)] = c+d,

r—a
b) lim f(x) - g(x) = c-d,
r—a
. fx ¢
c) glcl_rgﬁ—a, falls d # 0.

Dies gilt auch fiir a = oo und einseitige Grenzwerte, v — at,x — a~ aber
nur fir endliche Grenzwerte ¢, d.

Beweis. Wir beweisen beispielhaft die erste Aussage. Sei lim, f(z) = a,
Tr—a

1im+g(x) = . Wir betrachten eine Folge (x,,),>0 mit x,, € I, x, > a. Nach

T—a

Voraussetzung gilt

Tim f(a,) = o, lim g(a,) =3 .

Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte in Satz 2.4.5 folgt
lim (f 4+ ¢)(x,) = lim f(z,)+ lim g(z,) =a £ .
n—00 n—00 n—00

Nach Definition ist also

lim (f +g)(z) =a+ .

z—at
[
3.1.5 Satz. Wenn g(x) < f(z) < h(zx) fir alle x in der Nihe von a gilt (bzw.
fiir alle hinreichend grofien x ) und wenn g(z) — ¢, h(x) — ¢ firx — a (bzw.
xr — o0), dann gilt auch lim f(x) = ¢ (bzw. lim f(x) =c).
r—a T—r00

Beweis. Folgt aus Satz 2.4.6. [

3.1.6 Beispiel. Es gelten:

lim 208 —1q, (1.1)
z—0 xT
1
T} (1.2)
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Beweis. Wir behandeln die erste Gleichung: Wir betrachten den Kreissektor
des Einheitskreises mit Winkel x. Er hat den Flacheninhalt

£127T S .
2 2
Er wird nach unten abgeschétzt durch die Fléche des rechtwinklingen Drei-

ecks mit Kantenldnge cos x, nach oben durch das Dreieck mit Kantenldnge
1. Also

1 . r 1
—cosxrsine < — < -l1tanx .
27 2
Hieraus folgt
1 sin
> < cosx .
cos T x
Wegen lim1 = 1 folgt die Behauptung. ]
z—

3.1.7 Asymptoten.

a) Man nennt die Gerade v = a eine vertikale Asymptote der Kurve
y = f(x), wenn beim Grenziibergang x — a oder x — a~ die Funktions-
werte f(x) gegen oo oder —oo streben.

b) Die Gerade y = c heifit horizontale Asymptote der Kurve y = f(x),

wenn im  f(z) = c oder lim f(x) = c gilt.
T—00 T——00

c) Als schrige Asymptote der Kurvey = f(x) bezeichnet man die Gerade
y =pr+q, fallsp # 0 und f(x)—(pr+q) — 0 firx — oo oder x — —oc.

3.1.8 Definition. Se: I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Die
Funktion f heifit im Punkt zy € I stetig, wenn lim f(x) = f(xo).
Tr—xTQ

o Fulls xy ein Randpunkt des Intervalls ist, so ist der Grenzwert nur
ewnseitig zu verstehen.

o Die Funktion f heiyfit auf I stetig, wenn sie in jedem Punkt xq € I
stetig 1st.

3.1.9 Satz.

a) Sind f und g auf einem Intervall I C R stetig, so gilt das auch fir f + g
und f -g. Ferner ist § stetig in allen x € I mit g(x) # 0.
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b) Sind f : I — R, g: D — R stetig mit g(D) C I, dann ist auch die
Komposition h : D — R, h = fog auf D stetig.

Beweis. Folgt aus Satz 3.1.4. O

3.1.10 Korollar. a) Jedes Polynom p(z) = > a;x" ist auf ganz R stetig.
i=0
b) Seien p,q Polynome, die teilerfremd sind. Dann ist die rationale Funktion
f(x) = 2% stetig in allen Punkten x € R mit q(x) # 0.

Beweis. Aus den Rechenregeln und der Stetigkeit der Identitit x — z. [

3.1.11 Satz. Fliir jede auf einem abgeschlossenen beschrdnkten Intervall
a < x < b stetige Funktion gilt:

a) Schrankensatz: Es gibt eine Schranke K mit |f(x)| < K fir alle x €
[a, b].
(Man sagt: f ist auf [a,b] beschrinkt.)

b) Satz vom Maximum und Minimum: FEs gibt stets Werte xg, 21 €
[a,b], so dass f(xg) < f(x) < f(x1) fir alle x € [a,b].
(Man sagt: f nimmt auf [a,b] immer sein Minimum und sein Mazimum
an.)

c) Zwischenwertsatz: Zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum f(xo) und
dem Mazimum f(x1) gibt es wenigstens ein T € [a,b] mit f(Z) = c.
(Man sagt: f nimmt jeden Wert zwischen seinem Minimum und Mazimum
an.)

d) Die gleichmiflige Stetigkeit: Zu jeder beliebig kleinen Zahl € > 0 gibt
es ein 0 > 0, so dass zwei Funktionswerte sich um hdéchstens € unter-

scheiden, sobald die Argumente weniger als 6 voneinander entfernt sind,
d.h.

Ve>0 36>0:( |z—2|<d= |f(x)—f(a')|<e).

Ein besonders wichtiger Fall des Zwischenwertsatzes ist dieser:

3.1.12 Korollar. Ist f : [a,b] — R stetig und haben f(a) und f(b) verschie-
dene Vorzeichen, dann gibt es wenigstens eine Nullstelle & € (a,b) von f,
d.h. f(z) = 0.
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Wir beweisen den Zwischenwertsatz, da der Beweis auch einen sehr wichtigen
Algorithmus enthélt, die Intervallhalbierung oder Bisektion.

Beweis des Zwischenwertsatzes:. Zunéchst zeigen, wir dass der Zwischen-
wertsatz aus dem Korollar folgt.
Sei I = [a,b],

ingf(a:) < ¢ <sup f(x) .
z€ z€el

Wir ersetzen f durch f — c¢. Nach Voraussetzung gibt es xy und x; mit
f(zo) —c <0< f(x1) — c. Wir wenden das Korollar auf das Intervall [z, 1]
(bzw. [z1, x0]) an. Es existiert also eine Nullstelle Z von f—c. Es gilt f(z) = c.
Sei also nun f : [a,b] — R eine Funktion so, dass f(b) - f(a) < 0. Sei ohne
Einschrankung f(a) < 0, f(b) > 0. Wir konstruieren zwei Folgen a, < b,
mit f(a,) <0 und f(b,) > 0.

Sei ag = a, by = b. Wir betrachten ¢ = “t. Falls f(c) = 0, so haben wir
eine Nullstelle gefunden und sind fertig. Falls f(c) > 0, so setzen wir a; = a,
by = c. Falls f(c) < 0, so setzen wir a; = ¢, by = by. Wir wiederholen das
Verfahren iterativ.

Seien a, und b, konstruiert. Sei ¢, = @ Falls f(c,) = 0, so ist die
Nullstelle gefunden. Falls f(c,) > 0, so setzen wir a,41 = ay, byt1 = ¢,. Falls
f(en) <0, so setzen Wir a,41 = Cpi1, byr1 = by

Die Folge (an)n>0 ist nach oben beschrénkt und monoton wachsend. Sei &
der Grenzwert. Die Folge (b,)n>0 ist nach unten beschréinkt und monoton
fallend. Sei y der Grenzwert. Wegen

1 1
|1 — bpya| = §’an —b,| = 2_n|a — 0|
stimmen die beiden Grenzwerte {iberein. Da f stetig ist, gilt
f(7) = lim f(an) = lim f(b,) .
n—oo n—oo
Wegen f(a,) < 0 fur alle n gilt
f(z = lim f(a,) <O0.
n—oo
Wegen f(b,) > 0 fir alle n gilt
n—oo

Damit ist z die gesuchte Nullstelle. O]

Bisektion erlaubt also die Bestimmung einer Nullstelle mit jeder gewiinschten
Genauigkeit. Das Verfahren ist schnell.
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3.2 Die Ableitung

3.2.1 Definition. Die Funktion f sei auf dem Intervall I C R definiert und
es sei xg € 1. Man sagt, f ist in zy differenzierbar, wenn der Grenzwert

f(xo+h) = f(xo)

li 2.1
P h (2.1)
existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird mit f'(xy) bezeichnet.
e Man nennt Ai(xx) =1 (z°+h,27f @0) den Differenzenquotienten. Man
kann (1.2) auch durch lim %ﬁxo) ersetzen.
T—T0
df(zo) d

e andere Bezeichnungen: ==, -+ f In der Physik nennt man die Varia-
ble oft t (Zeit) und schreibt dann f.

e Falls f in jedem Punkt zy € I differenzierbar ist, sagt man dass f auf I
differenzierbar ist. Die so definierte Funktion f': I - R: z — f(x)
heifit Ableitung von f.

e Falls die Ableitung f’ existiert und stetig ist, so heifit f stetig diffe-

renzierbar.
Beispiele:
f(x) | ['(z)
c 0
ar+b| a (2.2)
2" | na™! firneN
Ve #5 fir x > 0

3.2.2 Geometrische Interpretation. Sei y = f(x) eine gegebene Funkti-

on. Dann ist tan ¢ = A—g der Anstieqg der Sekante durch die Punkte

(2, (20), (2 (). s

Der Grenzwert Alimo % ist der Anstieg der Tangente any = f(z) im Punkt
H

(xo, f(20)), d.h. die Tangente des Graphen y = f(x) hat im Punkt (xo, f(z0))
die Formel

y = f'(x0) (x — 20) + f(x0). (2.3)
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3.2.3 Analytische Interpretation. Sei y = f(z) eine gegebene Funktion und
(x0, f(z0)) ein Punkt. Wir suchen die ,beste® lineare Approzimation von f
in der Nihe von xq, d.h. eine lineare Funktion g(z), so dass

fim 1) 9@ _ (*)

T—rxQ T — ,’]jo

d.h. der Fehler f(x) — g(x) strebt schneller gegen Null als x — x¢. Die Funk-
tion g ist linear und somit gegeben durch g(x) = m(x — xo) + f(xo). Aus
(*) erhalten wir m = f'(xq), d.h. die Tangente (2.3) ist die “beste” lineare
Approzimation von f(x) nahe (xq, f(x0)).

3.2.4 Satz. Jede in xy € I differenzierbare Funktion f : I — R ist in xg
auch stetig.

Beweis. Sei f: I — R differenzierbar in z, also existiert

f’(l’o> — lim f(l’) — f(iﬁo) )

T—T0 T — 2o

Sei h(z) = f(x) — f(xo) — f'(x0)(z — x0). Es gilt dann wie in 3.2.3

Hieraus folgt

also

o Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit!

3.2.5 Satz. Sind Funktionen f,g : I — R im Punkt x € I differenzierbar,
so gilt:

a) (f(z)+9(x) = f(z) +4'(z),
b) (f(x)-g(x)) = f'(2)g(x) + f(2)g'(x),

! ’ /
c) <ﬁ> _ f'(@)g(@)—f(z)g (ftf)7 falls g(x) # 0.

gz g%(z)

~

-
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/ ,{,C
d) (ﬁ) = —;’2((:0)), falls g(z) # 0.

Beweis. Wir zeigen beispielhaft die zweite Aussage im Punkt zy. Nach Vor-
aussetzung ist

f(x) = fzo) + fl(zo)(x — 20) + () , g(x) = g(x0) + ¢'(z0)(z — 20) + s(2)
mit
@) _ o sle)

llm—: 1m—:O.
ZE—}IUSE—IO .T—).’I)()x—:];o

Es folgt
f(@)g(x) = f(@0)g(xo) + [f(z0)g (x0) + f'(w0)g(x0)](z — 20) + ()
mit
t(x) = f'(z0)g' (wo) (w—w0)*+r () [f (wo)+f'(w0) (x—w0)+5(2)]+5(2) [9(x0) +¢ (z0) (z—0)]

mit

3.2.6 Beispiel. e Fiir Polynome p(z) = > a; x; gilt:
i=0

n

pla) =) ez (2.4)

=1

e Wir haben folgenden Spezialfall von Satz 3.2.5 d)

1\ -
(—) = xnfl neN, z#0. (2.5)

:CTL

3.2.7 Satz. Die Sinus- und die Cosinusfunktionen sind auf R differenzierbar,
und es gilt:

a) (sin x) = cos z,

b) (cos z)) = —sin z,



58 Stetigkeit und Differentation

¢) (tan z)' = L, r# (2k+1)%, ke,
d) (cot ) = —-, x#kr, kel

Beweis. Wir behandeln sin z. Das Additionstheorem des Sinus (Satz 2.3.2)
besagt
sin(x 4+ h) = sin(x) cosh + sinhcosx .

Es folgt mit Beispiel 3.1.6

~ B — si h—1 inh
sm(x—i—h) sin :sinx%%—cosxsm B0 04 o 1.

]

3.2.8 Bemerkung. Insbesondere sind Polynome, rationale Funktionen und
die trigonometrischen Funktionen stetig im Definitionsbereich.

3.2.9 Satz. (Kettenregel) Die Komposition x — f(g(x)) zweier differen-
zierbarer Funktionen ist differenzierbar und es gilt

(flg(@))" = [ (9(x)) - g/ (2). (2.6)
Beweis. Es gilt
flg(z) = flg(wo)) _ fla(z) = flg(wo)) g(x) — g(zo)

T — T g(x) — g(zo) T — T

Nach Definition konvergiert der zweite Faktor gegen ¢'(xo). Sei (z,),>1 eine
gegen oy konvergente Folge. Da ¢ stetig ist, konvergiert g(z,) gegen g(xo)

und daher
flg(x) — f(g(zo))

lim = f(g(zy)) .
LT g gty )
O
3.2.10 Hohere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von f bezeichnen
wir, falls sie existiert, mit f"” oder j—; (x). Allgemein definieren wir

fO(x) = f(2)

fP() = f'(x)
d

FO @) = D) = ().

Hierbei heifit £ (x) die n-te Ableitung von f und f heifit n-mal diffe-
renzierbar wenn die n-te Ableitung existiert.
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e Mit Hilfe der Eulerschen Formel Kapitel 2 (3.14) und Satz 3.2.7 kann man
zeigen, dass

d .
7 et = jwe™, teR. (2.7)

3.2.11 Satz. Sei (fn)n>0 eine gleichmaf$ig konvergente Folge von stetigen
Funktionen auf einem Intervall I. Dann ist die Grenzfunktion f stetig.

Beweis. Sei x € I, (x,)n>0 eine Folge, die gegen x konvergiert. Zu zeigen ist

lim f(z,) = f(a) .

n—o0

Sei € > 0. Da die Funktionenfolge gleichméflig konvergiert gibt es ein my, so
dass
|fm(y) — fy)l <e fiir alle y € I, m > my.

Dies gilt insbesondere fiir y = z und y = x,, n > 0. Sei m > myq fest. Die
Funktion f,, ist stetig, d.h.

lim f,(z,) = fu(z) .

n—0o0

Es gibt also ng, so dass
| fn(xn) — fn(2)| < € fir alle n > ny .

Wir setzen zusammen fiir n > ng:

[f(@n) = f(2)] < [f(@n) = fn(@n) [+ [ fn(2n) = fn (@) + [ fin (2) = f(2)] < 3e .
]

3.2.12 Satz. Sei (f,)n>0 eine punktweise konvergente Folge von stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen auf einem Intervall I mit Grenzfunktion f. Kon-
vergiert (f,),>o auf I gleichmdfig, dann ist auch die Grenzfunktion f stetig
differenzierbar und es gilt

1) = (i fu(o)) = lim fi ().

n—o0

Die gleichméfige Konvergenz der Ableitungen ist eine notwendige Voraus-
setzung.
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3.2.13 Beispiel. Sei f, = %sin nz. Die Folge konvergiert gleichméflig gegen
0. Die Folge der Ableitungen ist f! = cosnz. Sie konvergiert nicht.

Wir wissen aus Satz 2.6.6, dass Potenzreihen auf abgeschlossenen Intervallen
innerhalb des Konvergenzradius gleichméfig konvergieren.

3.2.14 Satz. Sei Y . ,arz” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
0. Dann konvergiert fir alle o € (0, R) die Reihe > o, kapz® absolut und
gleichmdafig auf |z| < o gegen die Ableitung

(e.) / oo
<Z akxk) = Z kagz® 1 .
k=1

k=0

Beweis. Sei f,(z) = >_)_,arz®. Die Reihe konvergiert nach Satz 2.6.6. Es
gilt

fl(x) = Z kaga™! .
k=1

Sei g(z) = Y 72, kapa®. Wie im Beweis von Satz 2.6.6 kann g abgeschétzt
werden gegen die konvergente Reihe

oo

chqk qg<1.

k=1

Die Potenzreihe g konvergiert, also konvergiert die Folge der f/ gleichméBig.
Nun kénnen wir Satz 3.2.12 anwenden. O]

3.2.15 Satz. Die FExponentialfunktion ist differenzierbar auf R, und es gilt
(exp)’ = exp .
Beweis. Es gilt auf ganz R:
!/
00 :17’“ 0 xkil > mkfl
) =N =N
(%) -2 -Sen

Insbesondere ist auch die Exponentialfunktion stetig.
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3.3 Anwendungen der Differentation

3.3.1 Maxima und Minima. Man sagt, eine auf D C R erkldrte Funktion f
hat in a € D ein globales Maximum, wenn f(x) < f(a) fir alle x € D
gilt. Die Zahl b € D heifit lokales Maximum von f, wenn es eine e-
Umgebung (b—¢e,b+¢) von b gibt, so dass f(z) < f(b) fir alle x € DN (b—
e,b+ ¢). Analog definiert man globales Minimum, lokales Minimum.
Jedes Minimum und jedes Maximum heifft Extremum.

3.3.2 Satz. Ist f in einem offenen Intervall I differenzierbar, so gilt:
xo € I ist lokales Extremum = f'(xq) = 0.

Beweis. Sei z( ein lokales Maximum, also ein globales Maximum auf einem
Intervall (xg—e,x0+¢), also f(xg+h)— f(xg) <0 fiir alle h € (xg—e, x¢+¢).
Wir betrachten den Differenzenquotienten in xy:

h >0 h<0

Der Grenzwert h — 0 ist also grofler gleich 0 fiir A > 0 und kleiner gleich 0
fiir h < 0. Insgesamt gilt

=0.

= f(ao) = lim 10+ = (0]

e Aus Satz 3.3.2 folgt, dass

1) Randpunkte von D,
2) Punkte, wo f nicht differenzierbar ist, und (3.1)
3) stationire Punkte, d.h. Punkte wo f'(x) = 0 ist,

Kandidaten fiir Extrema sind.

3.3.3 Satz (Mittelwertsatz). Ist die Funktion [ auf [a,b] stetig und auf (a,b)
differenzierbar, dann gibt es einen Punkt xo € (a,b) mit

F(b) ~ fla)

f(wo) = b—a
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Beweis. Wir betrachten die Funktion

f0)— fla)

F@) = f@) - (o — ) 22—

Die Funktion ist in [a, b] differenzierbar, also stetig. Sie hat nach dem Satz
von Maximum und Minimum (Satz 3.1.11) ein Maximum und ein Minimum.
Es gilt F(a) = F(b) = f(b), daher liegt ein Extremum xy im Inneren. Nach
Satz 3.3.2 gilt

b) — f(a
Plan) 0= oy - L0 =5
—a

O
3.3.4 Satz. Fir eine auf dem Intervall I C R differenzierbare Funktion f
qgilt:
a) f'(r) >0 auf I = f ist auf I streng monoton wachsend,
b) f'(x) <0 aufl = fist auf I streng monoton fallend,
c) f'(x) >0 auf I <  f ist auf I monoton wachsend,
d) fl(r) <0 aufl <  fist auf I monoton fallend,
e) fl(x) =0 aufl < [ ist konstant auf I.

Beweis. Wir behandeln a). Seien a < b Elemente von /. Nach dem Mittel-
wertsatz gibt es zy mit

f(b) — f(a)
b—a

Hieraus folgt f(b) > f(a). O

= f/(ZL‘()) >0.

3.3.5 Satz. Eine auf (a,b) differenzierbare Funktion f hat im stationdren
Punkt zo € (a,b) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein
e > 0 gibt, so dass die Ableitung f'(x) im Intervall (xo— e, xo) positiv und im
Intervall (xg, xo+¢) negativ ist (bzw. in (xg—e, xy) negativ und in (xg, ro+€)
positiv).

3.3.6 Satz. Ist f auf (a,b) zweimal stetig differenzierbar und zo € (a,b) ein
stationdrer Punkt, dann gilt:
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a) f"(x0) <0 = f hat in xo ein lokales Mazimum,
b) f"(x0) >0 = f hat in xo ein lokales Minimum.

Beweis. f"(xo) < 0 bedeutet, dass f’(zg) streng monoton fillt. Daher ist
f'(x) > f(xo) fir x < zp und f'(z) < f(xo) fur x > xy. Mit dem letzten Satz
folgt die Aussage. ]

3.3.7 Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit
konvex, wenn fir alle x1,xo € I und alle A € (0,1) gilt:

fQAzy + (1= Naz) < Af(z1) + (1= A) f(22).
Die Funktion heifit konkav, wenn —f konvezx ist.

e Die Punkte A\z; + (1 — \)z, liegen auf der Verbindungsstrecke zwischen
und x5. Die Punkte Af(z1)+(1—\) f(x—2) liegen auf der Verbindungsstrecke
zwischen f(x;) und f(z2). Die Funktion ist konvex, wenn die Funktionswerte
auf dem Intervall unterhalb dieser Verbindungsstrecke liegen.

3.3.8 Satz. Sei [ auf einem Intervall I zweimal differenzierbar, dann gilt:
a) >0 auf I = f ist konver,
b) f" <0 auf I = f ist konkav.

3.3.9 Definition. Sei f : D — R eine Funktion. Der Punkt xq € D
heifst Wendepunkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass f auf dem Intervall
(xo — €,20) konvex (bzw. konkav) ist und auf dem Intervall (xo, —e, 1) dem
Intervall (zo, o + €) konkav (bzw. konvez) ist.

3.3.10 Satz. Sei f : [ — R zweimal differenzierbar. Sei ferner xo € I ein
Punkt, so dass f"(xg) = 0 ist und die zweite Ableitung im Punkt xy ihr
Vorzeichen wechselt. Dann ist xo ein Wendepunkt.

Beweis. Satz 3.3.5 anwenden auf f’. ]

3.3.11 Kurvendiskussion. Um eine Vorstellung von der Gestalt des Graphen
y = f(x) zu bekommen fiihrt man eine Kurvendiskussion durch, d.h.

1) Magzimalen Definitions- und Wertebereich bestimmen,

2) Symmetrie, Periodizitit testen,
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3) Stetigkeit und Differenzierbarkeit priifen,

4) Nullstellen und Vorzeichen bestimmen,

5) Extremwerte ermitteln,

6) Monotoniebereiche ermitteln,

7) Wendepunkte suchen,

8) Konvezxitit, Konkavitit untersuchen,

9) Asymptoten, Grenzwerte bestimmen, |x| — oo,z — ,kritische Stellen”,
10) Skizze.

3.3.12 Satz Verallgemeinerter Mittelwertsatz. Sind f, g in [a,b] stetig und
n (a,b) differenzierbar und ist g'(x) # 0 fir alle x € (a,b), dann gibt es
einen Punkt o € (a,b), mit

f(b) — f(a) _ f'(wo)
g(b) —gla)  g'(z0)

Beweis. Wegen ¢'(x) # 0 auf (a,b) gilt nach dem Mittelwertsatz g(b) # g(a).
Damit ist die Funktion

fb) = f(a)
9(b) = g(a)
wohldefiniert auf [a, b] und differenzierbar. Wir wenden den Mittelwertsatz
auf F an. Es gilt F'(a) = F(b), also gibt es ein zg € (a,b) mit F'(xy) = 0.
Dies ist der gesuchte Punkt. O]

F(r) = f(z) - g(x)

3.3.13 Satz (de 'Hospital). Sind f, g auf (a,b) differenzierbare Funktionen,
g'(z) # 0 fir alle x € (a,b), mit den Eigenschaften

a) f(x) = 0,g9(z) = 0 oder f(x) — o0, g(x) = oo firx — b~.

b) lim L8 = € RU {00}, dann gilt:

z—b— ()

lim @ = lim f’(a:)
e g(x)  a—b- ¢'(x)

Entsprechendes gilt fiir v — a~ und x — +o00.
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Beweis. Wir behandeln f(z) — 0, g(x) — 0. Beide Funktionen setzen sich
durch 0 zu einer stetigen Funktion auf (a, b] fort. Nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz gibt es zu jedem a’ € (a,b) ein xy mit

f'(xo) _ f(b) = f(a)) _ f(d)

g (xo)  gb) —gla) gla)

Mit @' — b~ gilt auch zo — b, also

lim m: lim S (o)

a’—b~ g(&l) To—b~ g/<l’0) ’

wobei der rechte Grenzwert existiert, da der linke existiert. O
3.3.14 Beispiel.

sin x . cosx

=cos(0) =1
Man beachte, dass wir diese Regel benutzt haben, um die Differenzierbarkeit

von sin x herzuleiten. A posteriori, lasst sie sich leicht wieder bestétigen.

Wir wollen nun zwei Verfahren zum Bestimmen von Nullstellen vor-
stellen. Jedoch kann man nur selten eine explizite Losung angeben.
Deshalb bestimmt man Folgen von Niaherungslosungen der Gleichung
f(z) =0, d.h. man konstruiert eine Folge (x,)n>0, so dass f(x,) — 0.

3.3.15 Definition. Sei f : [a,b] — R. Dann heifit € |a,b] Fixpunkt von
f, wenn f(z) = x.

Das Finden von Nullstellen von f ist dquivalent zum Finden von Fixpunkten
von g(x) = f(z) + .

3.3.16 Satz Banachscher Fixpunktsatz. Hat eine auf |a,b] stetig differen-
zierbare Funktion f folgende Figenschaften

a) a< f(z)<b fir alle x € |a, b,
b) es gibt eine Konstante K mit |f'(x)| < K <1 fiir alle x € [a,b],
dann gilt:

1) Es gibt genau ein x* € [a,b] mit f(z*) = z*.
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2) Die Iterationsfolge
Tn1 = f(xn), n € Ny (3.2)
mit beliebigen Startwert xo € [a,b] konvergiert gegen den Fixpunkt z*.
3) Es gilt die Abschitzung:

|z, — 2% < &|xn—xn_1| fiir alle n € N.

Die Bedeutung von 3) ist es, dass die Genauigkeit der Approximation kon-
trolliert werden kann, ohne den Fixpunkt exakt zu kennen.

Beweis. Die Existenz des Fixpunktes wird vom Zwischenwertsatz fiir die
Funktion f(x) — x garantiert. Angenommen, z; < x2 sind zwei Fixpunk-
te. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir f(x) ein z¢ € (21, 22) mit

f(xa) — flz —1) _T2m M

To — I To — T2

f/(l‘o) = =1.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung f'(z) < 1 auf [a, b].
Sei ab jetzt x* der eindeutige Fixpunkt. Sei x¢ € [a,b] beliebig und (z,,)n>0
wie im Satz. Es gilt

Tn — " = flap) — f(27) .
Nach dem Mittelwertsatz gibt es y zwischen x,_; und z* mit

f(xn—l) — f(l’*) )

Tp_1 — T*

fly) =
Zusammen:
|20 — 2% = | f(xn1) = f(@)| = [ (W) |tn-1 — 27| < Klop1 — 20| .
Hieraus folgt induktiv
|z, — 2| < K"|zg —2*| = lim x, = 2"
n—oo
da |K| < 1.
Aus der Abschéitzung folgt auch
|z, — 2% < K|zp1 — 2y + 20 — 2| = K|2p_1 — 20| + K2y — 27

und damit 3). O
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3.3.17 Newton Verfahren. Man sucht die Nullstellen f(x) =0 einer gegebe-
nen Funktion mit Hilfe einer Fixpunktiteration fiir die Hilfsfunktion

f(z)
P ==y
unter der Voraussetzung f'(x) # 0 auf [a,b]. Wir erhalten die Iterationsfolge
Tpy1 = Ty — ) zg € [a,b]. (3.3)

3.3.18 Satz. Sei z* € [a,b] eine Nullstelle der zweimal stetig differenzierba-
ren Funktion f. Falls f'(x*) # 0 ist, gibt es ein kleines Intervall I, welches
x* enthdlt, so dass die in (3.3) definierte Iterationsfolge x,, fiir Startwerte
aus diesem Intervall I gegen x* konvergiert. Weiterhin gilt

|Tni1-2"| < M la, — 277,

wobet M = min{|f’(z)|;z€I}

Beweis. Die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes sind fiir f/f’ in einem klei-
nen Intervall erfiillt. (Rest iiberspringen) O

3.4 Umkehrfunktionen

Wir erinnern uns, dass eine Funktion f : A — B bijektiv heifft, wenn es zu
jedem b € B genau ein a € A gibt mit f(a) = b. In dieser Situation existiert
die Umkehrfunktion f~! : B — A, die jedem b genau das a mit f(a) = b
zuordnet. Es gilt also

foft=id fltof=id.

3.4.1 Definition. Eine Funktion f : I — R heifft umkehrbar auf D C I,
wenn

flp+ D — f(D)
bijektiv ist.

e Ist f iiber D umkehrbar mit der Umkehrfunktion f~!: f(D) — R, dann
liegen die Graphen y = f(z) und y = f~!(x) symmetrisch zur Geraden y = z.
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3.4.2 Satz. a) Jede strikt monotone Funktion f: D — R ist umkehrbar.

b) Jede auf einem Intervall stetige strikt monotone Funktion f ist umkehrbar
auf diesem Intervall. Die Umkehrfunktion ist ebenfalls stetig.

c) Jede iber einem Intervall I stetig differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0
fiir alle x € I ist iber I umkehrbar.

d) Die Umkehrfunktion f=' : f(D) — R einer iber einem Intervall I C R
umkehrbaren und differenzierbaren Funktion f ist in allen Punkten x €

f(I) mat f'(f~'(x)) # 0 differenzierbar und es gilt
(4.1)

Beweis. Seien x < 2’ in D. Dann gilt f(z) < f(2') (bzw. f(z) > f(z)), also
insbesondere f(x) # f(z'). Die Funktion ist also injektiv. Ist zusétzlich f
stetig und auf einem Intervall definiert, so ist nach Zwischenwertsatz und dem
Satz von Maximum und Minimum der Wertebereich ebenfalls ein Intervall.
(Stetigkeit tibergehen)
Ist f stetig differenzierbar und f’(x) # 0 auf ganz D, so ist (Zwischenwertsatz
fir f) f'(x) < 0 auf ganz D oder f'(z) > 0 auf ganz D. Hieraus folgt nach
Satz 3.3.4 die strenge Monotonie.
Um die Differenzierbarkeit von ¢ = f~! zu zeigen, betrachten wir eine kon-
vergente Folge v, — y in f(D). Sei xz,, = ¢(y,) und = = ¢(y). Wegen der
Stetigkeit von ¢ gilt nh—>Ho10 xn, = x. Es folgt
i PO =) _ o Ta—mr 1 _ 1
% gy o () = @) Ty LETE @)

Tn—T

3.4.3 n-te Wurzel. Fir n € N betrachten wir die Funktion
f(z) =2z, r € R.

1) Falls n gerade ist, d.h. n = 2k, ist f nicht auf R umkehrbar, da
" = (—x)" Aber fir z € R{ gilt f/(x) > 0 und somit ist z?* auf
RS umkehrbar. Die Umkehrfunktion heifit n-te Wurzel, in Zeichen
V-« Ry — Ry, d.h. 2 = ¢/y genau dann wenn 2" = y.



3.4 Umkehrfunktionen 69

2) Falls n ungerade ist, d.h. n = 2k + 1, ist f auf ganz R strikt monoton
wachsend, denn f'(z) = (2k + 1) 2?* > 0, fiir z # 0. Damit ist die n-te
Waurzel auf ganz R definiert. Zusammenfassend haben wir:

fir x > 0, n € N gerade,
=vr & "==x - 4.2
y=e Y { fir x € R, n € N ungerade. (4.2)
Falls € Rf und a =2 € Q,m € Z,n € N setzen wir
1 o
Tn = /T,
rn = (xﬁ) .
Aus der Definition ergeben sich sofort die Rechenregeln
ozP = zoth
() = 2, (4.4
xaya — ($y>a
und die Formel fiir die Ableitung
(%) = az®7 !, x> 0. (4.5)

3.4.4 Arcusfunktionen. Wir betrachten jetzt die Umkehrfunktionen der
Kreisfunktionen sinx, cosx, tanx, cot z. Dazu miissen wir geeignete Inter-
valle finden, auf denen diese Funktionen strikt monoton sind.

e Die Sinusfunktion ist auf [—7/2, w/2] strikt monoton wachsend, denn
sin’(z) = cosx > 0 falls v € (—7/2, 7/2). Die Umkehrfunktion heifst
Arcussinus, in Zeichen arcsin, und ist definiert durch

arcsin : [—1,1] — [—7/2, /2]

y=arcsinr <& (siny=2x2) A (y€l[-7/2, 7/2]). (4.6)

Fiir die Ableitung gilt:

(arcsinz) = ﬁ, fir —1 <z <1. (4.7)
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Beweis. Aus der allgemeinen Formel folgt zunédchst

. 1
—arcsing = ———— .
dx cos(arcsin x)
Wegen cosy = /1 — sin? y folgt
. 1 1
— arcsinz = = .
dx 1 —sinfarcsinz V1 —a?

]

e Die Cosinusfunktion ist auf [0, 7] strikt monoton fallend. Die Um-
kehrfunktion heiffit Arcuscosinus, in Zeichen arccos, und ist definiert

durch:
arccos : [—1,1] — [0, 7] (4.8)
y =arccos x < (cosy=ux) A(y€[0,m]).
Es qilt
(arccosz)" = \/1__1?, fir —1<zx<1 (4.9)

e Die Tangens- bzw. Cotangensfunktion ist auf dem Intervall
(—m/2, 7/2) bzw. (0, 7) strikt monoton. Die Umkehrfunktion heifit Ar-
custangens bzw. Arcuscotangens und ist definiert als

arctan : R — (—7/2,7/2)

(4.10)
arctanz =y < (tany=2z) A (y € (-7/2, 7/2))
arccot : R — (0,
' 0,m) (4.11)
arccotr =y << coty=x A ye€(0,m)
Fiir die Ableitungen ergibt sich fir z € R :
arctanz) = —15,
( >, e (4.12)
(arccot )’ = 173
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3.5 Exponential- und Logarithmusfunktion
3.5.1 Satz. Die Ezponentialfunktion hat folgende Figenschaften:
a) exp(0) =1, expz > 0 fir alle x € R.
b) Fiir alle x € R gilt:
4 exp(z) = exp(x). (5.1)
Somit ist insbesondere €* stetig differenzierbar.
c) Es gelten:
exp(z +y) = exp(z)exp(y), Vr,y €R, (5.2)
exp(—z) = eXLx, Vo e R. '
d) Die e-Funktion ist strikt monoton wachsend und konvex.
e) lim expzx = oo, lim expx =0
Tr—00 Tr——00
f) lim =82 = oo, Vn e N.
T—00
Beweis. Die Aussagen b) und c) kennen wir schon, vergleiche Satz 2.6.9, Satz

3.2.15. Fiir x > 0 ist die Exponentialfunktion nach Definition positiv. Wegen

5.2 folgt dies auch fiir negative x.
d) folgt aus den Eigenschaften von exp’.
Wegen der strengen Monotonie gilt

lim expz = lim expn = lim e" .
T—00 n—oo n—oo

Wegen e > 1 divergiert diese Folge gegen co.
Formel f) folgt induktiv mit der Regel von de I’'Hospital (Satz 3.3.13):

d
o 20 OO enle)
T—00 xn T—00 @.’L‘n n— 00 nxnfl

Als streng monotone Funktion hat exp : R — R* eine Umkehrfunktion.



72 Stetigkeit und Differentation

3.5.2 Der natiirliche Logarithmus. Die Fxponentialfunktion wdchst strikt
monoton, also existiert nach Satz 3.4.2 auf (0,00) eine Umkehrfunktion. Die-
se heifit der natiirliche Logarithmus und ist definiert durch:

In:(0,00) = R
(5.3)
y=Inuz & exp(y) = .
Insbesondere gilt:
In(expx) = z, z € R, (5.4)
exp(lnz) =z, x> 0.
In e=1,
5.5
In 1=0, (5:5)
€ (0,1 = 1 <0,
x € (0,1) nx (5.6)
re(l,o0) = Inz>0,
lim+ In z = —o0,
T (5.7)
lim In z = oo.
T—r00

In der Mathematik schreibt man meist log und meint den natiirlichen Loga-
rithmus In.

3.5.3 Satz. Der natiirliche Logarithmus ist strikt konkav und differenzierbar.

Es qgilt
4ing =1, (5.8)
In(zy) =In 2+ Iny, (5.9)
In¥=Inz—Iny, '

wobet x,y > 0.
e Der natiirliche Logarithmus wdchst langsamer als jede n-te Wurzel, d.h.
fiir allen € N gilt:

lim In o

T—00 C/E

— 0. (5.10)
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Beweis. Die Formel fiir die Ableitung folgt aus Satz 5.2:

d 1 1 1

dz L exp(In(z)) explnz z

Hieraus und den Eigenschaften der Exponentialfunktion folgen alle anderen
Aussagen. ]

3.5.4 Allgemeine Exponentialfunktionen und Logarithmen.
Seia > 0. Firre Q und x € R gilt

(exp(z))" = exp(rz) .
Die Wahl x = Ina liefert also

a’ = e" lna.
Auf Grund der Stetigkeit der Exponentialunktion definiert man daher
a” = exp(x In a) fir allex € R,a >0 (5.11)

Man nennt x — a” die Exponentialfunktion zur Basis a.

3.5.5 Satz. Fir die Exponentialfunktion zur Basis a, mit a > 0, gilt fir alle
x,y ERund b >0

a®a¥ = ot
’ 5.12
(ab)* = a” V", (5.12)
(@) =a™, (5.13)
In(a”) = zln a,
% a® =a” Ina. (5.14)

e Nun koénnen wir auch Potenzen von x fiir beliebige a@ € R definieren.
Aus (4.19) folgt fiir x > 0 und @ € R

o= ern7, (5.15)
Man berechnet sofort

($a)/ _ (ealnx)/ — e nra _ az® L. (516)
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e Fiir alle a > 0,a # 1, ist die Funktion a” umkehrbar, denn die Glei-

_ ,xlna . : : . .. _In .
chung y = e hat fiir y > 0 die eindeutige Losung v = -£. Die

Umkehrfunktion heiit Logarithmus zur Basis a und ist definiert
durch:
In, : (0,00) = R
( ) (5.17)
y=1In,(z) <& a'=ux
Es gelten :
In,(zy) = Ing () + Ing(y),
(zy) 1( ) () (5.18)

% IHQ(I) ~ Zna

3.5.6 Definition. Die Hyperbelfunktionen sinushyperbolicus, cosinushy-
perbolicus und tangenshyperbolicus sind fir alle x € R definiert durch

x —x

sinh(z) := %,
cosh(zx) := %,

inh T __ -
tanh(z) — sinhz _ e” —e

coshx et 4e

e Aus der Definition 3.5.6 und den Eigenschaften der e-Funktion erhélt
man folgende Rechenregeln:

sinh (—z) = —sinh ()

cosh (—x) = cosh (z) (5.19)
sinh(x + y) = sinh () cosh (y) + cosh (x) sinh (y),
cosh(z + y) = cosh (x) cosh (y) + sinh (z) sinh (y), (5.20)
(cosh(z))? — (sinh(x))* = 1. (5.21)
Fiir die Ableitungen gilt:
sinh(z)" = cosh(z),
cosh(x)' = sinh(z), (5.22)

1

tanh(x)/ = m
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e Die Funktion sinh (x) ist auf R strikt monoton wachsend, also existiert
eine Umkehrfunktion. Diese heifit areasinushyperbolicus und wird
mit arsinh (z) bezeichnet. Die Funktion cosh (z) ist auf RJ strikt mono-
ton wachsend. Die Umkehrfunktion heifit areacosinushyperbolicus
und wird mit arcosh (z) bezeichnet. Es gilt:

arsinh(z) = In (1: + Va4 1) , xR,

(5.23)
arcosh(z) = In <x + Va2 — 1) , x>1.
e Die Kettenregel und (4.33) liefern:
inh(x) = eR
—arsinh(z) = ——, = :
dx V1+ 22

| (5.24)

o arcosh(z) = T 7 > 1

3.6 Beispiele

3.6.1 Beispiel. Eine Lampe wird im Punkt B = (0,h) befestigt. Thre
Leuchtstérke im Punkt A = (a,0) ist gegeben durch

y(h) = h(a*+ h?) =32 .

Wir wollen maximale Helligkeit in A erreichen.
Es gilt y(0) =0,

0.

. . 1
AT ) M a0 g,

Wegen h(1) # 0 hat die Funktion wenigstens eine Maximalstelle in (0, c0).
Wir bestimmen die stationdren Punkte:

a’® + h? — 3h?

2 2\—-3/2 2 2\—5/2 _
(a +h) / +h(—3/2)(a —l—h) /2h—m

an’
hat als einzige Nullstelle in h > 0

a
h=-—.
V2

Dies ist demnach das eindeutige Maximum.
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3.6.2 Beispiel. (Thermodynamik) Die Molwérme (Ableitung der enthalte-
nen Energiemenge nach der Temperaturinderung je Mol) eines zweiatomigen
Gases ist bei festem Volumen als Funktion der absoluten Temperatur 7" ge-
geben durch

(TO/T)QGTO/T

oT)=R e

mit der Gaskonstanten R und der charakteristischen Temperatur Ty. Wir
betrachten die Grenzwerte 7' — 0 und 7" — oo. Zur Vereinfachung setzen
wir x = Ty /T. Mit der Regel von Hospital:

lim o(T) = lim R—"O
m c = lim R——
T—0+ Z—00 (ex — 1)2
2\ T
_ iy g2zt ai)e”
r—00 2(6$ — 1)e”3
~ m R2 + 2x
T—00 2eT
. 2
= lim R— =0
=00 e

x2e”

pm oT) = lim Reo—s
. (2 + 2%)
=1 Al s
R TP
1
— lim B~ % =R

T—00 et

3.6.3 Beispiel. Wir wollen

1 n
lim (1 + —) =e
n— 00 n

herleiten. Wir betrachten die Funktion

ﬂxy:(1+§)x:emacmn<1+i)).

Wir wollen gerne

lim f(n) = lim f(x)

n—o0 T—00
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ausnutzen. Dies gilt, wenn der rechte Grenzwert existiert. Wegen der Stetig-
keit der Exponentialfunktion geniigt es,

1
lim xIln (1 + —)
T—00 €T
zu berechnen. Der erste Faktor streben gegen oo, der zweite gegen 0. Wir
wende die Regel von Hospital an:

1 -1
In(1+41 1+1 22

im ( ‘”) = lim —= =1
T—00 J}_l T—00 —17_2

Es folgt
lim f(z) =exp(l) =e.
T—00

3.6.4 Beispiel Fixpunktiteration. Gesucht wird eine Losung von
x = exp(r® —2) .
Sei f(z) die rechte Seite. Es gilt
f'(z) = 2z exp(z? — 2) .
Daher hat f ein Minimum in x und wéchst streng monoton fiir x > 0. Es gilt
f(z) = (2 + 42”) exp(a® — 2) .

Die zweite Ableitung ist iiberall grofier 0, daher wéichst die Ableitung wéchst
streng monoton auf ganz R. Wir suchen ein Intervall, in dem |f’(z)| < 1. Da
die Gleichung nicht explizit 16sbar ist, experimentieren wir:

Innerhalb [—1,1] ist also |f'(z)| < 1. Es gilt f(1) = f(-1) =e ! < 1. In
diesem Intervall sind also die Voraussetzung des Fixpunktsatzes erfiillt mit

= K = 1 < 0,6
1-K e—1 T

K=/f(1)=¢"

In diesem Intervall hat die Funktion also einen eindeutigten Fixpunkt. Wir
arbeiten mit dem Startwert O:
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L, Tp — Tp—1

—19817 — (1378 | 0,002

n
0]0
1|e?2=0,1353 0, 1353
2|e
3 e 1980 =0 1379 | 0,0001

Damit sind die ersten drei Dezimalstellen bestimmt, die vierte mit Genauig-
keit kleiner 0,6, also liegt der genaue Fixpunkt in [0, 1378, 0, 1380].

3.6.5 Bemerkung Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens. Die
[terationsvorschrift lautet:

n

Dies hat eine geometrische Interpretation: Die Kurventangente

y = [ (o) (@ —zn) + [(2,)

schneidet die z-Achse in z,,;. Im giinstigsten Fall liegt z,,; ndher an der
Nullstelle als z,,.

3.6.6 Beispiel. Wir wollen mit dem Newton-Verfahren die Zahl /5 bestim-
men. Es ist eine Nullstelle von 22 — 5. Die Ableitung 2z ist positiv fiir z > 0.
Es gibt also ein kleines Intervall um /5, in dem das Verfahren funktioniert.
Die Iterationsvorschrift lautet

2 —5 xi45

n

Tnt1 = Ty —

20,  2x,
Wir beginnen mit x = 1.
n | o,
01
1]5=3
2 % =2,333
49/9445/9 47
3 —B T a 2,2381

Die Folge scheint zu konvergieren.
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Alternativ: Wir suchen eine Nullstelle von 1 — . Die Ableitung 10/2% ist
positiv fiir x > 0. Die Iterationsvorschrift lautet

-2
Tngl = Tp — —q5
3
2 -5 1
= :L‘n —_ _
x2 10
15— a2
= .’L‘n
10
Wir probieren den Startwert 3:
n | T,
03
18 _ 9 _
1| 5=:=18
212,1
312,22
4 12,23601

Diese Folge konvergiert anscheinend.
Tatséchlich ist eine hinreichende Bedingung:

1. f hat in [a, b] eine Nullstelle z*

2. f'(z) hat in [a, b] keine Nullstelle

3. f ist konvex oder konkav

4. Die Iterationswerte z; zu xo = a, b liegen im Intervall.

Dann konvergiert fiir jeden Startwert in [a, b] die Rekursionsfolge gegen x*
und

* M 2
|z* — x| < 7|$k — Tp—1|
mit M wie in 3.3.17.
Fiir die Funktion 22 — 5 kénnen wir a = 1, b = 3 withlen. Es gilt

F1)=—-4<0,f3)=4>0.

xp fiir 1 und 3haben wir oben berechnet, und sie liegen im Intervall. Wegen
f"” = 2 ist die Funktion konvex. Die Folge konvergiert.
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Fiir die Funktion 1 — x% kénnen wir a = 1, b = 3 wihlen. Es gilt

fl)=1-5=-4<0, f(3):1—g>0.

x; fir 3 haben wir oben berechnet. Fiir den Startwert 1 erhalten wir

15—-1 14
- e,y
S T T
[’ ist positiv und f”(z) = —30z~? ist negativ. Die Folge konvergiert
tatséachlich.

3.6.7 Beispiel Radioaktiver Zerfall. Experimentell findet man heraus, dass
die Anzahl der radioaktiven Zerfille unter N(t) Teilchen in einem kleinen
Intervall At proportional ist zu N (t), d.h. die Zerfallsrate ist konstant. Unter
der Annahme, dass N(t) differenzierbar ist ergibt sich

N(t) = —kN(t) .
Dies fiithrt also auf die Funktion
N(t) = N(0) exp(—kt) .

Die Halbwertszeit T ist definiert als die Zeit, in der die Hélfte des Materials
zerfallen ist, also N(7') = N(0)/2. Wir 16sen die Gleichung

1
5= exp(—kT) < 2 =exp(kT) < In2 = kT .

Es gilt also

1

3.6.8 Beispiel Hohenformel. Der Zusammenhang wzischen Druck p und
Hohe h in einem gasgefiillten Behélter wird durch

beschrieben. Dabei hédngt v vom verwendeten Gas. Wir betrachten die

Annéherung an ein ideals Gas v — 1. Sel = 23. Es ist lirr}x — 0.
Y—

Sei auBlerdem zur Vereinfachung a = —Z—g gh. Wir berechnen

lim (1 + %)x = lim exp(zIn(1+a/x)) .

T—r00 T—00
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Wie in Beispiel 3.6.3 finden wir

lim xln(l—i—g) =a

T—r00

und daher wegen Stetigkeit von exp

. Po
lim p = pyexp (——gh) .
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Kapitel 4

Integration

Die Integration ist die Umkehroperation zur Differentation. Es wird also das
Problem behandelt, wie man aus der Kenntnis der Ableitung einer Funktion
die Funktion selbst wiederherstellt. Eine entscheidende Rolle bei der Lésung
dieser Aufgabe spielt der Mittelwertsatz. Es wird sich zeigen, dass das In-
tegral das geeignete Mittel zur Berechnung von Fldchen- und Rauminhalten
ist.

4.1 Das bestimmte Integral

e Motivation: Sei a = 2y < 21 < -+ < x,1 < x, = b eine Zerlegung
von [a,b], dann existieren nach dem Mittelwertsatz (Kapitel 3 Satz 3.3.3)
fi € (ZEi_l,l‘i) mit

f(ai) = flwia) = f1(&) (20 — @im1).
Demzufolge gilt:

n

F0) = fla) = f (&) (xs — wia). (*)

i=1

Wenn die Zerlegung fein genug ist, kann man &; durch einen beliebigen
Punkt in Intervall [z;_q, x;] ersetzen und erhélt eine gute Approximation von
f(b) — f(a), d.h. die rechte Seite von (*) ist eine gute Approximation des
Integrals von f(x).

4.1.1 Definition. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Sei durch

A= <1 < < Tpop <Tp=02>b
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eine Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle [x;_1,x;] gegeben und seien
& € [wi1, x;] beliebige Zwischenpunkte. Dann heifit

Ly = Z [ (&) (@i — i) (1.1)

die Riemannsche Summe von f. Die Funktion f heifst (Riemann) in-
tegrierbar, wenn der der Grenzwert der Folge (Z,),>1 existiert, sofern die
mazimale Linge der Teilintervalle [x;_1,x;] mit n — oo gegen Null strebt und
der Grenzwert unabhdngig von der gewdhlten Zerleqgung des Intervalls [a, b
und der Zwischenpunkte &; ist.

Der Grenzwert der Folge (Z,)n>1 heifit das bestimmte Integral von f

iiber [a,b] und wird mit f;f(x) dx bezeichnet, d.h.

[ F@yde = im 37 F ) (i - i) (12)

e Um Fallunterscheidungen zu vermeiden setzen wir

/af(:v) dx =0,
aa b (1.3)
[rwe == [1@an. v

4.1.2 Geometrische Interpretation. Die Riemannsche Summe eine positiven
Funktion f ist eine Summe von Rechteckflichen, die die Fldache I unter dem
Graph von f immer genauer approximiert. Also gilt

]:/bf(x) dz.

Genau genommen wird erst durch das Integral der Flicheninhalt definiert.

4.1.3 Definition. Sei f eine auf dem Intervall [a,b] definierte, beschrdnk-
te Funktion, die an hdchstens endlich vielen Stellen nicht stetig ist. Solche
Funktionen nennt man stiickweise stetig.
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4.1.4 Satz. Stickweise stetige Funktionen sind integrierbar.

Beweis. Wir behandeln den Fall f : [a,b] — R stetig. Sei xp < 3 < -+ <
x, eine Zerlegung. Wir konnen die Riemannsche Summe 7, nach unten
abschéitzen durch die Untersumme

U, = min  f(z)(x; — x;1)
- xe[xi,l,zi]

und nach oben durch die Obersumme

O, = max f(z)(x; — x;_1)
- CCE[:EZ‘,MCEZ‘]

Wir zeigen
lim U,, = lim O,,

n—oo n—o0
und damit auch die Konvergenz von lim,_ . Z, gegen den selben Grenz-
wert. Die Folge der Obersummen ist monoton fallend, die der Untersummen
monoton wachsend. Wegen U,, < O,, sind beide Folgen beschréankt, also kon-
vergent.
Sei € > 0. Nach Satz 3.1.10 d) ist f auf [a,b] gleichméBig stetig, d.h. zu ¢
gibt es ein § > 0, so dass

|f(x)— f(2")| <e firalle |z —2a'| <.
Sei n grof} genug, so dass |z; — x;_1| < ¢ fiir alle 7. Dann gilt
1f(x) — f(2")| <e fir alle z, 2" € [2_1, 2] .

Es folgt

max f(z) — min <e¢
me[xi_l,xi] xé[fﬂi—l,wi}

und daher

On = Uy <Y elwi—ximg) =2(b—a) .
i=1
Damit ist die Gleichheit der Grenzwerte gezeigt.
Wir betrachten nun eine andere Folge von Zerlegungen. Die Untersumme zu
einer Zerlegung ist stets kleiner als die Obersumme zur anderen (und um-
gekehrt). Daher stimmen die Grenzwerte auch fiir verschiedene Zerlegungen
iiberein. [



86 Integration

4.1.5 Bemerkung. Da f auf jedem Teilintervall sein Maximum und Mi-
nimum annimmt, sind Obersumme und Untersumme spezielle Riemannsche
Summen.

4.1.6 Satz. Seien f,g stickweise stetige Funktion auf [a,b] und o, € R
und c € [a,b]. Es gelten:

o) f (0f(e) + Bo(@)) dr = a [ () de + 5 [ g(a)dr,
D) | f@)de = | f2)de+ [ f(z)da.

0 f@) < gw) = [f@)de< [gl)d

a

Beweis. Wir betrachten a). Wir wéhlen eine Folge von Zerlegungen
a=Tg< T < Tp1 <Tp,=0>=

und eine Folge von Zwischenwerten. Nach Definition gilt

| @t + By = lim 3@ f(6) + Bol6)) o — 2o
[ r@de =t 3 €)@ - ni)

[ stz = lim 3 ()i~ i)

Die Aussage folgt nun aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen.
Die iibrigen Aussagen folgen dhnlich direkt aus der Definition. O]

4.1.7 Satz. Sei f auf [a,b] stickweise stetig.
a) Ausm < f(x) < M fir alle x € [a,b] folgt

b

m(b—a) < /f(m)dx < M(b—a).

a
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b) Es gilt die Ungleichung

‘Ji,ftr)dx‘ < j?|f(w)ldx-

Beweis. Wie Satz 4.1.6 aus der Definition und den Abschétzungen fiir Grenz-
werte von Folgen. ]

4.1.8 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f auf [a, ] stetig und
g auf [a,b] nichtnegativ und stiickweise stetig. Dann gibt es ein & € [a, b] mit

jfumquzf@y/mmm.

a

Beweis. Sei m das Minimum und M das Maximum von f auf [a, b]. Auf [a, D]
gilt

mo(e) < J(@ote) < My) = m [ gyie < [ g < [ g

/f dx—c/abg(x)dx

mit einer Zahl ¢ € [m, M]. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein € € [a, b]

mit f(&) = c. O

e Der Spezialfall g(z) = 1 zeigt, dass es ein £ € [a, b] gibt, so dass

Daher ist

b
[ t@yde =€) 0 a) (14)
4.1.9 Definition. Man nennt eine auf dem Intervall I differenzierbare Funk-

tion F eine Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fir alle x € I gilt.

4.1.10 Satz (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung).
Ist f eine auf dem Intervall I stetige Funktion, dann gilt:
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a) Die durch

:/f(t)dt a,x €1

definierte Funktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.

%Lﬁwﬁ:m» (15)

Jede andere Stammfunktion F' von f hat die Form F(z) = F,(x)+c,c € R.

b) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt:

/bf(ﬂf) dr = F(z)

Beweis. Wir bilden den Differenzenquotienten fiir F,. Nach den Rechenregeln
fiir Integrale und dem Mittelwertsatz 4.1.9 gilt

F.(x+h) - / f(t dt—/f
/ 0

= [(&n)h
mit &, € [z, x + h]. Mit h — 0 gilt &, — z. Da f stetig ist, folgt

Fi(e) = lim 2@ TN ZFal@) ey = fa)

h—0 h h—0

.= F(b) — F(a). (1.6)

Ist F' eine andere Stammfunktion, so gilt
(F—F)=F—-F.=f—-f=0.

Es ist ein einfache Konsequenz des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
3.3.3, dass dann F' — F}, konstant ist.
In b) ist nun F, = F — ¢. Es folgt also

/f Vdz = F(b) — Fu(a) = F(b) — c — Fla) + ¢ = F(b) — Fla) .
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e Fiir die Berechnung des bestimmten Integrals ergibt sich damit das Ver-
fahren:

1) Berechne die Stammfunktion F' von f, d.h. F' = f.

2) [, f(x)dv = F(b) - F(a)

4.1.11 Definition. Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f dx
bezeichnet und heifst unbestimmtes Integral von f.

e Nach Satz 4.1.10 a) gilt

/f(:z:)d:c:F—l—c,

wobei ¢ € R eine Konstante ist und F' eine feste Stammfunktion von f. Somit
haben wir

/f(x)dm:F—FC & F=f (1.7)
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e Aus den Differentationsformeln folgen somit folgende Integrationsformeln:

F(z) f(z) = F'(x) Bemerkungen
1 +1
g x™ n# —1
1 +1
Tt x? aceR,z>0
In |z| ! x#0
—Ccos & sin
sin x cos T
tan x —— t#(k+3)m kel
cot x Si;gx x£km kel
. 1
arcsin x — lz] <1
arctan T ﬁ
% e e a#0
cosh x sinh x
sinh x cosh x
11, 1+ 1
27 2 2] <1
In(z + v1+2?) —ﬁ

4.2 Integrationsregeln

Alle Rechenregeln fiir die Ableitung werden nun zu Rechenregeln fiir das
Integral.

4.2.1 Linearitat. Aus F' = f,G' = g folgt af + bg = aF’" + bG'. Somit gilt
fiir das unbestimmte Integral

/(af(:v)erg(x)) dx:a/f(m) dr+b /g(x) dz. (2.1)

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung berech-
nen wir die Stammfunktion als [. Die Aussage folgt dann aus der Rechenregel

fiir das bestimmte Integral Sat; 4.1.6. O]
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4.2.2 Partielle Integration. Die Produktregel (uv) = u'v + wv' liefert, dass
uv eine Stammfunktion von u'v + uwv' ist, d.h.

/u'(a:)v(a:) dr = uv — /u(x)v'(:v) dr.

Fiir das bestimmte Integral erhalten wir

/b W' vdr = u(z)v(w)

4.2.3 Beispiel. Aus (2.2) folgt mit v’ =1

b
— /uv' dr.
a

/v(m) i =z — /xv'(m) iz,

insbesondere also:

/lnxdw-xlnx—/

4.2.4. Fiir Integrale der Form

b

Sy 1= /(sin x)" du,

1
r—dr=x(nz—1)+c.

(2.2)

(2.3)

(2.5)

kann man durch wiederholtes Anwenden von partieller Integration eine Re-

kursionsformel herleiten.

Beweis. Wir behandeln beispielhaft Ss.
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it v =sinx, v =sinx er n wir v = — z, v = T
Mit v’ = sinx, s erhalte cosx, v = cos
.92 o .
/sm xdx——cosxsmx—/—cosxcosxdx
:—COSLESiHZL‘-f-/COSQZE
. . )
= —cosasinz + [ (1 —sin®z)dx
o . )
——cosxsm:c—l—x—/sm zdx .

Diese Gleichung l6sen wir auf zu

1
/sin2 rdr = —5(1: —coszsinz) .

4.2.5 Substitutionsmethode. Aus der Kettenregel fiir die
(F(g(z)) = F'(g(x)) ¢(x) folgt mit f(z) = F'(x)

/ f(9(2)) ¢'(x) da

Il
T
—~
2,
s
=
+
o

und fiir das bestimmte Integral

[ Ha@) @)z = o) - Flot@) = [ sy

e Ein konkreter Fall ist

1

/f’“(:v)f’(x)da: = k—+1fk+l k#—1.

Besonders interessant ist der Fall k& = 1:

[ =5

O

Ableitung

e Es gibt zwei Moglichkeiten (2.8) anzuwenden. Beide nutzen die suggestive

Schreibweise ¢’ = Z—g und l6sen nach dx bzw. dg auf.
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1) Berechnung von [ f(g(z)) ¢'(z) dx

a) Substitution g(x) =t, ¢ (x)dr=dt
b) Berechnung von [ f(t)dt = F(t) + ¢
¢) Riicksubstitution ¢ = g(z) und somit [ f(g(z)) ¢'(z) dz = F(g(z))

2) Berechnung von [ f(z)dx

a) Substitution x = ¢(t), dx = ¢'(t)dt mit ,geeigneter* umkehrbarer
Funktion ¢

b) Berechnung von [ f(g(t))g'(t)dt = H(t) + ¢
c) Auflésen von = = ¢(t) nach t, d.h. t = h(z), und somit ergibt sich
[ f(z)dz = H(h(z)) +c

4.2.6 Bemerkung. Anders als bei der Differentiation gibt es keine klare
Vorschrift, wie ein gegebenes kompliziertes Integral auf eines der elementaren
wohlbekannten Integrale zuriickzufiihren ist. Umgekehrt lassen sich jedoch
gefundene Formeln leicht durch Differentiation verifizieren.

4.2.7 Symmetrien. Integrale lassen sich leichter berechnen wenn man Sym-
metrien des Integranden und des Integrationsbereiches beachtet. Beispiele
hierfiir sind gerade und ungerade Integranden. Fiir eine gerade Funktion,

d.h. f(—x) = f(x) gilt
/f(a:)d:czQ/f(w)dx

und fir eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(x), gilt

/a f(a)dz = 0.

4.2.8 Lemma (Orthogonalitiatsbeziehungen). 1. Fir k € Z \ {0} gilt
27

/ sin(kz) dz = 0,
0 (2.9)

2

/ cos (k) da = 0.

0
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2. Sei m,n € Ny. Dann gilt:

2m 0 falls m =n =0,

/ sin(ma) sin(nz) dx = < 0 falls m # n,

0 & falls m =n # 0,

21 (o falls m=n =0,

/cos(mx) cos(nz)dr =<0 falls m # n, (2.10)
0 T falls m =n # 0,

2w

/cos max sin nx dx = 0.

0

Beweis. Fir k € Z\ {0} und ¢ € R gilt

2w
21

/ sin(kz + ) de = —1 cos(kx + ¢) . 0. (2.11)
0

Somit erhélt man fiir ¢ = 0 oder ¢ = —7 die Formeln in (2.9).
Mit Hilfe der Additionstheoreme erhalten wir:

(cos((m —n)z) — cos((m + n)x)),

N =

sin(max) sin(nz) =
Also folgt fiir das Integral

/027r sin(max) sin(nzx) = % /02” cos((m — n)x)dr — %/O% cos((m + n)z)dz .

Fiir m # 4+n verschwinden beide Summanden.

Wegen m,n > 0 tritt der Fall m+n = 0 nur im trivialen Fall m = n = 0 auf.
Fiir m =nist m—n = 0 und m+n # 0 (auler im trivialen Fall m = n = 0),
daher verschwindet der zweite Summand. Der erste vereinfacht sich zu

2w 1 2m
/ sin®(nr) = ——/ de =1 .
0 2 Jo
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4.3 Integration rationaler Funktionen

4.3.1 Partialbruchzerlegung. Sei f(x) = % eine rationale Funktion mit
Grad p < Grad q und teilerfremden Polynomen p und q. Eine Partial-

bruchzerlegung besteht auf folgenden Schritten:

1) Finden einer Faktorisierung von q(z), d.h.

g(w) = c(z = b)) -+ (& = b)) - qu2)" - gs()"

mit paarweise verschiedenen, reellen Nullstellen b; der Vielfachkeit k; und
paarweise verschiedenen, quadratischen Polynomen q;, die keine reellen
Nullstellen besitzen.

2) Fir jede Nullstelle b € {by,--- ,b.} der Vielfachkeit k und jedes quadrati-
sche Polynom Q € {q1,--- ,qs} der Vielfachheit | bilden wir Funktionen

der Form
A A A
r—>b  (r—10)?2 T (z = b))k
Bz +C; Bex + Cy o Bix + C
Qz) ~ (Qx))*’ T Q)

wobei A;, B;, C; reelle Koeffizienten sind.

3) Diese Funktz’onen hez’ﬁen Partialbriiche. Man setzt nun die rationale

Funktion f(x —i) als Summe obiger Partialbriiche an, wobei die Ko-
effizienten AZ, B;, é’ zu bestimmen sind:

ki

DD I RO I e

21]1 =1 j=1

e Die dabei auftretenden Integrale berechnen sich wie folgt:

d
/ * =Iln|r £a|l+c, (3.1)
rEta

/ - ixa)k _ 1ikz (z+a)F+oc, keZ\{1}, (3.2)
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und falls 4¢ — p? > 0, gilt

2
arctan —etP_ + ¢, (3.3)

dz 2
/x2+px+q_\/4q_p2 V4q — p?

b
/dezglan—l—vaqu

x? + px +
prT4 - e (3.4)
D [t
2 T4+ pr+4q
/ dx B 2r +p
(2 +px+q)*  (k—1)(4q — p?)(22 + px + q)+! (3.5)
n 2(2k —3) / dx '
(k—1)(4g—p*) J (@ +pz+q)lkt’
/ ar +b dr — a
(22 +pr +qF 7 2k = 1@+ pr+ )t (3.6)

+(b‘%>/<x2+zj§+q>k'

4.3.2 Integration von R(e”). Sei R eine rationale Funktion, dann kann man

das Integral
/ R(e*) dx

durch die Substitution t = e* dx = é dt auf das Integral

/ R(1) é dt

zuriickfihren und somit berechnen, denn % 1st wiederum eine rationale
Funktion.
4.3.3 Integration von R(:z:, v/ %) . Sei R(x,y) ein rationaler Ausdruck in

x und y, d.h. R(x,y) entsteht aus z,y und Konstanten allein durch die vier

Grundrechenarten. Ein Integral vom Typ [ R(a:, Y Z;‘Ig) dx mit ad — be # 0

wird mit der Substitution

_ xjax+Db _dtk—b B th—1
t_“cx—i—d’ d.h.:c—a_ctk, dx = k(ad bc)(a—ctk)2dt

in ein Integral einer rationalen Funktion tberfihrt.



4.4 Uneigentliche Integrale 97

4.3.4 Integration von R(sinz,cosx). Sei R(x,y) ein rationaler Ausdruck.
Durch die Substitution

R f— _2
v = 2arctant, dx = 5 dt
und somit
cosz = =L sing = -2
1+t27 1+¢2

iberfihrt man das Integral | R(sinz,cosx)dx in ein Integral iber eine ra-
tionale Funktion in t.

4.3.5 Substitution fiir bestimmte Integrale. Bei der Berechnung von be-
stimmten Integralen muss fiir die Giltigkeit der Formel

b g(b)
)\ (x) dx = d
/a f(g(2)d () /g(a) f(t)di

tiberpriift werden ob:

a) f: 1 — R stetig und beschrankt ist, wobei I ein abgeschlossenes Intervall
st und

b) g:la,b] — I stetig differenzierbar ist.

4.4 Uneigentliche Integrale

Wir wollen den Integralbegriff erweitern auf unbeschrinkte Integrationsin-
tervalle [a, 00) und unbeschrankte Funktionen.

4.4.1 Definition. Sei b € R U {co}. Die Funktion f sei auf dem Inter-
vall [a,b) definiert und auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,c],c¢ < b,
stiickweise stetig. Falls der Grenzwert

lim C f(z)dx

c—=b~ Jq

existiert, wird das uneigentliche Integral fab f(z)dz definiert durch

c—b—

/abf(x) dz = lim /acf(x) da.
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In diesem Fuall sagt man, dass das uneigentliche Integral konvergiert.
Anderenfalls sagt man, dass es divergiert.

e Analog definiert man in der entsprechenden Situation fiir ein rechts halb-
offenen Intervall (a,b]

/abf(a:) dx = Cl_i>I(Ill+ /ab f(z)dx

Beispiele:
1)
/ dr = lim d = lim In ¢ = oo, (divergiert). (4.1)
1

€T cooo 1 T c—00
Yde -
— = lim —1In ¢ = oo, (divergiert). (4.2)
0 X c—0t+

> d L fallsa>1
/ﬁ=M%uﬁH=w“a” o (43)
1 @ ¢ oo, falls a < 1.

bd fall 1
/—leim%l(o}_l—l): o, s (4.4)
0 € — falls o < 1.

4.4.2 Satz. Ist f auf [a,00) und g auf (0,b] stickweise stetig und sind
a, K € R, dann gilt:
a) |[f(z)] < K&, a<z<oo, 1<« = [ f(z)dz konvergiert,

b) |f(@) < KL, 0<az<b 0<a<l = fo x) dzx konvergiert.

4.4.3 Definition. Sei f : (a,b) - R, a € RU{—00}, b € RU{o0} eine auf
jedem abgeschlossenen Teilmtervall [a, ], a < a < B < b stickweise stetige

Funktion und sei c € ( . Falls die beiden uneigentlichen Integrale
/f dr = tim [ f(z)da.
a~>a

/f dx—hm/f
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konvergieren, heif$t das uneigentliche Integral f;f(x) dx konvergent und
ist definiert durch

/ab (@) do = /acf(x) do + /Cb f(z) da.

4.4.4 Ausnahmestellen im Innern. Sei f auf [a, b] definiert und sei ¢ € (a, b)
ein Punkt so, dass [ auf |a,c) und (c,b] stickweise stetig ist. Falls die unei-

gentlichen Integrale [ f(x)dx und fcb f(z) dx konvergieren setzen wir

/ab f(x)de == /:f(x) dz + /cb f(z) da.

Analog wird der Fall endlich wvieler solcher ,Ausnahmepunkte” x; € [a,b]

behandelt.

4.4.5 Cauchyscher Hauptwert. Es kann passieren, dass die beiden uneigent-
lichen Integrale aus 4.4.4 divergieren, aber dass der Grenzwert

lim( o (x)dx + b f(:c)d:c) (4.5)
e—0+ a cte

ezistiert. In diesem Fall wird der Grenzwert in (4.5) Cauchyscher Haupt-
wert genannt und mait

CHW / ’ ) de

bezeichnet.

4.5 Kurven-, Lingen- und Flichenmessung

Unter einer Kurve versteht man eine differenzierbare Abbildung eines Inter-
valls [ in die Ebene.

4.5.1 Definition. Sei der R? mit einem festen kartesischen Koordinatensy-
stem versehen. Dann nennt man die vektorwertige Funktion

t)
7ila,b] — R*:t— z( ), 5.1

! (3o o
wobei x : [a,b] — R,y : [a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen sind,
eine Parameterdarstellung der Kurve, t den Parameter und [a,b] das
Parameterintervall.
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4.5.2 Beispiel. Ein Kreis K mit Radius r rollt auf der x-Achse. Der Punkt
P mit Abstand a vom Kreismittelpunkt beschreibt eine Zykloide, die die
Parameterdarstellung

r =rt—asint,

Yy=71 —acost,
hat, wobei t der Rollwinkel ist.

4.5.3 Definition. Zu jeder Parameterdarstellung 7(t) = (z(t),y(t))T einer
Kurve K definiert man den Tangentialvektor

(t) == }lii%%(??(t +h) —7(t))

Il
N
< K
e W
~ o+
S— ——
~__

—~
Ut
N}

N—

wobei der Punkt die Ableitung nach t bedeutet.

e Wenn 7(t) die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kurve be-
schreibt, dann beschreibt 7(¢) die Geschwindigkeit des Punktes zum
Zeitpunkt ¢.

e Sei in einem Kurvenpunkt (z(¢),y(t))" der Tangentialvektor 7(t) # 0.
Der Normalenvektor 7i(t) entsteht aus dem Tangentialvektor durch
Drehung um 90° in positive Richtung, d.h.

fi(t) = (_%;) : (5.3)

e Zum Zeitpunkt ¢, haben die Tangente bzw. Normale an die Kurve K
die Darstellung

Tangente: x = z(s) = z(ty) + st(to), vy =1y(s)=ylto) + sy(to),

Normale : = = x(s) = z(tg) — sy(to), y =y(s) = y(to) + si(to),

wobei s € R der Geradenparameter ist.

4.5.4 Definition Die Bogenlinge. Sei a =ty < t; < ... < t, = b eine
dquidistante Zerlegung von [a,b], d.h. t;—t;_1 = At, Vi = 1,...,n. Die Kurve
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K wird durch die Sekanten, die (x(t;),y(t;)) und (x(tis1), y(tiv1)) verbinden,
angendhert. Die Linge dieser Approzimation ist

b= Z [7(t:) = 7t -

Falls der Grenzwert n — oo der Folge (P,)n>1 existiert, wird er Lidnge der
Kurve K genannt.

4.5.5 Definition. Eine Parameterdarstellung x = x(t), y = y(t), t € [a,b]
einer Kurve heiffit regulér, wenn die Funktionen t — z(t), t — y(t) stetig
differenzierbar sind und 2*(t) +¢*(t) # 0 fir alle t € [a,b] gilt, dabei sind die
Ableitungen in den Endpunkten einseitige Ableitungen.

4.5.6 Satz. Die Linge L einer Kurve mit requldrer Parameterdarstellung
x=ua(t), y=y(t), #*(t) + §*(t) # 0, a <t < b, betrigt

L= / V() + 12(1) dt. (5.4)

a

Beweis. Wir benutzen die Definition und zerlegen das Intervall durch &qui-
distante Punkte t;. Die Lange der Sekante zwischen 7(t;,—1) und 7(¢;) ist mit
dem Mittelwertsatz der Differentialrechung

Asi = /D2 + a2 = AWY (G + 0 (1)’

fiir geeignete n;,(; € (t;,ti11). Beim Grenziibergang At; — 0 gilt dann
M, G — t;.
Durch Aufsummieren erhalten wir

Pn = ZASI .
Nach Definition ist lim,, .o, P, = L. Gleichzeitig sind die P, nach Definition

Riemansche Summen der Funktion /i2 + 2. Diese sind stetig, also inte-
grierbar, und wir erhalten.

b
L= lim Pn:/\/j:2+g'/2dt.

n—oo
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4.5.7 Folgerung. Der Graph y = f(z) einer stetig differenzierbaren Funk-
tion f : [a,b] — R hat die Léinge

L= /\/1 + (f'(x))* de. (5.5)

4.5.8 Kriimmung. Es sei 7(t) = (x(t),y(t))" eine regulire, zweimal diffe-
renzierbare Parameterdarstellung einer Kurve. Mit p(t) bezeichnen wir den
positiv gemessenen Winkel zwischen der positiven x-Achse und dem Tangen-
tialvektor T, sei s(t) = f; T2(1) + 92(7) dT die Ldange des Kurvenstiicks
iiber dem Parameterintervall [a,t]. Die Anderung Ay bezogen auf die Ande-
rung der Ldnge As ist ein Maf$ fir die durchschnittliche Kriimmung der
Kurve. Demzufolge definiert man die Kriiommung der Kurve im Punkt

P = (x(t),y(1))" als

0~ o, 20 - 20

()

4.5.9 Satz. Die Krimmung einer Kurve mit requlirer, zweimal differen-
zierbarer Parameterdarstellung © = x(t), y = y(t), t € [a,b], betrdgt im
Kurvenpunkt P(t) = (z(t),y(t))"

Kty — 00 50D 56)
(#2(0) + 52(0)

4.5.10 Folgerung. Die Kriimmung des Graphen y = f(x) einer zweimal
differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R im Punkt (x, f(x)) betrdgt

R O |
" (Vi+ (P w) o

e Einen durch den Kurvenpunkt P = (z(t), y(t))" gehenden Kreis nennt man
Kriimmungskreis der Kurve in P, wenn er dieselbe Kriimmung und densel-
ben Tangentialvektor wie die Kurve besitzt. Der Radius r des Kriimmungs-
kreises heifit Kriimmungsradius in P und ist gegeben durch:

1
K]
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4.5.11 Polardarstellung einer Kurve. Analog zu den komplexen Zahlen kann
man fir eine mit einem kartesischen Koordinatensystem versehene FEbene
Polarkoordinaten einfiihren. Sei P = (x,y) ein Punkt in der Ebene, dann
sind der Abstand r des Punktes vom Ursprung und der Drehwinkel p, der den
Punkt (r,0) in (x,y) dberfihrt, die Polarkoordinaten von P. Wir haben
folgende Beziehungen:

a) T =r1cosp, y = rsinp,
arccos ;, falls y > 0,
b) r=+va*+y?, p = 27T—arccos§, falls y < 0,
unbestimmdt, falls r = 0.

e Wenn ein Zeiger mit FuBBpunkt im Ursprung, der seine Lénge éndert, sich
um den Ursprung bewegt, erhalten wir eine Kurve. Die Parameterdarstellung

r=r(p),a<p<p

der Kurve mit Parameter ¢ heifit Polardarstellung, wobei der Winkel ¢
von der positiven z-Achse aus gemessen wird. Aus der Polardarstellung (i),
¢ € [a, f] erhilt man folgende Parameterdarstellung mit dem Polarwinkel ¢
als Parameter

z=r(p)cosp, y=r(p)sing, ¢ €la,pfl (5.8)
Aus Satz 4.5.6 erhilt man fiir die Lange der Kurve r(¢), ¢ € [a, (]

B
dr(e)\”
L= 2 d
[\ (4 a
e Nach Definition misst das Integral einer positiven Funktion die Fléche unter

dem Graphen. Dies lésst sich auch auf Flachen mit komplizierter Berandung
verallgemeinern.

4.5.12 Satz. Sind f,q: [a,b] — R stetig, a < b, dann betrigt der Inhalt der
von den vier Kurven y = f(z), y = g(z), © = a, x = b berandeten Fliche

b

F= [ 1fa) - gla)| .

a



104 Integration

Beweis. Wir betrachten den wesentlichen Fall 0 < g < f. Dann ist die Flache
zwischen f und g die Differenz der Flache unter dem Graphen von f und dem
Graphen von g, also

F= / e - / gl — / @) - gla)lda
O

4.5.13 Satz. Seir : [a, 8] — Ry stetig, a < 3. Wir fassen (), ) als Kurve
in Polarkoordinaten auf. Dann betragt der Inhalt der von den drei Kurven
r=r(p), @=a, ¢=_[ berandeten Sektorfliche

Beweis. Die Sektorfliche zwischen ¢ und ¢ + Ap hat angendhert den
Flécheninhalt eines Kreissektors mit Radius r(y), d.h.
ASO 2 1
AF = — == Ap .
5 (1(@) ™= 5r(e)"Ap
Wir summieren und kénnen wieder die Summe als Riemannsumme interpre-
tieren. Im Grenziibergang Ay — 0 erhalten wir die Aussage. O

4.5.14 Satz. Ist x = z(t), y = y(t), a <t < b eine stickweise stetig diffe-
renzierbare Parameterdarstellung einer Kurve K, die von jedem Ursprungs-
strahl héchstens einmal getroffen wird, dann betrdgt der Inhalt der durch K
begrenzten Sektorfliche

1 ) .
F=5| [ @i - i) al.
Beweis. Mit ¢ = arctan % und Substitionsregel folgt dies aus Satz 4.5.13.

]

4.5.15 Beispiel. Der Inhalt der Ellipse x = acost,y = bsint betriagt

1
F = §(ab cos’t + absin®t)dt = abm .
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4.5.16 Satz. Die Formel aus Satz 4.5.14 gilt auch fir geschlossene tiber-

schneidungsfreie Kurven mit stiickweise stetig differenzierbarer Parameter-
darstellung x = x(t),y = y(t),t € [a,b] .

4.5.17 Redeweisen und Bezeichnungen. Sei f : [a,b] — R eine stetige po-
sitive Funktion. Der Fldcheninhalt F' unter dem Graphen von f ist gegeben
durch

b n
F= [ fw)ds = lim >ose)ar,

wobei wir eine dquidistante Zerlequng gewdhlt haben. Mit der Bezeichnung

AF; = f(&)Ax haben wir also

Es ist tiblich eine Differenz Ax mit dx zu bezeichnen, wenn man im Ver-
lauf der Rechnung den Grenziibergang Ax — O durchfiihren will. Bei diesem
Grenziibergang geht das Summenzeichen ., in das Integral [ iber. In Analo-
gie dazu bezeichnen wir auch AF mit dF und ersetzen fiir den Grenziibergang
das Summenzeichen durch das Integral. Somit erhalten wir:

F = /dF und F = f(x)dx.

Diese Uberlequngen kann man verallgemeinern. Sei G eine reelle Grife, die
man in kleine ,Bausteine” oder Elemente dG zerlegen kann und die ,auf-
summiaert” wieder G ergeben. Die Summation wird als Integral bezeichnet,
und somit haben wir

G = / dG. (5.9)
Weiterhin mdchte man dG durch eine von x abhdingige Griffe der Form
dG = f(x)dx (5.10)

anndhern und erhdlt also

G:/ﬂ@m.
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Beispiel: Sei K eine Kurve mit der Parameterdarstellung x = z(t),
y =1y(t), t € [a,b], dann ist die Linge L gegeben durch (Satz 4.5.6)

b
L= /\/:t2+g)2dt.

L:/ds,

wobei ds ein Léngenelement ist. Ein Vergleich beider Formeln liefert

ds = /% + 2 dt . (5.11)

Insbesondere erhalten wir im Falle eines Graphen y = f(x) die Formel

ds = /14 (f")dz. (5.12)

4.5.18 Volumen von Rotationskorpern. Sei K ein Rotationskorper, der
durch Rotation einer Kurve y = f(x) um die x-Achse entsteht. Sei F(x), x €
[a,b], der Flicheninhalt des Querschnittes. Das Volumenelement dV einer
Ldinnen Scheibe“ der Dicke dx ergibt sich also zu

dV = F(z)dx,

Andererseits haben wir

und somit erhalten wir
b

V:/dV:/F(x)dx.

a

Die Fliche F(z) des Querschnittes errechnet sich durch
Fz) = (f(2))",

wenn f(x) die den Rotationskdrper beschreibende Kurve ist. Somit gilt:

4.5.19 Satz. Ein durch Drehung der Kurve y = f(z), a < x < b, um die
x-Achse erzeugter Rotationskorper hat das Volumen

V:W/f2(x)da:.

a
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4.5.20 Beispiel. Ein Kreiskegel entsteht durch Rotation von y =t um
x-Achse. Daher

4.5.21 Oberfliche von Rotationskorpern. Sei K ein Rotationskorper der
durch Drehung der Kurve y = f(x), x € [a,b] entsteht. Das Oberfilichen-
element dM des Mantels wird approximiert durch die Mantelfliche eines Zy-

linders mit dem Radius f(x) und der Hohe ds = \/1 + (f/)*dx. Also gilt

M:/dM:27r/f(x)\/1+(f’)2dx. (5.13)

4.5.22 Beispiel. Die Kugeloberfliche wird beschrieben durch die Glei-
chung

d.h., sie ist die Rotationsflache von

2 2

y=vr2—a% xz€l[-rr]
Wir erhalten
, 2z
y = 2 _ 12
und daher
2
M:27r/\/r2—x2 1+ 2x 2d:c
r2 -z
VY I s R wdx
72 _ o2

= 27Tr/dx = 27rx

'

= 27r? + 2712

-r

= 4qr?
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Kapitel 5

Reihenentwicklungen

Eine effektive Methode bei der Losung vieler Probleme ist die Darstellung
einer Funktion f(x) als eine unendliche Reihe

f(x) = filx)

mit ,einfachen® Funktionen fy(z). Solche Reihen heilen im Falle
fr(z) = arz® Potenzreihen und im Falle fi(x) = ay cos kx + by sin kz Fourier
- Reihen.

5.1 Wiederholung und Erginzung

e Die Konvergenz von Reihen wurde bereits in Kapitel 2.5 behandelt. Ei-
ne Reihe konvergiert absolut, wenn die Reihe iiber die Absolutbetrége
konvergiert (vergleiche Definition 2.5.11).

e Das Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen konvergiert
gegen das Produkt der Grenzfunktionen (vergleiche Satz 2.5.16).

e Fiir Folgen und Reihen von Funktionen gibt es verschiedene Konver-
genzbegriffe. Eine Folge von Funktionen (f,,),>o auf einem Intervall /
konvergiert punktweise, wenn fiir jedes x € I die Folge (f,.(z))n>0
konvergiert (vergleiche Definition 2.6.1).

e Sie konvergiert gleichm#fig, wenn es fiir jedes € > 0 einen Index nyg
gibt, so dass fiir alle z € I und n > ng gilt

[f(x) = fulz)| <€
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(vergleiche Definition 2.6.2).

e (fn)n>o gleichméBig konvergent. Sind alle f,, stetig, so ist die Grenz-
funktion stetig (vergleiche Satz 3.2.11).

e Sei (fn)n>0 punktweise konvergent, alle f,, stetig differenzierbar und die
Folge (f!)n>0 gleichméBig konvergent. Dann ist f stetig differenzierbar
und f' = lim,, f; (vergleiche Satz 3.2.12).

e Potenzreihen ) °  a,z" sind ein besonders wichtiges Beispiel. Sie
haben einen Konvergenzradius R, in dessen Inneren sie absolut konver-
gieren, auf jeden abgeschlossenen Teilintervall sogar gleichméBig (ver-
gleiche Satz 2.6.6). Dort sind sie beliebig oft differenzierbar, insbeson-
dere auch stetig.

5.1.1 Satz. Konvergiert die Folge stetiger Funktionen f,, n > 0, auf dem
Intervall I gleichmdf$ig gegen f : I — R, dann gilt fir alle a,b € 1

b b

/(Jiniofn@)) dx:/bf@)dx: lim | fu(z)dz.

n—00

a a

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert ein ng, so dass fiir alle
n > ng und alle x € I gilt |f,(z) — f(2)| < ;= Hieraus folgt mit Satz 4.1.7

[t@de = [fu@ds| < [ 170 = fula)] da
£
s(b-a) b—a c
]
5.1.2 Beispiel. Sei
n’x, falls = € [0, 1],
hop(x) = < 2n — n’x, falls z € [, 2],

0, falls x € [2,1].

n’
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Dann konvergiert (hy,),~, punktweise gegen 0, jedoch nicht gleichméfig. Es
gilt
1

1= lim dx;«é/hmh dx—/de:O.

n—00 n—00
n=0

Alle Sétze tibertragen sich auf Reihen.

5.1.3 Satz. Konvergiert die Reihe Y, fu(z) stetiger Funktionen f; auf I
gleichmdf$ig gegen f, dann ist

= filx)

stetig und fiir alle a,b € I gilt:

/b @fm)) dz = / f(x)daszijj / i) d

5.1.4 Folgerung. Sei )/~ apz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Dann gilt fir jedes Teilintervall [a,b] C (—R, R)

b

b
[ (o) -3 o5
a k=0 k=1 w k

Beweis. Wir wenden den Satz an auf f; = ayz" mit Integral akﬁllxk“. O

5.2 Darstellbarkeit durch Potenzreihen und
Taylorentwicklung

5.2.1 Definition. Sei Y ;- ayx® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0 und Summe f(z) fir |x| < R. Man sagt, f wird auf (—R, R) durch
die Potenzreihe Y -, axx® dargestellt.
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5.2.2 Satz. Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im of-
fenen Konvergenzintervall (—R, R), R > 0, beliebig oft differenzierbar. Die
Ableitung erhdlt man durch gliedweise Differentation:

= ikakxk_l,
Zk —1) akx ,

etc. Die abgeleiteten Reihen haben alle den Konvergenzradius R.

(2.1)

Beweis. Das ist Satz 3.2.14. Der entscheidende Punkt ist die Berechung des
Konvergenzradius vonWir behandeln den Fall, dass er sich der Konvergenz-
radius von Y ;- axx® mit der Formel aus Satz 2.6.7 berechnen lisst, also

R !'= lim iad
k—o0 ak
Dann ist der Konvergenzradius von Y~ | kayz®~*
lim —(k * Daria =R!
k—o00 kak
nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte. O]
Beispiel:
1
=Y = f) ol <1,
k=0
1 [e.e]
"(z) = =) ka2t x| < 1,
R i3 o
f(x) = Zk 2| < 1.

1—9c

5.2.3 Satz. Fir alle a,b aus dem offenen Konvergenzintervall (—R, R) der
Potenzreihe f(x) = >, ara® gilt:

b

/ dx—Z/akx dx = k+1(bk+1—ak+1).

a
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Insbesondere ist (a =0, b= x)

Fla)i= 3 g™
k=0

kE+1

eine Stammfunktion von f auf (—R, R), deren Konvergenzradius R ist.
Beweis. Satz 5.1.4 [
5.2.4 Beispiel. Durch Integrieren der geometrischen Reihe erhalten wir

ok

—log(1 — z) :Z? lz| < 1.

k=1
Die Exponentialfunktion wird durch die Reihe Y77 L2 dargestellt.
5.2.5 Definition. Eine unendliche Reihe der Form

Zak (z —a)" (2.2)
k=0
heifit Potenzreithe mit Zentrum a.

e Fiir theoretische Uberlequngen reicht es a = 0 zu betrachten, denn durch
Substitution z = x — a geht die Reihe S 5>, ay (x —a)* in die Reihe
> oo arz® mit Zentrum in 0 ber.

e Der Konvergenzradius von (2.2) ist der Konvergenzradius der ent-
sprechenden Reihe mit Zentrum 0.

5.2.6 Beispiel. Es gilt ¢* = e%e”~® und daher
oo ea k
exp(z) = ZE (z —a)
k=0

5.2.7 Lemma. Sei ), ax (z — )" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R. Dann gilt:

i) x € (a— R,a+ R) = Zak (z — a)* konvergiert,
k=0



114 Reihenentwicklungen

i) x ¢ [a— R,a+ R] = Zak (z —a)* divergiert.

k=0

5.2.8 Koeffizientenvergleich. Sei f auf Intervall (a — R,a + R) als Potenz-
rethe f(x) = > pqan (@ — a)* dargestellt. Nach Satz 5.2.2 gilt fir die n-te
Ableitung

F) =D k(k=1)- - (k—n+1)a(x—a) ",

Setzt man x = a, so erhdlt man f™(a) = nla,.

5.2.9 Satz (Eindeutigkeit von Potenzreihen). Sei R > 0 und gelte fir alle
z € (a—R,a+ R):

f(z) :Zak(x—a)k:Zbk(x—a)k,

dann haben wir

79(a)
k7

ak:bk: k:O,l,

e Viel schwieriger ist die Frage, ob eine Funktion durch eine Potenzreihe
dargestellt werden kann. Etwas weniger ehrgeizig versuchen wir,eine hinrei-
chend oft differenzierbare Funktion durch Polynome zu approximieren. Die
Approximation durch ein lineares Polynom hatte uns gerade auf den Ablei-
tungsbegriff gefiihrt.

5.2.10 Satz (Taylorformel). Fir jede auf dem offenen Intervall I C
R (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f und a,x € I gilt:

k) (g
1) =S om0 4 Rui(e0),

wobei
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das Taylor-Polynom ist und das Restglied R, 1(z,a) die Darstellungen

1 [ .
R,i1(x,a) = m/ (x —1t) I “)(t) dt,

FmY(E)

(n+1)! (x —a)"*", & zwischen © und a,

Rn+1 (.Z', a) =

hat.

Beweis. Nach Definition von Stammfunktionen gilt
f) = 1@+ [ Fod

Dies ist die behauptete Formel im Fall n = 0.
Wir fithren nun eine partielle Integration mit v = ¢t — z, v = f’ aus und
erhalten

xT

fla) = 1@+ [u'fa

— f(@)+ /() (r —a) + / (1) §"(¢) dt

a

Dies ist die Formel fiir n = 1. Wiederholung des Argumentes liefert die
Formel fiir jedes n.

Die zweite Darstellung des Restgliedes R, 1 erhalten wir duch den Mittel-
wertsatz der Integralrechnung 4.1.8:

@@= S @ @0 a

wobei £ ein geeignetes Element von [a, z] ist. O



116 Reihenentwicklungen

e Das Taylorpolynom T, (x,a) ist in Umgebung von a sehr gute Appro-

ximation
T.(a,a) = f(a) gleiche Funtionswert
T!(a,a) = f‘(a) gleiche Anstieg
T!(a,a) = f"(a) gleiche Kriimmung
usw

e Der Fehler
|f(x) = To(z,a)| = [Rnyi (2, a)l

kann genau abgeschétzt werden, z.B. auf dem Intervall [a — R,a + R]
durch

(nt1) Rn—H
sup |[fU"TH ) (x
[a—R,a+R] ‘ ( )’ (n+1)!

5.2.11 Beispiel. Sei f(z) =sinz, a = 0. Dann gilt
f'(x) = cosz, fP(z) = —sinz, fO(z) = —cosz, fH(x) =sinz

und daher
F10) =0, f20) =1, fO(z) =0, f® = 1.

Es gilt also nach der Taylorformel

1 sin &
: 2 k 4
sine =0+ x4+ 0x 3!m + 1

mit der Abschéitzung
1
|Ry(z,0)] < z’x\4 :

Allgemeiner:

1
o O\ 2%k+1
sing = go( 1) —(2k: " 1)!96 + Ropio

wobei
1

2n+2
@n+2)!"

| Ront2] <
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5.2.12 Satz. Ist die Funktion f auf dem Intervall I n-mal stetig differen-
zierbar und a € I mit

flla)=f"(a)=---=f"D(a) =0, ["(a)#0,
dann gilt:
i) a Extremstelle < n gerade,

ii) n gerade, f™(a) <0 = lokales Mazimum,
n gerade, f™(a) >0 = lokales Minimum.

Beweis. Unter unseren Voraussetzungen besagt die Taylorformel

fiir ein £ € [a, z].

Ist n ungerade, so hat f(z) — f(a) fiir > a, x < a verschiedene Vorzeichen,
und f hat in a kein Extremum.

Ist n gerade, so hat f(x)— f(a) fiir > a, z < a gleiche Vorzeichen, und f hat
in @ ein Extremum. Wir betrachten z > a, f™(a) < 0. Dann ist f™ (&) <0
fir  (und damit &) nahe bei a. Es folgt f(z) — f(a) < 0. Damit hat f in a
ein Maximum. Der andere Fall folgt analog. [

5.2.13 Definition. Sei f auf dem offenen Intervall I beliebig oft differen-
zierbar und set a € 1. Die unendliche Reihe

©_4(k) (g
Ty(z,a) = Zf k'( ) (z —a)F
k=0 '

heifit Taylor-Reihe mit Zentrum a. Gilt fir alle v € (a — R,a + R) die
Gleichung f(x) = Ty(x,a), so sagt man, dass sich f um a als Taylor-
Rethe entwickeln ldsst.

e Wenn f durch eine Potenzreihe darstellbar ist, dann ldsst es sich wegen
Satz 5.2.9 als Taylorreihe entwickleln.

e Auch wenn f unendlich oft differenzierbar ist, so ist es nicht im-
mer /oftnicht /meist nicht als Taylorreihe entwickelbar!
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5.2.14 Beispiel. Wir betrachten f(z) = exp(—=). Die Funktion lésst sich
durch 0 zu einer stetigen Funktion auf R fortsetzen. Die Ableitungen von f
haben alle die Form P(z)f(z), wobei P eine rationale Funktion ist, z.B.

Fa)= Sh 0 =+

Wegen lim, o P(z) f(z) = 0ist f dann auch in 0 unendlich oft differenzierbar
mit f(0) = 0. Es ist also

Ty, 0)=0# f .

5.2.15 Satz. Sei f auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar und sei
a € I. Dann konvergiert die Taylor-Reihe Ty(x, a) genau fir diejenigen x € 1
gegen f(x), fir die das Restglied R, (x,a) mit n — oo gegen 0 strebt. Eine
hinreichende Bedingung dafiir ist, dass es Konstanten A, B gibt mit

‘f(n)(l‘)|§ABn Ve e I,Vn € N,
Beweis. Nach der Taylorformel 5.2.10 gilt
f<$) - Tn(lli', a) = RnJrl(xa a)

wobei T),(z, a) die n-te Partialsumme von T,(z, a) ist

d.h.
f(z) = lim T,(x,a) & lim R,1(x,a) =0
n—00 n—00
Sei nun
|f™(z)|<A-B" VzelVn.
Es folgt
_ ™ n B" n
Rl = [ @ ap < AT o -
Da die Reihe
B"|x —a|"

P T

konvergiert, ist AL} - |z — a|" eine Nullfolge. O

5.2.16 Methoden der Reihenentwicklung.
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1)

2)

3)

4)

Die Taylor-Formel

f@) =3 5 (@ =a)" + Ruyi (v.0)
k=0 '

mit dem Nachweis, dass R,(x,a) — 0, liefert, dass die Taylor-Reihe
gegen f(x) konvergiert.

Bekannte Rethen differenzieren oder integrieren. Die Sitze 5.2.2
und 5.2.3 ermdglichen es, durch gliedweise Differentiation und Integra-

tion bekannter Reihen neue Reihenentwicklung zu erhalten (siehe Satz
5.2.17).

Summe und/oder Produkt bekannter Reihen liefert neue Rei-

henentwicklungen. Die Definition von sinh(z) = % (e* 4+ e™*) und
cosh(z) = 5 (e" —e™™) zusammen mit der Reihenentwicklung fir e*
liefert:
0 2k
cosh(z) = Zw, z € R,
o0 (2.3)
0 2kt o
inh(z) =) ——— :
sinh(x) ;(2k+1)!, x €

Potenzreihen in einander einsetzen
Sei f(x) = Y pogaxz™,  g(x) = > pe,bra®. Wenn man die Potenzen
nach dem Cauchy-Produkt (Satz 2.5.16) berechnet, d.h.

o k o0
g(x)k = (anx”> =: Zb;mm",
n=0 n=0
dann erhdlt man

fl9(@) = a <Zb,ma:”> :

Dies, nach steigenden x Potenzen geordnet, gibt

f(g(z)) = i (iakbkn> ",

n=0 \k=0



120 Reihenentwicklungen

Die Reihenentwicklung von e erhalten wir mit f(z) = g(z) =
exp(z) =Y 10, fc—]: FEs ist

und damit

5.2.17 Satz. Wir haben folgende Potenzreihendarstellungen:

1
a) e’ = El‘k, r € R,
k=0"""
b) siny = iﬂw%ﬂ reR
“—~(2k + 1)!
(=" 4
c) CosST = Z x, r € R,
|
“— (2k)!
=~ 1
d) sinhz = Z—kaH relR
' Y Y
“—~(2k+1)!
e) coshz = Z—x%, x € R,
|
—(2k)!
f) In(l1+z)= iﬂxkﬂ lz] <1
p kE+1
q) arctanr = iﬂx%“ lz| < 1.
— 2k+1

Beweis. a) war unsere Definition.
b) war Beispiel 5.2.11, ¢) durch differenzieren.
d) e) (siche oben) aus der Reihenentwicklung von e”.
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f) folgt durch die Substition von —z in dergeometrischen Reihe, gefolgt von
Integration.
g) Wir benutzen

xT

/ v
arctanx =
1+ y?

y=0
Der Integrand ist die geometrische Reihe

die termweise integriert wird. [
5.2.18 Satz. Fir alle x mit |z| <1 und alle o € R gilt:
= [«
1+2)" = z*
=33

wobes

(Z) _ala—1)- --];:!-(a—k+1)

Beweis. Sei g(x) die rechte Seite. Wir berechnen den Konvergenzradius mit
der Quotientenformel R~! = lim |y 1/ax| und erhalten wegen

g Ma=b- (e (k+ D+ DR a—k

= -1
oo (k+ Dla(a—1)- - (a—k+ 1) ko ktl

den Konvergenzradius 1.
Sei nun —1 < z < 1. Es folgt

—1 -1 -2
g(flf) -1 +ar + CM(O;' )ZL‘2 + a(a 3)‘(Oé >ZL‘3+
oy o, ala—1) af@—1)(a—2) ,
g()=a+ T 2x + o x° 4+
-1
$g/(I):a$+Mx2+

1!
J)(l+z)=a+ar(a—1+1)+ala—1) (%52 +1)2” + -
:a(l—i—a:c—l—a(oé—!_l)ﬁ%—-u)
= ag(x)
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Hieraus folgt dann fiir

. g(=)
Wz): = (1+x)"
ey — 9@ 040"~ ool (140
(1+ x)Qa
0+ @ n) —gled]
(14 2)™

Die Funktion h ist also konstant. Im Punkt 0 gilt ~(0) = ¢g(0) = 1, also

e Die Formel aus Satz 5.2.18 enthélt als Spezialfille:

1) a=neN

(i):(Z) n(n—l)"']'{!‘(”_kJrl):o falls n < k

n

= (I4+a2)"= Z (Z) " (klassische binomische Formel)

G- B G

B b1 1350 (26— 3)
)_(_1) 2.4 (2k)

k>2

1 1 1 5
= Vidr=14—g— =224+ 23— " 24 4... 2.4
+x +2£C 891: —|—16:c 128x , (2.4)

falls |z| < 1.
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3) a= —%
-3 _ -3 —(lﬁl 3 k-1
o) k) 240 (2k)
1 1 5
=1-—Zax+-2>— =2+ 2.
falls |z| < 1.

e Die Taylorentwicklung hat viele verschieden Anwendungen.

5.2.19 Grenzwertberechnung. Durch FEinsetzen der Reihenentwicklung der
entsprechenden Funktion erhdlt man eine rationale Funktion in x deren
Grenzwert einfacher zu berechnen ist. Diese Methode ist eine Alternative zur
Regel von de I’Hospital, wenn man die Reihen kennt.

z>0  sin®x
Nach Satz 5.2.17 gilt
1)k+1

Z% k+1 !

k+1

x—i———i———i— )

)2k
sing =) ~————
g (2k+ 1)!
23
SC2 x3
:L‘ln(l—x)_ _33<37+7+?—|—'-->

sin? x (x_fg_?+)(x_f§_?+)
T £U2
~(1+3+7)

= 502 — —1 x—0

_W—i_'..

5.2.21 Néherungsformeln. In komplizierten, funktionalen Zusammenhdngen

kann man durch Finsetzen der Rethenentwicklung die ,dominanten® Terme
bestimmen.



124 Reihenentwicklungen

5.2.22 Berechnung nicht elementar integrierbarer Integrale. FEinige Integra-
le besitzen keine in geschlossener Form darstellbare Stammfunktion. Durch
die Reihendarstellung des Integranden erhdlt man oft eine Darstellung des
Integrals als unendliche Reihe.

5.2.23 Beispiel.

dt
F(p, k) = 0<k*<1
. 1 — k2sin’t
! AL M
- @ @ - - —2x
V1 — x? 2 2-4
r 1 r 2tk2 1.3
sin
/ dt-/l—i— k*sint ¢ +
1 — k2sin’t 2 2-4
t=0 t=0

k[ 3Kt [
=s0+3/sin2tdt+?/sin4tdt+---
=0 =0

t t

Fiir konkrete Werte k, ¢ kann nun F'(p, k) beliebig genau berechnet werden.

5.3 Fourier—Reihen

Sei f: R — R (oder R — C) P—periodisch, d.h. Vx € R: f(zx+ P) = f(x).
Dabei ist P eine feste, positive reelle Zahl, die Periode. Da mit P auch
kP (k € N) Periode zu f ist, wird, falls f nicht konstant ist, als P meist die
kleinste Periode genommen.

Die einfachsten P periodischen Funktionen sind cos(27/Pnz) und
sin(27/Pnx) mit n € Ny.

5.3.1 Definition. P > 0. Sei f: R — R (oder R — C) stiickweise stetig
und P—periodisch.
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1. Die Zahlen

P
an :% /f(a:) cos <2?7T nx) dr (n € Np),
0
by, :% ff(a;) sin (2% n:v) dx (n €N)
0

heiffen die Fourier—Koeffizienten zu f. Ist insbesondere P = 2,
dann haben die Fourier—Koeffizienten die Gestalt

:% 7}(3;) cos(nz) dz
:% 7f(x) sin(n) dz

2. Die Reihe

% + i (an cos (— m:) + b, sin (2% nx))

n=1

heifst die Fourier—Rethe zu f.
5.3.2 Satz. Sei f P-periodisch und beliebig oft differenzierbar. Dann kon-
vergiert die Fourier—Reihe zu f gleichmdfig gegen f. Die Darstellung als

Fourierrethe ist eindeutig.

Beweis. Wir behandeln nur die Eindeutigkeit. Sei P = 27,

Z ay, cos(kx) + Z by sin(kx) .
k=0 k=1

Dann gilt fiir die Fourier-Koeffizienten nach Satz 5.1.3 (Vertausch von Summe
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und Integral) und den Orthogonalitétsrelationen 4.2.8

/f / (i ay cos(kx) Zbk sin kx)) sin(nz)dz

k=0

1 o

== (kx) b (k
WZak/O cos(kx) sin(nz) Z k/ sin(kz) sin(nz)
1

= —Ta, = ay .
T

Wie in Fall der Taylorreihen folgt hieraus die Eindeutigkeit. O]

5.3.3. Die Voraussetzung kann abgeschwicht werden: Es geniigt, dass I in
Teilintervalle zerlegt werden kann, auf denen die Funktion beschrdankt und be-
liebig oft differenzierbar ist. In den Unstetigkeitsstellen konvergiert die Fou-
rierrethe (punktweise Konvergenz) dann gegen das arithmetische Mittel des
links- und rechtsseitigen Grenzwertes.

5.3.4 Beispiel. Sei f periodisch mit Periode 27 gegeben durch

Fz) = 1 fir 0<z<m,
)= -1 fir —7<z<D0.

f ist ungerade. Dann verschwinden alle a,,.

b o— Trin, n ungerade,
"0 n gerade.

Die Fourierreihe ist also

5.3.5 Beispiel. Wir betrachten die 27r-periodische Sdgezahnfunktion

_ 2 - _
f(f”)—{_z—x fir —7m<z<0

und erhalten die Fourierreihe

flx) = —é<cosx+

™

cos3r  cosdx
32 + 52 +>



Kapitel 6

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Literatur: Meyberg, Vachenauer: Héhere Mathematik I1, Kapitel 9.

6.1 Allgemeines

Viele physikalische Zusammenhénge stellen einen Zusammenhang her zwi-
schen einer Grofle und ihrer Verdnderung. Wir nennen dies eine Differential-
gleichung. Gewohnliche Differentialgleichungen héngen von einer reellen
Variablen ab. Differentialgleichungen in mehreren Variablen heiflen partielle
Differentialgleichungen (da in ihnen partielle Ableitungen vorkommen).

6.1.1 Definition. Sein € N, D C R*"2 F: D — R eine Funktion.

1. FEin Bestimmungsgleichung fiir y = y(x) der Form

F(z,y,y,...,y™) =0 (1.1)

in der Variablen x und der gesuchten Funktion y und deren Ableitun-
gen bis zur Ordnung n auftreten, heifst gewdhnliche Differential-
gleichung n-ter Ordnung.

2. Fine n-mal differenzierbare Funktion y : I — R heifst Losung von
(1.1), wenn fir alle x € I gilt

(z,y(z),...,y"(z)) € D
F(z,y(x),...,y™(x) =0
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6.1.2 Beispiel. v/ — 2% = 0 ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung. Es
gilt F(xq, 29, 23) = 22 — 2123 auf D = R3. Meist schreiben wir

y/ — ny )
Eine Losung auf I = R ist

(2) = —2

x =

Y 14+ a2
denn 4
_ 2\—2 _ 2
V(@) = (211 +2) 22 = = o

6.1.3 Beispiel.
v =y
hat die Losung y(x) = cexp(x) fiir jedes ¢ € R.

6.1.4 Beispiel. Sei f: I — R eine Funktion. Die Differentialgleichung
y =
hat als Losung die Stammfunktion F' von f. Jede weitere Losung hat dann
die Form F' + c fiir ¢ € R.
yl/ — f
hat als allgemeine Losung [ F + cx + d, wobei ¢, d € R beliebig.

Wie wir in den Beispielen sehen, legt die Differentialgleichung die Funktion
nicht eindeutig fest. Fiir eine Gleichung der Ordnung n benétigen wir im
allgemeinen n Bedingungen.

6.1.5 Definition. 1. Ein Anfangswertproblem in x ist eine Differen-
tialgleichung
y" = F(a,y,...,y"")

zusammen mit der Vorgabe
y(wo) = 0,y (x0) = y1, -,y (20) = Yna
wobei (o, Yo, - - -, Yn—1) 9m Definitionsbereich von F liegt.

2. Das Anfangswertproblem heifit lokal 16sbar, wenn es ein ¢ > 0 gibt,
so dass auf (xg — €,x9 + €) eine Lisung y = y(x) der DGL existiert
mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen existiert. Dieses y(x) heifit
lokale Losung.
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6.1.6 Beispiel. Das Anfangswertproblem
y =1+ 2(0)=0

wird von y = tanx gelost, da tan’ = ﬁ Die Losung ist nur —5 <z < 7
definiert, obwohl die DGL auf ganz R erklért ist.

e Fin Anfangswertproblem heifit sachgeméfl gestellt, wenn folgende Eigen-
schaften gesichert sind:

1. Die Existenz der lokalen Losung
2. Die Eindeutigkeit der lokalen Losung

3. Die stetige Abhéngigkeit der lokalen Losung von den Anfangswerten

(Die letzte Bedingung stellt sicher, dass das Ergebnis physikalisch relevant
ist, d.h. stabil unter kleinen Stérungen der Anfangswerte, die immer nur
naherungsweise bekannt sind.) Fiir ein solches Problem stellen sich sofort
zusétzliche Probleme:

4. die globale Existenz

5. explizite Bestimmung der Lésung

6.1.7 Beispiel. Die DGL
y =3V

hat als Losungen die kubischen Parabeln y = (z — ¢)?, aber zusétzlich noch
die Funktion y = 0. Damit gehen durch jeden Punkt der z-Achse zwei Losun-
gen. Tatsdchlich gibt es weitere, die durch Einkleben eines Streifens y = 0
zwischen 2 Parabeléste entstehen.

6.2 Lineare DGLs 1. Ordnung

Wir betrachten DGLs der Form

y +a(z)y = f(x) (2.1)

mit auf einem Intervall erklarten Funktionen a, f. Die rechte Seite der DGL
heifit Storfunktion. Die DGL heifit homogen, falls f = 0, anderfalls in-
homogen. Die (2.1) zugeordnete homogene DGL ist

y +alr)y=0. (2.2)
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6.2.1 Satz. Seia : I — R stetig. Dann ist die vollstindige allgemeine Losung
der homogenen DGL (2.2) gegeben durch

y(z) = ce @ ce R,
wobei A eine Stammfunktion von a ist.

Beweis. Sei y(x) wie im Satz. Dann gilt mit Kettenregel und dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung.

y = ce A (—A) = ce M (—a) = —ay .

Die Herleitung der Eindeutigkeit beruht auf dem Verfahren der Trennung
der Variablen:

Z—i = —a(x)y & dy = —a(x)dx
dy
SE /
= In(y) = —A(z) +

=y = exp(—A(r) + c) = e 4@

O

6.2.2 Beispiel. Sei a(t) = a konstant. Dann hat das Anfangswertproblem
T =az,x(ty) = o

die eindeutige Losung

z(t) = et

Diese Differentialgleichung tritt haufig auf, etwa bei radioaktiven Zerfall oder
beim Wirmetransport.

6.2.3 Satz. Seien a, f : I — R stetig. Dann hat die inhomogene lineare DGL
(2.1) die vollstindige allgemeine Lisung

y(r) = =4 ( / A0 f(e)de + c)

Zo

mit ¢ € R, wobei A(x) = [ a(§)d§ Stammfunktion von A und xy € I fest.

zo
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Beweis. Das angewendete Verfahren heifit Variation der Konstanten. Sei
yp eine Losung der zugehorigen homogenen DGL. Wir machen den Ansatz

y(x) = c(z)yn(z) -
Eingesetzt in (2.2) ergibt
f@) =y + a(x)y(z)

Y
— d(2)yul) + cla)y} () + ale)e(@)y(x)
— d(@)y(2)

da y,, die homogene Gleichung 16st. Es folgt

: (=) i3
c(x) = = c(z) = —Ldé+c.
M G
Nun setzen wir y,(z) = exp(—A(z)) ein und erhalten die behauptete Formel.

]

e Fiir jeden beliebigen Anfangswert yo = y(x¢) ist das Anfangswerpro-
blem zur inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung (2.1) eindeutig und
global auf [ 16sbar.

e Die vollstandige allgemeine Losung der inhomogenen DGL hat die Form
y(x) = yp(x) + yn(2)

wobei y(x) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL
ist und y, eine Losung der inhomogenen.

Beweis. Die Differenz zweier Losungen der inhomogenen DGL erfiillt
die homogene. N

e Superpositionsprinzip Wir betrachten Losungen von
v+ a(z)y — 1= fi(z),ys + a(z)y = fo(z)
Fiir jedes o, 8 € R ist dann y = ay; + Py eine Losung von

Y +a(r)y =afi + Bfs .
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6.2.4 Beispiel. Wir betrachten

1
y+-y=a’.
x
Es gilt A(z) = Inz, und y,(z) = ce” ™% = ¢ 16st die zugehdrige homogene
DGL. Der Ansatz (Variation der Konstanten)

1
y—C(SC);
fithrt auf
1 1 1 1
3 _ /(L BT o
r’=c (x)x C(:L’)xZ + xc(x)x =
1
d(x)=2"=c(x) = -2+ C
y=cr +—
5 x

e Integration durch Substitution Durch Ubergang zu neuen Variablen
wird die gegebene DGL in eine bekannte Form gebracht.

6.2.5 Beispiel. Die Bernoulli-Differentialgleichung
y' + a(z)y = b(z)y”
a € R, a # 0,1 und stetigen Funktionen a,b. Wir substituieren

11—«

) = (o)
iiberfithrt die DGL in die Form
n+ (1 —aja(x)n = (1 - a)b(z) .
Beweis. Wir setzen ' = (1 — )y~ “y’ und 7 ein und erhalten
(1= )y + (1 —a)a(z)y(z) ™ = (1 — a)b(z)

Dies unterscheidet sich von der urspriinglichen Gleichung um den Faktor
(1 —a)y = O

Die lineare Gleichung fiir n ist losbar. Durch die Riicksubstitution

y() = n(x)™s

wird die urspriingliche Gleichung gelost.
Die Differentialgleichung tritt auf als Bewegungsgleichung eines Pendels mit
Luftreibung.
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Wir betrachten DGLs 1. Ordnung

y = f(z,y)
mit f: G — R?, wobei G C R? ein offenes Rechteck I x J.

6.3.1 Satz. Sei G = I x J C R? ein offenes Rechteck, f : G — R stetig
differenzierbar in jeder der beiden Variablen. Dann gibt es zu jeden (xo,yo) €
G fiir das Anfangswertproblem

y' = f(z,y),y(xo) = yo
eine eindeutige Losung y = y(x), die sich beidseitig bis an den Rand von G
erstreckt.

e Die Voraussetzung ist viel zu stark. Eine bessere Formulierung bendttigt
aber die Sprache der mehrdimensionalen Analysis, die uns noch nicht zur
Verfiigung steht. G kann ersetzt werden durch eine offene, zusammenhéngen-
de Teilmenge des R?. (Eine Teilmenge heifit zusammenhingend, wenn je zwei
Punkte durch einen Weg verbunden werden kénnen.)

6.3.2 Beispiel. Wir gehen zuriick zu Beispiel 6.1.7
y' =2Vy?
d.h. f(x,y) = ¢/y?. Die Ableitung nach y ist

a _ 2
dy_?)y

wl—=

und in (z,y) = (z,0) nicht wohldefiniert. Die Voraussetzung des Satzes ist
nicht erfiillt.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz wird oft als Satz von Picard-Lindelof
zitiert, deren Beweis eine explizite Losungsmethode liefert.

e Die Picard-Iteration Wir setzen yo(z) = yo und bilden iterativ fiir n € N

Yn(2) = Yo +/ f(t, yn_1)dt .
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Dies ist eine Folge von Funktionen. Man beweist mit Hilfe eines Fixpunkt-
satzes wie 3.3.16, dass die Folge auf einem kleinen Intervall gleichméfig kon-
vergiert. Sei

y = lim y,
n—oo

die Grenzfunktion. Diese erfiillt dann
Y=o +/ fty)dt =y = f(z,y),y(xo0) = o -
o

e Mit Hilfe von numerischer Integration wird hieraus auch ein numerisches
Verfahren zur Integration von Differentialgleichungen.

6.3.3 Beispiel. Wir betrachten ¢y’ = zy,y(0) = 1. Picard-Iteration liefert

yo(z) =1

yi(z) =1 +/ tyo(t)dt = 1+ %
0

e v 2z
yo(z) = y1(x) :1+/ tyl(t)dtzl—i-/ (t+—> dt =1+ —+ —
0 0 2 2 8
T T t3 t5 IQ .%'4
y2(x)_yl(x)_1+/ tyl(t)dt—lJr/ b=t |t =14+ "+ =+
0 0 2 8 2 8
Induktiv erhdlt man
n 2k
Yn(t) = Z BTN
k=0
Diese Folge konvergiert gegen exp%‘EQ.
6.4 Potenzreihenansatz
Wir betrachten eine DGL der Form
F(z,y,...,y™)=0 (4.1)

wobei F durch eine konvergente Potenzreihe (z.B. ein Polynom) gegeben sein

soll. Wir setzen an
[oe)

Yo =3 et

k=0
und erhalten Formeln fiir die Ableitungen. Dann geht man wie folgt vor:



6.4 Potenzreihenansatz 135

1. Den Ansatz und die Ableitung in die Gleichung (4.1) einsetzen.
2. Wir rechnen und sortieren nach Potenzen von z.

3. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ein unendliches System von
Gleichungen fiir die Koeffizienten ay.

4. Mit den Losungen bestimmen wir den Konvergenzradius.

Im Konvergenzbereich von y (abhéngig auch vom Konvergenzbereich von F')
erhalten wir eine Losung der Gleichung.

6.4.1 Beispiel. Die Laguerre-DGL
vy +(1—2)y +my=0 meR

Wir machen den Ansatz

o) =3 ot
k=0

y'(x) = Z kayaz"!
k=0

y'(z) = Z k(k — 1)agz"?
k=0

und erhalten die Gleichung
0= Z k(k — 1)akxk_1 + Z kapaeh—t — Z ookayz® +m Z agx”
k=0 k=0 k=0 k=0

=> [+ DI+ 1))ap + (m — DagJa’
d.h. fiir jedes [ > 0 muss gelten

I+ 1)%ai + (m—Da; = ajy1 =
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Mit frei gewahltem aq ergibt sich

a1 = —May

m—1 m(m — 1) m\ ag
Ao = — 22 a; = ag = —

m— 2 m\ ap
== )53
m\ Qo
L= (=1)" il
an = )<n)n'

y(z) = aoi(—w(?:) %a:” |

n=0

Diese Reihe konvergiert fiir jedes x € R (Vergleich mit der binomischen Reihe
5.2.18).

Speziell fiir m € N bricht die Reihe bei n = m ab. Fiir ayp = 1 erhélt man
das Laguerre-Polynom L,,(z) vom Grand m. Es gilt

e’ dm
L - m_—x
m() m! dz™ (z™e™)
oo 1 —
/ L,(x)Ly,(z)e *dx = { nem
0 0 n#m.

Gewichtet mit e~ bilden die Laguerre-Polynome eine orthogonale Schar von
Polynomen (vergleiche die Schar sin(nz), cos(mz)).

6.4.2 Lemma. Fiir Gleichungen zweiten Grades der Form
p(@)y" + q(@)y" + r(z)y =0 (4.2)
fiihrt der Potenzreihenansatz um xqy zu einer nichttrivialen Lisung, wenn

q(z) r(z)

x
p(x) p(z)
um x = xy n Taylor-Reihen entwickelt werden kénnen.

6.4.3 Beispiel. Die Legendre-Differentialgleichung

(1—a?)y" =20y +m(m+1)y=0 meR (4.3)
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Um z = 0 lassen sich die Koeffizienten in eine Reihe mit Konvergenzradius

1 entwickeln, denn
1 = 2n
1 — 2 - Z:E ’
n=0

Der Ansatz y(z) = > - a,z" fithrt auf die Gleichung

(1—2? inn—l )a,x —Qxinanm"_l—i—m(m—l—l)ianm”
n=0 n=0

:i n—lan"Q—l—Z n(n —1) —2n+ m(m+1))a,z"
= [(n+2)(n+ Danss + (—n(n — 1) = 20+ m(m + 1))a,]a"

Dies fiihrt zur Rekursionsgleichung

(n+2)(n+ Dayo = [n(n—1)+2n — m(m + 1)]a,
=[nn+1)—m(m+1)a,
= [—(m —n)(m+n+1)]a,
mit frei wiahlbarem ag, a; € R. Hieraus folgt zunéchst (n = 2k — 2,2k — 1)
o — 0 —(m =2k +2))(m+ 2k —1)
oh Tk (2k)(2k — 1)
—(m — 2k +1)(m + 2k)
(2k + 1)(2k)

A2k+1 = A2k—1

und mit vollstédndiger Induktion

k

_1)! H(m —2(1=1))(m + 21 — 1)aq

o |
2k (2F)

k
Aopy1 = 2k + D CVERR H (20 —1))(m + 2l)ay
1=1

Die allgemeine Losung hat also die Form

y(r) = aoyr () + ary2()
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mit

00 Lk
yi(z)=>_ ((;;;! [T0m — 20— 1)) (m + 20 — 1)2*

k=0 =1

OEDY ﬁ (m —2(1 — 1)) (m + 2)a*+!

Man sieht mit dem Quotientenkriterium, dass wegen

A2k+-2

A2k

- ‘(2k+1)1(2k+2)(m_2(k+1—1))(m+2(k+1)—1) koo

die Reihe y; den Konvergenzradius 1 hat, analog fiir ys.

Sei nun speziell m € N. Dann ist jeweils eine der Basislosungen yi,y, ein
Polynom, existiert also auf ganz R. Die andere wird jedoch singulér in x = 1
oder x = —1.

Fiir m = 0 gilt a, = 0 und daher y; = 1, jedoch

1 1+
yg(:p):§ln(1_$) :

Fiir m =1 gilt a3 = 0 und daher y; = x, jedoch

yl(x):1_§1n(1”> |

11—z

6.4.4 Definition. Ein Punkt xy heifst singulidrer Punkt der Differential-
gleichung (4.2), wenn p(xo) = 0 gilt. Man nennt xy eine regulére Singula-
ritat, wenn

p(@) = (= 20)"po(x), q(z) = (z — zo)p1 (), (x) = pa(x)

mit Funktionen p;, die um xqy in eine Potenzreihe entwickelt werden konnen
und in xo nicht verschwinden.

6.4.5 Lemma. Hat (4.2) eine regulire Singularitdt in xq, so fihrt der Ansatz
y(x) = (z — x0)"P(x)
zum Ziel, wenn r eine Nullstelle der Indexgleichung
r(r — 1)po(o) + rpi(xo) + p2(wo)

und P(x) eine Potenzreihe ist.
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e Im Lemma ist » € R beliebig!

Beweis. Wir wollen sehen, wo die Indexgleichung herkommt. Sei o = 0. Wir
machen den Ansatz .
_ Z a errk
k=0

und setzen in die Differentialgleichung ein:

() Y (r+k) (r+k—D)agz™F4p (2) > (r+k)ara™F+pa(2) > aga™* =0.
k=0 k=0 k=0

Nach Voraussetzung sind p; Potenzreihen. Einsetzen und Ausmultiplizieren
fithrt dann auf die gesuchten Rekursionsgleichungen. Die Indexgleichung ist
genau die Bedingung, dass der Koeffizient von 2" von der Form Oqa, ist, also
ap frei wahlbar ist. O

Wir zeigen das Prinzip in einem wichtigen Spezialfall.

6.4.6 Beispiel. Die Besselsche Differentialgleichung
22y +ay + (22— o)y =0 (4.4)
mit po = p1 = 1, ps = 22 — o? Die Indexgleichung lautet
rir—1)+r—a’=0=r==+a.

Sei zunidchst & = m € N. Der Ansatz ist

o0 o0
x)=2" E a,r" = E apxtm

und damit
zy = Z(n +m)a,z"t 2%y = Z(n +m —1)(n+m)a,z"t" .
n=0 n=0

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

Z n+m)+ (n+m—1)(n+m)— ala,x™™ + Z apatmt?
n=0 n=0
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und die Rekursionsgleichung
0 =0,1
(n+m)* —m?)a, = { e

Hieraus folgt

An—2
(n+m)? — m?

as € R,a; =0,a, =

rnlm+1)(m+2)...(m+n)

Aop—1 = 07 Q2p = (_1)”

Die Reihe konvergiert auf ganz R und 16st die Besselsche Differentialglei-
chung. Speziell fir Die Reihe fiir ap = 1/2™m! erhdlt man die Bessel-
Funktion 1. Art der Ordnung m:

AR U G V™
Im() = 2m ; 4rpl(m + n)!m

Die Vielfachen von J,, sind noch nicht die allgemeine Lésung, denn wir erwar-
ten bei einer Gleichung der Ordnung zwei auch zwei frei wihlbare Parameter.
Die zweite Basislosung hat die Form

Yi(x) = clp(z) Ine + 27" Pa(z) |

wobel P, eine Potenzreihe bezeichnet. Y,, heifit Bessel-Funktion 2. Art
der Ordnung m und ist bei 0 singulr.

6.5 Systeme von Differentialgleichungen

6.5.1 Definition. Sein € N, D ¢ R"" und Fy,...,F, : D — R Funktio-
nen.

1. Das Gleichungssystem

F(‘rayla"'vyn)
F('xayla"'ayn)

NS =~

yqlsz(a:?yla"'vyn)
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System von n Differentialgleichungen 1. Ordnungen. Man kiirzt
oft ab F = (Fy,..., F,), y(x) = (n1(2), ..., yn(x)) und schreibt dann

y' = F(z,y) (5.1)
fiir das System.

2. Ein Tupel y1,...,y, : I — R heifit Losung des Systems (5.1), wenn
fiir alle x € I gilt

(x,y1(x),...,yn(x)) € D
Fi(z,y1(x),...,ys(x)) =0
Fy(x,p1(x),...,yn(x)) =0

Fo(x,y1(x),...,yn(x)) =0

6.5.2 Satz. Sei D C R"™ offen (z.B. ein Produkt von offenen Intervallen),
Fi, ..., F, in jeder Variablen stetig differenzierbar. Sei (a,by,...,b,) € R**1.
Dann gibt es € > 0, so dass das System von Differentialgleichungen 1. Ord-
nung

y = Fz,y)
auf (a — e,a + €) eine Lisung mit
yla) =0

(d.h. y;(a) = b;). Die Losung ist eindeutig.

Beweis. Wie im Falle einer Gleichung erster Ordnung (Satz 6.3.1) wird mit
Picard-Iteration

Y = b+ / F(t,y,—1)dt

eine Folge von Tupeln von Funktion definiert, die gleichméflig konvergiert.
Die Grenzfunktionen bilden dann die Losung. [

6.5.3 Folgerung. Sei D C R"" und f : D — R in jeder Variablen stetig
differenzierbar. Sei (a,by,...,b,_1) € D. Dann hat das Anfangswertproblem

y™ = flz,y,y, .y, B (a) = by

eine lokale Losung y : I — R um a. Diese ist eindeutig.
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Beweis. Wir gehen iiber zu einem System von lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung. Wir setzen

Yy =y
Y2 =
Yn = y(n—l)
und betrachten
Y1 = Yo
Y20y
Yn = Yn—2

y;z = f('raylw"ayn—l)

Offensichtlich liefert jede Losung des Systems eine Losung des Gleichung
n-ter Ordnung. Die Folgerung folgt aus dem Satz. O

6.5.4 Beispiel. Die Differentialgleichung 2. Ordnung
y =Yy
ist dquivalent zu dem System
YL =1Y2,4 =~

Die Losung ist offensichtlich y = y; = ¢y sinx+co cosz, ys = ¢ cosx—co sin x.



Kapitel 7
Riickblick

7.1 Gegenstand der Vorlesung

Differential- und Integralrechnung einer Variablen

7.2 Wichtigster Satz

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

7.2.1 Satz (vergl. 4.1.10). Ist f eine auf dem Intervall I stetige Funktion,
dann gilt:

a) Die durch
F,(z) = /f(t)dt a,x €1

definierte Funktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.

- / ftydt | = fa). (2.1)

Jede andere Stammfunktion F von f hat die Form F(x) = F,(x)+c,c € R.

b) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt:

b

/f(x) dx = F(x) ’ = F(b) — F(a). (2.2)
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Beweis. Wir bilden den Differenzenquotienten fiir F,,. Nach den Rechenregeln
fiir Integrale und dem Mittelwertsatz 4.1.9 gilt

z+h T
F.(x+h)— F,(x) = / ft)dt — / f(t)dt
ax+h a
~ [t
= f(&n)h
mit &, € [z, x + h]. Mit h — 0 gilt &, — 2. Da f stetig ist, folgt

/ 1
Fa(x) - }llg%

F.(x+h)— F,(x) .
h :}lll_rf(l)f(fh):f<$)'

Ist F' eine andere Stammfunktion, so gilt
(F—F)=F—-F.=f-f=0.

Es ist ein einfache Konsequenz des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
3.3.3, dass dann F' — F, konstant ist.
In b) ist nun F, = F — ¢. Es folgt also

/ F@)dz = Fu(b) — Fu(a) = F(b) — ¢ — Fla) + ¢ = F(b) — F(a)

7.3 Wichtigste Definition

Der Grenzwertbegriff fiir Folgen, Funktionen, Funktionenfolgen

7.3.1 Definition (vergl. 2.4.2, 3.1.1). Man sagt, die Folge (a,)n>0 konver-
giert gegen den Grenzwert a € R und schreibt

lim a,=a oder a,— a,
n—o0o

wenn es zu jeder beliebig kleinen Schranke € > 0 einen Index ny € Ny g¢ibt,
so dass gilt:

la, —a| < e Vn > ng,
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Die Funktion f hat fiir x gegen a den rechtsseitigen Grenzwert c, in

Zeichen lim+ f(x) =c , wenn fir jede Folge (xy,)n>0 aus I mit x, — a und
Tr—a

a < x, fir alle n die Folge (f(ry)),>, den Grenzwert ¢ hat.
f hat fir x gegen a den Grenzwert c, in Zeichen lim f(x) = ¢, wenn gilt
r—a

lim f(z) = lim f(x)=c. Fir o = lim f(z) = a schreiben wir auch
z—at T—a~ z—at

f@) 7 a
(ebenso fir x — a~, x — a).

Grenzwerte werden benutzt in der Definition der Ableitung und des Integrals.
Eine Funktion f ist stetig, wenn

lim f(z) = f(a) .

Tr—a

7.4 Spezielle Funktionen

Polynome, rationale Funktionen

trigonometrische Funktionen: sin, cos, tan, cot

Exponentialfunktion exp (Funktionalgleichung, Differentialgleichung)

Umkehrfunktionen: Wurzelfunktionen +/-, Logarithmus In, arcsin,
arccos

e Hyperbelfunktionen sinh, cosh, tanh, arsinh, arcosh

und deren Ableitungen

7.5 Rechenregeln und Formeln

e Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus
e binomische Formel
e (Grenzwertsatze

e Ableitungsreglen (Linearitdt, Produkt-, Quotienten-, Kettenregel)
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Integrationsregeln (Linearitét, partielle Integration, Substitutionsregel)
Bogenlédnge einer Kurve, Oberflachen, Volumen von Rotationskorpern
Reihendarstellung der elementaren Funktionen

Taylorformel

Fourierkoeffizienten

7.6 Algorithmen

Hornerschema zur Berechnung von Werten von Polynomen 2.2.2

Newton Interpolationsverfahren zur Bestimmung eines Polynoms durch
gegebene Punkte 2.2.13

Intervallhalbierungsverfahren zum Bestimmen von Nullstellen einer ste-
tigen Funktion 3.1.12

Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen einer differenzier-
baren Funktion 3.3.17

f(zn)

LTp41 = Tp — f/(l' )
n

Picard-Iteration zum Losen von Differentialgleichungen 1. Ordnung
6.3.1.

Potenzreihenansatz zum Losen von Differentialgleichungen 6.4

7.7 Sonstiges

reelle Zahlen: Menge mit zwei Operationen +, -, Relation <, vollstandig,
d.h. Grenzwerte existieren.

komplexe Zahlen z = x + iy = re? mit = rsin g, y = r cos ¢ Multi-
plikation

(x+iy) (@' +iy)) = a2’ —yy +i(xy +2'y) rer'e” =pr'eete)
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e Vollsténdige Induktion zum Beweis von Aussagen, die fiir alle n € N
gelten sollen

e Potenzreihen und Konvergenzradius, Potenzreihenentwicklung,
Fourier-Entwicklung

e Stetigkeit von Funktionen und ihre Konsequenzen 3.1.11: Zwischen-
wertsatz, Satz von Maximum und Minimum, gleichméfBige Stetigkeit



