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Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt
werden, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 10.1: Fiir welche = € Q ist die Erweiterung Q(/x) : Q galoissch?
Fiir welche p und = € F,, ist die Erweiterung F,(/z) : F,, galoissch?

(2 Punkte)
Aufgabe 10.2: Sei ¢ die Eulersche Funktion, definiert durch
p(n) =#{i € Z/nZ | ggT(n,i) =1}
fiir n € N, n > 1. Zeigen Sie:
1. ¢(n) = #(Z/nZ)* (Einheitengruppe).
2. o(nm) = @p(n)p(m), falls ggT(n,m) = 1.
3. p(p") =p"p—1) falls p prim ist und n € N,n > 1.
(6 Punkte)

Aufgabe 10.3:

1. Sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass K hochstens n verschiedene Ein-
heitswurzeln enthélt, deren Ordnung n teilt.

2. Beweisen Sie mit Hilfe von Satz 2.10, dass fiir eine endliche abelsche
Gruppe G die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) G ist zyklisch.

(b) Fiir jedes n gibt hochstens n verschiedene Elemente, deren Ord-
nung ein Teiler von n ist.

3. Folgern Sie: Eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe ei-
nes Korpers ist zyklisch. Insbesondere ist K* selber zyklisch, wenn K
ein endlicher Korper ist.

(6 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 10.4: Bestimmen Sie die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers L
von X? — 2 iiber Q wie folgt:

1. Beweisen Sie, dass das Polynom iiber Q irreduzibel ist. Folgern Sie,
dass L/Q Grad 3 oder 6 hat.

2. Beweisen Sie, dass w = %‘73 in L liegt, K := Q(w) also Grad 2 iiber
Q hat. Folgern Sie, dass L/Q Grad 6 hat und von /2 (eine adjungierte
Nullstelle von X3 — 2) und w erzeugt wird.

3. Bestimmen Sie alle Automorphismen von L, indem Sie die moglichen
Bilder von w und /2 bestimmen.

4. Rechnen Sie nach, dass die Galoisgruppe nicht kommutativ ist.

(4 Punkte)



