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Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern können benutzt
werden, um zusätzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 12.1: Sei K = Q(
√

2,
√

3). Betrachten Sie die beiden Elemente

α = 3 +
√

3 und β = (2 +
√

2)(3 +
√

3)

von K.

1. Beweisen Sie, dass K(
√
α)/Q und K(

√
β)/Q galoissch sind.

2. Geben Sie die Struktur der Galoisgruppen an.

3. Berechnen Sie alle Zwischenkörper von K(
√
α)/Q und K(

√
β)/Q und

geben Sie Erzeuger an.

Hinweis: Sie erhalten 2 verschiedene Gruppen und verschiedene Zwi-
schenkörperstrukturen.

(12 Punkte)

Aufgabe 12.2: Sei L/K eine Galoiserweiterung vom Grad n und v1, . . . , vn
eine Basis von L als K-Vektorraum. Sei Gal(L/K) = {σ1, . . . , σn}. Beweisen
Sie, dass die Matrix σ1(v1) . . . σn(v1)

...
. . .

...
σ1(vn) . . . σn(vn)


invertierbar ist.

(4 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 12.3: Sei ζp eine primitive p-te Einheitswurzel, wobei p eine unge-
rade Primzahl ist. Wir haben einen natürlichen Isomorphismus

Gal(Q(ζp)/Q) ∼= (Z/pZ)∗.

Beweisen Sie, dass es zu jedem Teiler d von p−1 genau einen Zwischenkörper
vom Grad d gibt. Insbesondere gibt es einen Zwischenkörper vom Grad 2,
der also von der Form K = Q(

√
d) ist.

(2 Punkte)

Bonus-Aufgabe 12.4: Sei K ein Körper, λ ∈ K \ {0} und

C = {x2 + y2 = λ | x, y ∈ K}

1. Falls C 6= ∅, geben Sie eine Bijektion

C ∼=

{
K ∪ {∞} 1. Fall

K \ {0} 2. Fall

an und ein einfaches Kriterium dafür, welcher Fall auftritt.

2. Falls K endlich ist, beweisen Sie, dass C 6= ∅.

Hinweis zu 1.: Projizieren Sie aus einem Punkt (x, y) ∈ C auf die x oder y-
Achse. Hinweis zu 2.: Schreiben Sie die Gleichung in der Form x2 = λ− y2
und zählen Sie ab.

(4 Punkte)

Bonus-Aufgabe 12.5: Mit den Bezeichnungen von Aufgabe 12.3:

1. Beweisen Sie, dass

µ =
∑

x∈Z/pZ

(ζp)
x2

in K liegt.

2. Berechnen Sie µ2. Folgern Sie, welches d oben (siehe Aufgabe 12.3)
genommen werden kann.

Hinweis zu 2.: Benutzen Sie Aufgabe 12.4!

(4 Punkte)


