
Steilkurs Schemata WS13/14
Übungsaufgaben 31.10.13/zur Besprechung am 7.11.3

1. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Dann sind HomR(M, ·) und HomR(·,M)
linksexakt.

2. Sei R kommutativer Ring mit 1 und M ein R-Modul. Dann ist · ⊗R M
linksadjungiert zu HomR(M, ·).

3. Welche der folgenden Kategorien sind abelsch? Die Kategorie der abel-
schen Gruppen, die Kategorie der unitären kommutativen Ringe, die Ka-
tegorie der topologischen Räume, die Kategorie der Gruppen.

4. (Yoneda Einbettung) Sei C eine Kategorie, X ein Objekt. Sei der kontra-
variante Funktor

FX : C → Sets

definiert durch Y 7→ MorC(Y,X).

(a) Für jeden Morphismus X → X ′ erhalten wir eine Transformation
von Funktoren FX → FX′ . Zeigen Sie, dass diese Zuordnung eine Bi-
jektion zwischen Morphismen und Transformationen von Funktoren
definiert.

(b) Benutzen Sie dies, um zu zeigen, dass FX das Objekt X bis auf
eindeutigen Isomorphismus festlegt.

(c) Machen Sie die universelle Eigenschaft explizit.

5. Sei C eine kleine Kategorie, d.h. die Objekte bilden eine Menge. Sei PShC
die Kategorie der Prägarben von abelschen Gruppen, d.h. die Katego-
rie der kontravarianten Funktoren von C in die Kategorie von abelschen
Gruppen. Zeigen Sie, dass PShC abelsch ist.

6. Sei C eine abelsche Kategorie. Dann ist die Yoneda-Einbettung

C → PShC

exakt und volltreu. Formulieren Sie auch das Kriterium für Exaktheit in
C, das sich hieraus ergibt.

7. Benutzen Sie das obige, um zu zeigen, dass ⊗RM rechtsexakt ist.

8. Sei M ein Monoid, d.h. eine kommutative Halbgruppe. Die Gruppenkom-
plettierung M+ hat als Erzeuger (als abelsche Gruppe) die Elemente von
M mit allen Relationen aus M . Formulieren Sie eine universelle Eigen-
schaft.

9. Zeigen Sie: Die Gruppenkomplettierung ist linksadjungiert zur Inklusion
der Kategorie der abelschen Gruppen in der Kategorie der kommutativen
Halbgruppen.
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