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Kapitel 0
Einleitung

Gegenstand der Vorlesung ist die Differential- und Integralrechnung in einer
reellen Variablen. Es geht also um Funktionen

f:U—=R
wobei U C R. Sie kennen Beispiele wie

z— 2+ 4,
x > sin(x).

(Beachten Sie den Unterschied zwischen — und +—!)

Das wichtigste Ergebnis ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung, den Sie vermutlich bereits kennen: Integration und Differentiation sind zu
einander invers.

Die wichtigste Definition ist der Begriff des Grenzwertes. Es hat historisch sehr
lange gedauert, bis er geklart war. Wir stellen Thnen in der Vorlesung das End-
ergebnis dieses Prozesses vor. Bevor es losgehen kann, miissen wir aber eine

sichere Grundlage herstellen: Was sind Funktionen? Was sind eigentlich reelle
Zahlen?

Literatur

Die Vorlesung orientiert sich vor allem an den folgenden beiden Quellen:
e M. Barner, F. Flohr, Analysis I, de Gruyter Lehrbuch.
e O. Forster, Analysis 1, Vieweg Verlag.

Es gibt eine Vielzahl von alternativen Quellen mit typischem Titel ” Analysis 17
oder " Differential- und Integralrechnung 1”7 oder ”Infinitesimalrechnung 1”. In-
teressant konnen Texte sein, die sich vor allem an Physiker wenden, da sie einen
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etwas anderen Blickwinkel mitbringen. Vorsicht mit Texten fiir Ingenieure, die
meist weniger oder keine Beweise bringen und dafiir mehr Rechnungen. Vorsicht
auch bei englischen Texten. Die typische ” Calculus”-Vorlesung in den USA be-
handelt zwar dhnlichen Stoff wie wir, aber eher auf dem Niveau der Oberstufe
als der Universitét. Sie konnen mit solchen Texten arbeiten, miissen sich jedoch
der Diskrepanz bewusst sein.

Viele Definitionen und Resultate kénnen Sie in Wikipedia (vor allem der engli-
schen) nachlesen. Aber Vorsicht, die Qualitit der Artikel variiert. Das gilt eben-
so fiir alle anderen Online-Quellen. Viele Skripte von Vorlesungen sind online
abrufbar, auch von Freiburger Kollegen. Solche Materialien sind sehr hilfreich,
miissen aber kritisch gelesen werden. Das gilt auch fiir diese Skript!



Kapitel 1

Reelle Zahlen

Unser erstes Ziel ist eine axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen. Wir ver-
zichten zunédchst auf den Existenzbeweis, sondern geben genau an, mit welchen
Eigenschaften wir arbeiten wollen.

Davor wollen wir uns noch auf einige sprachliche Dinge einigen.

Mengen und Aussagenlogik

Es ist Gegenstand der Mengenlehre zu diskutieren, was Mengen eigentlich sind.
Wir stehen auf einem etwas naiveren Standpunkt.

Mengen haben Elemente, in Symbolen x € M, lies “z ist Element von M”. Zwei
Mengen sind gleich, wenn sie diesselben Elemente haben, d.h. es ist M = N
genau dann, wenn x € M &quivalent ist zu x € N. Wir kénnen eine Menge
definieren, in dem wir sie aufzéhlen oder indem wir sie durch eine Eigenschaft
definieren. Auf Reihenfolge und Wiederholungen kommt es dabei nicht an.

Beispiel.
M =1{1,2,3,4}, M = {x| = ist gerade Zahl}

sind Mengen. Es gilt
{]‘ﬂ 2} = {13 1, 2} = {23 1}

Seien M, N Mengen. Wir definieren

(i) Teilmenge N C M, d.h. jedes Element von N liegt auch in M (Gleichheit
erlaubt!)

(ii) die Schnittmenge M NN = {x € M|z € N} (lies: die Menge der = in M
mit x € N};

(iii) die Vereinigungsmenge M U N = {z|x € M oder x € M} (dabei ist er-
laubt, dass = in beiden liegt!);
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(iv) das Produkt M x N = {(m,n)|m € M,n € N} als die Menge der georde-
neten Paare.

Bemerkung. Viele Texte schreiben C statt C und meinen mit C “Teilmenge,
aber ungleich”. Wir schreiben dafiir C.

Beispiel. (i) Sei M die Menge der ganzen Zahlen, N die Menge der geraden
ganzen Zahlen. Dann ist N C M.

(ii) Sei M die Menge der geraden Zahlen, N die Menge der durch 3 teilbaren
ganzen Zahlen. Dann ist M N N die Menge der durch 6 teilbaren Zahlen.

(ifi) Sei M = {1,2,3}, N = {4,5}. Dann ist
M x N ={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5), (3,4),(3,5)}
Sind P und @ Aussagen, so sagen wir
(i) P und @ (Notation: P A Q): beide Aussagen gelten gleichzeitig
(ii) P oder @ (Notation: PV @): mindestens eine der Aussagen gilt

(iii) P impliziert @, @ folgt aus P (Notation: P = @, Q < P): wenn P gilt,
dann auch @

(iv) P ist dquivalent zu @, P wenn und nur wenn Q: (Notation: P <): P gilt
genau dann, wenn @ gilt)

(v) Die Negation von P (Notation: —P) ist das genaue Gegenteil, d.h. nicht-P
gilt genau dann, wenn P nicht gilt.

Beispiel. (i) Sei P die Aussage “x ist gerade”. Sei @) die Aussage “x ist
durch 3 teilbar”. Dann erfiillt 6 die Aussage “P und @Q”. Die Zahlen 2, 3,6
erfiillen die Aussage “P oder Q”.

(ii) Sei P die Aussage “A ist ein Quadrat”, Q die Aussage “A ist ein Rechteck”.
Dann gilt “P = @Q”, aber nicht “P < Q.

(iii) Sei P die Aussage “alle ganzen Zahlen sind gerade”. Die Negation ist: “es
gibt eine ganze Zahl, die nicht gerade ist”.

Bemerkung. Schreiben Sie nie <, wenn Sie = meinen! Das ist oft falsch, und
ein iiberfliissiger Fehler.

Im letzten Beispiel tauchten bereits die Quantoren “fiir alle” (Notation: ¥V und
“es gibt” (Notation: 3) auf. Diese miissen sorgfiltig auseinander gehalten wer-
den!



Zahlen

Wir bezeichnen die verschiedenen Mengen von Zahlen wie folgt:
(i) N die Menge der natiirlichen Zahlen, N ={1,2,3,...}.
(ii) Ny die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefilich 0.
(iii) Z die Menge der ganzen Zahlen, Z = {0,1,-1,2,—-2,... }.
(iv) Q die Menge der rationalen Zahlen, Q = {¢|a € Z,b € N}
(v) R die Menge der reellen Zahlen (siehe unten)

)

(vi) C die Menge der komplezen Zahlen (siche unten)

Wir gehen fiirs erste davon aus, dass die Eigenschaften der ganzen und rationalen
Zahlen bekannt sind. Komplexe Zahlen fithren wir ein, sobald wir sie verwenden
wollen.

Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen sind Ihnen vermutlich als “unendliche Dezimalbriiche” be-
kannt.

Beispiel. \/5, TR
Da gar nicht klar ist, was das eigentlich sein soll, gehen wir anders vor.

Definition 1.1. Die reellen Zahlen bestehen aus einer Menge R zusammen mit
zwes Verkniipfungen

+:RxR—>R, -:RxR—->R
genannt Addition und Multiplikation und einer totalen Ordnung <, so dass die
Aziome K1-K9, A1-A3, das arichimedische Aziom und das Supremumsaziom

erfillt sind.

Diese Axiome diskutieren wir nun im Detail.

Die Korperaxiome

Die Addition 4+ : R x R — R, (z,y) — x + y erfiillt die Rechenregeln:
(K1) Assoziativgesetz: Fiir alle x,y, 2z € R gilt

e+ (y+z)=(r+y) +=
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(K2) Kommutativgesetz: Fiir alle z,y € R gilt
r+y=y-+z.

(K3) Ewmistenz der Null: Es gibt ein Element 0 € R, so dass fiir alle z € R gilt

O+x=z4+0=u=x.

(K4) Ezistenz des additiven Inversen: Fiir jedes x € R gibt es ein Element y € R
mit
z+y=0.
Diese Axiome habe eine Reihe Konsequenzen.
Satz 1.2. (i) Das Element 0 in K3 ist eindeutig.
(ii) Seix € R. Das additive Inverse y in K4 ist eindeutig. Wir nennen es —x.
(iii) Seien a,b € R. Dann gibt es genau ein x € R, das die Gleichung
at+x=>
erfiillt.
(iv) Seia € R. Dann ist —(—a) = a.

Beweis: Seien 0 und 0’ zwei reelle Zahlen, die neutrales Element der Addition
sind. Da 0 neutrales Element ist, gilt

0+0 =0
Da 0’ neutrales Element ist, gilt
0+0" =0.
Zusammen erhalten wir
0=0+0"=0"

Sei z € R. Seien y,7y’ € R additive Inverse. Nach Voraussetzung gilt
z+y=0.
Wir addieren auf beiden Seiten 3’ und erhalten
v+ (@+y) =y +0.

Wir wenden auf der linken Seite K1 (Assoziativitét) an und auf der rechten K3
(Definition von 0). Dies ergibt

W +z)+y=y"



Nach Voraussetzung ist ¢ + x = 0. Dies setzen wir ein und wenden wieder K3
(Definition von 0) an:
y=0+y=y.
Das ist die zweite Behauptung.
Seien a,b € R. Wir betrachten

a+z=>0.
Die Gleichung hat die Losung z = (—a) + b, denn
a+ ((—a)+b)=(a+(—a)+b=0+b=0d

mit den Axiomen K1, K4, K3. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Losung. Sei
also x eine Losung. Wir addieren (—a) auf beiden Seiten und erhalten

(—a)+ (a+z)=(—a)+0.
Auf der linken Seite rechnen wir weiter mit K1, K4 und K3:
(—a)+(a+z)=((-a)+a)+a=0+z =2

Zusammen haben wir
x=(—a)+b.

Die Lésung ist eindeutig.

Sei schlielich a € R. Dann ist a das additive Inverse von —a, denn a + (—a) =
0. O

Bemerkung. Wegen des Assoziativgesetzes kommt es in mehrfachen Additio-
nen nicht auf die Klammerung an, z.B.

(a+b)+(c+d)=((a+b)+c)+d.

Wir schreiben daher einfach
a+b+c+d.

Die Multiplikation - : R x R — R, (z, y) — zy erfilllt die Rechenregeln:
(K5) Assoziativgesetz: Fiir alle x,y, 2z € R gilt
(zy)2) = x(zy).
(K6) Kommutativgesetz: Fiir alle z,y € R gilt
Ty = xyY.
(K7) Ezistenz der Eins: Es gibt ein Element 1 € R, 1 # 0, so dass fiir alle z € R

gilt
l-x=x-1=n=x.
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(K8) Ezistenz des multiplikativen Inversen: Fiir jedes x € R mit « # 0 gibt es
ein y € R mit
zy = 1.

(K9) Distributivgesetz: Fiir alle x,y, 2 € R gilt
z(y + 2) = (wy) + (22).

Bemerkung. Wegen des Assoziativgesetzes kommt es in mehrfachen Multipli-
kationen nicht auf die Klammerung an, daher lassen wir sie weg. Wir verabreden
“Punkt vor Strichrechnung” und schreiben zy + z fir (zy) + z.

Satz 1.3. (i) Das Element 1 in K7 ist eindeutig.

(i) Sei x € R, x # 0. Das multiplikative Inverse y in K/ ist eindeutig. Wir
nennen es x~' oder %

(iii) Seien a,b € R, a # 0. Dann gibt es genau ein x € R, das die Gleichung
ar =b
erfillt. Wir schreiben ¢ fiir ab™l.
(v) Fir alle x € R gilt 0z = 0.
(v) Fir alle x € R ist (—1)x = —x.
(vi) Fiir alle x,y € R gilt
—(zy) = (—2)y = z(=y), (—2)(-y) = zy.

Beweis: Die ersten drei Aussagen folgen genau wie fiir +. Wir behandeln die
iibrigen. Wir schreiben 0 = 0 4+ 0. Nach dem Distributivgesetz gilt fiir jedes
reR

0z = (0 + 0)x = 0z + Ozx.

Wir addieren —(0z) und erhalten nach K4 und K3
0=—(0z) + 0z = —(0x) + 0z + 0z = 0 + Oz = Oz.
Nun betrachten wir 0 = (—1) + 1 und wenden wieder das Distributivgesetz an:
0z =((-1)+ 1)z = (—1z + lz.

Die linke Seite haben wir bereits berechnet und nach Definition ist 1z = z. Also
haben wir:
0=0x=(-Dz+1lz=(-1z+=.

Wir addieren auf beiden Seiten —z und erhalten nach K4

—z=(-lDz+z+(—2)=(-1)z+0=(-1).



Sei nun z,y € R. Wir haben nach (v) und dem Assoziativgesetz

—(zy) = (=Day = (-D2)y = (-2)y.

Die zweite Gleichheit folgt mit dem Kommutativitédtsgesetz. Wir erhalten daraus

(=2)(=y) = —(z(-y)) = —(=(zy)) = 2y.

Ab jetzt miissen wir nicht mehr zwischen —z und (—1)z unterscheiden.

Eine Menge K mit Verkniipfungen + und -, die die Axiome K1-K9 erfiillt, heifit
Koérper. Wir konnen also kurz sagen: R ist ein Korper.

Beispiel. Die rationalen Zahlen sind ein Koérper.

Weitere Beispiele lernen Sie in der linearen Algebra kennen.

Die Anordnungsaxiome

In R sind gewissen Elemente als positiv gekennzeichnet (Notation: z > 0), so
dass die folgenden Axiome erfiillt sind:

(A1) Fiir jedes z € R gilt genau eine der Aussagen 2 =0, > 0 oder —z > 0.
(A2) Sind > 0 und y > 0, so gilt x +y > 0.

(A3) Sind z > 0 und y >, so gilt xy > 0.

Wir schreiben « > y, falls x —y > 0. Wir schreiben > y, falls z > y oder
x = y. Statt z > y schreiben wir auch y < z, genauso fiir <.

Satz 1.4. Seien x,y, 2,2,y € R.

(i) x <0 ist dquivalent zu —z > 0.
(ii) (Transitivitit) Sind © >y und y > z, so folgt x > z.
(iii) Aus x >y folgt x + z > y + z fiir alle z € R.
(iv) Aus x>y und 2’ >y folgt x+2' >y+y'.
(v) Aus x>y und z > 0 folgt xz > yz.
(vi) x>y >0 und 2’ >y >0 folgt xz’ > yy'.
(vii) Aus x >y und z < 0 folgt xz < yz.
(viii) Fiir alle x # 0 gilt 22 > 0.

(iz) Firxz >0 istx=! > 0. Firxz <0 stz <0.
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(x) Aus x>y >0 folgt v=1 <y~ L.
(zi) 1> 0.
Beweis: (i) Nach Definition bedeutet 0 > x, dass 0 — z > 0.
(ii) Nach Voraussetzung gilt z —y > 0 und y — z > 0, also
r—z=z—-yt+ty—z=(@@—-y+y—2 >0
nach Axiom A2.

(iii) Nach Voraussetzung gilt © — y > 0. Hieraus folgt mit Assoziativitits- und
Kommutativitéitsgesetz

(z+2)—(y+2)=z—y+z—z=xz—y>0.
Nach Definition ist also x + z > y + z.

(iv) Nach Voraussetzung ist x —y > 0 und 2’ — 3/ > 0. Hieraus folgt mit
Assoziativ- und Kommutativgesetz

(z+2)—(y+y)=(@—-y+@ —y)>0

nach A2.
(v) Nach Voraussetzung gilt  —y > 0 und z > 0. Hieraus folgt mit dem
Distributivgesetz
zz—yz=(r—y)z>0
nach A3.

(vi) Ist y = 0 oder ¢0, so lautet die Behauptung zz’ > 0 und dies gilt nach
A3. Sei nun y,y" > 0. Durch Anwenden von (v) erhalten wir zz’ > ya’ und
yz' > y'a’. Wegen Transitivitit (Eigenschaft (ii)) folgt die Behauptung.

(vii) Aus z —y > 0 und —z > 0 folgt mit A3, Assoziativitdts- und Kommuta-
tivitdtsgesetz, sowie Satz 1.3 (vi)

yz —wz = (=y)(=2) + 2(=2) = (=2)(x - y),
also yz > xz.
(viii) Fiir z > 0 ist dies A3. Fiir 0 > 2 wenden wir (vii) an mit z = .

(ix) Esist 27! = x(2~1)% Hierin ist der zweite Faktor positiv nach (viii). Sei
x > 0. Die Aussage folgt aus A3. Sei x < 0. Dann folgt die Aussage aus
(vii).

(x) Wegen x,y > 0 folgt mit A3 zy > 0. Nach (ix) ist dann auch (zy)~! =
271y~ > 0. Wir wenden A3 an auf x > y und z = (zy)~! und erhalten

y 1 _ y—l 1 —1.

a:x_ly_l > ya:_ly_ =x
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(xi) Wegen 1 = 12 ist dies ein Spezialfall von (viii).
O

Korper mit einer Ordnung > mit den Eigenschaften A1-A3 heiflen total geordnet.

Beispiel. Q ist total geordnet.

Das archimedische Axiom

Wir betten nun die natiirlichen Zahlen in die reellen ein. Wir haben bereits die
Elemente 0,1,—1 € R. Wir definieren 2 € R als die Summe 1+ 1, 3 € R als
2 4 1, etc. Fiir negative Zahlen —2 = (—1)2 etc.

Bemerkung. Um daraus eine saubere Definition zu formulieren, benttigen wir
das Prinzip der vollstindigen Induktion, auf das wir noch zu sprechen kommen.

Archimedisches Axiom. Fiir z,y > 0 gibt eine natiirliche Zahl n mit nz > y.

Bemerkung. Das archimedische Axiom lésst sich nicht aus den bisherigen Ei-
genschaften herleiten! Ein Gegenbeispiel sind die nichtstandard rationalen oder
reellen Zahlen, siche “Zahlen”, Herausgeber Ebbinghaus u.a., Grundwissen Ma-
thematik 1, Springer Verlag 1983. In diesen Zahlbereichen gibt es unendlich
grofle Zahlen - solche die grofler als alle natiirlichen Zahlen sind.

Als Spezialfall erhalten wir: zu jedem z > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n mit
n>x.

Das Vollstindigkeitsaxiom

Das letzte Axiom unterscheidet nun endlich Q von R. Es sorgt dafiir, dass Grenz-
werte existieren. Wir wéhlen eine Formulierung, in der noch nicht die Rede von
Grenzwerten ist.

Definition 1.5. Sei S C R eine Teilmenge. Die Menge S heif$t nach oben
beschriankt, wenn es ein C' € R gibt mit s < C' fiir alle s € S. Die Zahl C heifst
dann obere Schranke von S. Die Menge S heif$t nach unten beschrankt, wenn
es ein C' € R gibt mit x > C' fiir alle s € S. Die Zahl C' heifit dann untere
Schranke von S. Die Menge S heift beschrinkt, wenn sie nach oben und nach
unten beschrinkt ist.

Eine Zahl Cy heifit kleinste obere Schranke oder Supremum wvon S, wenn sie
kleiner oder gleich jeder oberen Schranke ist. Wir schreiben Cy = sup(S). Eine
Zahl C} heifit grofite untere Schranke oder Infimum von S, wenn sie grofer oder
gleich jeder unteren Schranke ist. Wir schreiben C} = inf(.S).

Bemerkung. Die obere Schranke oder das Supremum brauchen nicht in S zu
liegen!



12 KAPITEL 1. REELLE ZAHLEN

Beispiel. Die Menge {z € R|z < 0} hat jede positive reelle Zahl als obere
Schranke. Das Supremum ist 0. Sie ist nicht nach unten beschriankt. Die Menge
{—4, -3, -2, —1} hat das Supremum —1 und das Infimum —4. Sie ist beschrénkt.

Supremumsaxiom. Sei S C R eine nicht-leere, nach oben beschrinkte Teil-
menge. Dann hat S ein Supremum.

Das Supremumsaxiom ist dquivalent zum Vollstdndigkeitsaxiom, dass wir spéter
kennenlernen werden. In der Literatur gehen die Namen daher durcheinander.

Bemerkung. Wir haben damit alle Axiome fiir Definition 1.1 formuliert. Die
Existenz und Eindeutigkeit von R sind ein Satz. Wir verzichten auf den Be-
weis, wenigstens fiirs erste. Alle unsere Sétze gelten fiir (R, 4+, -), die die Axiome
erfiillen. Das ist ein mathematisch korrekter Standpunkt.

Beispiel. Die Menge {z € Q|z? < 2} hat kein Supremem in Q, denn /2 ist
keine rationale Zahl. Die rationalen Zahlen erfiillen das Supremumsaxiom nicht.

Satz 1.6. Sei d > 0 reell. Dann ist die Gleichung * = d in R lésbar. Mit
anderen Worten: Quadratwurzeln aus positiven Elementen existieren.

Beweis: Wir betrachten
s = sup(S5), S={recR;z*<d}.

Das Supremum existiert nach dem Vollstindigkeitsaxiom, da 02 < d, d.h. die
Menge ist nicht leer und n? > d fiir eine natiirliche Zahl n > d (d.h. die Menge
ist nach oben beschrinkt). Diese existiert wiederum nach dem archimedischen
Axiom. Wir wollen nun zeigen:
2 _
s°=d
Angenommen, s2 > d. Sei

s2—d
= >0.
€ 2s

Dann ist
(s—e)? =52 —2se+c? =5 —s>+d+e*>d.

Damit ist s —e ebenfalls eine obere Schranke von S, ein Widerspruch dazu, dass
s die kleinste obere Schranke ist.

Angenommen, s? < d. Wir betrachten § = d — s? > 0. Wir withlen £ > 0 mit
1)
€<2s, €< —
s 4s
Dies ist moglich, denn nach dem archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche

Zahl n > 1/2s und gleichzeitig n > 4s/6. Dann erfiillt ¢ = 1/n die beiden
Bedingungen.

Damit folgt

o
(s+5)2:52+285+52<82+2se+2sa<82+4s4—zsg—i—d—sQ:d
s
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Also ist s + ¢ € S. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass s eine obere Schranke
von S ist.

Es bleibt nur die Moglichkeit s*> = d, d.h. s = v/d. O

Komplexe Zahlen

Definition 1.7. Die komplexen Zahlen bestehen aus der Menge C = R? = RxR
mit der Addition

+:CxC—=C, ((71,92), (¥2,92)) = (21 + T2, Y1 + ¥2)
und der Multiplikation
1 CxC—=C, ((w1,12), (22, 92)) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1).
Wir betrachten R als Teilmenge von C via der Abbildung
R—C, zw (z,0).

Wir definieren
1=(1,0) i=(0,1).

Fiir komplexe Zahlen ist der Buchstabe z {iblich.

Satz 1.8. Die komplexen Zahlen erfiillen die Korperariome K1-K9. Die Einbet-
tung von R nach C ist vertrdglich mit Addition und Multiplikation. Jede kom-
plexe Zahl lisst sich eindeutig schreiben als

z=x+ 1y

mit x,y € R. Die Multiplikation ist eindeutig festgelegt durch die Assoziativitit,
Kommutativitit, Distributivgesetze und die Rechenregel i2 = —1.

Bemerkung. In der Sprache der linearen Algebra: C ist ein zweidimensionaler
R-Vektorraum mit der Basis 1, 1.

Beweis: Die Eigenschaften der Addition sind ganz einfach, z.B. das Assoziativ-
gesetz: Seien z; = (x;,y;) fir i = 1,2,3. Dann ist

(21 +22) + 22 = (@1 + 22,91 + y2) + (23, 43) = ((z1 +22) + 23, (Y1 + Y2) +¥3)
= (21 + (¥2 + 23), 01 + (y2 + y3)) = 21 + (22 + 23))
mit dem Assoziativgesetz in R. Das neutrale Element ist (0,0), das additive
Inverse von (z,y) ist (—z, —y).
Die Einbettung von R nach C ist offensichtlich mit der Addition vertréglich.

Beim Multiplizieren einer reellen Zahl mit einer komplexen erhalten wir

-2 = (z,0)(z,y) = (z2’ — 0,29 + 0) = (22’ 2y) .
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Insbesondere ist die Einbettung mit der Multiplikation vertraglich. Wir erhalten
xi = (0,z) und daher

(z,y) = (2,0) 4+ (0,y) = z(1,0) + y(0,1) = = + dy.

Daher hat jede komplexe Zahl eine eindeutige Darstellung in der angegebenen
Form. Nun iiberpriifen wir die Rechenregeln der Multiplikation. Sie ist offen-
sichtlich kommutativ. Es gilt

i =(0,1)(0,1) = (0—1-1,04+0) = —1.

Die allgemeine Formel deutet sich als

(@,y)(",y) = (z +iy) (@’ +iy) = z2’ + ziy’ +iya’ + iyiy/
=ax’ —yy' +i(zy +ya') = (z2’ —yy' 2y +2'y).
Distributiv- und Assoziativgesetz rechnen sich jetzt leicht nach. Neutrales Ele-

ment ist 1. Sei z = (x,y) # 0. Wir definieren 2/ = ﬁ(m,—y). Dies ist
wohldefiniert, da x # 0 oder y # 0. Dann ist

/ 1 1 2

— (-t = 1.

Daher existieren multiplikative Inverse. O

Bemerkung. Im Unterschied zu den reellen Zahlen lassen sich die komplexen
nicht anordnen. Aus den Axiomen hatten wir hergeleitet 1 > 0 = —1 < 0, aber
—1 = i2 miisste positiv sein.

Bemerkung. Uber den komplexen Zahlen ist jede quadratische Gleichung 16sbar
(Ubungsaufgabe). Tatséchlich gilt noch viel starker der Fundamentalsatz der
Algebra: Jede Polynomgleichung wie z'7 + 1222 — 72 + i mit komplexen Koeffi-
zienten hat eine Nullstelle in C.

Im Beweis haben wir bereits eine niitzliche Operation benutzt.

Definition 1.9. Sei z = x + iy € C. Dann heifit Z = x — iy die komplex
Konjugierte zu z. Wir definieren den Betrag von z als

|z| = Vz2z = Va2 + 2.

(Dies ist wohldefiniert, da Quadratwurzeln von positiven reellen Zahlen existie-
ren.)

Speziell fiir z € R erhalten wir daher:

T x>0,
|| =
—x x<0.
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Bemerkung. Die Formel fiir 27! leitet man her als

Lemma 1.10. Fiir alle z,2' € C gilt:
(i) (Definitheit) Es ist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
fii) 12 = | - 2.
(iii) (Multiplikativitit der Konjugation) zz' = zz'.
(iv) (Multiplikativitit des Betrags) |zz'| = |z] - |Z/|.
(v) || =|z||z'|7" falls 2/ # 0.
(vi) (Dreiecksungleichung) |z + 2’| < |z| + |#/].

(vir) |z = 2’| = |2 = ['].

Beweis: Eigenschaft (i) und (ii) sind klar.
Zu (iii): Sei z = x + iy, 2’ = 2/ + iy’. Dann gilt

22 =xal —yy' +iley +a'y) = x2’ —yy —i(zy +a'y) =7

Hieraus folgt sofort (iv).

Sei w = z/z'. Dann gilt nach (iv):

/
|.

2] = [w?'| = Jw||z

Wir multiplizieren mit |z|~! und erhalten (v).
Fiir die Dreiecksungleichung qudadrieren wir beide Seiten. Wir berechnen

|z+z'|2:(a?+x')2+(y+y’)2:x2+2xm/+x/2+y2+2yy’+y’2
und

(I2]+12')? = (Va2 + y2+V/22 + y2)? = 22 +y7+21/ (22 + 42) (22 + y2) +37+y2

Die Behauptung ist also dquivalent zu

2xx’ + 2y’ < 2¢/(22 + y2) (22 + y2).

Die Aussage ist wahr, falls die linke Seite negativ ist. Andernfalls diirfen wir sie
nach Quadrieren testen, also ob

LC2(E/2 +2mx/yy/ +y2y/2 § (%2 +y2)(x'2 +y/2) — ZC2.’EI2 +x2y/2 +y2x’2 +y2y/2

-

0< —Zxx'yy’ —|—x2y’2 +y2x'2 — (xy’ _ yx’)Q.
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Dies beweist die Dreiecksungleichung.
Sei v = z + 2’ und w = —2’. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

2] = v+ w| < v + Jw| = [z + 2| + 2.
Dies ist die letzte Formel. O

Die Dreiecksungleichung hat ihren Namen, da es um die Liangen der Seiten eines
Dreicks geht (Skizze). Die Summe zweier Linge zweiter Seiten ist grofer als die
dritte.

Vollstandige Induktion

Wir beschéftigen uns noch néher mit den natirlichen Zahlen
Das Beweisprinzip der vollstdndigen Indution besagt das Folgende:
Sei M C N eine Teilmenge mit den Eigenschaften:

(i) 1e M.
(ii) Falls n € M, dann liegt n+ 1 in M.

Dann ist M = N.

Wir benutzen dies in Beweisen, um Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen zu
zeigen, in der folgenden Form:

Um eine Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n zu beweisen, geniigt es zu
zeigen:

(1) A1) gilt (Induktionsanfang)

(ii) Falls A(n) gilt (Induktionsvoraussetzung), dann gilt auch A(n+1) (Induk-
tionsschritt).

Das Beweisschema folgt aus dem Prinzip, in dem man die Menge
M = {n € N|A(n) wahr }
betrachtet.

Bemerkung. Das Prinzip der vollstindigen Induktion ist Teil der Peano Axio-
me, durch die die natiirlichen Zahlen definiert werden.

Wir werden nun beispielhaft einige Aussagen mit vollstindiger Induktion be-
weisen.

Lemma 1.11 (Bernoullische Ungleichung). Sei a > —1 reell und n € N. Dann
gilt
(I1+a)" > 1+ na.
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Ein Lemma ist ein Hilfssatz oder ein kleiner Satz. Manche Lemmata sind aber
auch sehr berithmt oder sogar Axiome ...

Beweis: Wir argumentieren mit vollstdndiger Induktion.
Fiir n = 1 lautet die Aussage

14+a>1+a,

ist also wahr. (Induktionsanfang)

Angenommen, die Aussage gilt fiir eine natiirliche Zahl n (Induktionsvorausset-
zung). Dann gilt

(1+a)"™ =1 +a)(1+a)" > (1+a)(l+na)
nach Induktionsvoraussetzung und Satz 1.4 (v) da 1+ a > 0. Weiter gilt
(1+a)(1+na)=1+n+Da+a*>>14+(n+1)a
nach Satz 1.4 (viii). Zusammen gilt also
(14+a)"™ >1+ (n+1a.

Dies ist die Induktionsbehauptung. Das Lemma folgt nach dem Prinzip der
vollstdndigen Induktion. O

Lemma 1.12. Sein € N. Dann ist die Summe der ersten n ungeraden Zahlen
gleich n?, d.h.
14345+ -+ (2n—1)=n

Beweis: Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt die Aussage, da 1 = 12.
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gelte fiir n. Induktionsbehauptung:

143+ +2n—1)+2n+1)=(n+1)?

Induktionsschritt: Wir berechnen mit Induktionsvoraussetzung und binomischer
Formel
N+...2n =]+ 2n+1) =n*+2n+1=(n+1)>2

Mit vollsténdiger Induktion ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen. O

Wir fithren eine abkiirzenden Schreibweise ein.

Definition 1.13. Seien aq,...,a, reelle Zahlen. Dann schreiben wir
n
dDai=artast--+a,
i=1
H lnai = a1a2...0yp
1=

Lies: Die Summe (bzw. Produkt) der Zahlen a; fir i =1 bis n bzw. Das
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Hierbei steht Y fiir 3 und [] fiir II. In dieser Notation besagt das Lemma:

n

> (@2i-1)=n

i=1
Lemma 1.14 (Geometrische Reihe). Sei g # 1. Dann gilt
1— anrl

n
k _

Beweis: Fiir n = 0 lautet die Aussage

Daher gilt der Induktionsanfang.

Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir n gilt und betrachten n + 1. Es
gilt

+1
ani = En:qi BTSN ek G ek V[
i=0 i=0 1-¢ 1-¢
1— qn+l qn+1 _ qn+2 1 _ qn+1 + qn+1 _ qn+2
= + =
l—gq 1—g¢q 1—g¢q
1— qn+2
= 71 s

Dies ist die Induktionsbehauptung. Mit vollstédndiger Induktion gilt die Aussage
fiir alle n € Np. ]

In diesem Beispiel wurde also der Induktionsanfang auf n = 0 statt n = 1
gelegt. Genauso ist es moglich, Aussagen fiir alle n > ng zu zeigen, wobei der
Induktionsanfang dann ng ist.

Es gibt auch einen direkten Beweis, bei dem man den Gebrauch des Summen-
zeichens schon sieht.

2. Beweis der Summenformel fir die geometrische Reihe.

n+1

n n n n
1=9)> ¢ =>d-> "= d-> ¢
=0 =0 =0 =0 =1

Hier bleiben nur der Summand fiir ¢ = 0 in der ersten Summe und der fiir
i =n + 1 in der zweiten stehen. Zusammen:

n

(1 _q)z :qO_qn+l — 1_qn+1.
=0

Da g # 1, konnen wir durch 1 — ¢ teilen und erhalten die Behauptung. O
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Fiir die letzte Formel fithren wir die Binomialkoeffizienten ein.

Definition 1.15. (i) Fiirn € N sei

n
n! = Hz
i=1

(lies: n Fakultit). Firn =0 setzen wir 0! = 1.
(i) Firn>k>01inN sei

(n)_ n! nn—1)...(n—k+1)
k)~ R =k il

(lies: m iiber k)

) ()= ()=()-
() ()= (7))

Beweis: Die ersten Aussage folgen sofort aus der Definition. Die letzte rechnen
wir nach:

(k . 1) * (Z) = 1)!(2!— T k!(nni i)l
k-l (n—k+1)n!

Elln—k+1)!  kl(n—Fk+1)!
(k+n—k+1)n!  (n+1
El(n+1—k)! _< k )

und firn >1

O
Satz 1.17 (Binomische Formel). Fir a,b € R und n € Ny gilt
(a+b)" = i (n) akpnk,
k=0 k
Beweis: Wir argumentieren mit vollstdndiger Induktion. Fiir n = 0 erhalten wir

1 = 1. (Wem leere Produkte unheimlich sind: fiir n = 1 erhalten wir a +b =
(é)aob1 + G)albo. Auch dies gilt.)
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Angenommen, die Formel gilt fiir n € N. Dann folgt

(a+b)"" = (a+b)at+b)"=(a+b)y <Z) akpr

k=0
Z <Z> gkripn—k _ Z (Z) akpnti—k
k=0 k=0
n—1 n
_n+l1 n k+1in—k kin+1—k n+1
—a +z(k) o S

In der zweiten Summe benennen wir den Summationsindex erst um in j und
ersetzen j durch k£ — 1. Die Summe wird damit zu

- n kypn—k+1
Z (k B 1>a b .
k=1

Wir fassen zusammen

i1 (n+1Y 10 - n n kpn—k+1 , (T 1\ o0nt1
(a+b) —<n+1>a bJr];((k_l)Jr(k))ab +< 0 a’b
n+1
_ Z (” + 1) akpnti—k
- k

k=0

Die Formel gilt mit vollstdndiger Induktion. 0



Kapitel 2
Folgen und Reihen

Wir wollen noch schnell den Abbildungsbegriff kliren.

Abbildungen

Definition 2.1. (i) Seien M, N Mengen. Fine Abbildung f : M — N ist
eine Teilmenge FF C M x N, so dass es fiir jedes m € M genau einn € N
gibt mit (m,n) € F. Das Element n heifst Wert der Abbildung in m und
wir schreiben f(m) =n und f:m— n.

(i) Die Menge M heifit Definitionsmenge von f, die Menge N heif$t Zielmenge
von f. Die Menge {f(m)|m € M} C N heifit Wertemenge oder Bild von

1.

(iii) Die Abbildung f : M — N heifit injektiv, wenn es fiir jedes n € N
hochstens ein m € M gibt mit f(n) = m.

(iv) Sie heifft surjektiv, wenn sie es fir jedes n € N ein m € M gibt mit

flm) =n.

(v) Sie heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. Solche Abbildungen
heiffen auch invertierbar.

(vi) Sei f: M — N bijektiv. Die Umkehrabbildung f~*: N — M st definiert
als die eindeutige Abbildung, so dass f~1(n) gleich dem eindeutigen m €
M ist mit f(m) = n.

(vii) Seien M, N,P Mengen und f : M — N und g : N — P Abbildungen.
Dann ist die Verkniipfung go f : M — P definiert als die Abbildung mit

m — g(f(m)).

Nach Definition sind zwei Abbildungen f,g : M — N gleich, wenn fiir jedes
m € M gilt f(m) = g(m).

21
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Beispiel. (i) Sei M eine Menge. Dann gibt es die Abbildung idy, : M — M
mit idps(m) = m fiir alle m € M. Sie entspricht der Teilmenge {(m,m) €
M x M|m € M}.

(i) Sei M = N = N, f die Abbildung mit f(x) = 22. Dann ist f injektiv,
aber nicht surjektiv.

(iii) Sei M = N = R, f die Abbildung f(z) = 2z. Dann ist die Abbildung
bijektiv mit Umkehrabbildung f~!(y) = %y

Lemma 2.2. (i) Die Verknipfung von Abbildung ist assoziativ, d.h. fir Ab-
bildungen f: M — N, g: N — P, h: P — S gilt

ho(gof)=(hog)of.
(i) Sei f: M — N bijektiv. Dann gilt
frof=idy, fof ! =idy
Beweis: Sei m € M. Wir berechnen

ho(go f)(m) = h(go f)(m)) = f(g(f(m)))

und

(hog)o f)(m)=hog(f(m))=h(g(f(m)).
Die beiden Bildwerte stimmen iiberein, also sind die Funktionen gleich.
Sei nun f bijektiv, n € N. Nach Definition ist f(f~1(n)) = n, also fof~! = idy.
Sei m € M. Wir betrachten f=1 o f(m) = f~1(f(m)). Nach Definition ist dies
das eindeutige Element m’ € M mit f(m’) = f(m). Da f injektiv ist, gilt
m =m', also f~1 o f(m) = m und daher f~!o f =idy,. O

Folgen und Grenzwerte

Definition 2.3. FEine Folge (von reellen Zahlen) ist eine Abbildung a : N — R.
Wir schreiben (an)n>1 mit an, = a(n) oder (a1, a2,as,...).

Wir werden auch Folgen von komplexen Zahlen und Folgen von Funktionen
betrachten. Manchmal benutzen wir auch den Definitionsbereich Nj.

Beispiel. (i) (konstante Folge) Sei a € R, a,, = a fur alle n € N.
(i) an, =1, also (1,3, %,...)
(iii) (arithmetische Folge) Seien a,b € R, a, = an+b

(iv) (geometrische Folge) Sei g € R, a, = ¢"
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(v) (Fibonacci-Zahlen) Sei ap = 1,a1 = 1 und an42 = ant1 + a,. Rekursiv
(d.h. mit vollstindiger Induktion) sind dadurch alle Folgenglieder defi-
niert. Wir erhalten

(1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Damit kommen wir zu unserer wichtigsten Definition.

Definition 2.4. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heif$t konver-
gent gegen a € R, falls gilt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein ng € N, so dass fir alle
n > ng gilt |a, —al < e.

Wir schreiben a = lim,_,~ ay,. Die Zahl a heifst Grenzwert der Folge.

Sie heiffit divergent, wenn sie gegen kein a € R konvergiert.

Die Zahl ng hiangt von € ab!
Beispiel. (i) Die konstante Folge a,, = a ist konvergent gegen a.
(ii) Die Folge a,, = % ist konvergent mit Grenzwert 0. Wir iiberpriifen. Sei ¢ >

0. Sei ng > £~ ! eine natiirliche Zahl. Sie existiert nach dem archimedischen
Axiom. Fiir n > ng folgt

1 1
0——|<|—|<e.
n no
(iii) Die alternierende Folge a,, = (—1)" divergiert.

Beweis: Angenommen, die Folge hat den Grenzwert a. Sei ¢ = % Nach
Definition gibt es ng, so dass |a — (—=1)"| < % fiir alle n > ng. Ohne
Einschréinkung ist ng gerade. Es gilt insbesondere [a—(—1)"| = |a—1| < %
und |a — (—=1)"*!| = |a + 1| < 1. Nach Dreiecksungleichung folgt

1 1
2l=la+l-a+1<|a+1|+|-a—-1=la+1]+]a—1] < 3t5 =1

Dies ist ein Widerspruch. Ein solches a existiert also nicht. O

Lemma 2.5. Die geometrische Folge a,, = q" konvergiert fiir |q| < 1 gegen 0.

Beweis: Sei € > 0. Gesucht ist ein ng € N, so dass |¢"| = |g|" < e fiir alle
n > ng.

Sei b = |q|. Nach Voraussetzung ist b=! > 1. Wir setzen x = b~! — 1 > 0. Nach
der Bernoullischen Ungleichung (Lemma 1.11) gilt

"> 1+x)" >1+nz
Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein ng, so dass ngxz > e~ ! — 1, also

Lo pm <e.

b0 > ™
Fiir 0 < b < 1 folgt induktiv 0 < b® < 1 fiir alle 4 > 0 und daher

prott < phle < g.
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Rechenregeln

Lemma 2.6. Sei (ay)nen eine konvergente Folge von reellen Zahlen. Dann ist
der Grenzwert eindeutig.

Beuweis: Seien a # b Grenzwerte der Folge. Sei ¢ = }|a—b|. Nach Voraussetzung
ist dies positiv. Es gibt also ng so dass |a — a,| < € fiir alle n > ng. Ebenso gibt
es my, so dass und myg, |b— a,| < ¢ fir alle n > mg. Sei N grofler gleich ng und
myo, z.B. das Maximum der beiden. Dann gilt

1
|a—b|:\a—aN+aN—b|§|a—an\+|b—an\<£+E:Z|a—b|.

Dies ist ein Widerspruch, der Fall a # b kann nicht eintreten. O

Definition 2.7. FEine Folge heifit nach oben beschrankt bwz. nach unten be-
schrinkt bwz. beschrinkt, wenn thre Wertemenge {a,|n € N} diese Eigenschaft
hat.

Satz 2.8. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis: Sei (an)n>1 konvergente Folge mit Grenzwert a. Sei ¢ = 1. Dann gibt
es ng, so dass |a — a,| < 1 fiir alle n > ng. Sei K das Maximum der Menge
{la —a1],|la — aszl,...,la —an, — 1],1}. Dann ist

la —an| < K fir allen > 1.
Dies ist dquivalent zu
a—a, < Kunda, —a< K

bzw.
a— K <a,und a, <a+ K.

O

Die Umkehrung ist falsch! Es gibt beschréinkte Folgen, die nicht konvergieren,
z.B. (=1)".

Satz 2.9 (Grenzwertsétze). Seien (an)nen und (by)nen konvergente Folgen mit
Grenzwerten a und b. Sei A € R. Dann gilt:

(i) (skalare Vielfache) Die Folge (Aay)nen konvergiert mit Grenzwert Aa.
(i) (Summenfolge) Die Folge (an + bp)nen konvergiert mit Grenzwert a + b.
(i1i) (Differenzfolge) Die Folge (ay, — bn)nen konvergiert mit Grenzwert a — b.
(iv) (Produktfolge)Die Folge (anbn)nen konvergiert mit Grenzwert ab.

(v) (Quotientenfolge)Sei b # 0. Dann gibt es ng mit b, # 0 fir n > ng, und
die Folge (a/bn)n>n, konvergiert mit Grenzwert a/b.
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(vi) Es sei a, < by, fir alle n € N. Dann folgt a < b.

Beweis: Falls A = 0, so ist die Folge (Aay),>1 konstant, also konvergent. Sei
nun A # 0. Sei € > 0. Setze ¢’ = |\ ~!|e. Nach Voraussetzung gibt es ng, so dass
la — a,| < &' for alle n > ng. Also folgt fiir n > ng

[Aa — Aan| = [M|a — an| < [N =e.

Die Folge konvergiert mit Grenzwert Aa.
Wir betrachten die Summenfolge. Sei € > 0. Dann gibt es ng € N, so dass

1 1
la —an| < 557\b—bn| <3¢

fiir alle n > ng. Es folgt fiir n > ng

1 1
|a—|—b—(an+bn)|=|(a—an)—|—(b—bn)|§|a—an|+|b—bn|<§6+§5=a

Die Summenfolge konvergiert gegen a + b.

Die Aussage iiber die Differenzenfolgt folgt aus den beiden ersten, da a,, — b, =
an + (—1)b,.

Wir betrachten die Produktfolge. Nach Satz 2.8 ist die Folge (ay,)n>1 beschrénkt.
Es gibt also K > 0 mit |a,| < K fiir alle n > 1. Nach eventuellem Vergrofiern
von K koénnen wir auch |b| < K voraussetzen.

Sei nun € > 0. Dann gibt es ng, so dass fiir alle n > ng
€
2K’

e

n — < .
la al 5K

|b, — 0] <
(Erst gibt es ein ng fiir die erste Folge, dann eins fiir die zweite. Wir nehmen
das Maximum der beiden.) Es folgt fiir alle n > ng

[@bn=ab| = |an(b=bn)+(an—a)b] < |an|lb=ba|+[bllan—a] < K5 —+[bl 5 = <.

Die Produktfolge konvergiert also gegen ab.

Wir betrachten nun die Quotientenfolge. Die allgemeine Aussage folgt aus dem
Spezialfall a,, = 1 (d.h. es geht um die Folge (b,!),>1 und der Formel fiir
Produktfolgen. Wir betrachten also den Spezialfall. Nach Voraussetzung ist b #
0. Sei 6 = |b|/2. Dann gibt es Ny > 1, so dass fiir alle n > ng gilt

o]
|b—b,| < 5

Hierausfolgt b,, # 0 fiir diese n, genauer sogar |b,| > %

Ab jetzt betrachten wir (b, 1),>n,. Sei € > 0. Dann gibt es ng > Np, so dass

fiir alle n > ng gilt
elbf?
b—b,| < .
b~ bl <
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Dann gilt fiir diese n

i_l_ﬂ_Lw —b|<iﬁ—
by bl | bb, | |ballb]"" b2 2
Sei schlielich a,, < b,. Angenommen, es ist b < a. Sei ¢ = ‘IT_b. Dann ist

a —¢e = b+ e. Dann gibt es ng, so dass fir alle n > ng gilt
lan, —a| < e, |b—0b,| <e.

Es folgt also
an >a—¢e,bp <b+e=a—e.

Es folgt also b, < a,, im Widerspruch zur Voraussetzung. O
1
Beispiel. (i) Seia, = 2l Dann gilt auch a,, = ii Wegen limy, o0 = = 0

folgt mit den Rechenregeln

, 1 +1limy oo 7 140
lim a, = = =

1.

Insbesondere existiert dieser Grenzwert.

. . 27
(ii) Sei a, = 3o—Fntl

rechnen den Grenzwert

. . —-2_ —3 —4
. Wir schreiben um zu a,, = 2"172+j” und be-

2-0—-2-04+0
—Jr:()_

li -
o 17-0

Korollar 2.10. Sei (a,)n>1 konvergente Folge. Seien A, B € R mit
A<a, <B
fiir alle n. Dann gilt A < lim, o a, < B.

Beweis: Wir wenden die letzte Aussage an mit den konstanten Folgen A und
B. O

Definition 2.11. Eine Folge (a,)n>1 heifit Nullfolge, wenn sie gegen 0 konver-
giert, d.h. fir jedes € > 0 gibt es ng € N, so dass fiir alle n > ng

lan| < e.

Nach Definition konvergiert eine Folge (@, )n>1 genau dann gegen a, wenn a, —a
eine Nullfolge ist.

Lemma 2.12. Sei (a,)n>1 eine Nullfolge, (by)n>1 beschrinkt. Dann ist (anby)n>1
eine Nullfolge.
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Beweis: Sei |b,| < C. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ng, so dass fir n > ng gilt
la,| < eC~1. Es folgt

|anbn| = |an||bn| < eC~1C =e.

Fiir manche Zwecke ist es geschickt, auch +oo als Grenzwerte zuzulassen.

Definition 2.13. Eine Folge (ayn)n>1 divergiert bestimmt gegen oo, wenn es
fiir jedes C € R ein ng gibt, so dass fiir alle n > ng gilt a,, > C. Wir schreiben
lim,, oo @y, — 00.

Sie divergiert bestimmt gegen —oo, wenn es fir jedes C' € R ein ng gibt, so dass
fiir alle n > 0 gilt a,, < C. Wir schreiben lim,,_, a, — —0c0.

Die Rechenregeln in Satz 2.9 gelten auch bei bestimmter Divergenz, wenn wir
verabreden:

(i) 0o+ a = oo fiir alle a € R.
(if) oo + oo = 0.
)

)

(ili) —oo 4+ a = —oo fiir alle a € R.

(iv

(v)oo-a:{oo a >0,

—00 — OO0 = —0OQ.

— 0
(vi) —oo'a:{ o a=>0

(vil) oooo = 00, (—00)oo = —00, (—00)(—00) = co.

(viii) 2= =0 fiir a # 0.

+oo T

Die Werte oo — oo, 2 und Oco sind nicht erklért.

Beweis: Die Beweise sind die analog zu denen in Satz 2.9. Exemplarisch behan-
deln wir den Fall lim,,_, o, a,, = 00, lim,,_, o0 by, = b. Wir betrachten (a, +by,)n>1-
Die Folge (by,)n>1 ist konvergent, also nach unten beschréankt. Es gibt Cj, so dass
b, > Cy. Sei nun C' € R. Nach Voraussetzung gibt es ng so dass fiir alle n > ng
gilt a,, > C — Cy. Es folgt

an+b,>C—-Cp+Cy,=C.

Die Summenfolge ist bestimmt divergent gegen oco. O
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Beispiel. Es ist lim,, .., n — 0o und daher

Lemma 2.14. Seiq > 1. Dann divergiert die Folge (¢")n>1 bestimmt gegen oo.

Beweis: Nach Lemma 2.5 ist die Folge der Kehrwerte (¢~"),,>1 eine Nullfolge.
Sei nun C' > 0. Wir setzen e = C~1. Dann gibt es ng so dass fiir alle n > nq gilt
¢ " =|q¢ " < e = C~L. Die bedeutet ¢" > C. O

Konvergenzkriterien

Es geht nun darum zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert. Wir haben bereits
gesehen (Satz 2.8), dass ein notwendiges Kriterium ist, dass sie beschrinkt ist.

Monotonie

Definition 2.15. FEine Folge (a,)nen von reellen Zahlen heifit (streng) monoton
wachsend, falls apt1 > an (bwz. (apy1 > ay) fir alle n € N. Sie heifit (streng)
monoton fallend, falls apt1 < a, (bwz. (an+1 < ay) fir alle n € N.

Beispiel. Eine geometrische Folge a,, = ¢" ist streng monoton wachsend fiir
g > 1 und streng monoton fallend fiir 0 < ¢ < 1. Sie ist weder noch fiir ¢ < 0.

Satz 2.16. Sei (ay,)n>1 eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge.
Dann konvergiert die Folge, und es gilt

lim a,, = sup{a,|n > 1}.

n— oo
Sei (bn)n>1 eine monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge. Dann kon-
vergiert die Folge, und es gilt

lim b, = inf{b,|n > 1}.

n—oo
Beweis: Sei a das Supremum. Sei € > 0. Nach Definition des Supremums gibt
es ng, so dass a — ay, < €. Fiir jedes n > ng folgt

a4 —Qp =0 — Upy + Gpy — G < €

denn a,, > ay,. Da a das Supremum ist, gilt ausserdem a — a,, > 0, zusammen
also
la —an| =a—a, <e.

Damit haben wir gezeigt, dass a der Grenzwert der Folge ist.
Das Argument fiir b,, geht genauso. O

Bemerkung. Hier haben wir das Vollstédndigkeitsaxiom benutzt!
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Zur Behandlung des néchsten Beispiels tragen wir eine wichtige Ungleichung
nach.

Lemma 2.17. Seien x,y > 0. Dann gilt

1
5(95 +y) = Vay.
In Worten: das arithmetische Mittel ist grifSer gleich dem geometrischen Mittel.

Beweis:

Lo o 2 L 2 1 2

1@ 22y +y7) —ay = (2"~ 22y +y7) = S(z —y)” 2 0.
Also gilt 3(z +y)? > 2y. Beide Seiten sind grofier gleich 0. Die Aussage folgt
durch Ziehen der Quadratwurzel. O

Beispiel. Seien b > 0. Wir definieren die Folge f; = b,

(52

Wir wollen zeigen, dass diese Folge gegen v/2 konvergiert.

Beweis: Induktiv sehen wir, dass f,, > 0 fiir alle n > 1. Daher ist die Folge
wohldefiniert. Fiir jedes n > 1 gilt

1 2 2
2 ( fn f'fL

Die Folge ist fiir n > 2 nach unten beschrinkt. Wir zeigen nun, dass sie monoton

fallt. Es gilt f, > V2 = % < fn und damit fiir n > 2.

1 2 1
= — _— < — = .
fn+1 2 (fn+fn) = 2(fn+fn) fn
Als beschrinkte, monton fallende Folge hat (f,),>1 einen Grenzwert f. Sei
gn = fn+1. Diese Folge hat denselben Grenzwert. Nach den Grenzwertgesetzen
gilt

1 2
f= lim g, = lim <fn+)
n— 00 n—oo 2 n
1

_ (1imfn+2) :%(HE)

2 limn — 00 f,, f

Hieraus folgt
1
I=
f

Wegen f,, > /2 folgt f > /2, also f = v/2. O

= f2=2= f=+V2

DN | =
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Limes superior und inferior

Beschrinkte Folgen haben nicht immer einen Grenzwert, aber immer einen ” obe-
ren” und einen ”"unteren” Grenzwert. Wir stellen bei unserer Entwicklung der
Theorie diesen Begriff in den Vordergrund.

Definition 2.18. Sei (a,)n>1 eine Folge. Falls (ay)n>1 nach oben beschrinkt
1st, setzen wir

al, = sup{am,|m > n},limsupa, = lim a,
n—00 n—00

(lies: Limes superior) falls der Grenzwert existiert.

Sei (by)n>1 eine Folge. Falls (by)n>1 nach unten beschrankt ist, setzen wir
b = inf{by,|m > n},limsupb, = lim ¥,.
n—o0 n—oo

(lies: Limes inferior)

Beispiel. (i) Die alternierende Folge a,, = (—1)™ hat den Limes superior 1
und den Limes inferior —1.

(ii) Die Folge

{1 n gerade,
Gy =

L ungerade.
n

hat den Limes superior 1 und den Limes inferior 0.

Bemerkung. Ist die Folge nach oben unbeschrénkt, so setzen wir auch lim sup,,_, ., an, =
0o. Ist sie nach oben beschrénkt, aber der Limes superior existiert nicht, so set-

zen wir limsup,, .. a, = —oo. Umgekehrt gehen wir fiir den Limes inferior

vor.

Lemma 2.19. Die Folge der a!, ist monoton fallend. Ist a = limsup,,_, . an,
so gibt es fiir jedes € > 0 ein ng € N, so dass fir alle n > ny gilt

ap < a-+e.

Die Folge der ], is monoton steigend. Ist b = liminf, o ay,, so gibt es fiir jedes
e >0 einng € N, so dass fir alle n > ng gilt

an > a— €.

Ist (an)>1 eine beschrinkte Folge, so sind limsup,,_,. a, und liminf, .. a,
endlich, und es gilt

lim inf a,, < limsup a,,.
n—00 n—o0
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Beweis: Es ist
{am|m > n} D {am|m >n+1}.

Hieraus folgt a;, > ay, , ;, die Folge ist monoton fallend. Ist die Folge der a,, nach
unten beschrénkt, dann auch die Folge der a},, der Grenzwert lim sup,, . an, =
lim,,_, » a!, existiert. Da die Folge monoton fillt, gilt a < a/,. Sei € > 0. Dann
gibt es ein ng, so dass gilt a;,, —a = |a], —a| < e. Wegen a;, = sup{an|n > ng}
ist a, —a <a,, —a<e.

Analog folgen die Aussagen iiber b. Fiir jedes n gilt

inf{a,|m > n} < sup{a,,|m > n}.
Hieraus folgt die Ungleichung fiir die Grenzwerte. O

Satz 2.20. FEine Folge (a,)nen ist genau dann dann konvergent, wenn

lim sup a,, = lim inf a,,
n— oo n—oo

und endlich. Der Grenzwert stimmt mit diesem Wert tiberein.

Beweis: Sei (ap)nen konvergent gegen a. Dann ist die Folge beschréinkt, und
daher sind a;, = limsup,,_, ., an, und a; = liminf,,_,. a, endlich. Sei ¢ > 0.
Dann gibt es ng, so dass fiir alle n > ng

ap—a<l|la—ay| <e=a, <a+e.

Hieraus folgt limsup,, ., an < a + €. Da dies fiir jedes € > 0 gilt, muss sogar
limsup,, ., an < a gelten. Umgekehrt folgt liminf,,, . a, > a. Zusammen

a<a;<as<a=a=a; =as.

Sei nun umgekehrt limsup,,_, . a, = liminf,_, a, endlich. Wir nennen diesen
Wert a. Sei € > 0. Nach dem Lemma gibt es ng so dass fiir alle n > ng

a, — limsup a,, < ¢,liminf a,, — a, < ¢.
m—roo

m— o0
Zusammen gilt also |a,, — a| < €. Die Folge konvergiert also gegen a. O
Bemerkung. Falls liminf, ,. a, = limsup,,_,., a, = oo, so divergiert die

Folge bestimmt gegen oo, wie man leicht sieht.

Korollar 2.21. Seien (an)n>1 und (¢,)>n konvergente Folgen mit demselben
Grenzwert b. Sei (by)n>1 eine Folge mit a, < b, < ¢, fir alle n € N. Dann
konvergiert (b,)n>1 ebenfalls gegen b.

Beweis: Es gilt

b =limsupa, <limsupb, <limsupc, =b
n— o0 n— o0 n— o0

also b = limsup,, . b,. Ebenso folgt b = liminf, . b,. Zusammen also b =
lim,, o0 by, O
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Haufungspunkte
Limes superior und limes inferior sind Beispiele fiir Haufungspunkte.

Definition 2.22. Sei (an)n,>1 eine Folge. Eine Zahl a € R heifst Hiufungs-
punkt, wenn es fiir jedes € > 0 und jedes ng € N einn > ng gibt mit |a—a,| < €.

Beispiel. Sei a,, definiert durch ag,+1; = 0 und as, = (—1)", also (0,—1,0,1,0,—1,...).
Diese Folge hat die Haufungspunkte 0, 1 und —1.

Lemma 2.23. Sei (a,)n>1 eine Folge.
(i) Wenn limsup,,_, . an existiert, ist er ein Hiufungspunkt.
(i) Wenn liminf, _, . a, existiert, ist er ein Hiufungspunkt.
(1i1) Sei a ein Hiufungspunkt von (an)n>1. Dann gilt

liminf a,, <a < limsupa,.
n>1 n>1

(iv) Eine beschrinkte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen
Hiufungspunkt hat.

Beweis: Sei a = limsup,, ,,oa, < 00. Sei ¢ > 0 und ny > 1. Wie in der
Definition des Limes superior setzen wir a), = sup{a,,|m > n}. Zue gibt es N, so
dass |a — a/y| < €/2. Nach der Definition des Supremums gibt es n > maxng, N
so dass |afy — an| < &/2. Es folgt

la —an| <la—dy|+lay —an| <e/2+¢e/2=c¢.

Die zweite Aussage folgt analog.

Sei nun A ein beliebiger Haufungspunkt. Angenommen, A > a. Wir betrachten
e =1/2(A — a). Nach Lemma 2.19 gibt es ng so dass fiir alle n > ng gilt

ap <a+e=1/2(A+a)

Gleichzeitg gibt es nach Definition des Haufungspunktes ein n > ng mit |4 —
ap| < € und daher

an >A—e=1/2(A+a).
Die beiden Ungleichungen widersprechen sich, also gilt A < a. Die Aussage fiir
den Limes inferior folgt genauso.
Jede beschrinkte Folge hat Limes superior und Limes inferior. Sind alle Hiufungs-
punkte gleich, dann auch diese beiden und die Folge ist konvergent nach Satz 2.20.
Ist umgekehrt die Folge konvergent, so stimmen Limes superior und Limes in-
ferior iiberein, und jeder andere Haufungspunkt liegt zwischen ihnen. O

Korollar 2.24 (Satz von Bolzano-Weierstrafl/Heine-Borel). Jede beschrinkte
Folge hat einen Hdaufungspunkt.
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Beweis: Thr Limes superior exisistiert und ist ein Haufungspunkt. O

Meist findet man eine andere Charakterisierung von Haufungspunkten, die aber
gleichwertig ist.

Definition 2.25. Sei (a,)n>1. Fine Folge (by)i>1 heifit Teilfolge von (an)n>1,
wenn es eine streng monotone Folge von natiirlichen Zahlen (nq,ng, na, ...) gibt
mit by, = ap,, .

Lemma 2.26. Sei (an)n>1. Eine Zahl a ist genau dann Hdiufungspunkt der
Folge, wenn es eine Teilfolge gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis: Sei a Haufungspunkt. Wir wihlen £, = 27%. Die ist eine Nullfolge. Wir
definieren induktiv ny = 1, ng41 > ng + 1 so dass |a — ap,,, | < €x. Ein solches
Element existiert, da a ein Haufungspunkt ist. Dann ist a — a,, eine Nullfolge,
also ist a der Grenzwert dieser Teilfolge.

Sei umgekehrt (ay, )x>1 eine Teilfolge mit Grenzwert a. Sei ¢ > 0, ng > 1. Dann
gibt es kg so dass fiir alle k > kg

la —an,| <e

fir alle k& > kg. Die Folge der nj enthélt nur endlich viele natiirliche Zahlen
kleiner gleich ng. Also gibt es k > ko mit n, > ng. Dies ist das gesuchte n. [

Cauchy-Folgen

Schlieflich kommen wir noch zur wichtigsten Charakterisierung von konvergen-
ten Folgen.

Definition 2.27. Eine Folge (ayn)n>1 heifst Cauchy-Folge, wenn es fir jedes
e >0 ein ng € N gibt, so dass fir alle m,n > ng gilt

|am — an| < €.

Theorem 2.28. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. Jede Cauchy-
Folge von reellen Zahlen konvergiert.

Bemerkung. Ob eine Cauchy-Folge vorliegt, entscheidet sich nur anhand der
Folgenglieder. Wir kénnen also auch iiber Cauchy-Folgen von rationalen Zah-
len sprechen. Allgemeiner funkioniert die Definition fiir jede Menge, auf der ein
Abstandsbegriff existiert. Der erste Teil des Theorems gilt dann in dieser Allge-
meinheit. Der zweite Teil folgt aus dem Supremsaxiom. Statt dessen setzt man
oft auch das Vollstindigkeitsaxiom voraus: jede Cauchy-Folge konvergiert. Bei
unserem Zugang ist es ein Satz.

Beweis: Sei (an)n>1 cine konvergente Folge mit Grenzwert a. Sei € > 0. Dann
gibt es ng, so dass fiir alle n > ng
€

la —an| < 5
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Es folgt fiir n,m > ng

E €
lan — am| = lan —a+a—an| <la, —al+|a— an| < §—|—§ =e.
Es handelt sich um eine Cauchy-Folge.

Sei umgekehrt (ay,),>1 eine Cauchy-Folge. Sei Nach Voraussetzung (mit e = 1)
gibt es ng, so dass |a, — an,| < 1 fiir alle n > ng. Daher ist die Folge beschriinkt
und a = limsup,, . an und b = liminf,_, . a, existieren.
Sei nun € > 0. Dann gibt es N, so dass |a, — an| < € fiir alle n > N. Hieraus
folgt

an < any +e=sup{apn > N} <any+e¢

Nach Definition des Limes superior folgt

limsupa, <ay+e=a—any <¢
n— o0

Ebenso folgt
an > any —e = inf{ay|n > N} <ay —e¢.

Nach Definition des Limes inferior folgt

liminfa, >ay —e=ay —b<e
n—oo
und daher
a—b=a—ay+ay —b<e+ec=2e¢.

Dies gilt fiir alle € > 0, also folgt a —b < 0. Da stets a —b > 0, folgt a = b. Nach
Satz 2.20 konvergiert die Folge gegen diesen Wert. O

Reihen

Definition 2.29. Sei (aj)i>1 eine Folge. Die unendliche Reihe Y 72 ay ist
definiert als die Folge der Partialsummen P, = >"}'_, a,,. Ist die Folge (P,)n>1
konvergent gegen a € R, so heiffit diese Zahl Summe der Reihe. Wir sagen auch
die Reihe konvergiert und schreiben

Beispiel. (i) Sei a; = (—1)* die alternierende Folge. Dann lautet die Folge
der Partialsummen (—1,0,—1,0,...). Die Reihe konvergiert nicht.
(ii) Die Reihe >_p7, ﬁ konvergiert gegen 1, denn die Partialsummen sind

P, = ;15 (vollstdndige Induktion).

Wir kommen nun zum wichtigsten Beipspiel einer konvergenten Reihe.
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Lemma 2.30 (Geometrische Reihe). Sei g € R. Wir betrachten die unendliche
geometrische Reihe > 7 ¢ Fulls |q| < 1, so konvergiert diese Reihe gegen
1/(1 = q). Die Reihe divergiert fir |q| > 1.

Beweis: In Lemma 1.14 haben wir die Partialsumme berechnet. Es gilt

1— qn+1

S

Die Folge ¢"*! divergiert fiir |g| > 1 und ist fiir |¢| < 1 eine Nullfolge. Den Wert
der Reihe erhalten wir aus den Grenzwertsétzen:

iqk: 1—limy 00 q™t 10
l1—gq 1—-q

Und nun das wichtigste Gegenbeispiel:

Lemma 2.31 (Harmonische Reihe). Die Reihe 22021% divergiert bestimmt
gegen oo.

Beweis: Wir schitzen nach unten ab durch die Kehrwerte der Potenzen von 2:

pP=1

1

P2:1+§

Pym14iplisqiply

3T T T3=""T397}

Pimltotostoiy ool

1T 4= T2y 4_ 2
Pomldgedisipopiyp by ottt
87 §= "27474"38 § 2Ty g T Ty

Allgemein: Sei 2° > k > 2'~! und daher 27% < % Fiir festes i gibt es von diesen
Zahlen 2°~! viele, namlich alle von 2'~! 4+ 1 bis 2. Daher gilt

1 1 1 1
Py =1 — >1 2= 44 oN=1___ — 14+ (N —-1)=.
e T +2+ 4+ PR 5N +( )2

Fiir N — oo ist diese Folge unbeschrénkt, also divergiert die harmonische Reihe.
O

Die Divergenz der harmonischen Reihe ist knapp. Tatséichlich konvergiert >~ k%
fiir jedes n > 1. Das sieht man am leichtesten mit dem Integralvergleichskrite-
rium, das wir noch nicht formulieren kénnen. Es geht aber auch mit der Hand,
siehe unten.

Bemerkung. Reihen sind extrem wichtig, da einige der wichtigsten Funktio-
nen (Sinus und Cosinus, Exponentialfunktion) als Reihen definiert werden. All-
gemein approximieren wir Funktionen durch Reihen und machen sie dadurch
berechenbar. Das Thema wird uns den Rest des Semesters begleiten.
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Konvergenzkriterien

Satz 2.32 (Cauchy-Kriterium). Sei (ay)r>1 eine Folge. Die Reihe Y oo an
konvergiert genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir
alle N > n > ngy gilt

N
| Zak\ <e.
k=n

Beweis: Die Bedingung ist dquivalent dazu, dass die Folge der Partialsummen
eine Cauchy-Folge ist. O

Korollar 2.33. Sei Z;’io ay, konvergent. Dann ist (ax)k>1 eine Nullfolge.

Beweis: Aus dem Cauchykriterium folgt insbesondere (mit N = n), dass es fiir
jedes € > 0 ein ng gibt, so dass fiir alle n > ng gilt |a,| < . Das bedeutet, dass
es sich um eine Nullfolge handelt. O

Beispiel. Die geometrische Reihe Y7o ¢* divergiert fiir |g| > 1, da in diesem
Fall ¢* keine Nullfolge ist.

Lemma 2.34. Sei (ar)r>1 eine Folge nicht-negativer Zahlen. Dann konvergiert
Zkoil ax genau dann, wenn die Folge der Partialsummen beschrdnkt ist.

Beweis: Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen monoton beschrénkt,
also konvergent. Umgekehrt ist eine konvergente Folge beschrénkt. O

Das wertvollste Kriterium erhalten wir durch Vergleich mit einer konvergenten
Reihe. Meist erhalten wir dadurche eine stérkere Eigenschaft, die wir zunéchst
einfithren miissen.

Definition 2.35. Eine Reihe Y, , ai heifit absolut konvergent, wenn Y7~ | |ax]
konvergiert.

Lemma 2.36. FEine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle N > n

N N
DHED
n==k

n=~k

Das Cauchy-Kriterium fiir >, |ax| impliziert daher das Cauchy-Kriterium fiir

E:il ag.. D

Satz 2.37 (Majorantenkriterium). Sei (ax)r>1 eine Folge und (cx)r > 1 eine
Folge nicht-negativer Zahlen mit ¢, > |ag| fiir alle k und Y - | ¢ konvergent.
Dann konvergiert > .-, aj, absolut.
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Beweis: Es gilt Y p_, |ax| < >_p_, ¢x. Die zweite Folge von Partialsummen ist
nach Voraussetzung konvergent, also auch beschrankt. Dann ist es auch die
erste. Nach Kriterium konvergiert die Reihe Yy ; |ak]. O

Beispiel. Die Reihe >~ , k=™ konvergiert fiir m > 2.

Beweis: Wegen k~™ < k=2 geniigt es, m = 2 zu behandeln. In diesem Fall ist
ﬁ > 1%2 Wir haben bereits gesehen, dass die erste Reihe konvergiert, also
nach dem Majorantenkriterium auch die zweite. O

Wir vergleichen insbesondere |ay| < ¢* fiir ¢ < 1.

Satz 2.38 (Quotientenkriterium). Sei (ag)r>1 eine Folge. Sei 0 < ¢ < 1 eine

Zahl mit
an,

<gq

Gn—1

fiir alle n > 2. Dann konvergiert Y- | ai, absolut.

Beweis: Aus der Voraussetzung erhalten wir mit vollstandiger Induktion |a,| <
q" " t|ai|. Wir wenden das Majorantenkriterium an auf ¢, = |a;|¢" ! und die
unendliche geometrische Reihe. O

Beispiel. Es geniigt nicht |a,/a,—1| < 1 vorauszusetzen, wie das Beispiel der
harmonischen Reihe zeigt.

Beispiel. Die Reihe 220:1 % konvergiert. Es ist namlich

1(n-1! 1

n! 1 n

|

fiir n > 2. (Die Folge konvergiert gegen die Eulersche Zahl e, wie wir spéter
noch systematisch diskutieren wollen.)

Satz 2.39 (Wurzelkriterium). Sei (ax)r>1 eine Folge. Sei 0 < ¢ < 1 eine Zahl

mit
Vlan| < q

fiir alle n > 1. Dann konvergiert Z,;“;l ax absolut.

Beweis: Aus der Voraussetzung erhalten wir |a,| < ¢™. Wir wenden wieder das
Majorantenkriterium an auf ¢,, = ¢" und die unendliche geometrische Reihe. [J

Nicht alle Reihen konvergieren absolut. Das prominenteste Beispiel ist >-,2 ; (—1)" .

Satz 2.40 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen). Sei (ax)r>1 eine mo-
notone fallende Nullfolge von positiven Zahlen. Dann konvergiert Z?;l(—l)kak,

Beispiel. Insbesondere konvergiert die alternierende harmonische Reihe, aber
sie konvergiert nicht absolut.
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Beweis des Leibniz-Kriteriums: Sei s,, = Z;’;l ak. Dann ist
Sont2 — S2n = A2pt2 — A2p—1 < 0,
d.h. die Folge (s2p)n>1 ist monoton fallend:
<o <86 < 84 < Sa.
Ebenso ist die Folge der (s2p41)n>1 monoton steigend:
s1<s3<s5<....

Gleichzeitig ist
S9n — Sop—1 = Q2p, > 0 = 52,1 < S2p,

daher wird die Folge der s3, nach unten beschrankt durch s; und konvergiert
gegen S. Daher ist die Folge der ss, 1 nach oben beschrinkt durch s; und
konvergiert gegen S’. Die beiden Grenzwerte stimmen iiberein, da

lim s9, — lim s9,_1 = lim as, = 0.
n— oo n— oo n—oo

Rechenregeln

Lemma 2.41. Seien a =Y ;- a; und b= ;- by konvergent. Dann konver-
gieren auch die Summen und Differenzenfolgen, und es gilt

Z(ak + bk) =axb
k=1

Beweis: Wir wenden Satz 2.9 an. O

Mit Produkten ist es etwas komplizierter. Was erwarten wir?

oo oo 00 oo
E Q. E bl = E akbl = E E akbl
k=1 =1 k,l=1 N=1k+I=N

Das Problem an dieser Rechnung ist, dass wir hier die Reihenfolge der Sum-
manden vertauschen. Warum sollte das erlaubt sein?

Definition 2.42. Seien Y 7 jak, Y o0 bi Reihen. Wir definieren ihr Cauchy-
Produkt als die Reihe Y " c, mit

n—1
Cp = g arbp_i-
k=0
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Satz 2.43 (Cauchy-Produkt-Formel). Seien a = Y p- jar und b = >,° b
absolut konvergent. Dann konvergiert ihr Cauchy-Produkt abolut gegen ab.

Beweis: Wegen |¢,| < > 1 _g|axbn—k| geniigt es den Fall von positiven Rei-
hen zu behandeln, also a; > 0, b; > 0. Dann gilt automatisch auch |c,| =
Z:Zl arby—; > 0. Damit ersparen wir uns die Betragszeichen.

Wir wenden zuerst den Grenzwertsatz an. Cj, = (Z]kY:O an)(zl]io)bn. Dann gilt
nach Satz 2.9 die Gleicheit

lim = ab.
N—o0oCy,

Dies bedeutet: zu € > 0 gibt es Ny, so dass fiir alle N > Ny gilt
Cn—Cny= Y, ab<e
(k,1)eT N

wobei
Py ={(k, D[k, 1 < N}\{(k, )|k, ] < No}

Sei Oy = Zﬁ;o Cp. Wir summieren iiber agb; mit k,l < N mit k +1 < N. Wir
vergleichen mit Cy. Es ist

Cy—Cn= Z aiby
(k,)EAN

wobei Ay = {(k, )|k < N,l < N,k+1> N. Fir N > 2Ny ist Ay C I'y und
daher
Cy—Cn<e.

Hieraus folgt, dass C% — Cn eine Nullfolge ist. Wir haben also
ab= lim Cy = lim Cy
N—o0 N—o00
wie behauptet. O

Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Die Reihe ), _; cca, () heiBit dann
Umordnung von y_p ;. Wir summieren iiber die selben Summanden, aber in
einer anderen Reihenfolge.

Satz 2.44. Sei > ., ax absolut konvergente Reihe mit Grenzwert a. Dann
konvergiert jede Umordnung ebenfalls gegen a.

Beweis: Sei € > 0. Wegen der absoluten Konvergenz gibt es ein ng, so dass fiir
alle n > ng gilt

(oo}
3 il < <.
2
k=n
Hieraus folgt
no—1 fe’e) c
o= > arl =Y al <> k| < -

k=1 k:’ﬂ[) k):’ﬂo
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Sei nun N so grof}, dass
{r(0),7(1),...,7(N)} D{1,2,...,m0 — 1}.

Fiir alle m > N folgt

m m no—1 no—1 s} c
1> Sty —al <D argy— Y al+ D ar—al <Y Iak\+§ <e
k=1 k=1 k=1 k=1 k=ngo

O



Kapitel 3

Funktionen und Stetigkeit

Definition 3.1. FEine Funktion ist eine Abbildung
f+D—=R
wobei D C R eine Teilmenge ist.

Die Komposition von Funktionen ist definiert als die Komposition von Abbil-
dungen. Summe, Differenz, Produkt und Quotienten von Funktionen sind punkt-
weise definiert, also z.B. fir f,g: D - R

(f +9)(x) = f(z) + g(z) fiir alle 2 € D.
(Damit der Quotient definiert ist, muss der Nenner ungleich 0 sein.)

Bemerkung. Die Menge der Funktionen f : D — R ist ein R-Vektorraum,
zusammen mit der Multiplikation sogar eine R-Algebra.

Meist betrachten wir Funktionen, die auf Intervallen definiert sind.

Definition 3.2. Fira,b € R, a <b heifit
[a,b] = {z € Rla <z < b}
abgeschlossenes Intervall von a bis b und
(a,b) = {x € Rla < z < b}
offenes Intervall von a bis b. Weiter sind
(a,b) ={z € Rla < x < b},[a,b) ={xr € Rla <z < b}

die halboffenen Intervalle. Bei offenen Intervallen erlauben auch a,b = +oo,
2.B.
(—00,b) = {z € Rlz < b}, [a,0) = {z € Rla < z}.

41
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Bemerkung. In der Literatur findet sich oft auch ]a, b| fiir (a,b).

Stetigkeit ist die Eigenschaft einer Funktion, die erlaubt, sie mit Ndherungsme-
thoden zu berechnen. Wenn wir nahe genug an den Punkt « herangehen, kénnen
wir den Funktionswert mit vorgegebener Genauigkeit berechnen.

Wir betrachten die folgenden Beispiele:
Beispiel. (i) id: R — R mit = — z.
(i) |-|: R — R mit x — |z|.
(iii) f:R— Rmit f(z) =0 fiir <0 und f(z) =1 fir z > 0.

(iv) Die Gaupklammer [-] : R — R wobei [z] die grofite ganze Zahl kleiner
gleich z ist (der “Vorkommateil”).

(v) g: R — R mit g(x) =0 fiir x # 0 und ¢(0) = 1.
(vi) h:R — R mit A(z) =0 fiir x € Q und g(z) =1 fir x e R\ Q.
Definition 3.3. Sei f : D — R mit D C R eine Funktion. Sei a € D.

(i) Wir sagen
lim f(z) =0,

T—a

(der Grenzwert von f fiir x gegen a) wenn gilt lim, _ f(x,) = b fir alle
Folgen (z)n>1 in D mit Grenzwert a.

(i) Die Funktion f heifit stetig in a, falls fir
lim £(2) = f(a).

(iii) Die Funktion heifst stetig oder stetig auf D, falls sie in allen Punkten von
D stetig ist.

Beispiel. In den obigen Beispielen:
e id und |- | sind stetig auf R.
e [] ist unstetig in x € Z, f und g unstetig in 0.

e h ist unstetig in allen Punkten = € R.

Beweis: Sei x € R. Dann gibt es eine Folge (¢, )n>1 von rationalen Zahlen,
die gegen x konvergiert. Es gilt also

lim f(gn) = lim 0=0# f(z) = 1.

n—oo

Sei X in R \ Q. Dann gibt es eine Folge (x,,),> von irrationalen Zahlen,
die gegen = konvergiert. Es gilt also

li_)m flz,) = le 1=1%# f(z) =0.
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Satz 3.4. Seien f,g: D — R Funktionen mit D C R, die in einem a € D stetig
sind. Sei A € R. Dann gilt:

(i) \f ist stetig in a.
(i) [+ g und f — g sind stetig in a.
(iii) fg ist stetig in a.
(iv) Ist g(x) # 0 fiir x € D, so ist f/g stetig in a.

Beweis: Wir wenden die Grenzwertsétze 2.9 an. Z.B: Sei (ap)n,>1 eine Folge
in D mit Grenzwert a. Nach Voraussetzung gilt lim, , f(a,) = f(a) und
lim, 00 g(an) = g(a). Daher folgt mit Satz 2.9 (ii)

nan;o(f +g)(a,) = nILH;O(f(an) + g(an))
= lim f(an) + lim g(an) = f(a) +g(a) = (f +g)(a).

Nach Definition ist f + g stetig in a.
Die anderen Aussagen werden genauso iiberpriift. O

Wir kennen bereits die stetige Funktion x +— . Durch mehrfaches Anwenden
des Satzes sehen wir, dass auch = + 223 — mx + /19 stetig ist.

Definition 3.5. Eine Funktion P : D — R heif$t Polynomfunktion, wenn sie
von der Form

fiir festes n € Ny, ag,...,a, € R ist. Der Grad von P ist das maximale i mit
a; 7é 0.

Eine Funktion heifit rationale Funktion R, wenn sie von der Form R = P/Q
mit Polynomfunktionen P,Q ist, so dass Q(x) # 0 auf D.

Polynomfunktionen sind auf D = R definiert, rationale Funktionen auf einer
kleineren Menge.

Korollar 3.6. Sei R : D — R eine rationale Funktion. Dann ist R stetig in
allen Punkten von D.

Beweis: Konstante Funktionen sind stetig, ebenso x — . Mit Satz 3.4 sind dann
alle Polynomfunktionen stetig. Nach Definition ist R = P/Q mit Q(x) # 0 fiir
x € D. Wieder nach dem Satz ist auch R stetig. O

Bemerkung. Die Funktion 2 — 1/x ist stetig auf R ~ {0}. In 0 ist sie nicht
etwa unstetig, sondern einfach nicht definiert.
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Lemma 3.7. Seien f : D — R und g : E — R Funktionen mit D C R,
f(D) C ECR. Sei f stetig in a € D und g stetig in f(a). Dann ist go f stetig
ma.

Beweis: Sei (an)n>1 eine Folge in D mit Grenzwert a. Da f stetig ist, konvergiert
f(an) gegen f(a). Da g stetig ist, konvergiert g(f(ay)) gegen g(f(a)). Damit ist
g o f stetig in a. O

Beispiel. Sei f stetig auf D. Dann ist auch |f| stetig auf D.

Alternative Charakterisierungen
Definition 3.8. (i) Wir sagen

lim f(z) =0 bzw. lim =b

z—a~ z—at
, (der linksseitige bzw. rechtsseitige Grenzwert von f fiir x gegen a) wenn
gilt lim,,_, o0 f(xn) = b fiir alle Folgen (zy)n>1 in D mit x,, < a bzw. z,, >
a und mit Grenzwert a. (Wenn keine solche Folge existiert, so existiert
auch der Grenzwert nicht.)

(i) f ist linksseitig bzw. rechtsseitig stetig in a, falls lim,_,,- f(z) = f(a)
bzw. lim,_,,+ f(z) = f(a).

Beispiel. In den obigen Beispielen: Die Funktion [-] ist rechtsseitig stetig, denn
lim, 4+ [2] = [a].

Die Funktion g mit g(z) = 0 fiir « # 0, g(0) = 1 hat lim,_,o+ g(z) = 0. Sie ist
weder links- noch rechtsseitig stetig.

Lemma 3.9. Sei D = (a,b), f: D = R, zg € D. Dann ist f genau dann stetig
in f, wenn f rechts- und linksseitig stetig ist. Es gilt dann

lim+ flz) = lim f(x)= f(zo) = lim f(x).

T—x] Ty T—To

Beweis: Wenn f stetig ist, so konvergiert fiir jede Folge (z,,)p>1 mit z,, € D
und Grenzwert o die Bildfolge (f(z,))n>1 gegen f(zo). Nach Definition ist sie
daher auch links- und rechtsseitig stetig.

Sei umgekehrt f links- und rechtsseitig stetig in xg. Wir betrachen eine be-
liebige Folge (z,,)n>1 in D mit Grenzwert z¢. Die Indexmenge N zerfillt in
drei diskunkte Teilmengen I* = {n € N|z, > z¢}, I~ = {z € Nz, < 0},
I° = {n € N|z, = a}. Dies definiert drei (eventuell endliche) Teilfolgen von
(xn)n>1. Jede der drei hat nach Voraussetzung den Grenzwert f(zg). Also hat
auch die Gesamtfolge den Grenzwert f(zo) (Ubungsaufgabe). O

Wie bei den Grenzwerten von Folgen kann man auch bei Grenzwerten von Funk-
tionen mit +o0o rechnen.

Man kann Stetigkeit auch ganz ohne Folgen diskutieren.
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Satz 3.10 (e-d-Kriterium). Sei D C R und f : D — R eine Funktion, a € D.
Dann ist f genau dann stetig in a, wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle x € DN (a — d,a + 0) gilt

|f(z) = fla)| <e.

Beweis: Sei zunéchst das e-0-Kriterium erfiillt. Wir zeigen Stetigkeit in a. Sei
(zn)n>1 eine Folge in D mit Grenzwert a. Wir zeigen lim,,_, o f(x,) = f(a). Sei
€ > 0. Nach Voraussetzung gibt es ¢ mit |f(z) — f(a)| < € fiir alle z € D mit
|z — a] < 6. Da die Folge der (z,),>1 konvergiert, gibt es ng so dass fiir alle
n > ng gilt |z, —a| < 0. Fur diese n > ng gilt also |f(z,) — f(a)| < &, wie zu
zeigen war.

Sei umgekehrt das Kriterium ist verletzt. Dann gibt es ein € > 0, so dass es fiir
jedes § > 0 ein Element 25 € (a — §,a + 0) gibt mit |f(z5) — f(a)] > . Wir
wéhlen §,, = 1/n. Dann bilden die (zs,) eine Folge mit Grenzwert a, fiir die
f(xs,) nicht gegen f(a) konvergiert. Daher ist lim,_,, f(z) # f(a). O

Bemerkung. Man beachte, dass § nicht nur von ¢, sondern auch von a abhéingt!

Beispiel. Sei f(x) =1/x auf D = (0, 00). Wir betrachten £ = 1. Angenommen,
es gibt ein § > 0, so dass fiir alle a > 0 gilt

|f(z) = fla)] <1

fiir alle |z — a| < 0. Sei 2n > 6~*. Dann gilt fir a = 1 und = = ;- einerseits
1 1 1
—al=|7———|=—-<90
o —al 2n  n 2n
anderseits

[f(z) — fla)] = [2n —n|=n <1.
Fiir n > 1 ist diese Bedingung verletzt.

Definition 3.11. FEine Funktion f : D — R heifit gleichméfig stetig, wenn es
fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle x,2’ € D mit |x — 2’| < § gilt

|f(z) = f(a")| <e.
Beispiel. Die Funktion z + 2z ist gleichméBig stetig auf R mit § = 5.

Wir werden interessantere Beispiele kennenlernen. Die Bedingung wird beim
Integrieren relevant.

Satz 3.12 (Gleichmiflige Stetigkeit). Sei f : [a,b] — R stetige Funktion auf
einem abgeschlossenen beschrdnkten Intervall. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis: Angenommen, f ist nicht gleichméflig stetig. Dann gibt es ein ¢ > 0,
so dass fiir jedes 6 > 0 Punkte x5, 2% in [a, ] existieren mit

x5 — 25| < 9, 1f(xs) — f(x5)] > e
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Wir withlen 6 = 1/n und erhalten zwei Folgen z,, und 2], mit
| — 2| < 1/n, [ f(zn) = f(20)] = €.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat die Folge z,, eine konvergente Teil-
folge (xy,(x))x>1 mit Grenzwert c. Sie hat nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
eine Teilfolge (Tpn(k(m)))m>1, so dass die Folge der zugehdrigen (27, (,)))m>1
ebenfalls konvergiert. Da x,, — 2/, gegen Null konvergiert, haben die beiden Teil-
folgen den selben Grenzwert. Da f stetig ist, folgt

e < n}gnoo |f($n(k(m))) - f(m/n(k(m)))‘
= |f(w}i_13f1Oo T (k(m)))) — f(n}i_fgo T wmy)| = 1£(€) = f(c)| = 0.

Dies ist ein Widerspruch. Daher ist die Funktion gleichméfig stetig. O

Sitze iliber stetige Funktionen

Satz 3.13 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf
einem abgeschlossenen, beschrinkten Intervall. Sei f(a) < 0 und f(b) > 0.
Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(x) = 0.

Bemerkung. Der Beweis enthélt einen Algorithmus zur Nullstellenbestim-
mung!

Beweis: Wir definieren eine monoton steigende Folge (a,,),>0 und eine monoton
fallende Folge (b, )n>0 mit an, < by, by —an, = 27" (b—a) und f(a,) <0 < f(by,).
Esist a # b, da f(a) < 0 < f(b). Sei ap = a, bp = b. Wir betrachten ¢y =
1(ao + bo), den Mittelpunkt des Intervalls.

e Falls f(co) = 0, so haben wir eine Nullstelle gefunden.
e Falls f(cp) < 0, so setzen wir a; = ¢g, by = by.
e Falls f(cp) > 0, so setzen wir a; = ag, by = ¢o.

Dann gilt nach Konstruktion by —a; = 1/2(bg—ay). Dieses Vorgehen wiederholen
wir. Wir betrachten jeweils ¢, = (b, —¢,,) und f(c,). Je nach Vorzeichen setzen
Wir ¢, = Gp41 oder ¢, = by1.

Als monoton wachsende bzw. fallende und beschrinkte Folgen existieren die
Grenzwerte lim,,_,o a, und lim,_,. b,. Da die Differenz (b, — an)n>0 eine
Nullfolge bilden, stimmen die Grenzwerte iiberein. Sei ¢ der Grenzwert. We-
gen f(an) < 0 und der Stetigkeit von f folgt

£(0) = lim f(a,) <0.

Genauso folgt

fle) = Tim f(bn) = 0.

n— oo

Zusammen ist f(c¢) = 0, und wir haben unsere Nullstelle gefunden. O
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Beispiel. Sei a > 0. Dann hat 22 = a eine Losung in R.

Beweis: Es geniigt, den Fall a > 1 zu betrachten. Wir betrachten f(z) = 2% —a.

Fiir x = 0 hat die Funktion einen negativen Wert. Fiir x = a hat sie den Wert
a> —a = a(la — 1) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz hat die Funktion eine
Nullstelle in [0, a]. O

Korollar 3.14. Sei P : R — R eine Polynomfunktion ungeraden Grades. Dann
hat P eine Nullstelle.

Beweis: Wir wollen den Zwischenwertsatz anwenden. Wir suchen daher eine
Stelle, an der das Polynom einen negativen Wert hat und eine Stelle, an der es
einen positiven Wert hat.

Sei P(z) = > ,a;z" mit a; € R, a, # 0 und n ungerade. Ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit ist a,, = 1 (andernfalls dividieren wir durch a,).

Fiir x > 0 ist 2™ > 0. Wir schétzen wir mit der Dreiecksungleichung ab

n—1 n—1
P(x) = 2" + Z a;z’ > " — Z |a;|z*.
=0 1=0

Sei M = maxa;li =1,...,n— 1 und x > 1, also 2"~ ! > 2 fiir i < n — 1. Dann
konnen wir weiter abschétzen:

n—1 n—1
E la;|z" < E Mzt =nMaz" L,
i=0 i=0

Fir x > nM erhalten wir also
P(z) > 0.

Fir z > 0 ist 2" < 0, da n ungerade ist. Eine analoge Abschéitzung liefert
P(x) < 0 fiir = sehr negativ. Sei also 2= € R mit P(z7) < 0 und =+ € R mit
P(x*) > 0. Wir wenden den Zwischenwertsatz an auf die stetige Funktion P
im Intervall [z, 7] und erhalten eine Nullstelle. O

Beispiel. Wie das Beispiel 22 + 1 zeigt, hat nicht jedes Polynom eine Nullstelle
in R.

Wir halten fest, was wir im Beweis des Beispiels gezeigt haben.
Lemma 3.15. Sei P : R — R eine nicht-konstante Polynomfunktion. Dann gilt

lim P(z) — oo

T—r00
und
P
lim P(z) - 00 hat geraden Grad
T——00 —oo P hat ungeraden Grad
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Beweis: Siehe Rechnungen im Beweis des Beispiels. O

Satz 3.16 (Minimum und Maximum). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funk-
tion auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall. Dann ist die Funktion
beschrdankt und nimmt ihr Minimum und Maximum an, d.h. es gibt Stellen x,,
und xpr in [a,b], so dass

f(xm) = min f(.’E), .f(mJVI) = Inax f((E)

z€[a,b] z€la,b]

Beweis: Sei A = sup{f(z)|z € [a,b]}. Hier erlauben wir A = oo, falls die
Menge unbeschrinkt ist. Dann gibt es eine Folge (z,)n>1 in [a,b], so dass
lim, o0 f(zn) = A. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass (Korollar 2.24)
hat die Folge der z,, eine konvergente Teilfolge, da [a, b] beschrinkt ist. Wir er-
setzen (Z,)n>1 durch diese Teilfolge. Sei xpr = limy,—yo0 . Wegen a < z,, <b
fiir alle n gilt auch a < x5 < b, d.h. zps € [a,b]. Weiter ist wegen der Stetigkeit
von f

flzp) = f(lim z,) = lim f(x,) = A.

n— oo n—oo

Die Konstruktion von z,, geht analog. O

Wir fassen die beiden Sitze zusammen:

Korollar 3.17. Sei f : D — R stetig, [a,b] C D ein beschrinktes, abgeschlos-
senes Intervall. Dann ist f([a,b]) ebenfalls ein beschrinktes abgeschlossenes In-
tervall.

Beweis: Nach dem Satz iiber Minimum und Maximum, liegen alle Werte in
einem Intervall [¢,d] und die Randwerte werden in z,, und x); angenommen.
Wir behaupten nun, dass auch jeder Wert dazwischen angenommen wird. Sei
also ¢ < y < d. Wir wenden den Zwischenwertsatz an auf die stetige Funktion
g = f—y und das Intervall [x,,, zp] C D. Esist g(x) = f(zm) —y=c—y <0
und g(xp) = f(xpm) —y = d —y > 0. Nach dem Zwischenwertsatz hat g eine
Nullstelle. Also nimmt f den Wert y an. O

Bemerkung. In der Sprache der Topologie: Abgeschlossene beschrinkte In-
tervalle sind die kompakt zusammenhéngenden Teilmengen in R. Bilder von
kompakten bzw. zusammenhingenden Mengen unter stetigen Abbildungen sind
kompakt bzw. zusammenhéngend. Auf diesen abstrakteren Standpunkt werden
wir spéitenstens zuriickkommen, wenn wir Funktionen in mehreren Variablen
behandeln.

Ist eine stetige Funktion f : [a,b] — R zusiitzlich streng monoton wachsend, so
erhalten wir sogar eine bijektive Abbildung [a,b] — [f(a), f(b)], denn sie nimmt
ihr Minimum in ¢ und ihr Maximum in b an. Sie hat also eine Umkehrfunktion.

Satz 3.18. Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann ist
Lt [f(a), f(b)] = R ebenfalls stetig.
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Beweis: Wir schreiben g = f~1. Wir betrachten eine Folge (z,,),>1 in [f(a), f(b)]
mit Grenzwert x. Wir betrachten (v, ),>1 mit y, = g(x,,). Zu zeigen ist lim,, o0 Y, =
9(z).
Die Folge (yn)n>1 liegt in [a,b], ist also beschrinkt. Sei y ein Haufungspunkt.
Sei (Yn(r))x>1 eine zugehorige Teilfolge mit Grenzwert y. Wegen der Stetigkeit
von f folgt

e f(ynw) = f(y)-

— 00

Nach Definition ist f(y,x)) = f(9(®n(x))) = Tn) und daher f(y) = x und nach
Definition y = g(z). Damit sind alle Hiufungspunkte der Folge (y,)n>1 gleich.
Die Folge konvergiert also gegen g(z). O



50

KAPITEL 3. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT



Kapitel 4

Elementare Funktionen und
Potenzreihen

Wir wollen uns mit der Exponentialfunktion beschéftigen und den trigonome-
trischen Funktionen Sinus und Cosinus.

Die naive Definition der Exponentialfunktion geht vom Potenzieren aus. Sei a >
1. Wir wissen, was a™ fiir n € Z bedeutet. Fiir n,m € Z mit m # 0 definieren
wir

am =

m an
(Die Existenz dieser Wurzeln ist eine Ubungsaufgabe). Fiir eine reelle Zahl z
setzen wir schlieflich

a® = lim o™

n—oo

wobel (z,)n>1 eine Folge von rationalen Zahlen ist mit Grenzwert z. Fiir die
Wohldefiniertheit miissten wir in dieser Definition hart arbeiten. Wir gehen
daher ganz anders vor.
Ahnlich ist die Situation bei den trigonometrischen Funktionen. Wir betrachten
ein rechtwinklinges Dreieck mit Offungswinkel x (gemessen als Bogenlénge ent-
lang dem Einheitskreis) und Hypothenuse der Lénge 1. Dieses Dreieck definiert
einen Punkt auf dem Einheitskreis in R?. Seine Koodianten sind (sin(z), cos(r)).
Auch hier gehen wir ganz anders vor.

Exponentialfunktion

Definition 4.1. Seiexp(z) =Y -, %;: Dies definiert die Exponentialfunktion.

Lemma 4.2. Die Reihe konvergiert absolut fir alle x.

51
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Beweis: Wir benutzen das Quotientenkriterium fiir ay = ¥ /k!. Wir erhalten

apr | | @R a2
ap | |(k+1D)zk| k1
Dies ist eine Nullfolge. Es gibt also ein ko, so dass |z|/(k + 1) < 1/2 fiir alle
k > ko. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe absolut. O

Es gilt exp(0) = 1. Die Zahl e = exp(1) heiit Fulersche Zahl.

Satz 4.3. FEs gilt

exp(x) exp(y) = exp(z +v), exp(—z) = exp(z)~ L.

Beweis: Die Reihen konvergieren absolut, daher diirfen wir das Produkt der
Grenzwerte als Cauchy-Produkt ausrechnen. Es gilt

T e Y zty!
2 T2 2 T
=0 7=0 n=01i+j=n

Wir rechnen weiter mit den Binomialkoeffizienten

(1) = a=a

und erhalten mit der binomischen Formel

exple)exp(s) = 3 3 3 (1)l = 3 it )" = explo )
n=0 " i=0 n=0

Die zweite Formel folgt wegen

exp(z) exp(—x) = exp(0) = 1.
O

Korollar 4.4. Fir xz € R gilt exp(x) > 0. Die Funktion ist streng monoton
wachsend auf R und nach oben unbeschrinkt.

Beweis: Fir > 0 ist die Reihe offensichtlich groBer 1. Fiir z < 0 ist exp(x) =
exp(—z)~! mit —z > 0 ebenfalls positiv.
Sei schlieflich @ € R, b = a + d mit § > 0. Dann gilt

exp(b) _ exp(a) exp(d) _ exp(d) > 1

expla)  expla)

Hieraus folgt

exp(b) > exp(a).
Wir wollen noch zeigen, dass exp unbeschriinkt ist. Sei > 1. Dann ist exp(z) =
g mit ¢ > 1. Es folgt

lim exp(nz) = lim ¢" — oo.
n—0o0 n— oo
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Als néchstes wollen wir die Funktion auf Stetigkeit untersuchen. Dies erledigen
wir gleich in groflerer Allgemeinheit, ndmlich fiir alle Potenzreihen. Wir wollen
dabei auBlerdem komplexe Argumente z € C erlauben.

Komplexe Folgen

Eine komplexe Zahl hat stets eindeutig die Form z = z + iy mit x,y € R. Die
Zahl z heifit Realteil von z. Die Zahl y heif3t Imagindrteil von z. Sie hat den

Absolutbetrag
2| = Va? +y2.

Die Konvergenz von Folgen (a,,),>1 und Reihen 2;021 aj, wird wortlich so defi-
niert wie die Konvergenz von reellen Folgen. Alle Satze gelten weiterhin, wenn
Monotonie nicht erwéhnt wird. Insbesondere gelten die gleichen Konvergenz-
und Stetigkeitskriterien. Die Beweise bleiben entweder wortlich giiltig, oder wir
erhalten den komplexen aus dem reellen Satz, denn wir haben die folgende
Abschétzung:

Lemma 4.5. Sei z=x+ iy € C mit x,y € R. Dann gilt
=], [yl < |2 < || + |yl

Beweis: Es gilt
|z] = Va2 < Vx?2 +y2 = |z|.

Die zweite Aussage ist ein Spezialfall der Dreiecksungleichung. O

Korollar 4.6. FEine Folge von komplexen Zahlen konvergiert genau dann, wenn
die Folge ihrer Real- und die Folge ihrer Imagindrteile konvergiert.

Beweis: Sei z, = x, + iy, und = + iy = z = lim,_, o0 2. Sei € > 0. Dann gibt
es ng, so dass fiir alle n > ng

|z — zn| < e.

Wegen |z — x,| < |z — 2z,| konvergiert dann die Folge der z,, gegen . Ebenso
argumentieren wir fiir lim, oo ¥, = y.

Sei umgekehrt = lim,, 00 Tn, ¥ = lim, oo Yn- Sei € > 0. Dann gibt es ng, so
dass fiir alle n > ng gilt

|z — 2n| < e/2,|y —yn| <e/2.

Wegen |z — zp| < |z — zp| + |y — yn| < € konvergiert dann die Folge (zn)n>1
gegen x + 1y. O

Auch die Aussagen iiber absolute Konvergenz von Reihen und Cauchy-Produkte
gelten weiterhin.
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Potenzreihen

Definition 4.7. Fine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

o0
Z ar(z — zo)k
k=0

fir eine komplexe Folge (ak)r>o0, festes zo € C und z € C.

Das beste Konvergenzkriterium ist hier das Wurzelkriterium. Wir betrachten

also
/lar(z = 20)*| = Vlax| |z = 20l

Damit die Reihe konvergiert, muss dies kleiner als 1 sein.

Definition 4.8. Sei (ax)r>0 eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit der Kehr-

wert r von
t = limsup v/|ax|

Konvergenzradius der Potenzreihe Y oo ar(z — z0)".

Beispiel. Die geometrische Reihe ZZOZO 2* hat den Konvergenzradius 1, denn
ap = 1 impliziert limsup,_, . ¥1 = 1.

Satz 4.9. Sei Y 2, ar(2—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Dann
konvergiert die Reihe absolut fiir |z — zo| < r und sie divergiert fir |z — zg| > r.
Genauer: ist v’ < r, so gibt es fir alle z mit |z — 29| < 1’ eine konvergente Reihe
> neo bn positiver Zahlen mit |ay(z — z0)* < by,

Potenzreihen konvergieren also auf Kreisscheiben, im reellen Bild auf Intervallen
um 0.

Beweis: Ohne Einschrankung ist zop = 0. Wir wenden das Wurzelkriterium an.
Sei |z| <7’ < r. Dann gilt

limsup {/|ax|r'® = limsup &/|ag|r’ < r~tr = 1.
k—o0

k—o0

Sei 1 > ¢ >0, z.B. ¢ = 1/2. Dann gibt es also ein kg, so dass fiir alle k > kg

gilt {/|ag|r'® < 1 — ¢ = ¢. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe
absolut. Genauer: fiir k > kg gilt |ag2¥| < ¢*. Wir setzen by, = ¢* fiir k > ko
und by, = |az 2" fiir k < ko. Die Reihe ZZO:O b, konvergiert, da die geometrische
Reihe konvergiert. O

Bemerkung. Uber die Konvergenz auf dem Kreisrand |z — 29| = 7 kénnen wir
nichts sagen, wie das Beispiel Y -, % zeigt. Die Reihe divergiert in x = 1 und
konvergiert in z = —1. (Es handelt sich iibrigens um die Reihe zu —In(1 — 2).
Einfach termweise differenizieren, wie wir spéiter noch begriinden werden.)
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Praktischer ist oft das Quotientenkriterium.

Satz 4.10. Sei (ag)k>0 eine Folge, so dass ay, # 0 fir k geniigend grof. (D.h. es
gibt ein ko, so dass a, # 0 fir allek > ko). Wenn t = limg_, o0 ar41/ax existiert,
dann ist r = t=' der Konvergenzradius der Potenzreihe Y - ap(z — 20)*.

Beweis: Mit derselben Argumentation wie fiir eben sehen wir, dass die Reihe
konvergiert fiir |z| < ¢~! und divergiert fiir |z| > ¢t~!. Dann muss ¢! der
Konvergenzradius sein. O

Beispiel. Die Exponentialreihe hat den Konvergenzradius oo, denn agy1/ax =
1/(k + 1) hat den Grenzwert 0.

Wir wollen nun von der Stetigkeit der Partialsummen Zﬁ;o ar(z — z0)* auf die
Stetigkeit der Grenzfunktion schlieflen. Dabei gibt es jedoch eine Komplikation.

Definition 4.11. Sei (f,,)n>0 eine Folge von Funktionen f,, : D — C mit D C
C. Wir sagen, die Folge konv_ergiert punktweise gegen eine Funktion f : D — C,
wenn fir jedes z € D die Folge (fn(2))n>0 gegen f(z) konvergiert. Wir schreiben
Die Folge konvergiert gleichméBig gegen f, wenn es fir jedes € > 0 ein ng gibt,
so dass

[fn(z) = f(2)] <e

fiir alle n > ng und alle z € D.

Im zweiten Fall hangt ng nicht von z € D ab! Gleichméfig konvergente Folgen
von Funktionen sind punktweise konvergent, umgekehrt nicht unbedingt.

Lemma 4.12. Sei Y ;- ar(z — 20)¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r. Dann konvergiert die Folge der Partialsummen gleichmdfSig auf jeder Kreis-
scheibe {z € Cl|z| < 7'} mit 0 < v/ <r.

Beweis: Wie in Satz 4.9 gezeigt, konnen wir abschétzen

Z lan(z — 20)F| < Zbk.
k=0 k=1

Dabei hingen die by nur von 7/, nicht aber von z ab. Sei nun € > 0. Dann gibt
es ng, so dass | Y po b| < e fiir alle n > ng. Es folgt

o0 o0 o0
|Zak(z—zo)k| < Z lax]|z — zo0l* < Zbk <e
k=n

k=n k=n
Die Folge der Partialsummen konvergiert gleichméfig. O

Satz 4.13. Sei (fn)n>0 eine gleichmdiflig konvergente Folge von stetigen Funk-
tionen f, : D — C fiir D C C. Dann ist die Grenzfunktion f = lim, .o fn
stetig.
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Beweis: Sei zg € D. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ng, so dass fiir alle n > ng und
z € D gilt
|fn(2) = f(2)] < /3.
Die Funktion f,, ist stetig. Also gibt es § > 0, so dass fiir |z — zo| < § folgt
|fno(z) - f‘no(20| < &‘/3

Wir setzen zusammen: fiir z € D mit |z — zp| < 0 gilt

|f(2) = f(20) < |f(2) = fao ()] + | fro (2) = fro (20)| + [ o (20) — f(20)] <e.
Die Funktion f ist stetig. O

Korollar 4.14. Sei Y 7 jar(z — 20)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r. Dann ist die durch die Reihe definierte Funktion auf {z||z — zo| < r} stetig.

Beweis: Wir iiberpriifen Stetigkeit in z;. Wir wihlen ' < r mit |21 — 20| < ¢.
Dann konvergiert die Reihe gleichmiflig auf der Kreisscheibe mit Radius 7' und
nach dem Kriterium ist die Grenzfunktion dort stetig, insbesondere ist sie in z;
stetig. O

Korollar 4.15. Die Ezponentialfunktion ist stetig.

Beweis: Nach Definition ist sie eine Potenzreihe. Wir haben gesehen, dass der
Konvergenzradius oo ist. O

Korollar 4.16. Die Fxponentialfunktion ist eine bijektive Funktion
exp: R — Ryg = {z € Rz > 0}.
Es gilt lim,_, _ o exp(x) = 0.

Beweis: Fiir x > 0 ist die Funktion unbeschrankt. In = 0 nimmt sie den Wert
1 an. Nach dem Zwischenwertsatz nimmt sie also jeden Wert zwischen 1 und oo
an. Fiir z < 0 ist exp(z) = exp(—x)~!. Nach den Grenzwertsiitzen folgt
1 : -1 1

lim exp(t)”™ = — =0.

lim exp(z) = lim exp(—z)~ =,
— —>00 00

rT——00 T——00

Wir haben also die Surjektivitdt in der angegebenen Weise verifiziert. Die In-
jektivitat folgt aus der strengen Monotonie. O

Definition 4.17. Der (natiirliche) Logarithmus
log:Rsg — R

ist definiert also die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, d.h. log(exp(x)) =
x fir alle v € R.
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Bemerkung. In der Mathematik ist die Notation log iiblich. In technischen
Disziplinen schreibt man oft In und meint mit log den dekadischen Logarithmus.

Korollar 4.18. Die Logarithmusfunktion ist stetig. Sie erfillt

(i) log(1) = 0.
(ii) log(wy) = log(x) + log(y).

(#i) lim,_,0log(x) — —o0, limg_ o log(z) — oo.

Beweis: Sie ist die Umkehrfunktion einer streng monotonen stetigen Funktion.
Die Rechenregeln folgen aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion. O

Definition 4.19. Seia > 0, z € C. Wir definieren
a® = exp(log(a)z).
Aus den Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion folgt a®a¥ = a®*¥ und a' =
a.
Trigonometrische Funktion

Definition 4.20. Wir definieren die Sinusfunktion

sin: C—C
durch die Potenzreihe
e 52k+1
sin(z kZ:O 2k +1)!
Wir definieren die Kosinusfunktion
cos:C—C
durch die Potenzreihe - o
6 2
cos(z) = kZ:O(—l) k!

Lemma 4.21. Sinus- und Kosinusreihe haben den Konvergenzradius co. Fir
z € R nehmen sie reelle Werte an.

Beweis: Wir betrachten aj = (( Dk 7 mit lax| = Dies ist eine Teilfolge

1
2k+1 @k+D)1-
der Koeffizientenfogle der Exponentialfunktion, daher hat sie den gleichen Limes

superior. Das Argument fiir Kosinus ist genauso.

Beim Einsetzen von reellen Werten erhalten wir reelle Folgen, also auch reelle
Grenzwerte. O
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Korollar 4.22. Sinus und Kosinus sind stetig.

Beweis: Potenzreihen sind innerhalb des Konvergenzradiuses stetig. O
Satz 4.23. (i) sin ist ungerade, d.h. sin(—z) = —sin(z) fir alle z € C.
(ii) cos ist gerade, d.h. cos(—z) = cos(z) fiir alle z € C.

(#4i) exp(i-) = cos +isin.

(vi) sin? 4 cos? = 1

Beweis: Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich in der Reihendarstellung.
Wir berechnen die dritte Formel:

oo Zn
exp(iz) = Z it
— nl

Wir spalten in gerade und ungerade n auf und erhalten

>, 22k .\ ey 22
exp(iz) = kz_oz k! + kz_oz h D)

Wegen i?F = (—1)* ist das erste gerade die Kosinusreihe. Wegen i2~1 = j(—1)*
ist das zweite gerade ¢ mal die Sinusreihe.
Wir erhalten auflerdem

exp(—iz) = cos(—z) + isin(—z) = cos(z) — isin(z).

Durch Addieren bzw. Subtrahieren der Ausdriicke fiir exp(iz) und exp(—iz)
erhalten wir die Formen fiir sin(z) und cos(z).

Wir quadrieren und setzen ein:

1 1
sin? z + cos® z = = (exp(2iz) — 2 + exp(—2iz)) + 1 (exp(2iz) + 2 + exp(—2iz))
=1.

O

Korollar 4.24. AufR nehmen sin und cos nur Werte in [—1,1] an. Firz € R
gilt
exp(iz) = cos(x) + isin(z)

und diese Zahl hat den Absolutbetrag 1.
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Beweis: Beides folgt aus der Bedingung sin? z + cos?z = 1 und der Information,
dass die Werte reell sind. O

Hieraus folgen weitere Identitéten, indem wir exp(iz)exp(iy) auf zwei Weisen
berechnen. Einerseits

exp(iz) exp(iy) = exp(i(x + y)) = cos(x + y) + isin(zr + y)

andererseits

exp(ix) exp(iy) = (cos(x) + isin(z))(cos(y) + isin(y))

= cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) + i(cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y))

Korollar 4.25 (Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus). Fir x,y € R gilt

(i) cos(xz +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

(i) sin(x + y) = cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y).
Beweis: Wir vergleichen in der obigen Rechnung Realteil und Imaginérteil. O

Unser néchstes Ziel ist es, eine Nullstelle von Cosinus zu finden. Wegen des Zwi-
schenwertsatzes geniigt es dafiir, eine Stelle anzugegeben, an der die Funktion
negativ ist.

Lemma 4.26. (i) Die Funktion sin : R — R ist auf [0, 2] grdfer gleich 0.
(i) Es gilt cos(2) < 0.

Beweis: Wir betrachten die Reihe und fassen je zwei Terme zusammen:

x> x® 27

X

fi 175072 +£5 lfﬁ +
T 2.3 5 6-7

Fiir « € (0, 2] ist jeder dieser Summenden positiv: der Vorfaktor ist positiv; der
Ausdruck in der Klammer ist von der Form

sin(z) =

22 22
- s o
KE+D) 2.3

Ebenso gehen wir fiir Cosinus vor, setzen aber direkt x = 2.

22 2t 96
IR
2 24

26 22 210 22
s (=== ) -2 (1- -
6! 7-8 10! 11-12
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Die ersten drei Summanden sind zusammen 1 — 2 + % < 0. In jedem weiteren
Summanden ist der Vorfaktor negativ und der Klammerausdruck wieder positiv.
O

Definition 4.27. Seiw € [0,4] die kleinste reelle Zahl mit cos(mw/2) = 0.

Lemma 4.28. 7 ist wohldefiniert.

Beweis: cos(0) = 1, cos(2) < 0 und cos ist stetig. Die Nullstelle existiert nach
dem Zwischenwertsatz. Wir betrachten alle z € [0,2] mit cos(z) = 0. Diese
Menge hat ein Infimum zo € [0, 2]. Wegen der Stetigkeit von cos ist cos(zg) =
0. O

Satz 4.29. (i) sin(7/2) = 1, exp(in/2) = i.
(ii) exp ist 2mwi-periodisch, d.h. fir alle z € C gilt

exp(z + 2mi) = exp(z).

(i4i) Die Funktionen sin, cos sind 2m-periodisch, d.h. fir alle z € C gilt

sin(z 4 2mw) = sin(z), cos(z + 27) = cos(z).

(iv) Fir alle z € C gilt cos(z) = sin(z + 7/2).
(v) sin und cos sind auf [0, 7/2] streng monoton wachsend bzw. fallend.

Beweis: Wegen 1 = sin(m/2)? + cos(n/2)? = sin(r/2)? gilt sin(7/2) = =+1.
Wegen sin(z) > 0 in [0, 2] ist der Wert positiv, also 1. Aus der Formel 4.24 folgt

exp(im/2) = cos(m/2) +isin(m/2) =0+i-1=1.

Daher ist
exp(2mi) = exp(in/2)* = i* = 1.

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion folgt dann die Periodi-
zitét von exp. Hieraus folgt mit Formel (iv) und (v) aus Satz 4.23 die Periodizitiit
fiir sin und cos.
Wir betrachten

1

sin(z + 7/2) = i(exp(iz +im/2) + exp(—iz — imw/2))
i
1
= 2—(@ exp(iz) —iexp(—iz))

i
1
Z—i(exp(iz) —exp(iz)
= cos(z)

Die Monotonieaussagen kénnen wir noch nicht beweisen. Sie folgen aus einem
Ableitungskriterium, siehe Korollar 5.14. O
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Aus den diversen Zusammenhéngen (sin(—z) = —sin(z), cos(z) = sin(z + 7/2)
und der Monotonie auf [0,7/2] haben wir ein genaues Bild vom Verlauf von
Sinus und Kosinus:

x sin(z) | cos(z)

[0,7/2] | [0,1] | [0,1]
[w/2,7] | [0,1]

[Wa 37/2] [_17 0] [_ )

[37/2,27] | [-1,0]

Satz 4.30. Jede komplexe Zahl z # 0 hat eine eindeutige Darstellung in der
Form
z = rexp(it)

mit r € Rso und t € [0, 2m).

Wir nennen das Paar (r,t) die Polarkoordinaten von z. r ist der Absolutbetrag,
t das Argument von z.

Beweis: Sei r = |z|. Dann hat z/r den Absolutbetrag 1. Wir schreiben
z/r=x+iy

mit 2% + y?> = 1, insbesondere |z|, |y| € [0,1]. Je nach Vorzeichen miissen wir
eine Fallunterscheidung vornehmen.

Sind z,y > 0, so gibt es eine eindeutige Zahl ¢ € [0, 1] mit cos(t) = . Es folgt
automatisch sin(t) = y und daher z/r = exp(it).

Die anderen Félle sind analog. O

In Polarkoordinaten wird die Multiplikation von komplexen Zahlen sehr einfach.
Sei z = rexp(it), 2/ = r’ exp(it’), so folgt

22" =rr’ exp(i(t +t').

Hierbei kann es passieren, dass t+t' > 27. Um das Produkt in Polarkoordinaten
darzustellen, ersetzen wir ¢ + ¢’ durch ¢ + ¢ — 2.

Auch Wurzelziehen wird ganz leicht, denn fiir z = r exp(it) ist 2’ = /r exp(it/n)
eine Zahl mit (2')"™ = z. Speziell fiir z = 1 = lexp(27i) erhalten wir ein n-te
FEinheitswurzel exp(2mi/n). Geometrisch handelt es sich um eine Ecke des re-
gelméfBigen n-Ecks, das dem Einheitskreis eingeschrieben wird. Alle Konstruk-
tionen der elementaren ebenen Geometrie lassen sich so in Rechnungen mit
komplexen Zahlen iibersetzen.
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Kapitel 5

Differentiation

Wir kehren zuriick in die reelle Situation. Unser Ziel ist es, eine Funktion
f+D—=R
nahe bei einem xy € D moglichst gut durch eine lineare Funktion
l:z—a(x—x0)+0b

zu approximieren. Fiir praktische Zwecke verhilt sich f nahe bei einem o genau
wie [. Fiir b muss man offensichtlich f(z() wéhlen, die beste Annédherung durch
eine konstante Funktion.

Definition 5.1. Sei f : D — R mit D C R eine Funktion. Sei xg € D ein
Hiufungspunkt. Die Funktion f heifst differenzierbar in g mit Ableitung m in
o, wenn es eine Funktion ¢ : D — R, stetig in xo gibt mit

f(@) = f(zo) + m(z — o) + &(x)(x — 20)
fiir alle x € D und ¢(xo) = 0. Wir schreiben auch

m = f'(z0).

Die Funktion heifit differenzierbar auf D, wenn sie in jedem Punkt von D dif-
ferenzierbar ist. Die Funktion

f/ D — ]R, o > f/(Io)
heifst Ableitung von f.

Bemerkung. Wir schreiben auch nach Leibniz

F=4
dz’
Dies ist zunéchst nur Notation, passt aber in einen sehr suggestiven Kalkiil.

In der Physik schreibt man oft auch f = % fiir ein Funktion f : ¢t — f(¢), vor
allem wenn die Variable ¢ fiir die Zeitvariable steht.

63
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Beispiel. Die Funktion f : z — z?2 ist differenzierbar auf R mit Ableitung
To — 2xg. Es ist ndmlich

o(x)(z — x0) = f(x) — f(20) — 230 (2 — 30) = 2° — 27 — 2wow4 225 = (z — 20)”
und diese Funktion ist stetig.

Lemma 5.2. Wenn f differenzierbar ist in xqg, dann ist f auch stetig in xg.
Beweis: Der Ausdruck f(z) = f(xo) + m(z — zo) + ¢(z)(x — xg) ist stetig. O

Lemma 5.3. Sei f: D — R mit D C R eine Funktion, xg € D ein Haufungs-
punkt. Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, wenn

@)= fo)

T—To,TFET0 T — 2o

existiert. Dieser Wert ist dann die Ableitung in xg.

Der Ausdruck %ﬁxo) heifit auch Differenzenquotient. Der Grenzwert heif}t
Differentialquotient.

Beweis: Sei f differenzierbar in xg, also
f(z) = f(zo) + m(z — x0) + ¢(z)(x — T0)
mit einer stetigen Funktion ¢. Wir bilden den Differentenquotienten und erhal-

T f@) = fay) _ ma —a) + 6oz — oo)

Tr — X Tr — X

= m+ §(a).

Der Grenzwert ist dann m + ¢(xg) = m.

Umgekehrt setzen wir voraus, dass der Grenzwert des Differenzenquotienten fiir
x # x existiert und nennen ihn m. Wir definieren

f(@)—f(@o)
S —me T #£ 3
0 T = xg.

Dies definiert eine Funktion auf D. Wir untersuchen sie auf Stetigkeit in zq. Fiir
jede Folge (zyp)n>1 in D\ {zo} mit lim, o 2, = x¢ konvergiert ¢(z) gegen 0.
Daher ist ¢ stetig auf ganz D. Ausserdem ist

f(@) = f(zo) + m(z — o) + ¢(x)(x — o)
in ¢ und in D\ {0} wie gewiinscht. O

Oft schreibt man den Differenzenquotienten als
flx+h)— fz)
N .

Hier hat x die Rolle von gy und x + h die Rolle von z. Zu berechnen ist dann
limh_)o.
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Beispiel. Sei f(r) = 2%. Der Differenzenquotient ist

(:v—l—h}):—xQ :x2+2hx;—h2—x2 — oha 4 b2

und hat den Grenzwert 2x fiir h — 0.

Der Differenzenquotient hat eine geometrische Interpretation als Steigung der
Sekante durch die Punkt (z, f(z)) und (xo, f(zo)). Daher hat die Ableitung eine
geometrische Interpretation als Steigung der Tangente an f im Punkt zy. Die
Tangentengleichung ist

x— f(xo) + f'(x9)(x — 0).
Die “beste” lineare Approximation an f ist die Tangente.

Nicht jede stetige Funktion ist differenzierbar. Sie darf keine “Knicke” haben.

Beispiel. = — |z| ist nicht differenzierbar in 0, denn fiir < 0 ist der Diffe-

renzenquotient —* = —1 und fiir z > 0 ist er ¥ = 1. Die beiden Grenzwerte

stimmen nicht iiberein.

Wir behandlen weitere, interessante Beispiele.
Satz 5.4. (i) Seic € R, f(x) = ¢ konstant. Dann gilt f' =0 auf ganz R.
(i) exp’ = exp.
(11i) sin’ = cos.
(iv) cos’ = sin.
Beweis: Fiir konstante Funktionen verschwinden die Differenzenquotienten.
Es gilt
exp(z + h) — exp(h)

h
Wir setzen die Reihe ein und erhalten

exp(h) —1 1 .1, =1
B ST i Dy
=0 =1

exp(h) — 1.

= exp(z) .

Dies ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius oo, daher ist die Funktion stetig
auf R. Der Grenzwert h — 0 fiir A # 0 stimmt mit dem Wert in 0 iiberein. Dort

erhalten wir
— 1 k—1
ZHO =1.
k=1

Insgesamt hat exp(x) die Ableitung exp(x).
Wieder rechnen wir mit Reihen und erhalten

sin(h) <= 1 ok
= h=".
h kg(] (2k +1)!
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Diese Funktion ist stetig und hat den Grenzwert 0 in 1. Ebenso

cos(h) =1 o=~ 1 50y
h B Z (2k)!h '
k=1

Diese Funktion ist stetig und hat den Grenzwert 0 in 0. Wir betrachten nun
Sinus mit dem Additionstheorem:
sin(z + h) —sin(z) _ cos(z)sin(h) + sin(x) cos(h) — sin(x)

h . h
= cos(x)ismigh) + sin(z)icos(h]j -1
h

=220 cos(x) - 1 +sin(x) - 0.

mit dem Grenzwert cos(z).

Ebenso
cos(x + h) —cos(z)  cos(x)cos(h) — sin(x) sin(h) — cos(z)
h B h
= cos(x) 7(308(}]? -1 sin(z) 7sm}§h)
Ui cos(x) -0 —sin(x) - 1
mit dem Grenzwert — sin(x). O

Allgemeiner benutzen wir Rechenregeln.

Satz 5.5 (Produkt- und Quotientenregel). Seien f,g : D — R mit D C R
Funktionen, die in xg € D differenzierbar sind. Sei X € R.

Dann gilt
(i) +g ist differenzierbar in zo mit
(f +9)' (o) = f'(z0) + ¢ (w0)-
(i) Af ist differenzierbar in zo mit
(Af) (o) = Af' (o).
(i6i) fg ist differenzierbar in zo mit
(f9)'(wo) = f'(z0)g(x) + f(x0)g (z0).
(iv) Sei g(xo) £ 0. Dann ist f/g differenzierbar in zo mit
(;)' (20) = f'(x0)9(wo) = f(w0)g' (o)

g(wo)?
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Beweis: Seien

f(x) = fzo) + f'(20)(x — x0) + ¢(x)(x — 0)
g9(x) = g(x0) + g'(x0)(x — x0) + Y(x)(x — 20)

mit stetigen Funktionen ¢, v mit ¢(z¢) = () = 0. Es folgt
(f +9)(@) = flzo) + g(z0) + (f'(x0) + g'(x0))(z — z0) + (¢ + ¥)(2) (2 — o)

mit der stetigen Funktion ¢ 4 ¥ mit Wert 0 in zy. Dies ist die erste Formel.

Genauso:
f(@)g(x) = [f(z0) + f'(x0)(x — x0) + ¢(x)(z — x0)][(9(w0) + ¢'(z0)(x — o) + P(2)(x — 20)]
= f(x0)g(xo) + [f(20)g' (x0) + f'(x0)g(x0)](z — x0) + n(z)(x — 20)

wobei in 7 die iibrigen Terme gesammelt werden, also

F@o)y(@)+f' (20) (g (o)1 ()] (x—20) + () [g(w0) +9' (z0) (x—20)1h () (2 —10)]

Die Funktion ist stetig und hat in 2y den Wert 0. Dies beweist die Produktformel.
Im Spezialfall g = A konstant erhalten wir die zweite Formel.

Fiir den Beweis der Quotientenformel gehen wir zur Abwechslung iiber den
Differentialquotienten:

fl@+h) _ f(x) f@+h)g(@)—g(z+h) f(x)

glath)  g(x) _ g(@+h)g(z)
h h
B 1 flz+h glx +h)
- e | e — @ 2
120 U @)a(e) — f()g' @)

Beispiel. Sei P(z) = ZTZY:O anz” eine Polynomfunktion. Dann ist P auf R
differenzierbar mit Ableitung

N
P(x) = Z anpnz™ !
n=1

Beweis: Wegen der Linearitéit der Ableitung geniigt es den Spezialfall f(x) = =™
zu behandeln. Wir argumentieren mit vollstédndiger Induktion. Fiir n = 0 ist
2% = 1 mit Ableitung 0. Fiir n = 1 ist ! = x mit Ableitung 1. Sei die Formel
wahr fiir n. Mit Produktformel

(Z,n—&-l)/ — (.T . J?n)/ _ x’ac” +x(xn)/ — ll‘n Ltx-on- xn—l _ (n+ 1)33‘".
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Eine rationale Funktion P/@Q mit Polynomfunktionen P, ist differenzierbar
auerhalb der Nullstellen von @ nach der Quotientenformel.

Satz 5.6 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : D — R streng monotone
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall D. Sei f differenzierbar in xo € D
mit f'(zo) # 0. Dann ist f=1: f(D) — R differenzierbar in yo = f(zo) mit

1 1

(f" )I(y()) = f(x0)) - f’(ffl(yo)).

Beweis: Sei (yn)n>1 eine Folge in f(D) \ {yo} mit Grenzwert y. Dann ist z,, =
f~Y(yn) eine Folge in D mit Grenzwert x¢, da f ! stetig ist. Nach Voraussetzung

gilt
TR (G b GO Yn — Yo
) e T T — /W)
Nach Definition ist die rechte Seite der Kehrwert von (f~1)(yo)- O

Beispiel. Die Ableitung des Logarithmus ist

log/ () = — o=~

8T exp/(log(z) @
Satz 5.7 (Kettenregel). Sei f : D — R und g : E — R differenzierbar mit
f(D) C E. Sei f differenzierbar in xo und g differenzierbar in f(xo). Dann gilt

(g0 f) (o) = f'(x0)g'(f(w0))-

Beweis: Sei yo = f(xg). Sel (@ )n>1 ein Folge in D \ {zo} die gegen z( kon-
vergiert. Sei y, = f(x,). Da f stetig ist in g konvergiert diese Folge gegen yp.
Nach Voraussetzung gilt

lim I "% _ f(z0)

n—oo T, — Xo

und
lim 9(yn) — 9(yo)

n—00 Yn — Y0

und mit Grenzwertsitzen

=4 ()

goflan) —go flzo) _ . 9(Yn) = 9(¥0) Yn —yo — (o) (o).

lim
n—oo Tp — 0 n—00 Yn — Yo Tp — X0
Daher existiert der Grenzwert und hat die angegebene Form. O

Beispiel. Sei a > 0. Dann ist
(a”)" = log(a)a”
denn nach Definition

exp(log(a)z) = log(a) exp’(log(a)z) = log(a) exp(log(a)x) = log(a)a”.



69

Beispiel. Wir betrachten

f(z) = {x cos(1/x) x=#0

0 z=0

Diese Funktion ist stetig in 0. Diese Funktion ist differenzierbar auf R~ {0} mit
Ableitung

-1 1 1

f'(x) =2z cos(1/x) + :EQ—Q(— sin(—)) = 2z cos(1/z) + sin(—).
T x x

Diese Funktion hat fiir x — 0 keinen Grenzwert. In 0 hat der Differenzenquotient

(0+ h)?cos(1/(0+h) —0
h

= hcos(1/h)

den Grenzwert 0. Daher ist f {iberall differenzierbar, die Ableitung ist aber nicht
stetig.

Anwendungen

Definition 5.8. Sei f : (a,b) — R eine Funktion, xq € (a,b). Wir sagen [ hat
in zo ein lokales Minimum (Maximum), wenn es € > 0 gibt mit f(x) > f(xo)
(bzw. f(x) < f(xo) fir alle x € (a,b) mit |v — x| < €. Wir sagen f hat ein
lokales Extremum in xg, wenn f in xqg ein lokales Minimum oder Mazimum hat.

Satz 5.9. Sei f : (a,b) — R differenzierbar in xo und xo ein lokales Extremum.
Dann gilt f'(xz¢) = 0.

Beweis: Wir behandeln des Fall eines Maximums. Nach Voraussetzung gibt es
€ > 0so dass f(x) < f(zo) fiir alle z € (a,b) mit |z — x| < €. Wir betrachten
den Differenzenquotienten

fl@+h) - fz)

h

Fir 0 < h < ¢ ist der Zahler kleiner gleich 0 und der Nenner positiv, der
Quotient also kleiner gleich 0. Fiir —e < h < 0 ist der Zahler kleiner gleich 0
und der Nennger negativ, dier Quotient also gréOer gleich 0. Nach Voraussetzung
existiert der Grenzwert fiir o — 0. Er ist sowohl kleiner als auch grofler gleich
0, also 0. 0

Das Verschwinden der Ableitung ist eine notwendig, aber nicht hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eines Extremums, wie das Beispiel f(x) = 23 zeigt.
Man erhilt hinreichende Kriterien durch Uberpriifen der hoheren Ableitungen.
Dafiir benotigen wir aber noch etwas Vorarbeit.

Satz 5.10 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b). Sei f
differenzierbar in (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit f/(§) = 0.
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Beweis: Maximum und Minimum werden in Punkten £, ¢’ € [a, b] angenommen,
da f stetig ist. Ist £ oder £ kein Randpunkt, so haben wir einen Punkt mit
verschwindender Ableitung und sind fertig.

Sind beides Randpunkte, so ist die Funktion auf [a, b] kleiner gleich und grofer
gleich f(a) = f(b), also konstant. Dann verschwindet die Ableitung. O

Korollar 5.11 (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar
auf (a,b). Dann gibt es ein £ € (a,b) , so dass

f() - f(a)

0 ()

Es gibt einen Punkt, in dem die Tangentensteigung gleich der Sekantensteigung
im Intervall ist.

Beweis: Wir betrachten
b) —
F) = o) - LU O g

Sie hat in © = a den Wert f(a) — 0 und in = = b den Wert f(b) — f(b) + f(a).
Wir wenden den Satz von Rolle an und erhalten einen Punkt ¢ € (a,b) mit

b) —
0=F(e)=r( - 1O
Dies ist die Behauptung O

Korollar 5.12. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) mit
f'(x) =0 fir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis: Sei f nicht konstant. Seien a’ < b mit f(a’) # f(b'). Nach dem Mittel-
wertsatz gibt es ein £ € (a’,b") mit
f) = fla
GEEL e L)
O

Korollar 5.13. Sei: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Wenn fiir
alle x € (a,b) gilt f'(x) >0 (bzw. f'(x) > 0 bzw. f'(z) <0 bzw. f'(x) <0) so
ist f monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend bzw. monoton fallend
bzw. streng monoton fallend).

Beweis: Wir betrachten nur den erste Fall. Sei also f/(x) > 0 auf (a,b). An-
genommen, die Funktion ist nicht monoton wachsend. Dann gibt es a’ < b’ in
[a,b] mit f(a") > f(b'). Nach dem Mittelwertsatz gibt es £ € [a’, '] mit

f) — fld

v —a

Dies ist ein Widerspruch. O
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Beispiel. Sei f(x) = exp(x). Dann ist f'(z) = exp(z) > 0 fiir alle 2 € R. Die
Funktion ist streng monoton wachsend.

Wir kénnen damit den Fall von Sinus und Cosinus nachtragen.

Korollar 5.14. Auf [0,7/2] ist Sinus streng monoton wachsend und Cosinus
streng monoton fallend.

Beweis: Auf diesem Intervall ist cos’ = —sin nach Lemma 4.26 negativ, also
die Funktion streng monoton fallend. Da 7 /2 die kleinste Nullstelle ist, und
cos(0) = 1, ist die Funktion auf dem Intervall [0, 7/2) positiv. Wegen sin’ = cos
bedeutet dies, dass die Sinusfunktion streng monoton wichst. O

Satz 5.15. Sei f : (a,b) — R differenzierbar in (a,b). Sei xy € (a,b), so dass
f! differenzierbar in x¢ und

f'(x0) =0 und f"(x0) >0
(bwz. f"(x9) < 0). Dann hat f in xo ein isoliertes Minimum (bwz. Maximum,).

Beispiel. f(x) = 22 hat f/(z) = 2z und f”(z) = 2. Die erste Ableitung ver-
schwindet in 0, die zweite ist positiv. Daher ist 0 ein Minimum.

Beweis: Sei f"(x0) > 0. Nach Definition ist

f/l(xo) — lim f/(SC) - f/(xo).

T—To r — X

Da dieser Grenzwert existiert, gibt es ein € > 0 so dass

f'(x) = ' (2o)

> 0 fiir alle « € (a,b), |z —xo| < &
r — X

Wegen f'(z9) = 0 bedeutet dies f'(x)/(x — xo) > 0 fir diese z. Auf dem
Intervall (zg—e, x| ist die Ableitung negativ und die Funktion f streng monoton
fallend. Auf [z, 2z + €) ist sie streng monoton steigend. Zusammen ist xo in

Minimum. O
Beispiel. Sei f = sin, f' = cos, f” = —sin. In 7/2 verschwindet f’, aber
f"(m/2) = —1, also ist dies ein Maximum von Sinus.

Definition 5.16. Sei f : D — R eine Funktion. Wir definieren die n-te Ablei-
tung

f™ DR

rekursiv als f(O) = f und £ = (f*=DY falls diese Ableitungen existieren.
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Grenzwertformeln

Eine andere Anwendung gibt es fiir Grenzwerte von Funktionen.

Satz 5.17 (2. Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig und in (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gibt es € € (a,b) so dass

9'(O(f) = fa)) = f(§)(g(b) — g(a)) .
Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion

h(z = (f(b) = f(a))(g(z) = g(a)) = (9(b) — g(a))(f(z) = f(a))

und wenden den Satz von Rolle an. Es existiert also £ € (a,b) mit

0="1'(&) = (f(b) = f(a))g'(&) — (g(b) — g(a)) f'(£)
Dies ist die Behauptung. O

Korollar 5.18 (Regel von I'Hopital). Seien f,g : [a,b] — R differenzierbare
Funktionen. Sei xq € [a,b] mit f(xo) = g(xo) =0 Wenn lim,_,,, % existiert,
dann ist dieser Grenzwert gleich lim, 50 vx, %.

Beweis: Sei f(xo) = g(xo) = 0. Sei (x,,),>1 eine Folge in [a, b] \ z¢ mit Grenz-
wert xg. Wir wenden den 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung an auf das
Intervall [z, z9] und erhalten ein Element &, € (z,, o) mit

gl(gn)(f(wn) - 0) = fl(gn)(g(xn) - 0)
Mit x,, — xo folgt auch &, — zo und daher

fan) _ o PlE) o P @)

lim = lim .
n—oo g(xn)  nooo g'(§n) 2w g'(T)

Beispiel. Es gilt
. sinz . cosx
lim = lim =cos0=1.
z—=0 T z—0 1

Wir erhalten eine Formel zuriick, die wir bei der Berechnung der Ableitung
direkt beweisen mussten.

Analoge Formeln gibt es auch fiir lim, o f(2) — oo, indem wir  durch 1/x
ersetzen oder f durch 1/f:

(i) Falls limg— oo f(x) =0, lim,_, g(x) = 0, so ist

lim @ = lim (@)
z—oo g(x) z—o0 g' ()

falls der rechte Grenzwert existiert.
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Beweis: 'Hopital fir f(1/z) und zo = 0. O

(ii) Wenn lim,_,,, |g(z)| — oo, dann gilt

o 1@ L F@)

T—x0 g(x) T—x0 g’(x)

falls der rechte Grenzwert existiert.

Beweis: (Quelle: engl. Wikipedia) Wir betrachten den links- und rechts-
seitigen Grenzwert getrennt und behandeln nur x € (a, zg). Sei
/ /
)= it 1O r©
ge(x,zo) g'(§) te(m,zo) 9 &)

, M(z) =

Beide Werte existieren, falls  nahe bei xg ist, da der Grenzwert lim,_, %
existiert. Ab jetzt betrachten wir nur solche z. Fiir jedes y zwischen x und

xo gilt nach dem 2. Mittelwertsatz
fy) — fx)
SN I
m(x) < o0) =) < M(z)

(der Ausdruck in der Mitte ist namlich f'(£)/g’'(§) fiir ein £ zwischen z
und y). Wir schreiben um zu

[w) _ f()
fly) = f=) _ s ~ 9w
9(y) — 9(x) — o=z

9(y)

Fiir y gegen xo gehen f(x)/g(y) und g(z)/g(y) gegen 0, also
fy) f)

m(z) < liminf —= < limsup —= < M (x
(@) vozo g(y) T ysae 9(Y) (@)

Fiir x gegen x( erhalten wir dann Gleichheit. O

(iii) Vorsicht mit dem Fall lim,_,,, f(z) = 0, limy_, 4, g(x) — oco. Der Wert ist
nicht lim,_,., f'(x)g’(x)! Trotzdem kann es natiirlich mit einer der beiden
anderen Formeln behandelt werden.

Beispiel. Sei f(z) =Y, a;z’, g(x) =Y i, b;z"™ mit b, # 0. Dann gilt
f(z) o (x) _an

acli>no1<> g(x) - acli>no1<> g(”) (;p) - E

Beispiel. Es gilt

1
ogx —0

=8I~

lim = lim
r—o00 I T—00

und daher
lim vk = lim ¢z = lim exp(z~'log(x)) = exp ( lim o~ ! log(:z:)) =exp(0) = 1.
r—00

k—o0 T—00 T— 00
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Potenzreihen
Um die Ableitung einer Potenzreihe zu berechnen bendtigen wir wieder ein
allgemeines Kriterium fiir Funktionenfolgen.

Satz 5.19. Sei (f,)n>1 eine Folge von differenzierbaren Funktionen auf [a,b).
Die Folge (f])n>1 sei gleichmdfig konvergent und die Folge (fn)n>1 an weni-
stens einer Stelle xy € [a,b] konvergent. Dann konvergiert (fn)n>1 gleichmdfSig
gegen eine differenzierbare Funktion f, und es gilt

f = lim f].

n—oo

D.h. unter diesen Voraussetzungen vertauschen Differentiation und Grenzwert.

Beweis: Wir beginnen mit der Konvergenz und verifizieren das Cauchy-Kriterium:

[fm (@) = fu(@)] < [fm(2) = fu(2) = fn(20) + fa(z0)| + [fim(20) — fu(2)]

Auf die Funktion f,,, — f, und das Intervall von = nach zy wenden wir den
Mittelwertsatz an. Es gilt also

[ (@) = fn(@) = frm(@0) + ful@o)| = [£7.(§) = £r(E)l|z — ol

fiir ein & zwischen x und xy. Sei € > 0. Nach Voraussetzung konvergiert die
Folge f], gleichméBig und die Folge (f(xo))n>1. Daher gibt es ny € N, so dass

[fn(&) = [ (@] <& |fa(z0) = frm(z0)| <€
fiir alle n, m > ng. Zusammen gilt
‘fm(x) - fn('r)‘ < E(b - a‘) +e.

Daher konvergiert die Folge. Man beachte, dass die Abschédtzung unahbhéngig
von z ist, die Folge der f,, konvergiert also gleichméBig.

Nun behandeln wir die Ableitung in ¢ € [a, b]. Es gilt

fn(@) = fule) + fr(e) (@ = ¢) + dn(x)(z — )

wobei ¢, stetig und ¢,(c) = 0. Wir werden zeigen, dass (¢, ),>1 gleichifig
gegen eine Grenzfunktion ¢ konvergiert. Diese ist dann ebenfalls stetig, ¢(c) =
lim,, o ¢n(c) =0 und

lim f,(x) = lim f,(c) + lim fo(e)(z — ) + lim g,(x)(x — )
= f(&)+ lm_fi(e)(x — ) +d(x)(x — ).

Dies bedeutet, dass f differenzierbar ist in ¢ mit Ableitung lim,, . f/(c).
Wir behandeln nun die Folge (¢,)n>1. Es gilt

_ fm(®) = fin(c) = ful®) + fulc)

Tr—cC

Pm () — Pn(7) = frle) + fulc)
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Auf die Funktion f,, — f, wenden wir den Mittelwertsatz an und erhalten ein &
zwischen x und ¢ mit

fm(x) = fm(c) = fu(x) + fulc)

r—cC

= fm (&) = f1(9).

Zusammen

|m () = dn ()] < [£7,(€) = [a (O] + 1frn(c) = £ ()]

Sei € > 0. Dann gibt es ng, so dass fiir n,m > ng gilt

(&) = (O] <& |fimle) = fr(e)l <e

also

|om(x) — dn(x)| < 2e.

Wir wenden diesen Satz an auf eine Potenzreihe

o0
Z ap(x — .To)k.
k=0

Es ist f,, = Y p_o ar(z — 20)* und daher

n
I = Z kapxF1L.
k=0
Die Folge der Ableitungen ist ebenfalls eine Potenzreihe mit Konfergenzradius

der Kehrwert von
lim sup W.
k—infty
Es gilt
lim vk = lim exp(z~!logz) = exp(0) =1
k—o0 T—00
wie wir als Beispiel fiir I'Hopital hergeleitet hatten. Daher haben die beiden Po-
tenzreihen denselben Konvergenzradius. Auf jedem kleineren abgeschlossenen
Intervall konvergieren sie gleichméfig und wir kénnen unser Kriterium anwen-
den. Zusammen haben wir gezeigt:

Satz 5.20. Sei f(z) = > e, ax(z—z0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r. Dann ist f auf |x — xo| < r differenzierbar mit Ableitung

f(z)= Z kay(z — z0)* 1.
k=0
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Beispiel. Wir leiten die geometrische Reihe ab

oo
=2
k=0

und erhalten fir |z| < 1

1—x kak 1

Auch die anderen Ableitungen der elementaren Funktionen erhalten wir zuriick:

Beispiel.

N o e I

exp(x) = (Z m) =2 T = oy =)
k=0 k=0 k=1

) = (—1)F = (—DF(2k+1)

sin’(z) = <Z (7 2k+1> Z A LR — cos(x)
222k +1)! 2k + 1)!
- — (—1)*(2k) ,

cos'(z) = <Z ) = Z (2)k: 2?71 = —sin(z)
k=0 k=1

Satz 5.21 (Taylor-Formel). Sei f(z) = > ro, ax(x—x0)* Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius v > 0. Dann gilt

S8 (x0)
k! ’

ar =
Die Koeffizienten sind eindeutig durch die Funktion bestimmt.

Beweis: Wir berechnen induktiv alle Ableitungen von f und werten dann in
xo aus. Dies zeigt die Formel. Die Koeffizienten sind also durch die Funktion
bestimmt. O

Beispiel. (i) Im Falle der Exponentialfunktion haben wir exp®) (0) = exp(0) =
1 und daher a; = %

(ii) Fiir f(z) = log(z) und xg = 1 erhalten wir

fE) = (=) k- 1)! fiir k> 1,
_1\k—1
ak—( 1]3: fir k> 1,
ap =1log(1) =0
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und daher
log(a) = 3 " —

k=1

(z—1)F

(wenn die Funktion durch eine Reihe darstellbar ist, Ubungsaufgabe.) Oft
schreibt man die Formel in der Form

—log(l-y) =)

k=1

Konvexitat

Definition 5.22. Sei D ein Intervall, f : D — R eine Funktion. Sie heifst
konvex, wenn fiir alle x1,22 € D und alle A € (0,1) gilt

fQz1 4+ (1= Nz2) < Af(21) + (1= A) f(22)
Sie heifit konkav, wenn die Ungleichun > erfillt ist.
Konvex/konkav bedeutet, dass der Graph der Funktion unterhalb/oberhalt der
Sekante lauft.
Satz 5.23. Sei D = (a,b) und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann ist f

genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fir alle z € D.

Beweis: Sei f” > 0. Dann ist f’ monoton wachsend. Seien z1,z2 € Dmit
x1 < x2. Sei x = A\xy + (1 — N)xo. Dann gilt 1 < = < x2. Wir wenden den
Mittelwertsatz an auf die Intervalle [x1,x] und [z, zs]. Es gibt also & € (x1,x)
und &; € (z,x2), so dass

1 T2 x
Wegen . — 21 = (1 — A)(22 — 1) und z9 — 2 = A(z2 — 21) folgt

f(x) — f(r1) < f(z2) — f(z)
1-A - A

und daher
flx) < (1 =N f(x2) + Af(x1)
Die Funktion ist konvex.

Sei nun umgekehrt die Funktion konvex. Angenommen, es gelte nicht f(z) > 0
fiir alle € D. Sei xp € D mit f"(xp) < 0. Wir setzen ¢ = f’(z¢) und

d(z) = f(z) — f(z0) — c(x — 20)

Die Funktion ist zweimal differenzierbar mit ¢'(z¢) = 0 und ¢’ (zo) = f"(z9) <
0. Also hat ¢ in xg ein isoliertes lokales Maximum. Es gibt also h > 0, so dass
ro+ h € D und

d(z £+ h) < ¢(zo)
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Es folgt
F(20) = 6(x0) > 5(6(x +h) + 6z — b))

Dies verletzt die Konvexititsbedingung fiir A = 1/2 und &1 = « — h, z2 =
x4+ h. O

Als Anwendung von Konvexitdtsbetrachtungen erhalten wir die Dreiecksunglei-
chung, die wir bereits mithsam zu Fufl bewiesen haben. Die folgenden Relationen
werden sehr wichtig in der Funktion

Lemma 5.24. Seien p,q € (1,00) mit p~t+q~! = 1. Dann gilt fiir alle x,y > 0
die Ungleichung
/Pyt < z + y
p p
Fiir p = ¢ = 2 ist dies die bekannte Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel.

Beweis: Wir verwenden den Logarithmus log : Ry — R. Seine 2. Ableitung ist
—1/22, also die Funktion konkav. Es gilt mit A =p~!, (1 - \) = ¢!

log(p™'x +q~ty) > p~ " log(z) + ¢~ log(y)
Anwenden der monotonen Funktion exp liefert die Behauptung. O
Sei x = (21,...,2,) € C" ein Vektor. Wir definieren seine p-Norm als

(I, = &/l1[? + - + faa P
Den komplexen Absolutbetrag erhalten wir also als Spezialfall z € R2.

Satz 5.25 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit p~! + ¢~ = 1.
Seien x = (x1,...,2,) € C" und y = (y1,...,Yn) € C*. Dann gilt

n

> lwiyil < llzl, Iyl

k=1

Beweis: Ohne Einschrinkung ist ||lzf|, # 0 und [y, # 0. Wir setzen & =
|zi[P/ |z, und n; = [y:|?/ [|y|,,- Dann ist

ZfiZZﬁizl

Wir wenden den Hilfsatz an auf &; und 7; und erhalten
|iyil cGigm
Izl lyll, = »  a
Wir summieren iiber alle ¢ und erhalten
1 1
Z i PRt
], l[yll, q

Die ist die Behauptung. O
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Korollar 5.26 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fir x,y € C" gilt

[z, )| < llzllz Iyl -
Hierbei ist "
i=1
das Standardskalarprodukt auf C™.

Beweis: Wir setzen p = ¢ = 2 in der Holderschenungleichung fiir X und y. O
Satz 5.27 (Minkowskische Ungleichung). Sei p € (1,00). Dann gilt fir x,y €
(C’Vl

Iz +yll, < llzll, +llyll,-

Beweis: Fir p = 1 folgt der Satz aus der Dreiecksungleichun fiir komplexe
Zahlen, die wiederum aus p = 2 und dem reellen Fall folgt. Sei also nun p > 1.
Wir definieren ¢ durch p~' 4+ ¢~ =1, also pg = p+ ¢. Sei z € C* mit 2z =
|z + ;P! fiir i = 1,...,n. Dann ist 2! = |z; + y;| P~V = |z; 4+ y;[P. Es folgt

Iz, = llz + yl2/

Nach Dreiecksungleichung und der Hoélderschen Ungleichung gilt

n n n
Do lwityillzl < Y lwazl + Y lyazil < Nzl Izl + Jyll, D21,
i=1 i=1 i=1

Nach der Definition von z; ist die linke Seite

n n
Z |z + yillei + ysP 7 = Z |z + yil” = llz +yll; -
i=1 i=1
Nach unserer Berechung von [[z|, gilt also insgesamt

e+ ylp < lall, + Ill,) lz + g2/

Wegen p — p/q = 1 folgt die Behauptung. O
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Kapitel 6
Integration

Es gibt verschiedene Arten, an das Thema Integration heranzugehen. Wir fithren
hier den Begriff des Riemann-Integrals ein. Ziel ist es, die Flidche unter dem Gra-
phen einer Funktion zu berechnen. Das ist ganz leicht fiir stiickweise konstante
Funktionen. Wir néhern eine allgemeine Funktion durch solche an.

Treppenfunktionen

Definition 6.1. Fine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, wenn es
eine Unterteilung a = tg < t1 < to < --- < t, = b und Konstanten c1,...,cy,
gibt, so dass

o(x) = ¢ firtp—1 <z <ty

(Die Funktionswerte in den ty sind beliebig.) Wir bezeichnen mit T(a,b) die
Menge der Treppenfunktionen auf [a,b].

Lemma 6.2. Die Menge der Treppenfunktionen auf [a,b] ist ein reeller Vek-
torraum, d.h. sie ist abgeschlossen unter Addition und unter Multiplikation mit
reellen Zahlen.

Beweis: Seien ¢, ¢’ Treppenfunktionen. Zu ¢ gehéren Teilpunkte tg,t1..., %,

von [a,b]. Zu v gehoren Teilpunkte ¢, ] ..., t),. Sei {s¢, s1,...,sn} die Verei-
nigungsmenge. Wir sortieren aufsteigend, so dass sg < s1,--- < sy. Auf dem
Intervall (sg_1,sx) sind sowohl ¢ als auch ¢’ konstant, also auch ¢ + ¢'. Die
Aussage beziiglich der Skalarmultiplikation ist noch einfacher. O

Definition 6.3. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Sei a = to < t1 <
o < tp, eine Unterteilung, so dass ¢ auf (ti—1,tx) konstant mit Funktionswert
ci fir 1 <k <mn. Wir definieren

b n
/ ¢:ch(tk*fk—1),
@ k=1

81
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das Integral der Funktion ¢.

Lemma 6.4. Das Integral ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der Wahl der
Unterteilung.

Beweis: Seien ty < --- < t, und t{, < ...t,, zwei Unterteilungen fiir eine Trep-
penfunktion ¢. Wie im letzten Beweis sei sqg < --- < sy die ”Vereinigungsun-
terteilung”.

Wir miissen also zeigen, dass

> erlteon,te) = > di(si1 — i)

n N
k=

1 =1

Fiir jedes k gibt es einen Index i(k) mit ¢ = s;(3). Dannist s;,_1) < 8i(k—1)41 <
... 8i(k) eine Unterteilung von [ty_1,1]. Ausserdem ist ¢, = d; fiir i(k — 1) <
i < i(k), denn beides ist nach Definition der Funktionswert von ¢ auf (tx_1,t).
Wir erhalten daher

i(k) i

Z di(s;i — si—1) =cg Z (si — si—1) = ci(te — th—1).

i=i(k—1)+1 i=i(k—1)+1
Durch Aufsummieren erhilt man also die gewiinschte Identitét. O
Satz 6.5. Die Abbildung
/ ’ :T(a,b) = R
a

ist linear und monoton, d.h.

(i) [(6+0)= [l o+ [ fir alle v € T(a,b),
(ii) [PAd =\ [’ fir alle ¢ € T(a,b), A € R,

(iii) fabqﬁ < fj’(/J, wenn ¢(x) < P(x) fir alle x € [a,b].

Beweis: Fiir die erste Aussage wahlen wir eine Unterteilung des Intervalls ¢y <
v o < ty, so dass ¢ und 9 konstant auf den Intervallen (t5_1,tx) sind mit Funk-
tionswert ¢ und di. Dann ist nach Definition

n

b
[ 640 =3+ du) e~ i)

=1
n n b b

:ch(tk_tk71)+zdk<tk_tk71):/ (ZH‘/ .
=1 a a

k=1

Ebenso einfach folgen die beiden anderen Aussagen. O

Wir schreiben f < g, falls f(z) < g(x) fiir alle x € [a, b].
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Definition 6.6. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren

das Unterintegral
b b
/ f= sup / ¢
ax* ¢€T (a,b),p<f Ja

bx b
= inf
a f ¢€T(a,b),p>f /a ¢

Eine Funktion heifst Riemann-integrierbar, falls Ober- und Unterintegral iber-
einstimmen. In diesem Fall definieren wir das (Riemann)-Integral

LZumx=me:L31

Beispiel. Treppenfunktionen sind Riemann-integrierbar. Ober- und Unterinte-

und das Oberintegral

gral stimmen mit dem vorher definierten f; f tberein.

Wir werden zeigen, dass jede stetige Funktion Riemann-integrierbar ist. Dafiir
brauchen wir etwas Vorbereitung.

Lemma 6.7. Seien f,g : [a,b] — R beschrinkt. Ober- und Unterintegral sind
wohldefiniert. Es gilt:

(i) Jo S < S,
(ii) o, f =~ (1),
(iii) [ (F+9) < [T+,
(iv) [} +9) = [ F+ ]9
(v) [TONF) =N [T f fiir alle A >0,
(vi) [2NF) =\ [° [ fiir alle A > 0,
(vii) [TNf) = [°f fiir alle A <0,
(viii) [*(\f) =X [2" f fiir alle X < 0.
(iz) Sei f < g. Dann gilt [* f < [*. g.
(x) Sei f < g. Dann gilt [”* f < [7 g.
Beweis: Da f beschriinkt ist, ist die Menge iiber die Infimum und Supremum

gebildet werden nicht leer. Alle Treppenfunktionen in der Berechnung des Un-
terintegrals sind kleiner gleich f, alle Treppenfunktionen in der Berechnung des
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Oberintegrals sind grofer gleich f. Wegen der Monotonie des Integrals von Trep-
penfunktionen ist auch das Supremum der einen Menge von Integralen kleiner
dem Infimum der anderen Menge von Integralen.

Aus ¢ < f folgt —¢ > —f. Daher geht beim Ubergang von f zu —f die Unter-
in die Obersumme iiber und umgekehrt.

Sind ¢, € T(a,b) mit ¢ > f und ¥ > g, so gilt ¢ + ¢ > f + g, daher ist

/ab¢>+/:¢=/:(¢+w>>/ab*(f+g)

Beim Ubergang zum Infimum iiber ¢ und v erhalten wird die Aussage.

Die Aussage iiber das Unterintegral folgt aus der fiir das Oberintegral fiir — f
und —g.
Sei nun A > 0. Ist ¢ € T'(a,b) mit ¢ > f, so ist A¢ > Af und daher

)\/Cbbqs:/(lb)\f>/ab*f,

,\/ab* i ab* ;

Ist ¢ € T'(a,b) mit 1 > Af, so ist A™1¢ > f und daher

Al/abw/abAI%//Z ab*f

b* bx*
A‘l/ f=1 r

Die beiden Ungleichungen zusammen ergeben die Behauptung. Die iibrigen Fille
werden genauso gezeigt. O

Hieraus folgt

Hieraus folgt

Korollar 6.8. Riemann-integrierbare Funktionen bilden einen reellen Vektor-
raum, d.h. die Menge ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation mit
reellen Zahlen.

f; ist eine monotone lineare Abbildung auf Riemann-integrierbaren Funktionen,
d.h. f,g: [a,b] = R Riemann-integrierbar und A € R gilt

(i) [2(f +g)(@)dz = [ f(z)dz + [ g(z)dz,
(ii) [P Af(z)de =\ [0 f(w)dz,

(iii) Aus f < g folgt fab flx)dz < f:g(x)dx.
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Beweis: Seien f und g Riemann-integrierbar. Wir betrachten die Summe. Wir
erhalten > fiir das Unterintegral und < fiir das Oberintegral. Zuammen:

/Gi“/aigg/ai(”g)S/ab*(f”)g/ab*“/ab*g'

Da f und g Riemann-intergrierbar sind, sind die beiden dufleren Terme gleich.
Daher steht an allen Stellen Gleichheit. Dies bedeutet, dass f + g Riemann-
integrierbar ist, und die angegebene Formel gilt.

Der Fall \f wird analog behandelt und die Monotonie folgt analog aus den
entsprechenden Aussagen fiir Ober- und Unterintegral. O

Lemma 6.9. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Die Funktion f ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn es fir jedes € > 0 Treppenfunktionen ¢, € T(a,b)

mit ¢ < f < und
Lb¢—/ab¢<g_

Beweis: Sei f Riemann-integrierbar mit Integral I, ¢ > 0. Dann gibt es nach
Definition des Unterintegrals eine Treppenfunktion ¢ < f mit I — f; P < e/2.

Genauso gibt es eine Treppenfunktion ¥ > f mit f: 1 — I < e. Zusammen gilt
die gewiinschte Abschitzung.

Sei umgekehrt die Bedingung mit den Treppenfunktionen erfiillt. Sei e > 0, ¢, ¥
Treppenfunktionen mit ¢ < f <1 und f: P — f: ¢ < €. Dann folgt

/ab*f—/al;f<e.

Da diese Abschatzung fiir alle ¢ gilt, sind die beiden Zahlen gleich und die
Funktion f ist Riemann-integrierbar. O

Damit erhalten wir die ersten interessanten Beispiele.
Satz 6.10. Sei f : [a,b] — R monoton und beschrinkt. Dann ist f Riemann-

integrierbar.

Beweis: Wir behandlen ohne Einschriankung den Fall, f monoton wachsend.
Wir iiberpriifen das Kriterium. Wir unterteilen [a, b] d&quivdistant in n Teile der
Léange 1/n. Seien a =ty < t; < --- < t, = b die Teilpunkte. Wir definieren

P(x) = f(tp-1) fir z € (tr—1,tx)
Y(x) = f(tr) fiir # € (tp_1, tx]
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Beides sind Treppenfunktionen. Es gilt ¢ < f < psi, da f monoton wéchst.
Weiterhin ist

b b n
/ wf/ ¢ = Zf(tw% *an(fk—O%
= L (t) ~ 110) = (1)~ f(a)

n
Fiir jedes € > 0 gibt es n > 1, so dass diese Differenz kleiner € wird. Die beweist
die Behauptung. O

Beispiel. exp ist Riemann-integrierbar.

Wir tragen noch nach:

Lemma 6.11. Sei ¢ € [a,b] ein Zwischenpunkt. Eine Funktion auf [a,b] ist
genau dann eine Treppenfunktion auf [a,b], wenn sie eine Treppenfunktion auf

[a,c] und [e,b] ist.
Sei ¢ € T(a,b). Dann gilt
[o=[ o+ [
Sei f - [a,b] — R beschrinkt. Dann ist
Lo [o=[ e[

Sei f : [a,b] = R beschrinkt. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar auf
[a,b], wenn es Riemann-integrierbar auf [a,c] und [c,b]. Es gilt dann

/ab f(z)dz = /ac f(x)dz + /Cb f(z)dz.

Beweis: Die Aussage iiber Treppenfunktion ist klar. Hieraus folgt sofort die Aus-
sage {iber Ober- und Unterintegral und die Formel fiir das Riemann-integral. Ist
f Riemann-integrierbar auf [a, c] und [e, b], dann auch auf [a, b]. Wir behandeln
nun die Riickrichtung. Wir haben

IREYN
/ijﬁ/cb*f
[oofa=fa=[s= s [s

Daraus folgt dann auch
c c* b bx
[r=[ 2 [ [+
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Stetige Funktionen

Wir wollen dasselbe Kriterium auch auf stetige Funktionen anwenden. Dafiir
miissen wir ausnutzen, dass stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlosse-
nen Intervallen gleichmdfig stetig sind, siehe Satz 3.12: zu jedem & > 0 gibt es
d >0, so dass |f(z) — f(2')| < e fur alle z,2’ mit |z — /| < 4.

Satz 6.12. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis: Sei € > 0. Nach Satz 3.12 ist f auf [a, b] gleichméBig stetig. Es gibt also
6 > 0, so dass
|z —2'| < 6= |f(z) — f(2')] <e.

Wir wahlen Teilpunkte a = tg < t; < --- < t,, so dass die Teilintervalle eine
Breite kleiner § haben. Sei

mi = min f(z),Mpy = max .
aje[tkfl,tk] $€[tk71;tk]

Diese beiden Zahlen existieren und werden angenommen nach dem Satz iiber
die Existenz von Maximum und Minimum (Satz 3.16). Da |z — 2| < § fiir
x,x’ € [ti—1,tx], folgt My —my < e. Wir definieren

o(x) = my fir « € [tk—1,tk)
Y(x) = My, fiir x € [tg—1,tk)-

Dies sind Treppenfunktionen mit ¢ < f < ). Weiter ist

/ /¢ ZMk_mk (tk — tk—1) Ztk—tk 1) =¢(b—a).

Das Kriterium aus Lemma 6.9 ist erfiillt. O

Satz 6.13 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,h : [a,b] — R stetige
Funktionen mit h > 0. Dann gibt es & € [a,b], so dass

/ " fah(a)de = £(© / ")

Insbesondere (h =1) gibt es £ € [a,b], so dass

/ f(z)dz = F(E)(b— a).

Beweis: Sei m = minge(qp) f(7), M = max,e[qp) f(z). Nach dem Satz iiber die
Existenz von Maximum und Minumum gibt es diese beiden Werte. Es gilt also
m < f(z) < M fiir x € [a,b] und wegen h(z) > 0 folgt

mh(z) < f(z)h(x) < Mh(x).
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Wegen der Monotonie des Riemann-Integrals folgt

b
/ d:c</f deM/hxdx
a

Daher gibt es p € [m, M], so dass

/ab f@)h(z)dz = p/ab h(z)de.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es £ € [a, b] mit
p= (&)
Das ist die Behauptung. O

Theorem 6.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f :
[a,b] — R stetig. Sei F(x f f(@t)dt. Dann ist F differenzierbar mit F' = f.

Man schreibt oft [, f(t)dt oder sogar abkiirzend [ f(t)dt. Man nennt diese Funk-
tion das unbestimmte Integral.
sin = / cos

Beweis des Hauptsatzes: Wir berechnen den Differentialquotienten

[P pwat — [T fndt
fimy h _%li%h/

Nach dem Mittelwertsatz gibt es &, zwischen z und x + h mit

Beispiel.

x+h
/ F(H)dt = F(En)h.

Wir setzen ein:
g%h/ (1)t = Jim £(6).

Es ist limy, 0 &, = x. Da f stetig ist, folgt limp_o f(£,) = f(x). Dies ist die
Behauptung. O

Definition 6.15. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Eine Stammfunktion von f
ist eine differenzierbare Funktion F : [a,b] — R mit F’.

Der Hauptsatz besagt also, dass f: f eine Stammfunktion von f ist, falls f
stetig. Insbesondere existiert eine Stammfunktion.

Lemma 6.16. Seien Fy, Fy Stammfunktionen von f : [a,b] — R. Dann ist
Fi — Fy konstant.
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Beweis: (Fy — F3) = f — f = 0. Die Aussage folgt aus Korollar 5.12. O

Korollar 6.17. Sei f : [a,b] — R stetig, F eine Stammfunktion. Dann gilt

bl
/:ﬂwmszw—mw>
fira<a <b <b.

Beweis: Ohne Einschrinkung ist a = a’, b =¥’. Dann gibt es ¢ € R mit F(z) =
[ f(z)da + c fiir alle 2 € [a,b]. Es folgt

F(b)—F(a):/abf(x)das—l—c—/aaf(x)dx—c:/abf(x)dx.

Wir schreiben

Die Formel wird daher zu

b

l[ﬂ@M—Fm

a

Rechenregeln und Beispiele

Alles, was wir iiber Ableitungen wissen, wird nun zu Aussagen iiber Integrale.

2L

Beispiel. (i) Fiir s # 1 gilt [2°de = T

(ii) [z7'dz = log(|z|) fir = # 0. (Fiir negative z hat man log(|z|)’ =
log(—z)" = —(-2)7")

(iii) [ exp(x)de = exp
(iv) [sin(z)dz = — cos
(v) [ @dx = tan(z)
Aus der Kettenregel fiir die Ableitung erhalten wir die Substitutionsregel:

Satz 6.18 (Substitutionsregel). Sei f : [c,d] — R stetig. Sei g : [a,b] — R stetig
mit g([a,b]) C [¢,d]. Dann gilt:

b g(b)
t))dt = x)dz.
Lfm» L@fﬁ
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Mit dem Leibniz-Kalkiil schreibt man den Sachverhalt

d
— Y

da =
I=w

Beweis: Sei F': [¢,d] — R eine Stammfunktion. Wir leiten F'og ab und erhalten

(Fog)(t)=F'(g(t)g'(t).
Nach dem Hauptsatz folgt

b

b
| Flao @i =rog

O

Die Substitutionsregel erlaubt die Berechnung einer Vielzahl von leichten Va-
riationen bekannter Integrale.

Beispiel. (i) fab ft+o)dt = fbi(f f(z)dz (Substitution x =t + x)

(ii) Fiir ¢ # 0 gilt f: flet)dt = 1 (‘jf(x)dx (Substitution = = ct, im
Leibniz-Kalkiil: dz = edt = dt = ¢~ 1dz)

(ii) fab tf(t?)dt = %f;j f(z)dz (Substitution z = ¢?, dz = 2tdt)

(iv) Sei f auf [a,b] — R stetig differenzierbar mit f nullstellenfrei. Dann gilt

0
/a 0N

Alle rationalen Funktionen P/Q sind elementar integrierbar. Der Trick besteht
darin, den Nenner in lineare und quadratische Faktoren zu faktorisieren und
dann mit Partialbruchzerlegung zu arbeiten. Wir behandeln ein ganz einfaches
Beispiel.

Beispiel. Sei f(z) = 1. Esist 1 — 2% = (1 — z)(1 4+ 2). Wir lésen

b
t =log|f]

1 o B atar+f—pr

1—x271—x+1—|—x7 1— 22
durch a = g = % und daher

b b b
1 1 1 1
DAt == [ ——dt+= | ——at
/af() 2/,11—t Yo T
b

1 1 b
= —(—log|l —t|)| + =log|l+¢
2 a 2 a
1 |14¢]]
=—log|——
2 %11,




91

Fiir die Ableitung kennen wir die Produktregel
(f9)' =fg+fd

Hieraus wird eine Formel fiir [ f'g.

Satz 6.19 (Partielle Integration). Seien f,g : [a,b] — R stetig differenzierbar.

Dann gilt
/ f(@)g(a)da = fg / f@

Beweis: Sei F' = fg. Wir wenden die Produktregel an und den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

/F’ dx—/f dx+/f

Beispiel. (i) Wir berechnen [ z?sin(z)dz mit g(z) = 2% und f'(z) = sin(z),
f(z) = —cos(x), also

f(x)g(df)

O

b b b
/ x?sin(z)dr = —2” cos(z)| + / 2z cos(x)dx
a a

Und dies wiederum mit g(x) = 2z, f'(z) = cos(z), f(z) = sin(z):
b

b
- / 4sin(z)dx

b
/ 22 sin(z)dX — 22 cos(z) 4 2z sin(z) + 4 cos(z)

b
/ 2z cos(x)dz = 2z sin(x)

Zusammen also

(ii) Die Stammfunktion von log(z) bestimmen wir mit g(z) = log(x), f/(z) =
L fla) =

/log(:v)dx = zlog(z) — /x%dm =zlog(z) — x

(iii) Wir berechnen [ sin?(z)dz. Mit f = sinz, g = sinz erhalten wir f =
—cosz, g =cosw

/sin2 xzdr = —cosxsinx f/fcosxcos:z:dx

:fcosxsinm+/cos2w
_ . )
= —cosxsmx—f—/(l—sm x)dx

= —cosxsinz +x — /sin2:vdx .
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Diese Gleichung 16sen wir auf zu
. 9 1 .
sin® zdx = —5(33 —coszsinz) .

Beispiel. Sei f(z) = % eine rationale Funktion mit teilerfremden Polynomen

p und ¢ mit deg(p) < deg(q). Eine Partialbruchzerlegung besteht aus folgenden
Schritten:

(i) Finden einer Faktorisierung von ¢(z), d.h.
gz)=clz—b)" - (z—=b)F g (@) g(2)

mit paarweise verschiedenen, reellen Nullstellen b; der Vielfachkeit k; und
paarweise verschiedenen, quadratischen Polynomen g¢;, die keine reellen
Nullstellen besitzen. Eine solche Faktorisierung existiert, da C algebraisch
abgeschlossen ist.

(ii) Fiir jede Nullstelle b € {b1,--- ,b,} der Vielfachkeit k£ und jedes quadra-
tische Polynom @ € {q1,- - ,¢s} der Vielfachheit [ bilden wir Funktionen

der Form
Al A2 Ak
x—b (x —b)?’ T (x—Db)k’
Bix+C4 Box + (s Bz + C
Qlx) W Q)" L QW)
wobei A;, B;, C; reelle Koeffizienten sind. Diese Funktionen heiflen Parti-
albriiche.
(iii) Man setzt nun die rationale Funktion f(z) = () als Summe obiger Par-

q(x)
tialbriiche an, wobei die Koeffizienten A;, B;, C; zu bestimmen sind:
r ki A s U Bix 4 C,
o ;g (@ = by)? 22 (Q.)

Die dabei auftretenden Integrale sind alle l6sbar. Wir verzichten darauf, alle
Falle durchzugehen.

Beispiel. Sei R eine rationale Funktion. Dann kann man das Integral

/R(e‘””) dx

durch die Substitution t = e**, dx = édt auf das Integral

/ R(t)%dt

zuriickfithren und somit berechnen, denn £ st wiederum eine rationale Funk-

at
tion.
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Bemerkung. Anders als beim Differenzieren gibt es keinen Algorithmus zur
Bestimmung von Stammfunktionen der elementaren Funktionenen - also derer,
die aus Polynomen, trigonometrischen Funktionen, Exponentialfunktionen und
Logarithmus zusammengesetzt sind. Fithren die eigenen Versuche nicht zu Ziel,
so gibt es zwei Methoden: Nachschlagen in einer Formelsammlung (moderner:
Verwendung eines Mathematikprogramms wie Mathematica oder Maple etc.)
oder numerische Integration. Wir verzichten hier, Ihnen in langen Rechnungen
alle Herleitungen vorzufiihren.

Uneigentliche Integrale

Wir wollen nun auch {iber halboffene oder offene Intervalle integrieren. Wir
behandlen ausfiihrlich [a, 00).

Definition 6.20. Sei f : [a,00) = R auf jedem Teilintervall [a, R] Riemann-
integrierbar. Wir definieren

o R
/a f(x)dxz}%i_rgo ’ f(z)dz

falls dieser Grenzwert existiert. Wir sagen dann, das uneigentliche Integral
[ f(z)dx konvergiert.

Analog definiert man fobo und [7 fiir f : [a,c) = R.

Beispiel. Wir behandeln floo ‘i—m Es ist

R
=(1—s) 'R —(1—g) 1M

R
/ 7 8%de = (—s + 1) tams Tt
1 1

Fiir R — oo hat der erste Term den Grenzwert 0, falls s > 1. Das uneigentliche

Integral konvergiert dann gegen %_s

Ebenso ist .

1
/ r8%dr = (1 —s) toT!
0 0

Fiir s < 1 konvergiert die untere Grenze gegen 0, das uneigentliche Integral
konvergiert.

Fiir s =1 ist die Stammfunktion log(z) und das uneigentliche Integral konver-
giert in keinem der beiden Fille.

Wie im Fall von Summen sprechen wir auch von bestimmter Divergenz, also

1 odx

inf — — oo.

0 T
Fiir f : (a,b) — R definiert man fab fl@)dz = [ f(z)dz + [ f(z)dx fiir cinen
Zwischenwert ¢ € (a,b), falls die beiden Integrale existieren. In diesem Fall ist
der Wert unabhéngig von der Wahl von c.
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Definition 6.21. Fir x>0 sei I'(z) = [ t* e 'dt.

Lemma 6.22. Die Gamma-Funktion ist wohldefiniert und erfillt
a2l(z) =T(x+1)

fir z € (0,00) und I'(n+1) =n! firn e N.

Beweis: Der Integrand ist auf (0,00) positiv. Wesentlich fiir die Existenz der
beiden Grenzwert ist daher die Beschranktheit. Fiir ¢ > 0 ist

tw—le—t < tw—l

und daher )

1 1
/ tm—le—t S / tfc—ldt — x—ltz — .13_1
0 0 0

Anderseits ist fiir k¥ > x + 1 natiirliche Zahl
lim t*tle™t < lim — =0
t—o00 t—oo et

(mehrfache Anwendung von I’'Hopital). Es gibt also tg, so dass fiir ¢t > ¢( gilt

et <1 e v let <72

o0 o0
/ t’”_le_tdtg/ t=2d¢
t(J t()

und das rechte Integral konvergiert. Damit sind die uneigentlichen Integrale I'(x)
definiert.

Wir betrachten nun die Funktionalgleichung. Wir argumentieren mit partieller
Integration fiir g(t) = %, f(t) = —e~t, f'(t) = et

Dies impliziert

Dz+1) = / tYetdt = —tTe !
0

— / wt" H—e Hdt = 0 — 0 + 2T ().
0 0

(Hier gehen wieder die gleichen Grenzwerte ein, die wir uns iiberlegt hatten).
Wir berechnen

(1) = / e tdt = et =0+1.
0 0
Hieraus folgt mit der Funktionalgleichung
I(n+1)=nl'(n) =n!
fiir alle n € N. O

Satz 6.23 (Integralvergleichskriterium). Sei f : [1,00) — (0,00) monoton fal-
lend. Die Reihe > 7, f(n) konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche
Integral floo f(z)dz konvergiert.
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Beweis: Als monoton fallende Funktion ist f Riemann-integrierbar. Da f > 0
ist die Folge der Partialsummen Zgil monoton wachsend. Zu zeigen ist, dass sie

monoton ist. Ebenso ist das unbestimmte Integral F(R) = flR f(x)da monoton
wachsend. Zu zeigen ist die Beschrénktheit.

Wegen der Monotonie gilt

fin—1)> / nl J(e)dz > f(n).

Wir summieren von n = 2 bis N und herhalten daher

N-1 .N N
3 / @)z > Y fn)
k=1 1 n=2

Die Partialsummen sind genau dann beschriankt, wenn es die Integrale sind. [J

Beispiel. Die Reihe Y7 | L konvergiert fiir s > 1.

Der Grenzwert wird mit ((s) bezeichnet. Dies ist die beriihmte Riemannsche
Zeta-Funktion. Sie lasst sich eindeutig zu einer komplex differenzierbaren Funk-
tion auf C \ {1} fortsetzen. Es gibt eine Funktionalgleichung

T8

2 cos(ZT(s)¢(s).

(=9 = s s

Thre Eigenschaften sind eng verbunden mit der Verteilung der Primzahlen. Den
Zusammenhang sieht man mit der Identitét

wobei p die Primzahlen durchlauft.

Eine der bedeutensten offenen Vermutungen betrifft ihre Nullstellen. Bekannt
sind die ”trivialen” Nullstellen in den negativen geraden Zahlen. Alle "nicht-
trivialen” sollen auf der Gerade R(s) = 1/2 liegen.

Integration von Funktionenfolgen

Potenzreihen koénnen wir bereits integrieren, da wir wissen, was beim Ableiten
passiert. Denoch wollen wir auch allgemein verstehen, wie sich Integration und
Grenzwerte von Funktionenfolgen verhalten.

Satz 6.24. Sei (f,)n>1 eine gleichmdfig konvergente Folge von stetigen Funk-
tionen von [a,b] nach R. Dann ist f = lim,_,~ f, Riemann-integrierbar mit

b
/ f(z)dz = nh_}n;@ fn(z)da.
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Beweis: Wir wissen bereits, dass f ebenfalls stetig ist, also integrierbar. Sei € >
0. Da die Folge gleichméiBig konvergiert, gibt es ng > 1, so dass | f(x)— fn(z)| < &
fiir alle € [a,b] und n > ng. Fiir diese n gilt Es gilt

/ab f(z)dz — /ab fu(x)da

Die Folge der Integral konvergiert gegen das Integral der Grenzfunktion. O

b
— [ 17 = 1@l < (-a) max 1) ~ fu(a)| < (b-0)e.

Hier haben wir eine ”Dreiecksungleichung fiir Integrale” benutzt, die wir noch
nachtragen miissen.

Definition 6.25. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Wir definieren fy, f— :
[a,b] = R durch f(x) = max(0, f(z), f(x) = min(0, f(z))

Lemma 6.26. Die Funktion f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn fi
und f_ es sind. Dann ist auch |f| Riemann-integrierbar, und es gilt

/ab fla)dx

Beweis: Offensichtlich ist f = f. + f—. Sind f{ und f_ integrierbar, dann auch
f- Wir behandeln die Umkehrung mit dem Kriterium aus Lemma 6.9. Da f
Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen ¢, mit ¢ < f < und

< / ')l

Lb<w—¢><s.

Dann sind ¢, Treppenfunktionen mit ¢4 < fy < ¢,. Wir behaupten, dass
auBerdem

Yy =P <P —1.

Diese Ungleichung ist in jedem der drei moglichen Fille 0 < ¢(x), ¢(z) <0 <
¥(x), ¥(x) < 0 erfiillt. Wir erhalten also

/ab(mm)s/:wsb)m

Nach unserem Kriterium ist f integrierbar. Wegen f_ = f — f_ ist es dann
auch f_.



Esist |f| = f+ — f—, also ist auch diese Funktion integrierbar. Es folgt

/(f+( ))d| = d:c+/ I

x)dx| +

:/a f+(x)dx—/a f-(x)dz
- /ablfl(x)dx

97
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Kapitel 7

Reihenentwicklungen

Taylor-Entwicklung

Wir erinnern uns an die Definition der Ableitung:

f(z) = f(xo) + a(z — o) + ¢(z)(z — w0)

mit ¢ stetig in zg, ¢(z9) = 0. Es war dann a = f’(zg) berechenbar als Diffe-
renzialquotient. Dies wollen wir mit Polynomen héherer Ordnung wiederholen:
Wir suchen nach einer Darstellung

n

f(z) =Y arle —20)" + ¢ulw)(x —20)"

k=0

mit ¢, (o) = 0 und ¢, stetig. Dies ist die beste mogliche Approximation von f
durch ein Polynom vom Grad n. Wir kennen die Form der a; bereits aus dem
Fall, dass f durch eine Potenzreihe darstellbar ist. Nach Satz 5.21 gilt

S8 (20)
k! ’

ap =

Wir nennen

n )
To(z,x0) = Z fT(!l“o)

k=0

(z — x0)*
das n-te Taylorpolynom.

> £(k)
Tya20) = 3 LA (0t
k=0 ’

heifit Taylor-Reihe von f. Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen Funk-
tion und Taylor-Reihe verstehen.

99
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Satz 7.1 (Taylor-Entwicklung). Sei I C R ein offenes Intervall und f: 1 — R
n + 1-mal stetig differenzierbar. Fiir xo,x € I gilt

f(@) = To(x, 0) + Ry (2, 7o) ,
wobei das Restglied R,11(x,a) die Darstellungen

Rusa (@) = o [ (@ =010 (e)
S D(e)

(n+ 1)! )n+1

Ryi1(z,x0) = (x — zo

bl

fiir ein £ zwischen x und xq hat.

Beweis: Wir beginnen mit der ersten Form des Restgliedes. Der Fall n = 0
ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechung Nach Definition von
Stammfunktionen gilt

@) = @)+ [ " e

wie behauptet. Sei die Formel fiir n bewiesen. Wir fithren eine partielle Integra-
tion aus mit u'(t) = (x — )", v(t) = f((t) und erhalten

Ry (z,z0) = % / (z — )" D ()de
—1 (=

B k7 R Gl LTRSS PR
nt n+l [ nlf,, n+l
1 n
= 7(71 T 1)' (17 — xo) + Rn,+2(x, 130)

Die zweite Darstellung des Restgliedes erhalten wir duch den Mittelwertsatz der
Integralrechnung 6.13

1 I(x B t)nf(nJrl)(t)dt _ lf("JFl)(f)/ z(z — t)"dt

n! o n! o
1
=y ©@ =)
wobei ¢ ein geeignetes Element von [z, x] ist. O

Der Fehler
|f(z) = T(2,20)| = [Rnt1(z, o)

kann genau abgeschétzt werden, z.B. auf dem Intervall [zg — R, zo + R] durch

RnJrl

sup  |f D ()]
[zo—R,z0+R] (n+1)!
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Beispiel. Sei f(z) =sinz, ¢ = 0. Alle Ableitungen sind beschrénkt und daher

xn—i—l
R, ; < —
| +1((E $0)| (’I’L+ 1)'

Fiir jedes x konvergieren die Restglieder gegen 0.

Wir sagen, f ist in eine Potenzreihe entwickelbar mit Entwicklungspunkt zq |
wenn f(x) = Ty(x, zo). Mit anderen Worten, die Restglieder konvergieren gegen
0.

Dies ist nicht immer der Fall! Tatséichlich ist es eher die Ausnahme.

Beispiel. Wir betrachten f(z) = exp(— - ). Die Funktion lisst sich durch 0 zu

einer stetigen Funktion auf R fortsetzen.IDie Ableitungen von f haben alle die
Form P(z)f(z), wobei P eine rationale Funktion ist, z.B.
2 —6 2
/ _ " __ /!
Pa) =S58 = f
Wegen lim,_,o P(x)f(x) = 0 ist f dann auch in 0 unendlich oft differenzierbar
mit £ (0) = 0. Es ist also

Tf(x,O):O#f.

Lemma 7.2. Sei f auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar und sei xg €
1. Seien A, B € R Konstanten mit

’f(")(x)’ < AB"  firalezel, neN.
Dann konvergiert die Taylor-Reihe T (x,x0) gegen die Funktion.

Beweis: Seien A, B wie im Lemma. Es folgt

F(©)

n

| Ry (z, 20)| = ‘ o (x —x0)"| < A% = x| .
Da die Reihe
i B"|x — x|
— n!
konvergiert, ist ABH—T -|(z — a)™ eine Nullfolge. O

Fiir die Berechnung der Reihenentwicklung gibt es mehrere Ansétze:
(i) Aus der Taylor-Formel mit Restgliedabschitzung
(ii) Bekannte Reihen differenzieren oder integrieren.

(iii) Summe und/oder Produkt bekannter Reihen liefert neue Reihenentwick-
lungen
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(iv) Potenzreihen in einander einsetzen
Satz 7.3 (Binomialreihe). Fiir alle x mit |z| < 1 und alle o € R gilt:
= [«
(e =3 (7)o"
k=0

wobei

(Z) _afa-1)- -~]-§!~(a—k+1)

Beweis: Sei g(x) die rechte Seite. Wir berechnen den Konvergenzradius mit der
Quotientenformel R~! = lim |ay41/ax| und erhalten wegen
ala—1)-----(a—(k+1)+ 1k = a—k

=1 -1
oo (kt Dla(a—1)- - (a—k+1) komkil

den Konvergenzradius 1.
Sei nun —1 < z < 1. Es folgt

o(z) =1+ az + a(az'— 1)x2+ ala — 13)'(04—2)‘%3_’_“'

oy, la—1) ale—1)(a—-2) ,

glo) =at =gt 21 SR
—1

xg’(x):ax+%x2+---

J@)(l+z)=at+az(a—1+1)+ala—1) (52 +1)2”+ -

—1
a(1+az+a(a)x2+...)

2!
= ag(z)
Hieraus folgt dann fiir
__9(2)
h(z):= 0+a°
/ a a—1
W(z) = 2 (@)1 +2)* — g(x)a(l + x)
(14 x)2«
(42 @)+ o)~ g(w)a] _
(14 x)2
Die Funktion A ist also konstant. Im Punkt 0 gilt 2(0) = ¢g(0) = 1, also
G
(1 +z)

O

Die Formel aus Satz 7.3 enthilt als Spezialfiille die klassische binomische Formel,
aber auch die Reihenentwicklung von /1 + z etc.
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Fourier-Reihen

Definition 7.4. FEine Funktion f : R — C heifit periodisch mit Periode p, falls

flz+p) = f(2)
fiir alle x € R.
Beispiele sind sin und cos (beide mit Periode 27), aber auch z — C'sin(z + y),
x > cos(x/2).
Wir betrachten im Folgenden p = 27. Die Ergebnisse gelten analog fiir jede an-

dere Periode p # 0. Integrale iiber komplexwertige Funktionen werden berechnet
als Integrale iiber Real- und Imaginérteil getrennt.

Definition 7.5. Sei f : R — C Riemann-integrierbar und 2m-periodisch.

(i) Die Zahlen

1 2

Cn = f(z) exp(—inz)dz, firn € Z

27T 0

heifsen die Fourier-Koeffizienten zu f.
(i) Die Reihe

Z = Z cn exp(inz) + i: cn exp(inz)

neZ n=0 n=—1

heifit die Fourier-Reihe zu f.

Ist f reell-wertig, so kénnen wir zerlegen wir dies in Real- und Imaginérteil Die
Reihe lautet dann

Z (an cos(nz) + by, sin(nx))

n=1

%0
2

mit den Fourierkoeffizienten

1 27

p, =— f(z) cos(nx)dx, fiir n € Ny
T Jo
1 2

b, =— f(z) sin(nz)dzfir n € N
T Jo

Wann ist eine Funktion als Fourier-Reihe darstellbar?
Grundidee: Die 2w-periodischen Funktionen, Riemann-integrierbaren Funktio-
nen bilden einen Vektorraum V mit dem Skalarprodukt

2m

(f.9)= [ [(@)g(x)dz

0
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Die Elemente e, = exp(inz) fir n € Z bilden darin ein Orthogonalsystem.
In einem allgemeinerein, Grenzwert-Sinn, sind sie eine Basis fiir die beliebig oft
differenzierbaren Funktionen. Die Formel fiir die Koffezienten ist die Formel, mit
der man die Elemente eines Vektorraums in einer Orthonormalbasis ausdriickt.

n

v = Z(ei,wei.

i=1

Tatsachlich ist nach Definition

Cp = <en7f>'

Der richtige Grenzwertbegriff in diesem Zusammenhang ist weder punktweise,
noch gleichméfige Konvergenz. Wir setzen dafiir die Norm zu dem Skalarpro-
dukt wie immer

1l = V£ 1)

Lemma 7.6. Seien f,g: R — C beide 2m-periodisch und Riemann-integrierbar.
Dann gilt

1+ glly < £l + gl -

Beweis: Es geniigt, diese Eigenschaft fiir Treppenfunktionen zu verfizieren (Ubungs-
aufgabe). In diesem Fall folgt sie aus der gewohnlichen Dreiecksungleichung. [

Definition 7.7. Seien f : R — R und f,, : R = C fiir n > 1 2w-periodisch
und Riemann-integrierbar. Wir sagen die Folge (f,)n>1 konvergiert im quadra-
tischen Mittel gegen f, wenn

2w
G |f = fullo = lm [ (@)~ fala)Pde =0

n—infty Jo

Offensichtlich impliziert gleichméfige Konvergenz auch Konvergenz im quadra-
tischen Mittel. Sie impliziert nicht punktweise Konvergenz.

Theorem 7.8 (Fourier-Entwicklung). Sei f eine 2m-periodische Funktion und
Riemann-integrierbar. Dann konvergiert die Fourier-Reihe zu f im quadratische
Mittel gegen f. Ist f stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourier-Reihe sogar
gleichmdjig gegen f.

Wir beginnen mit den Orthogonalitétsrelationen.

Lemma 7.9 (Orthogonalitit). Seien n,m € Z. Dann gilt

1 n=m
{ens em(= {0 n#£m
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Beweis: Es ist

1 2m

/ ! en()em(x)de = by exp(iz(m — n))dz.
0 0

1

<en; em> = %

Fiir n = m ist der Integrand konstant 1 und das Integral hat den Wert 1. Fiir
n # m sind Realteil bzw. Imaginérteil des Integranden von der Form cos(kx)
bzw. sin(kz) fiir ein ganzzahliges k # 0. Aus Symmetriegriinden verschwindet
das Integral iiber die volle Periodenléange. O

Wir schreiben ab jetzt V fiir den Vektorraum der Riemann-integrierbaren und
2m-periodischen Funktionen.

Lemma 7.10. Sei f € V mit den Fourierkoeffizienten ¢y, k € Z. Dann gilt fiir
jedes n > 0:

“f— > cker

k=—n

k=—n

2 n
2
=Iflls = > el
2

Beweis: Wir setzen g fiir die Partialsumme und berechnen

n

(frg)= D alfier)= > atr= Y leal

k=—n k=—n k=—n

und

<gag>: Z |Ck|2

k=—n

daher

<f_gaf_g>:<f7f>_<fvg>_<gvf>+<g7g>
=1l = D lerl = D lel+ D lerl?
k=—n k=—n k=—n

O

Korollar 7.11 (Besselsche Ungleichung). Sei f Riemann-integrierbar und 27-
periodisch mit Fourier-Koeffizienten ¢y, k € Z. Dann gilt

2
> e < N1l

keZ

Es gilt Gleichheit genau dann, wenn die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel
gegen f konvergiert.

Beweis: Nach dem Lemma gilt die Ungleichung fiir jedes n, also im Limes. Man
kann es lesen als Formel fiir die Norm des Unterschieds von Partialsumme und
Funktion. Die Reihe konvergiert genau dann im quadratischen Mittel, wenn
diese Norm gegen 0 geht. O
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Konvergenz der Fourierreihe. Der Konvergenzbeweis geht in drei Schritten:
(i) fz)=1fir0 <z <a, f(x) =0 fira <z < 27.
(ii) f = ¢ eine Treppenfunktion.
(iii) f beliebig.

Wir beginnen mit dem ersten Schritt. Nach Definition ist

1 a
co=— edz =
2T 0 271-
und fiir k£ # 0
11 i TR i, ik
_ ikt Q0 — _~ o—ikr| 7 tka _ 1Y
* = or 0 ‘ T ok 0 27Tk(e )
Fiir k& # 0 ist daher
1 _ - 2 — 2cos(ka)
2 1ka ika _
e = grage (e~ D m D = e —

Man beachte, dass fiir k¥ und —k der selbe Wert auftaucht. Daraus erhalten wir

s = 1 — cos(ka)
Z lexl” = o + Z T2k2
kez k=1

Der Wert dieser Reihe ist bekannt (Ubungsaufgabe), niamlich

a 2
o= = I

Nach dem Kriterium mit der Besselschen Ungleichung folgt die Konvergenz im
quadratischen Mittel.

Durch Linearkombinationen erhalten wir hieraus den Fall beliebiger Treppen-
funktionenen, mit einem Approximationsargument den Fall von beliebigen Riemann-
integrierbaren Funktionen. Fiir Details verweisen wir auf Forster, §23. (Hinweis:
Dreieckungleichung) O

Beweis im stetig differenzierbaren Fall. Wir betrachten die stetige Funktion f'.
Fiir ihre Fourierkoeflizienten - gilt die Besselsche Ungleichung

2
Yol <

kEZ

Durch partielle Integration erhalten wir hieraus die Fourier-Koeffizienten fiir f:

. _
F k
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also (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel)

1/1
ol < 5 (g + k).

Weil die Reihen {iber beide Terme konvergieren, konvergiert auch die Reihe
> kez |ck|. Dies bedeutet, dass die Fourierreihe absolut und gleichméfig konver-

giert. Insbesondere ist die Grenzfunktion f wieder stetig. Wegen der Konver-
genz im quadratischen Mittel ist H f— f H = 0. Da die Funktion stetig ist, folgt
- 2

hieraus f = f. O



108 KAPITEL 7. REIHENENTWICKLUNGEN



Kapitel 8

Sonstige Anwendungen

Konvexitat

Definition 8.1. Sei D ein Intervall, f : D — R eine Funktion. Sie heifst
konvex, wenn fir alle x1,x9 € D und alle X € (0,1) gilt

fQzr+ (1= Naz) S Af(21) + (1= A) f(x2)
Sie heifit konkav, wenn die Ungleichung > erfillt ist.

Konvex/konkav bedeutet, dass der Graph der Funktion unterhalb/oberhalb der
Sekante lauft.

Satz 8.2. Sei D = (a,b) und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann ist f
genau dann konvex, wenn f"(x) >0 fir alle z € D.

Beweis: Sei f” > 0. Dann ist f’ monoton wachsend. Seien z1,xo € D mit
1 < x9. Sei x = Axqp + (1 — A)zo. Dann gilt 1 < 2 < x2. Wir wenden den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung an auf die Intervalle [z, 2] und [z, 23]
Es gibt also & € (z1,2) und & € (z,z2), so dass

f(l’) — f(xl) — f,(fl) < f,(£2) _ f(IQ) — f(ﬂj’)

xr— 2 T2 — X
Wegen  — 21 = (1 — X)(22 — 1) und 22 — & = A(z2 — 21) folgt

fz) = f(z1) _ flaz) = f(2)
1-A - A

und daher
f(@) < (1 =N f(z2) + Af(z1)

Die Funktion ist konvex.

109
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Sei nun umgekehrt die Funktion konvex. Angenommen, es gelte nicht f(z) > 0
fir alle z € D. Sei xp € D mit f"(z¢) < 0. Wir setzen ¢ = f/(z0) und

¢(x) = f(z) = f(wo) — e(z — 20)

Die Funktion ist zweimal differenzierbar mit ¢'(z¢) = 0 und ¢" (x¢) = f"(z0) <
0. Also hat ¢ in xg ein isoliertes lokales Maximum. Es gibt also h > 0, so dass
o+t h e D und

Bl 1) < 6(z0)
Es folgt
(o) = 6(z0) > 3 (6(x +h) + 6z — )

Dies verletzt die Konvexititsbedingung fiir A = 1/2 und &1 = « — h, x5 =
x4+ h. O

Als Anwendung von Konvexitidtsbetrachtungen erhalten wir die Dreiecksunglei-
chung, die wir bereits mithsam zu Fufl bewiesen haben. Die folgenden Relationen
werden sehr wichtig in der Funktionalanalysis und der Theorie der Differential-
gleichungen.

-1

Lemma 8.3. Seien p,q € (1,00) mit p~t 4+ ¢~ = 1. Dann gilt fiir alle z,y > 0

die Ungleichung
/Pyl < z + y
p p
Fiir p = g = 2 ist dies die bekannte Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel.

Beweis: Wir verwenden den Logarithmus log : R~y — R. Seine 2. Ableitung ist
—1/2?, also die Funktion konkav. Es gilt mit A =p~!, (1 - \) = ¢!

log(p™ 'z +qy) > p~ " log(z) +q " log(y)
Anwenden der monotonen Funktion exp liefert die Behauptung. O
Sei ¢ = (x1,...,%,) € C™ ein Vektor. Wir definieren seine p-Norm als

(I, = &/l1[? + - + faa P
Den komplexen Absolutbetrag erhalten wir also als Spezialfall z € R2.

Satz 8.4 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit p~! +¢71 = 1.
Seien ¢ = (x1,...,2n) € C" und y = (y1,...,yn) € C". Dann gilt

n
> lwiyil < llzl, Iyl
k=1
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Beweis: Ohne Einschrinkung ist [|z[[, # 0 und |[ly||, # 0. Wir setzen & =
|lzi|P/ |||, wnd n; = |y:|?/ [ly[|,,- Dann ist

D =) m=1
Wir wenden den Hilfsatz an auf &; und 7; und erhalten
Iz, lyl, — »  q
Wir summieren iiber alle ¢ und erhalten
Z iyl <1 + 1.
(L, lyllq q
Die ist die Behauptung. O

Korollar 8.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fir z,y € C" gilt
[z, o) < llzll5 Iyl -
Hierbei ist .
= Zfiyi
i=1
das Standardskalarprodukt auf C™.

Beweis: Wir setzen p = ¢ = 2 in der Holderschen Ungleichung fiir 7 und y. 0O
Satz 8.6 (Minkowskische Ungleichung). Seip € (1,00). Dann gilt fir z,y € C*
Iz +yll, < llll, + llyll, -

Beweis: Fiir p = 1 folgt der Satz aus der Dreiecksungleichung fiir komplexe

Zahlen, die wiederum aus p = 2 und dem reellen Fall folgt. Sei also nun p > 1.

Wir definieren ¢ durch p~! 4+ ¢~! = 1, also pg = p + ¢. Sei z € C" mit z; =

|z; + yi|P~! fiir i = 1,...,n. Dann ist 2¢ = |z; + y;|?~Y = |2; + y;|P. Es folgt
Izl = Nl + Il

Nach Dreiecksungleichung und der Holderschen Ungleichung gilt

n

n n
Yol yillal < lwizd + D izl < =, 120, + v, 121,

i=1 i=1 i=1
Nach der Definition von z; ist die linke Seite

n n

Z i + yillzi +yiP = Z |lzi +yil” = [z +yll -

i=1 i=1

Nach unserer Berechung von |[z||, gilt also insgesamt

lz -+l < (lell, + Iyl,) Iz + y]2?
Wegen p — p/q = 1 folgt die Behauptung. O
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Das Newton-Verfahren

Wie finden wir explizit die Nullstelle einer (hinreichend gutartigen) Funktion auf
R? Wir kennen bereits das Intervallhalbierungsverfahren fiir stetige Funktionen.
Nun behandelnt wir eine sehr schnelle Alternative.

Wir beschreiben zunéichst den Algorithmus. Sei f : D — R eine stetig differen-
zierbare Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Sei ¢y € D ein Startwert.
Wir setzen

Tpnyl = Tp — f/(J? )
n

Geometrisch: wir legen eine Tangente durch (z, f(x,)) und bestimmen die
Nullstelle der Tangente.

Angenommen, die Folge ist wohldefiniert (also stets f'(x,) # 0, 41 € D) und
konvergent mit Grenzwert £, dann gilt:

i)
f'(€)

Beispiel. f(z) = 2? — 2, f'(x) = 2z, 29 = 2. Dann ist

§=¢— = f(§) =0.

4-2 3
o PR B
3 2-% 17
=2_ = = =1,416666
27973 2
V2 =1,4141...

Satz 8.7. Sei f : [a,b] — R zweimal differenzierbare konvexe Funktion mit
f(a) <0 und f(b) > 0. Dann gilt:

(i) Es gibt genau ein & € [a,b] mit f(&) = 0.

(ii) Istxg € [a,b] beliebig mit f(xg) > 0, so ist die Folge des Newton- Verfahrens
wohldefiniert und monoton fallend und konvergiert &.

(iii) Gilt f'(§) > C >0 und f"(z) < K fir alle z € [€,b], so gilt fiir alle n die
Abschditzung

K
|xn+1 - $n| < |£ - xn| < %h‘n - xn—1|2~

Beweis: Da f konvex ist, ist f’ auf [a, b] monoton wachsend und hat héchstens
eine Nullstelle. Sei ¢ € [a,b] der Punkt, in der f sein Minimum annimmt. Falls
q # a, so hat f ein isoliertes Minimum mit f’(¢) = 0. Minimum ebenfalls
negativ. Auf [a,q| ist f’ < 0, also die Funktion f monoton fallend und damit
negativ.

Nach dem Zwischenwertsatz hat f eine Nullstelle £ auf [g, b]. Sie hat keine weitere
Nullstellen, den zwischen diesen beiden gébe es einen Punkt im Inneren von
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[¢,b] mit verschwindender Ableitung. Dies beweist die erste Aussage. Auf [q, b]
ist f/ > 0 und die Funktion f streng monoton steigend.

Der Punkt z( liegt nach Voraussetzung in [g,b] mit f(xzg) > 0. Wir zeigen
¢ < x1 < zp. (Danach wenden wir diese Behauptung auf z1,zs,... and und
erhalten Wohldefiniertheit und Monotonie von (z,)n>1.)

Es ist f(zo) > 0 und f’'(zo) > 0, also also ist f(x0)/f (x0) > 0 und daher
1 < xy. Wir zeigen nun f(z1) > 0 (daraus folgt dann x; > £) wegen der
Monotonie.) Dafiir betrachten wir

o(x) = f(z) — fzo) — f'(20)(x — 20)
mit
¢'(z) = f'(z) — f'(zo).
Diese Ableitung ist negativ auf [q, xo] wegen der Monotonie von f’. In x gilt
@(zg) = 0. Also ist ¢ > 0 auf [g, z¢], also insbesondere in x;:

0 < p(x1) = flx1) — fzo) — f(20) (21 — 0) = f(21).

Als monoton fallende, beschrinkte Folge konvergiert (z,),>1. Wir haben be-
reits oben gezeigt, dass der Grenzwert dann eine Nullstelle von f ist, also
Wir wenden uns der Fehlerabschéatzung zu. Seien C, K wie im Satz. Wegen der
Monotonie gilt f/(z) > C fiir alle > £. Die Funktion wichst also schneller als
die lineare Funktion C(z — &), d.h. auf [¢,b] gilt

f(m)ZC(x—g):Hm_ﬂg%.

Um f(z) weiter abschitzen zu kénnen, betrachten wir

K

V(@) = f(z) = flwo) = f(wo) (& — o) — - (w — w0)*.

Durch Ableiten erhalten wir

V() = f'(w) = f'(wo) — K(z — x0)
V(@) = f"(z) - K <0.

Also ist ¥ monoton fallend in [£, b]. In zy verschwindet sie, also ist ¢’ > 0 auf
[€,20]. Damit ist ¢ monoton wachsen auf [£,z]. In xg verschwindet auch ,
also ist ¢(z) < 0 auf [£, z]. Wir erhalten in x4

flx) < K(x— 1’0)2.

Zusammen also
K(z —0)?

€ — x| < G
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Parameterabhingige Integrale

Wir erinnern an die I'-Funktion, die fiir jedes = als Wert eines Integrals tiber
eine Funktion definiert wurde, die auch von = abhéngt.

Wir betrachten jetzt

iz t) = fa,t)
fiir t € [a,b], x € D so dass fiir jedes x die Funktion ¢ — f(x,t) integrierbar ist.
Dann definiert

b
v F() :/ P t)dt

eine Funktion von . Wann ist sie stetig? Wann ist sie integrierbar? Es handelt
sich jedesmal um Fragen nach dem Vertauschen von Grenzwerten, wie wir sie
bereits beim Summieren von Funktionenfolgen kennengelernt haben.

Beispiel. Sei f(z,t) = t*. Dann ist fiir  # 1

tx+1 b

z+1

1
— (bx+1 _ aerl)

r+1

F(z) = /ab trdt =

Diese Funktion ist differenzierbar mit Ableitung
1

P = @ e

a

(log ()" —log(a)a™"")

rz+1

Andererseit ist "

dt
= log(t)t®
e og(t)

Als Funktion von ¢ raten wir die Stammfunktion

1 1
1) =— g tt log(t)t* 1.

Es gilt daher
b
/ log(t)t* = F'(x).

Satz 8.8. (i) Sei f : D x [a,b] — R beschrinkt. Fiir festes t € [a,b] sei
die Funktion f(-,t) stetig und fiir festes x € D sei f(x,-) Riemann-
integrierbar. Dann ist

b
2 F(z) = / Fa 1)t
stetig.
(i) Sei zusdtzlich f(x,-) differenzierbar und %(m,t) sei beschrdinkt und fiir
jedes feste x € D integrierbar. Dann ist F' differenzierbar, und es gilt

F(a) = /” df(@,t) 4,

d
t

d.h. es kann unter den Integralzeichen differenziert werden.
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Zur Vorbereitung benétigen wir eine Variante unseres Satzes {iber die Konver-
genz von Integralen iiber Funktionenfolgen.

Satz 8.9. Sei (gn)n>1 €ine punkteweise konvergente Folge von Riemann-integrierbaren
Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall D, deren Grenzfunktion g Riemann-
integrierbar ist. Sei ausserdem {g,(t)|n > 1,t € D} beschrinkt. Dann gilt

b b
lim [ go(t)dt = / g()dt.

n—roo

Statt gleichméfliger Konvergenz verlangen wir also eine Beschrianktheitsvoraus-
setzung.

Beweis: Barner-Flohr §10, Satz von Arzela-Osgood, S. 392. O

Beweis: Sei x € D fest und (z,,)n>1 eine Folge in D mit Grenzwert z. Wir
miissen zeigen, dass

lim F(z,) = F(z).

n—oo

Sei g,(t) = f(xn,t). Nach Voraussetzung ist diese Funktion integrierbar. Fiir
jedes t gilt limy, 00 gn(t) = f(x,t) wegen der Stetigkeit im ersten Argument.
D.h. die Funktionenfolge konvergiert punktweise. Da f beschrinkt ist, gibt es
C, so dass |gn(t)| < C fiir alle n und t. Nach dem Satz von Arzela-Osgood folgt

b b
lim Fay) = lim [ f(@nt)di = / (@, t)dt.

n—oo n—r oo a

Dies beweist der ersten Teil der Behauptung.

Fiir den zweiten Teil sei wieder (x,),>1 Folge in D mit Grenzwert x. Wir
berechnen den Differenzenquotienten

F(xn>_F<x) :/b f(x’ﬂ7t)_f(x7t)dt.

Sei hy,(t) der Integrand. Fiir festes ¢ konvergiert die Folge gegen df (gz’t) nach De-
finition der Ableitung, d.h. die Folge h,, ist punktweise konvergent. Die Grenz-
funktion ist nach Voraussetzung Riemann-integrierbar. Nach Voraussetzung ist
% beschrinkt durch eine Konstante C’. Nach dem Mittelwertsatz der Dif-

ferentialrechnung folgt

fato = LS04

Ty — T dz

<s,t>] <

Wieder ist die Voraussetzung des Satzes von Arzela-Osgood erfiillt:

b b
lim h,(t)dt = g((w, t)dt

n—oo [, . dx

Nach Definition ist die linke Seite %(I). O
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Ausblick

Der Inhalt dieser Vorlesung wird in mehrere Richtungen verallgemeinert werden:

(i)

(i)

(iii)

Differentialrechnung fiir Funktionen f : R™ — R™: Dies ist der Inhalt der
Analysis II. Wir versuchen wieder, die Funktion moglichst gut linear zu
approximieren. Wir miissen also auf ein paar Begriffe der lineare Algebra
zuriickgreifen.

Integralrechnung fiir Funktionen f : R™ — R: Hier gibt es zwei Zugénge.
Einerseits gibt es eine mehrdimensionale Version des Riemann-Integrals.
Dies sind die Integrale, die in der Praxis auftauchen. Die Theorie wird in
der Kurzvorlesung Mehrfachintegrale besprochen. Anderseits kann man
stattdessen das Lebesgue-Integral behandeln. Dabei kann R™ durch ande-
re Mengen X ersetzt werden, z.B. X = N. Diese Theorie wird in Analysis
IIT behandelt. Sie ist gleichzeitig die Sprache der modernen Wahrschein-
lichkeitstheorie.

Differentialrechnung fiir Funktionen f : C — C. Dies nennnt man Funk-
tionentheorie. Einen Teil davon haben wir bereits beim Behandeln von
Potenzreihen gesehen.
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