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Einleitung

Aus der Funktionentheorie kennen wir das Problem von Funktionen wie 1/ und
log, die sich nicht global auf C definieren lassen, genauer: Es gibt mehrere mogli-
che Wahlen, die “Zweige”, die nicht global zusammenpassen. Man spricht dann
auch von “mehrwertigen Funktionen”, aber was soll das sein? Anscheinend war
es Riemann (1826-1866), der einen Ausweg fand: Der richtige Definitionsbereich
fiir 1/- ist nicht eine Teilmenge von C, sondern ein geometrisches Objekt X, das
iiber C liegt, d.h. es gibt eine Abbildung 7 : X — Cx. Ist A C C* eine offene
Kreisscheibe, dann besteht 71 A aus zwei Kopien von A. Auf X ist 1/~ eine glo-
bale Funktion. Auf einem Exemplar von A der eine Zweig, auf dem anderen der
andere. In diesem Beispiel ist es sogar leicht, X anzugeben. Wir wihlen X = C*
und 7(z) = 22. Die Funktion /- auf X ist dann die Identitit. Das sieht nach
einem Taschenspielertrick aus, ist es aber nicht. Fiir kompliziertere Funktionen
erhalten wir auch kompliziertere Flichen X, eben die Riemannschen Fldchen.

Unser moderner Zugang geht anscheinend auf Hermann Weyl (1885-1955) zuriick,
“Die Idee der Riemannschen Flache” zuriick. Eine Riemannsche Fliche ist ein-
fach eine eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, als ein topologischer Raum,
der lokal aussieht wie eine offene Teilmenge von C. Alle Sétze der Funktionen-
theorie lassen sich in dieses Setting iibertragen, mal einfach, mal kompliziert.
Sie 1osen gleichzeitig Riemanns Problem, sein X ist eben eine Riemannsche
Flédche, die eine Teilmenge von C iiberlagert. Eine mehrwertige Funktion ist
eine gewohnliche Funktion auf X.

Eine der wichtigsten Frage (die wichtigste), die dann zu kldren ist, betrifft die
Existenz von holomorphen oder meromorphen Funktionen.

Hier gibt es zwei grofle Sitze: der grofie Riemannsche Abbildungssatz besagt,
dass es nur drei einfach zusammenhéngende Riemannsche Flidchen gibt: C, B;(0)
(aus FT bekannt), sowie C = C U {oo}. Dies bedeutet, dass es auf jeder Rie-
mannschen Fliche mehrwertige holomorphe Funktionen gibt. Jede Riemannsche
Flache ist von der Form, mit der Riemann arbeitete.

Der Satz von Riemmann-Roch beschreibt sehr genau, wieviele meromorphe Funk-
tionen es auf einer kompakten Riemannschen Fléche gibt. Eine Konsequenz ist,
dass sich jede kompakte Riemannsche Fliche in den projektiven Raum einbetten
ldsst - und dann automatische eine algebraische Varietét ist, also die Nullstel-
lenmenge einer endlichen Menge von Polynomen.



Die beiden Sédtze haben in den Beweismethoden ein sehr unterschiedliches Fla-
vour. Hauptziel dieser Vorlesung ist der Beweis des Satzes von Riemann-Roch.
Vorlesungsplan

e Grundbegriffe, grundlegende Eigenschaften und Sétze aus der Funktionen-
theorie tibertragen

Garben und Garbenkohomologie, Satz von Riemann-Roch

e Die Sitze von Abel und Jacobi

Elliptische Kurve

falls Zeit ist: Grundbegriffe aus der Theorie der Modulkurven und Modul-
formen
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Kapitel 1

Grundbegriffe

Definition 1.1. Sei X ein topologischer Raum.
(i) Ein komplexe Karte ist ein Homdéomorphismus
¢o:U—=V

wobei U C X offen undV C C offen. Die Abbildung ¢ heifit auch komplexe
Koordinate auf U.

(i) Zwei komplexe Karten ¢; : U; — V; fir i = 1,2 heiffen biholomorph
vertriglich, falls die Abbildung

G20 ¢ 1 (U NUz) = ¢o(Uy NU,)
bitholomorph ist.

(#1) Ein komplexer Atlas aus X ist ein System {¢; : U; = V;}ier paarweise
vertrdaglicher Karten, die X tberdecken, also X = UZ-GI U;.

(iv) Zwei Atlanten heifiten vertrdglich, wenn ihre Vereinigung ebenfalls ein
Atlas ist.

(v) Fine Riemannsche Fliche ist ein zusammenhdingender Hausdorffraum zu-
sammen mit einer Aquivalenzklasse von Atlanten.

Beispiel. (i) Sei X C C offen. Dann ist die Identitét eine Karte. Sie definiert
auch gleich einen Atlas, also eine Riemannsche Fliche.

(ii) Sei C = C U {oo}. Wir wihlen als Karten Uy = C mit der Identitit
als Koordinate und Uy, = C ~ {0} mit z — z~! als Koordinate. Wir
erhalten eine Riemannsche Fliche (hier ist jetzt einiges zu priifen). Sie
heiflt Riemannsche Zahlenkugel.
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Wir kldren die vorkommende Begriffe:

Ein Homdomorphismus ist eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Um-
kehrfunktion. Eine Abbildung ist stetig, wenn die Urbilder offener Menge offen
sind.

Eine biholomorphe Abbildung ist eine bijektive holomorphe Abbildung. Wir
haben in FT I gesehen, dass dann die Umkehrabbildung ebenfalls holomorph
ist. Im Fall von Karbeniibergangsabbildungen ist die Abbildung bereits bijektiv,
da Homoorphismus.

Ein topologischer Raum heiflt hausdorff, wenn es zu je zwei Punkten P, P,
disjunkte offene Umgebungen U; und U, gibt, d.h. U; offen, P; € U;, U1NU; = 0.
Die Eigenschaft heifit manchmal auch T2 (es gibt auch T0,T1,T3 und T4).

Beispiel. Jeder metrische Raum ist hausdorff: Sei » = d(P;, P2). Dann sind
B, j2(P;) diskunkte Umgebungen.

Einen Gegenbeispiel erhédlt man durch X = C x {0} UC x {1}/ ~ mit der
Aquivalenzrelation (z,0) ~ (x,1) fiir z # 0. Eine Menge in X ist offen, wenn
ihr Urbild in C x {0} UC x {1} offen ist. In diesem topologischen Raum lassen
sich die Punkte (0,0) und (0, 1) nicht trennen. Das Beispiel zeigt deutlich, dass
hausdorff eine nicht-lokale Eigenschaft ist. Jeder Punkt von X hat eine Umge-
bung, die hausdorff ist. Die Eigenschaft folgt daher auch nicht aus der Existenz
von Karten!

Ein topologischer Raum heifit zusammenhdngend, wenn er nicht als disjunkte
Vereinigung von zwei echten offenen Teilmengen geschrieben werden kann. Ist
ein topologischer Raum lokal zusammenhiingend (fiir jeden Punkte P enthilt
jede Umgebung von P eine zusammenhéngende Umgebung von P), so ist er Ver-
einigung von Zusammenhangskomponenten, also offenen zusammenhéngenden
Teilmengen. Daher ist die Zusammenhangsvoraussetzung harmlos.

Oft verlangt man beim Umgang mit Mannigfaltigkeiten auch noch das 2. Abzihi-
barkeitsaxiom: Die Topologie hat eine abzdhlbare Basis, d.h. es gibt eine abzahl-
bare Menge von offenen Mengen, so dass jede offene Menge als Vereingung von
solchen geschrieben werden kann.

Beispiel. Die Bille B,.(z) C R™ mit » > 0 rational und z € Q" bilden eine
abzihlbare Basis fiir die Topologie des R™.

Wir stellen diese Bedingung hier nicht. Wir behandeln zusammenhéngende Rie-
mannsche Fliichen, die die Eigenschaft automatisch haben (grofier Riemannscher
Abbildungssatz, also tief!).

Und weil wir gerade dabei sind:

Ein topologischer Raum heit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine end-
liche Teiliiberdeckung hat, d.h. falls X = J,.; U; mit U; C X alle offen, dann
gibt es endlich viele Indizes i1,...,4, € I so dass X = U;'L=1 Ui,

Bemerkung. Dieser Begriff heifft manchmal auch nur quasi-kompakt. Ein to-
pologischer Raum ist dann kompakt, wenn er quasi-kompakt und hausdorff ist.



Alle unsere topologischen Rdume werden hausdorff sein, daher kommt es auf
diesen Unterschied nicht an.

Beispiel. C ist eine kompakte Riemannsche Flache.

Beweis: Wir holen die Topologie nach: Eine Teilmenge U C C ist offen, wenn
sie eine offene Teilmenge von C ist oder ihr Komplement eine abgeschlossene
beschriinkte Teilmenge von C. Im ersten Fall gilt also co ¢ U, im zweiten oo € U.
Sei nun {U,;};e;r eine offene Uberdeckung. Dann gibt es ig mit oo € U,,. Das
Komplement A = C ~ Ui, ist kompakt. Also wird es von endlich vielen der
U; tiberdeckt. Insgesamt haben wir so eine endliche Teiliiberdeckung gefunden.
Zu zeigen bleibt noch, dass C hausdorff ist. Seien zZ,w € C verschieden. Sind
beide ungleich oo, so liegen sie beide in C und kénnen dort durch offene Mengen
getrennt werden. Ist einer der Punkte oo, so liegt der andere in C. Sei B eine
offene Kreisscheibe, die diesen Punkt enthélt. Sei D eine groflere abgeschlossene
Kreisscheibe, die B enthélt. Sei U = C ~ D. Dann werden die Punkte durch B
und U getrennt. O

Beispiel. Sei Q C C ein Gitter. Dann ist C/Q mit der Quotiententopologie und
den offensichtlichen Kartenabbildungen eine kompakte Riemannsche Flache.

Beweis: Sei V. C C offen, so dass keine zwei Punkte aus V' &dquivalent sind
modulo Q, z.B. V = B.(z) mit 0 < € < |w|/2 fiir w € Q& \ {0}. Wir betrachten
U = m(V). Wir wollen iiberpriifen, dass U offen ist, also 771U C C offen. Es
gilt 771U = Uweq V +w. Jeder der V + w ist offen, also auch die Vereinigung.
Die Einschrinkung m : V' — U ist bijektiv. Sie ist stetig nach Definition der
Quotiententopologie. Sie ist offen, da das Bild einer offenen Teilmenge V' C V
wieder offen ist (genau wie das Bild von V selbst). Daher ¢ = 771 : U — V
eine Kartenabbildung. Die Menge all dieser Karten ist ein Atlas. Dies ist die
gesuchte ”offensichtliche” Struktur als Riemannsche Fldche.

Zu zeigen ist noch, dass der topologische Raum hausdorff und kompakt ist.
Kompaktheit ist einfach: Sei (w1, ws) eine Z-Basis von . Die Teilmenge

P = {aw; + bwz|0 < a,b < 1}

ist beschrénkt und abgeschlossen in C, also kompakt. Das Bild unter 7 ist ganz
C/Q, daher ist dieser Raum ebenfalls kompakt. Seien Z1,Z5 verschiedene Ele-
mente on C/§. Seien z1, 2o jeweils Urbilder in C'. Sei
d=minl|z —w —w|.
weN
Dieses Minimum ist positiv, da die Menge diskret ist und 0 nicht trifft. Sei
d/2e > 0, so dass 7 auf Kreisscheiben vom Radium e bijekt ist. Dann finden wir
mit U; = m(B.(z;)) die gesuchten Umgebungen. O

Definition 1.2. Sei X eine Riemannsche Fliche und Y C X. Eine Abbildung
f:Y — C heifit holomorph, wenn fir jede Karte ¢ : U — V auf X die Funktion

foop t:ip(UNY)—C
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holomorph ist. Wir schreiben O(Y') fiir den Ring der holomorphen Funktionen
auf Y.

Es geniigt, die Bedingung auf einem Atlas zu iiberpriifen.

Beispiel. Sei ¢ : U — V eine Kartenabbildung. Dann ist ¢ eine holomorphe
Funktion.

Definition 1.3. Sei X eine Riemannsche Fliche. Fine abgeschlossene Teil-
menge S C X besteht aus isolierten Punkten, wenn es fiir jedes s € S eine
Umgebung gibt, die keinen weiteren Punkt aus S enthdlt. Fin holomorphe Ab-
bildung mit isolierten Singularitéiten ist eine holomorphe Abbildung auf X \. S.
Sie hat in s € S eine hebbare Singularitdt bzw. einen Pol bzw. eine wesentli-
che Singularitit, wenn fir jede Karte ¢ : U — V, die s enthdlt, die Funktion
fod™L in ¢(s) eine hebbare Singularitit bzw. einen Pol bzw. eine wesentliche
Singularitdt hat.

Sie ist meromorph, wenn alle Singularititen hochstens Pole sind. Der Ring der
meromorphen Funktion auf X wird mit M(X) bezeichnet.

Satz 1.4. Sei X eine Riemannsche Fliche S C X eine Menge von isolierten
Punkten und f: X NS — C holomorph.

(i) s € S ist genau dann eine hebbare Singularitit, wenn es eine Umgebung
von s gibt, auf der f beschrinkt ist. In diesem Fall existiert lim,_, ¢ f(2)
und f lisst sich zu einer holomorphen Abbildung auf X ~ (S ~\ {s}) fort-
setzen.

(ii) s € S ist genau dann ein Pol, wenn lim,_,|f(z)| — oo.

(i1i) s € S ist genau dann eine wesentliche Singularitit, wenn lim,_,|f(z)|
weder als eigentlicher oder uneigentlicher Grenzwert existiert.

Insbesondere geniigt es jeweils, die Bedingung in einer Karte zu tberpriifen, die
s enthdlt.

Beweis: Sei s € S eine hebbare Singularitéit. Nach FT 1list f o ¢~! auf einer
Umgebung von ¢(s) beschréinkt, also f auf einer Umgebung von s. Alle anderen
Eigenschaften folgen genauso. O

Beispiel. Sei 2 C C ein Gitter. Eine meromorphe Funktion f : C/Q — C ist
dasselbe wie eine elliptische Funktion zum Gitter 2.

Beweis: Eine Funktion auf C/) ist dasselbe wie eine Q-periodische Funktion
auf C. Die Meromorphie-Bedingung ist diesselbe. O

Definition 1.5. Seien X und Y Riemannsche Flichen. Eine stetige Abbildung
f: X — X’ heifit holomorph, wenn fiir jedes Paar von Karten ¢ : U — V auf
X und : U — V' auf X' die Abbildung

Yo fod i g(UN U =V



holomorph ist. Sie heiffit biholomorph, wenn sie bijektiv und holomorph ist. Zwei
Riemannsche Flichen heiffen isomorph, wenn es eine biholomorphe Abbildung
X — X' gibt.

Bemerkung. Es geniigt, die Bedingung in einem Atlas zu iiberpriifen. Ist f
biholomorph, dann ist auch die Umkehrabbildung holomorph.

Lemma 1.6. Eine holomorphe Abbildung f : X — C ist dasselbe wie eine
holomorphe Funktion.

Beweis: Wir machen C zu einer Riemannsche Fliche mit der Identitét als Karte.
Die Bedingung in Karten ist dann diesselbe fiir Abbildungen und Funktionen.
Zu zeigen bleibt: Ist f : X — C eine holomorphe Funktion, dann ist die Ab-
bildung stetig. Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft, kann also auf einer offenen
Uberdeckung iiberpriift werden, z.B. auf den offenen Teilmengen eines Atlas. Sei
¢ : U = V eine Karte. Nach Voraussetzung ist f o $~! holomorph, also stetig.
Da ¢ ein Homéomorphismus ist, ist dann auch f = f o ¢~ ! o ¢ stetig. [

Wir betrachten nun holomorphe Abbildungen f : X — C. Wir iiberdecken
C durch die Karten C und Uy, = C ~ {0}. Xoo = f1(00). Auf X ~ X
definiert f eine gewohnliche holomorphe Funktion. Sei also nun xz € X mit
f(x) = co. Da f stetig ist, ist f~!(Us) offen in X. Nach Verkleinern gibt es
daher eine Karte ¢ : U — V um z mit f(U) C Uy. Ohne Einschrinkung ist U
zusammenhéngend. Nach Voraussetzung ist die Abbildung

fivisuvtlu, 2 ¢
holomorph. Sie nimmt in ¢(x) den Wert 0 an. Wegen der Stetigkeit von f gilt
dann i
lim v) = 0.
i W)f( )

Dies impliziert dann auch

li f(0) = 0= li = o00.
Uigrgw)lf(v)l = lim [f(u)] = oo

Dies ist fast die Definition von meromorph — wir miissen noch zeigen, dass =
eine isolierte Singularitét ist. Nach dem Identitétssatz ist entweder f konstant
gleich 0 (also f|y = 00) oder der Wert 0 ist isoliert (also x isolierte Singularitét
von f). Tatséichlich folgt aus dem Identitéitssatz, dass entweder f konstant oo
auf ganz X ist, oder X, Meng von isolierten Punkten.

Satz 1.7 (Identititssatz). Seien f,g : X — Y holomorphe Abbildungen von
Riemannschen Flichen, die auf einer Teilmenge A C X iibereinstimmen, die
einen Hdufungspunkt a € X besitzt. Dann ist f = g.

Beweis: Sei G die Menge der Punkte z € X, die eine Umgebung besitzen auf
der f = g gilt. Diese Menge ist nach Voraussetzung offen. Sei x € 0G ein
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Randpunkt. Wegen Stetigkeit gilt f(z) = g(z). Wir wiihlen Karten ¢ : U — V
bei z und ¢ : U" — V' bei f(x). Ohne Einschriankung gilt f(U),g(U) C U’. Sei
f=vofogp ™, Gg=1ogo¢ ' Nach Voraussetzung sind beides holomorphe
Abbildungen V' — V’. Die offenen Menge U hat nicht-leeren Schnitt mit G,
da x ein Rankpunkt ist. Also enthélt V' eine nicht-leere offene Teilmenge, auf
der f und ¢ iibereinstimmen. Nach dem Identitéitssatz stimmen sie dann auf
ganz V iiberein, also f und g auf ganz U, insbesondere in x. Damit ist G auch
abgeschlossen. Da X zusammenhingend ist, gilt entweder G = X oder G = ().
Eine weitere Argumentation mit dem Identitétssatz impliziert, dass a € G, als
sind wir im ersten Fall. O

Lemma 1.8. Sei X zusammenhdngende Riemannsche Fliche, f : X — ®
holomorph. Dann ist f entweder konstant gleich oo oder f definiert eine mero-
morphe Funktion. Umgekehrt definiert eine meromorphe Funktion f : X — C
eine holomorphe Abbildung nach C.

Beweis: Wir vergleichen f mit der konstanten Abbildung nach co. Stimmen die
beiden in eine Umgebung eines x iiberein, so auch in ganz X. Dann zeigt unsere
Argumentatio von oben, dass die Funktion meromorph ist.

Ist umgekehrt f: X — C meromorph mit Polen in einer Menge vom isolierten
PUnkten X, so definiereren wir f(x) = oo fiir © € X. Sei ¢ : U — V eine
Karte bei z. Ohne Einschrinkung nimmt f auf U den Wert 0 nicht an (dieser
muss ebenfalls isoliert sein!). In der Karte Us, um oo € C und der Karte f
ist die Holomorphiebedingung erfiillt, da der Kehrwert einer nullstellenfreien
meromorphen Abbildung holomorph ist. Stetigkeit der fortgesetzten Abbildung
folgt aus Holomorphie. O

Schlieflich halten wir fest, dass Riemannsche Flichen eine Kategorie bilden:

Lemma 1.9. Seien X,Y,Z Riemannsche Flichen.

(i) Die Identitit id : X — X ist eine holomorphe Abbildung.

(i) Sind f: X =Y und g:Y — Z holomorph, dann auch go f : X — Z.

Beweis: Die erste Aussage ist trivial. Sei z € X mit Bildpunkt y in Y und z
in Z. Sei ¢, : U, — V, eine Karte bei bei z. Sei ¢, : U, — V), eine Karte bei
y. Ohne Einschrénkung gilt g(U,) C U,. Sei ¢, : U, — V, eine Karte bei z.
Ohne Einschrénkung ist f(U,) C U,. Wir iibrpriifen nun Holomorphie von go f
in z in diesen Karten. Nach Voraussetzung sind ¢, o f o ¢! und ¢, 0 go ¢;1
holomorph, also auch die Komposition ¢, o go f o ¢, L. O

Lokale Eigenschaften

Satz 1.10 (Satz von der lokalen Gestalt). Sei f : X — Y nicht-konstante
holomorphe Abbildung von Riemannschen Flichen. Sei x € X. Dann gibt es
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Karten ¢ : U =V bei x und p : U' — V' bei f(x), so dass ¢(x) =0, ¥(z) =0
und
F=vofop:V =V

von der Form z +— 2™ fir alle z € V. Die Zahl n ist unabhdngig von der Wahl
der Karten.

Beweis: Wir wihlen zunichst Karten ¢1 : Uy — V; bei x und ¢y : Uy — V/
bei f(z) mit f(U;) C U’). Sei Fy : Vi — V{ die induzierte Funktion. Sie ist
holomorph, da f holomorph. Sie ist nicht-konstant, da f nicht-konstant (und
mit Identitétssatz da X zusammenhéngend). Nach dem Satz von der lokalen
Gestalt aus der Funktionentheorie gibt es es eine Umgebung V' von ¢;(x) € V;
und eine biholomorphe Funktion ¢y : V' — V’/ mit ¢o(¢(x) = 0 und Fip, "
von der Form z — 2™ Wir setzen U = ¢7 (V) und U’ = f(U) = (¢})~(V"),
¢ = ¢2¢1 und tp = ;. Dann hat F die gewiinschte Gestalt.

Die Zahl n ist unabhéinig von der Wahl der Koordinaten, da sie als Anzahl der
Punkte in einer kleinen Umgebung von z bestimmt werden kann, die auf den
selben Bildpunkt abgebildet werden kénnen. O

Definition 1.11. Sei f : X — Y wie im Satz. Dann heifst n = v(zx, f) Viel-
fachheit oder Verzeigungsindex von f in x. Die Abbildung heif$t unverzweigt,
wenn alle Punkte die Vielfachheit 1 haben.

Eine Abbildung ist genau dann unverzweigt in z, wenn es eine Umgegung gibt,
in der f injektiv ist.

Korollar 1.12. Sei f: X — Y injektive holomorphe Abbildung von Riemann-
schen Flichen. Dann ist f : X — f(X) biholomorph.

Beweis: Da die Abbildung injektiv ist, ist sie nicht nicht-konstant und unver-
zweigt. Nach dem Satz von der lokalen Gestalt ist sie lokal von der Form z — z,
also biholomorph. Daher ist auch die Umkehrabbildung biholomorph. O

Korollar 1.13. Sei f : X — Y nicht-konstante holomorphe Abbildung Rie-
mannscher Flichen. Dann ist f offen.

Beweis: Dies gilt fiir z — 2", da die Abbildung holomorph ist. O

Stetige offene Abbildungen mit diskreten Fasern heiflen auch Ube"rlagerungen.
Nicht-konstante holomorphe Abbildungen sind also automatisch Uberlagerun-
gen.

Korollar 1.14. Sei X kompakte Riemannsche Fliche, f : X — C holomorphe
Funktion. Dann ist f konstant.

Beweis: Sei f nicht konstant. Die Menge f(X) ist dann offen. Sei ist als Bild
einer kompakten Menge kompakt, also beschréankt und abgeschlossen in C. Dies
ist ein Widerspruch. O
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Korollar 1.15. Sei f : X — Y holomorphe Abbildung von Riemannschen
Flichen. dann ist f genau dann unverzweigt, wenn es ein lokaler Homdéomor-
phismus ist, d.h. die Abbildung ist offen und jeder Punkt hat eine Umgebung U,
so dass fly : U — f(U) ein Homdomorphismus ist.

Beweis: Wenn f unverzweigt ist, dann ist f lokal von der Form z +— z, also
ein Homoomorphismus. Ist umgekert f nicht unverzweigt, so ist f entweder
konstant oder es gibt einen Punkt, in dessen Umgebung f von der Form z +— 2™
mit n > 1 ist. Dann ist f in keiner Umgebung dieses Punktes injektiv. O

Beispiel. (i) Sei Q C C ein Gitter, 7 : C — C/€ die Projektion. Dann ist ©
unverzweigt.

(ii) Sei G C C Gebiet. Dann ist die Inklusion unverzweigt.

Definition 1.16. Eine nicht-konstante holomorphe Abbildung f : X —Y Rie-
mannscher Fldchen heifit unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung, wenn jeder
Punkt y € Y eine Umgebung U hat, so dass

U2 FxU

fiir eine diskrete Menge F' (Isomorphie als Riemannsche Flichen oder dquivalent
als topologische Riume).

Bemerkung. Es ist dann automatisch F' =2 f~!(y). Diese Menge ist diskret. In
der Topologie nennt man solche Abbildungen auch oft einfach nur Uberlagerung.

Beispiel. 7 von oben ist eine unbegrenzte unverzweigte Uberlagerung, die In-
klusion G C C nicht (falls G # C).

Wir wollen ungebrenzte Uberlagerungen besser verstehen. Dies ist im kompak-
ten Fall relativ einfach. Tatséchlich ist dies Voraussetzung zu stark.

Definition 1.17. Fine holomorphe Abbildung f : X — Y won Riemannschen
Flichen heif$t eigentlich, wenn Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.

Ist f nicht konstant, so hat insbesondere jeder Punkt nur endlich viele Urbilder.

Beispiel. (i) Wenn f konstant ist, dann ist es genau dann eigentlich, wenn
X kompakt ist.

(ii) Ist Y kompakt, f eigentlich, so ist X kompakt.

Lemma 1.18. Sei f : X — Y nicht-konstante Abbildung Riemannscher Flichen.
Sei X kompakt. Dann ist f eigentlich.

Beweis: Sei B C Y kompakt. Dann ist B abgeschlossen. Da f stetig ist, ist
f~1(B) C X abgeschlossen. Abgeschlossenen Teilmengen kompakter Mengen
sind kompakt. U

Bemerkung. Der letzte Schluss benutzt hausdorff!
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Korollar 1.19. Sei f : X — Y nicht-konstante holomorphe Abbildung Rie-
mannscher Flichen. Sei X kompakt. Dann ist [ surjektiv und jeder Punkt von
Y hat endliche viele Urbilder.

Beweis: Das Bild von f ist kompakt und offen. Da Y zusammenhéngend ist, ist
dies ganz Y. Die zweite Aussage folgt direkt aus eigentlich. O

Lemma 1.20. Sei f : X — Y holomorphe eigentliche Uberlagerung. Dann ist f
abgeschlossen, d.h. Bilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Seiy € Y
und W eine offene Umgebung von f~*(y). Dann gibt es eine offene Umgebung
U vony mit f~1(U) C W.

Beweis: Sei A C X abgeschlossen. Wir iiberdecken Y durch ”abgeschlossene
Kreisscheiben”, d.h. homdomorphe Bilder von abgeschlossenen Kreisscheiben
B = B,(z) unter Kartenabbildungen. Es geniigt zu zeigen, dass f(A) jeder
dieser Kreisscheiben in einer abgeschlossenen Menge schneidet. (Ist b ein Rand-
punkt von f(A), so gibt es eine Folge in f(A) die gegen b konvergiert. Sie liegt
irgendwann ganz in der abgeschlossenen Kreisscheibe. Ist der Schnitt von f(A)
mit der Scheibe abgeschlossen, so liegt b in f(A).) Das Urbild f~!(B) ist kom-
pakt, da f eigentlich ist. Daher ist A’ = AN f~1(B) kompakt. Als Bild einer
kompakten Menge ist f(A) N B = f(A’) kompakt.

Die Menge Z = X \ W ist abgeschlossen und f abgeschlossen, also f(Z) abge-
schlossen mit y ¢ f(Z). Sei U =Y ~ f(2). O

Satz 1.21 (Satz von der Blétterzahl). Sei f : X — Y eigentlich holomorphe
Uberlagerung Riemannscher Flichen. Dann ist die Anzahl der Urbilder (mit
Vielfachheit gezihlt) unabhdngig von y € Y, d.h. die Funktion

y > o(fx)

zef~1(y)

konstant aufY .

Beweis: Wir zeigen, dass die Funktion lokal-konstant ist. Da X zusammenhéngend
ist, muss sie dann konstant sein.

Wir konstruieren Umgebungen genau wie beim letzten Beweis: Sei y € Y, F' =
f~Y(y). Fiir jedes z € F wihlen wir eine Umgebung U, wie im Satz von der
lokalen Gestalt, d.h. f sieht aus wie z — 2°(/®). Koordinatenfrei: jeder Punkt
von f(U,) mit Ausnahme von y hat genau v(f,z) verschiedene Urbilder. Ohne
Einschrankung sind diese Menge disjunkt. Sei W = (|, . f(U,). Diese Menge
ist offen, da f offen und F' endlich. Die Menge U = J,cp U, ist eine offene
Umgebung von F. Nach Lemma 1.20 gibt es eine offene Umgebung W/ c W
mit f~W’ C U. Wir ersetzen U durch U’ = f~'W’ U, durch U, = U’ n
U,. Weiterhin hat jeder Punkt in W’ (mit Ausnahme von y) genau v(f,x)
verschiedene Urbilder in U, und daher ) _ . v(f,z) viele in U’. O
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Definition 1.22. Die Konstante aus dem Satz heifit Blitterzahl oder Uberla-
gerungsgrad.

Korollar 1.23. Sei f : X — Y unverzweigte eigentliche holomorphe Abbildung
Riemannscher Flichen. Dann ist f ungegrenzt und die Anzahl der Urbildpunkte
ist unabhdngig von y € Y.

Beweis: Die Aussage iiber die Anzahl der Urbildpunkte ist ein Spezialfall des
letzten Satzes. Die Ungegrenzheit folgt aus dem Beweis des Satzes, wenn man
v(f,z) = 1 beriicksichtigt. O

Korollar 1.24. Auf einer kompakten Riemannschen Fliche X hat jede nicht-
konstante meromorphe Funktion f : X — C ebenso viele Null- wie Polstellen
(mit Vielfachheit gerechnet).

Beweis: Dies ist der Spezialfall einer holomorphen Abbildung f : X — C und
der Werte 0, co. O

Korollar 1.25. Fin Polynom vom Grad n hat mit Vielfachheit gerechnet genau
n Nullstellen in C, insbesondere gilt der Fundamentalsatz der Algebra.

Beweis: Sei P ein Polynom vom Grad n. Wegen lim,_,o, |P(z)| — oo, hat P :
C — C einen Pol in oo, definiert also eine holomorphe Abbildung C — C. Die
Vielfachheit in oo ist n, also gibt es auch n Nullstellen. O



Kapitel 2

Divisoren,
Differentialformen und
Integration

Wir wollen uns nun mit den Ableitungen von holomorphen Funktionen beschéfti-
gen. Wir erinnern uns:

Sei V C C offen zg € C, f : V — C holomorph. Dann hat f eine Ableitung f.
Nahe zg kann f eindeutig in eine Potenzreihe

f(z2) = an(z = 20)"
n=0

entwickelt werden. Hierbei ist automatisch ap = f(z2¢) und a; = f’(29). Die
Nullstellenordnung in zo ist das minimale n € No U {oco} mit a,, # 0.

Ist f nur meromorph, so gibt es eine Laurent-Reihenentwicklung

oo

flz)= Z an(z — 2z0)".

n=N

Der Koeffizient a_; heifit Residuum. Ist any # 0, so heiit N auch Ordnung von
fin zg. Fiir N > 0 ist dies die Nullstelleordnung. Fiir N < 0 heiit —N auch
Polstellenordnung.

Sei nun X eine Riemannsche Fliche, P € X ein Punkt, f : X — C holomorph.
Wir wihlen eine Karte ¢1 : Uy — Vi bei P mit ¢1(P) =0 Sei f; = fqul_l.Dann
hat f; eine Potenzreihenentwicklung

filz) = Z an2"
n=0

wie oben. Die meisten Daten der Entwicklung sind nicht unabhéngig von der
Wahl der Koordinate. Ist ¢y : Uy — Vs eine andere Koordinate, fo = f o ¢ *

15
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mit Potenzreihe

fa(z) = Z bn2".
n=0

Dann ist ag = by = f(P), aber im allgemeinen f{(0) = a1 # by = f5(0). Wir ver-
stehen, wie sie zusammenhéngen. Sei ¢15 = ¢ 0 die Kartenwechselabbildung,
wo sie definiert ist. Dann ist nahe 0

Ji=f20 12
und daher mit Kettenregel
f1(0) = f3 0 ¢12 - P
Wir schreiben suggestiver: z1 = ¢1, 29 = ¢2,

,_Of

of
fl - 8721’

I 2
f278z2

und dann

of  Of 0z

62’1 a 822 (92’1 '
Wir kénnen also Funktionen wohldefiniert “in Richtung von Koordinaten” ablei-
ten. Unabhéngig von der Wahl der Koordinate ist jedoch die Eigenschaft % # 0.
Sie ist dquivalent dazu, dass f lokal biholomorph ist. Ebenso ist die Nullstellen-
ordnung wohldefiniert. In der Terminologie des letzten Kapitels handelt es sich
um die Vielfachheit v(f, P) fiir die holomorphe Abbildung f : X — C und einen
Punkt P mit f(P) =0.
Die analogen Bemerkungen gelten auch im meromorphen Fall. Die Polordnung
ist die Vielfachheit der holomorphen Abbildung f : X — C in einem Punkt P
mit f(P) = oo.

Definition 2.1. Sei X eine Riemannsche Fldche, f : X — C meromorph Die
Ordnung von f in P € X ist definiert als die Ordnung von f in einer beliebigen
Karte. Aquivalent:

0 f(P) # 0,00
v(P, f) f(P) =0, f nicht konstant
—v(P, f) f(P)=o0

0 f konstant 0

ordp(f) =

Lemma 2.2. Die Funktion ordp : M(X) — Z U {oo} ist eine Bewertung, d.h.

ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g)
ordp(f 4 g) < min(ordp(f),ordp(g))
ordp(f) =00 & f =0 konstant

Beweis: Klar. O



17

Definition 2.3. Sei f € M(X) nicht konstant gleich 0. Dann heifft die Abbil-
dung
(f): X = Z,Pw— ordp(f)

(Haupt)-Divisor von f.
Definition 2.4. Sei X Riemannsche Fliche, U C X offen. Eine Abbildung
D:U—Z

heifst Divisor, wenn D lokal endlich ist, d.h. jeder Punkt P € U hat eine Um-
gebung, in der es nur endlich viele Punkte Q) gibt, in denen D(Q) # 0.

Lemma 2.5. Jeder Hauptdivisor ist ein Divisor.

Beweis: Sei (f) ein Hauptdivisor. Angenommen, P hat eine kompakte Umge-
bung, in der D unendlich oft den Wert 0 annimmt. Dann hat die Menge der
Nullstellen eine Haufungspunkt. Nach dem Nullstellensatz ist f dann identisch
0. Dies hat wir ausgeschlossen. Das Argument fiir Polstellen ist dasselbe. O

Die Umkehrung ist im allgemeine falsch!

Beispiel. Sei @ C C ein Gitter, X = C/Q. Sei D(P) = 0 fir P # 0+ Q,
D(0+9) = —1. Wire D ein Hauptdivisor, so hétten wir eine elliptische Funktion
mit genau einer Polstelle der Ordnung 1. Wir haben in FT1 gesehen, dass es
das nicht gibt.

Lemma 2.6. Sei D ein Divisor, P € X. Dann gibt es eine offene Umgebung
U von P, so dass D|y ein Hauptdivisor ist.

Beweis: Wir wihlen U so klein, dass P der einzige Punkt von U ist, in dem
eventuell n = D(P) # 0. In lokalen Koordinaten nahe bei P (und innerhalb U)
setzen wir f = z". O

Definition 2.7. Sei X Riemannsche Fliche, Y C X offen. Zwei Divisoren auf
Y heiffen (rational) dquivalent, wenn ihre Differenz ein Hauptdivisor ist.

Bemerkung. Wir schreiben Divisoren meist als Summe:
D = Z aiPi

ist eine Abkiirzung fiir

Lemma 2.8. Sei X kompakt, D ein Divisor auf X. Dann ist D endliche Line-
arkombination von Punkten .
D= aP,
i=1

d.h. es gibt nur endliche viele Punkte, in denen D(P) # 0.
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Beweis: Jeder Punkt hat eine offene Umgebung, in der P der einzige Punkt
mit eventuell D(P) # 0. Diese Umgebungen iiberdecken X. Da X kompakt
ist, geniigt eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es auch nur endliche viele
Punkte, in denen D eventuell ungleich 0 ist. O

Wir werden uns systematisch mit Divisoren auf kompakten Riemannschen Fliachen
beschéftigen, oder solchen, die durch einen Einschrinken eines solchen auf eine
offene Teilmenge entstehen. Sie sind also immer endliche formale Linearkombi-
nationen von Punkten.

Differentialformen

Wir haben gesehen, dass die Ableitung f’ nicht wohldefiniert ist. Richtungsablei-
tungen % beziiglich einer Koordinate z sind wohldefiniert, aber sie existieren
nur lokal. Der korrekte Standpunkt ist, dass die Ableitung einer Funktion f eine

Differentialform ist, ndmlich
of
df = ==d
/ 92"

wobei z eine lokale Koordinate ist. Dies ist wohldefiniert: Sind 21, 29 zwei lokale
Koordinaten, so gilt nach Kettenregel

Of (08 0m, o,

21 = — zZ1 = zZ9.
821 822 82’1 82’2

Definition 2.9 (Physikerversion). Sei X eine Riemannsche Fliche. Eine Diffe-
rentialform auf X ist lokal gegeben durch einen Ausdruck der Form gdz fir eine
holomorphe Funktion g und eine Koordinate z. Ist w eine andere Koordinate,
so transformiert sie sich wie
0z
z)dz = g(w)=—dw.
(=)= = glw) 5
Mathematiker mogen diese Definition nicht, weil nicht klar ist, was eine Diffe-
rentialform denn nun ist. Wir gehen wie folgt vor:

Definition 2.10. Sei X eine Riemannsche Fliche, P € X . Sei Op der Ring der
Funktionenkeime wvon holomorphen Funktionen bei P, d.h. Aquivalenzklassen
von holomorphen Funktionen f : U — C mit P € U, wobei zwei Keime (U, f1)
und (Us, fo) dquivalent sind, falls f1 = fo in einer Umgebung von P.

Seimp das mazimale Ideal der Funktionenkeime (U, f) mit f(P) = 0. Elemente
von my, ~ m2 heiffen lokale Koordinate oder Uniformisierende.

Lemma 2.11. Der Ring Op ist ein diskreter Bewertungsring, d.h. ein Haupt-
ideal mit einzigem mazximalem Ideal my. Es wird erzeugt von den lokalen Koor-
dinaten. Die Wahl einer lokalen Koordinate z induziert eine Isomorphismus

oo
0, — {Z anz"|limsup |a,| < oo}

n=0
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Die Auswertungsabbildung f — f(P) induziert eine Isomorphismus
Op/mp — C.

Der Quotient

mp/mp
ist ein eindimensionaler C-Vektorraum mit Basis die Nebenklasse einer lokalen
Koordinate.

Beweis: Die Auswertungsabbildung ist wohldefiniert mit Kern mp. Sie ist sur-
jektiv, da Op die konstanten Funktionen enthilt. Also ist Op/mp = C und
mp maximal. Die Elemente in f € Op ~ mp haben in P keine Nullstelle. Dann
sind sie auch auf einer Umgebung von P invertierbar, also Einheiten in Op. Sie
liegen in keinem maximalen Ideal. Damit ist Op lokal.
Nach Wahl einer Karte kénnen wir Op mit dem lokalen Ring von C in 0 iden-
tifizieren, also mit konvergenten Potenzreihen. Jede Potenzreihe ungleich 0 ist
eindeutig von der Form

f=2"h
mit h(0) # 0. Ist I C Oy ein Ideal, so enthélt es mit f auch z". Das Ideal wird
dann erzeugt von z" mit z minimal. Insbesondere ist es ein Hauptideal. Der
Isomorphismus mg/m3 = C wird induziert von

oo
E apz" — ay.
n=1

O

Die Abbildung ordp : Op — Z U {oc} ist eine diskrete Bewertung auf Op, d.h.
es gelten die Rechenregeln von oben und mp = {f € Oplordp(f) > 1}.

Definition 2.12. Sei X eine Riemannsche Fldiche, P € X. Dann heifst
Tp = mp/m%

Kotangentialraum von X in P. Elemente von T sind Kotangentialvektoren.

Die Abbildung dp : f — f — f(P) mod mf, ordnet jedem Funktionkeim einen
Kotangentialvektor zu.
Fine (holomorphe) Differentialform auf Y C X ist eine Abbildung w : Y —
Upey TL mit w(P) € T, die lokal im Bild von der Form gdf ist, dh. P €Y
hat eine offene Umgebung U, so dass w(Q) = ¢(Q)dqf fir eine holomorphe
Funktionen f,g: U — C und alle Q € U. Der Raum der holomorphen Differen-
tialformen auf Y wird Q(Y') geschrieben.
Die Abbildung

d:0%) = QY), f—(Qw—dof)

heif$t Differential.
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Lemma 2.13. Die Abbildung d ist eine Derivation, d.h. C-linear, und es gilt
die Leibniz-Regel
d(fg) = fdg + gdf.

In lokalen Koordinaten gilt

_of

Beweis: Die Eigenschaften folgen sofort aus der Formel. Sei P € Y. Sei z: U —
V eine Karte mit P € U. Sei zp = z(P). Dann gilt

= Z an(z — 20)"

n=0

also modulo m?%
dpf =a1(z — 20) = a1dz = f'(z0)dz.

Wir behandeln auch den meromorphen Fall.

Definition 2.14. Sei X eine Riemannsche Fliche, Y C X offen. Eine mero-
morphe Differentialform w aufY ist eine holomorphe Differentialform aufY \.S,
wobei S eine abgeschlossene Menge von isolierten Punkten ist, und w in einer
Umgebung von jedem s € S von der Form fdz (fir eine lokale Koordinate z bei
s) mit einer meromorphen Funktion f ist.

Lemma 2.15. Sei f € M(Y) meromorphe Funktion. Dann ist df eine mero-
morphe Differentialform aufY . Die Menge der meromorphen Differentialformen
ist M(Y')-Modul vom Rang héchstens 1.

Beweis: Die erste Aussage ist klar in lokalen Koordinaten.

Ohne Einschréankung ist Y zusammenhingend und M(Y) ein Korper. Sei w
meromorphe Differentialform ungleich 0. Wir zeigen, dass jede andere Form
w’ als M(Y)-Vielfaches geschrieben werden kann. In lokalen Koordinaten ist
w = fdz mit f nicht die Nullfunktion und «’ = gdz, also w’ = (g/f)w. Der
Faktor (g/f) ist unabhiingig von der Wahl der Koordinate und definiert daher
eine globale Funktion h € M(Y'). O

Sei fdz eine meromorphe Differentialform in einer lokalen Koordinate. Dann
hat f eine Null- und Polstellenordnung. Diese ist unabhéngig von der Wahl der
Koordinate, denn beziiglich einer anderen Koordiate w gilt

fdz = f%dw
ow

und der Faktor g—; ist invertierbar, also null- und polstellenfrei.
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Definition 2.16. Seiw mermorphe Differentialform aufY, P €Y. Seiw = f z
i einer Karte bei P. Dann setzen wir

vp(w) = vp(f)

die Ordnung der Differentialform in P. Der Divisor von w # 0 ist definiert als

K= Z vp(w)P.

pPeYy

Er heif$t kanonischer Divisor.

Es gibt also nicht nur einen kanonischen Divisor, sondern mehrere.

Lemma 2.17. Je zwei kanonische Divisorn sind rational dquivalent.

Beweis: Seien K und K’ die Divisoren zu w und «’. Dann gilt w’ = hw mit
h € M(Y) und daher

K' = (h)+ K.

Wegintegrale und Stammfunktionen

Definition 2.18. Sei X Riemannsche Fliche, Y C X offen, w holomorphe
Differentialform auf Y. Eine Funktion F heifft Stammfunktion von w, wenn
dF = w.

Lemma 2.19. Je zwei Stammfunktionene unterscheiden sich um eine lokal-
konstante Funktion. Lokal hat jede Differentialform eine Stammfunktion.

Beweis: Sei z eine lokale Koordinate, w = fdz. Dann ist F' eine Stammfunktion
genau dann, wenn F’ = f. Eine solche Funktion exisitert und ist eindeutig bis
auf Konstante. O

Wir wissen bereits aus dem Fall X = C, dass nicht jede holomorphe Differen-
tialform eine Stammfunktion hat, z.B. w = 2~ !dz. Von dort kennen wir auch
das Kriterium: f hate eine STammfunktion, wenn jedes Integral {iber einen ge-
schlossenen Wege verschwindet.

Definition 2.20. Sei X Riemannsche Fliche. Ein Weg ist eine stetige Abbil-
dung

v :la,b] = X.

Er heifit differenzierbar, wenn v differenzierbar ist, d.h. v verkniipft mit jeder
Kartenabbildung ist reell differenzierbar.
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Wir erinnern: Fiir U C C offen, ~ differenzierbar setzen wir

b
[ 1az= [ oo
o a
Hat f eine Stammfunktion, so gilt

/ﬁh:FW®D*FW@»

Definition 2.21. Sei vy : [a,b] — X ein Weg. Sei fo € Oyq) ein Funktionen-
keim. Dann heifit f, € O, analytische Fortsetzung von f, nach ~(b) entlang
v, wenn es eine Folge von Teilpunkten a = tg < t; < --- < t, = b gibt, offene
Menge U; C X mit y([ti—1,1]) C U;, sowie holomorphe Funktionen f; : U; — C
so dass

e fo=fain O»y(a), fn=1[fp in O,Y(b)

e Die Keime von f; und f;_1 stimmen in O, ) dberein.

Nach dem Identitdtssatz ist die analytische Fortsetzung eindeutig, wenn sie exi-
stiert.

Satz 2.22. Sei U C X offen, w € Q(U) holomorphe Differentialform. Sei
v :[a,b] = U ein Weg. Sei Fy, € Oyq) eine Keim einer Stammfunktion von w
bei v(a). Dann existiert die analytische Fortsetzung von Fy, entlang v nach y(b).

Beweis: Fiir jeden Punkt ¢ € [a, b] gibt es eine offene Umgebung U; C X auf der
w eine Stammfunktion F; hat. Das Urbild von Uy in [a,b] ist offen, daher hat
t eine Umgebung (t — &¢,t + &;) mit Bild in U;. Da [a, b] kompakt ist, geniigen
endliche viele dieser Mengen, um [a, b] zu iiberdecken. Die Mittelpunkte seien
a =1ty <t; <---<t, =>. Die Intervalle um ¢; und t;4; iiberschneiden sich.
Sei s; ein Element dieses Schnittes.

Wir wéhlen F}, so, dass die Funktion mit Fj, {ibereinstimmt. Die Stammfunk-
tionen Fy, und Fy,, , konnen in (s;) verglichen werden. Ihre Keime unterschei-
den sich nur um eine Konstante, da es sich um Stammfunktionen handelt. Wir
dndern Schritt fiir Schritt die Stammfunktion F}, , so ab, dass die Konstante 0
ist. Dann ist Fy, die gesuchte analytische Fortsetzung. O

Definition 2.23. Sei X Riemannsche Fliche, w € Q(X) und 7 : [a,b] — X
ein Weg. Dann setzen wir

/wzﬂ@@%JM%W

wobei Fy die analytische Fortsetzung einer Stammfunktion F, in y(a) entlang
v 1st.

Korollar 2.24. w hat genau dann eine Stammfunktion, wenn f,yw = 0 fur
jeden geschlossenen Weg ~y.
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Beweis: Das ist jetzt fast trivial: Existiert eine globale Stammfunktion, so ver-
schwinden die Integral nach Definition. Umgekehrt kann durch analytische Fort-
setzung eine globale Stammfunktion definiert werden. Sie ist unabhéngig von
der Wahl des Weges, wenn Integrale iiber geschlossene Wege verschwinden. [

Definition 2.25. Sei X ein topologischer Raum. Zwei Wege o, 8 : [0,1] = X
heiffen homotopy, wenn es eine stetige Abbildung

H:[0,1] x[0,1] = X
gibt, so dass
e H(0,t) =alt), H(1,t) = B(t) fir allet € [0,1],
o H(s,0) =a(0)=p5(0), H(s,1) = (1) = (1) fiir alle s € [0,1].
Préziser: Es handelt sich um eine Homotopie relativ zu 9[0, 1] = {0, 1}.

Theorem 2.26 (Monodromoiesatz). Sei X eine Riemannsche Fliche, o, :
[0,1] = X zwei Wege homotope Wege mit o(0) = (0) =: P und a(l) =
B(1) =: Q via der Homotopie H. Sei fp € Op. Die analytische Fortsetzung von
fp existiere entlang jedem Weg vs(-) = H(s,-). Dann stimmt die analytische
Fortsetzung von fp nach Q entlang a mit der Fortsetzung entlang 3 tberein.

Beweis: Fiir Wege in X C C haben wir dies in der Funktionentheorie gezeigt.
Der Beweis ist derselbe. Er beruht auf dem Identitéitsatz, der Kompaktheit von
[0,1] x [0,1] und darauf, dass dieser Raum zusammenhingend ist. O

Korollar 2.27. Sei U C X offen in einer Riemannschen Fliche. Seiw € Q(U).
Seien «, 5 : [0,1] — U homotope Wege. Dann gilt

o[

Beweis: Nach dem Monodromiesatz stimmen die analytischen Fortsetzungen
einer Stammfunktion von «(0) = 5(0) nach a(1) = §(1) iiberein. O

Definition 2.28. Fin geschlossene Weg heif$t nullhomotop, wenn er homotop
zum konstanten Weg ist.

Fiir P € X heifst die Menge m1(X, P) der Homotopieklassen von Wegen von P
nach P Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt P.

Theorem 2.29 (Cauchyscher Integralsatz). Sei U C X offen in einer Rie-
mannschen Fliche, w € Q(U) Sei «: [0,1] — U nullhomotop in U. Dann gilt

/w:O.

Verkniipfen von Wegen macht die Fundamentalgruppe zu einer Gruppe. Diese
Gruppe héngt nur von X als topologischer Raum ab!
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Beispiel. (i) Sei X = B1(0) \ {0}. Dann gilt m1 (X, P) = Z fiir jeden Basis-
punkt P (Funktionentheorie). Der Isomorphismus ordnet jeder Homoto-
pieklasse die Umlaufzahl um 0 zu.

(ii) Sei X = C. Dann ist jeder Weg nullhomotop. Der Beweis ist erstaunlich
miihsam. Zuerst muss eine Homotopie zu einem Weg konstruiert werden,
der den Punkt co vermeidet. (Ubungsaufgabe/Topologiebiicher) Nun liegt
der Weg ist C und wird durch eine lineare Homotopie zusammengezogen.

(iii) Sei ©Q C C ein Gitter, X = C/Q. Dann ist 71 (X,0+ Q) = Z @ Z. Erzeuger
sind die Bilder der Strecken [0, w;], [0,ws fiir eine Basis wy, ws von Q.

Beweis: Sei v : [0,1] — X ein geschlossener Weg. Wir liften v zu einem
Weg in C. Dort verbindet er 0 mit einem Gitterpunkt w = aw; +bwy. In C
ist dieser Weg homotop zu dem Weg entlang der Gitterkanten. Sein Bild
ist a[0, w1] + b0, wa]. O

Insbesondere sind C und C/Q verschiedene topologische Riume, da ihre
Fundamentalgruppen nicht tibereinstimmen.

Wir betrachten nun wieder eine meromorphe Differentialformen.

Definition 2.30. Sei U C X offen in einer Riemannschen Fliche, w eine
meromorphe Differentialform auf U, P € U. In einer lokalen Koordinate bei P
sei w = fdz. Dann heifst

respw = resg f

Residuum von w in P.

Lemma 2.31. Das Residuum ist wohldefiniert.

Beweis: Wir betrachten eine Kartenumgebung z : B — B1(0) und einen Weg
in B mit Umlaufzahl 1 um P. Dann gilt

/w:resof
~

Dieser Wert ist unabhéngig von der Wahl der Koordinate. Zu zeigen ist jetzt
noch, dass die Bedingung ”Umlaufzahl 1”7 unabhéngig von der Wahl der Koor-
dinate ist. Sei also B = B1(0) C C, ¢ : B — C biholomorph mit ¢(0) = 0, v ein
Weg mit Umlaufzahl 1 in B\ {0}. Wir betrachten die Umlaufzahl von ¢(y) um
0. Sowohl « als auch ¢(v) erzeugen die Fundamentalgruppe einer punktierten
Kreisscheibe, daher kann die Umlaufzahl nur +1 sein. Das Vorzeichen ist plus,
da holomorphe Abbildungen die Orientierung erhalten. Oder direktes Rechnen:

) I A SN AN €204 )
2min(¢p(y),0) = /¢(7) Zdz 7/0 o) dt

/ Ao} ;/(t = L q(;/dz = 2mi resoq;/ = 2mi

denn das Residuum von ¢'/g ist die Nullstellenordnung von f in 0. O




Kapitel 3

Garben

Wir sind nun mehrfach auf Fragen gestossen, die lokal eine positive Antwort
haben, aber global nicht: lokal ist jeder Divisor eine Hauptdivisor, lokal hat jede
Differentialform eine Stammfunktion. Die Sprache der Garben ist fiir solche
Situationen geschaffen. Prototyp einer Garbe ist die Zuordnung

Uw— O)
wobei U die offenen Teilmengen einer Riemannschen Fléche durchliuft.

Definition 3.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Prigarbe (von abelschen
Gruppen) F ordnet jeder offenen Teilmenge U von X eine abelsche Gruppe F

2u,

Uw— FU)
zusammen mit Homomorphismen, den Restriktionabbildungen
ovy : F(U) = F(V)
fur V-.C U, so dass gilt
(i) ouv =1id fir alle U C X offen;
(ii) ov,w o ou,v = ou,w fir W CV CU.

Wir schreiben auch oft slv := pu,v(s). Die Elemente von F(U) heiflen auch
Schnitte von F iber U.

Ein Morphismus von Prdagarben ¢ : F — G ist gegeben durch Homomorphismen
o(U) : F(U) — GU) fir alle U C X offen, die fir alle V.C U mit den
Restriktionsabbildungen vertrdglich sind.

Eine Garbe ist eine Prigarben, fir die zusitzlich fir jedes U C X offen und
jede offene Uberdeckung U = J;c; Ui gilt:

(i) Fir jedes s € F(U) mit s|y, =0 folgt s = 0.

25
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(i) Fir jedes Tupel s; € F(U;) mit s;
ges) s € F(U) mit s|lu, = ;.

vinU; = Sjluinu; gibt es ein (eindeuti-

Morphismen von Garben sind Morphismen von Prdgarben.

Beispiel. (i) Sei X Riemannsche Fliche, dann sind U — O(U), U — M(U)
und U — Q(U) Garben auf X. Auch U — O(U)* (nullstellenfreie ho-
lomorphe Funktionen auf U beziiglich der Multiplikation) definiert eine
Garbe.

(ii) Sei X topologischer Raum, dann ist U — C(U,R) (stetige Funktionen
nach R) eine Garbe.

(iii) Sei X C R"™ offen. Dann ist U — CP(X,R) (p-mal stetig differenzierbare
Funktionen) eine Garbe auf U.

(iv) Sei X eine algebraische Varietéit. Dann ist U — O(U) (reguldre Funktio-
nen auf U eine Garbe.

(v) Sei X topologischer Raum, A eine abelsche Gruppe. Dann ist U — A
eine Prigarbe (die konstante Garbe), aber meist keine Garbe. Aus der
Garbenbedingung folgt namlich, dass fiir disjunkte offene Teilmengen U, V'
gilt F(UUV) = F(U)®F(V). Eine Garbe erhilt man, wenn man jedem U
die lokalkonstanten Funktionen mit Werten in A zuordnet (die konstante
Garbe).

Bemerkung. Statt Garben von abelschen Gruppen kann man auch Garben von
Mengen, Ringen, C-Vektorrdumen etc. behandeln. Die Restriktionsabbildungen
miissen dann jeweils in der Kategorie sein.

Mit Pragarben von Garben von abelschen Gruppen kann man rechnen wie mit
abelschen Gruppen, d.h. jeder Morphismus hat Kern und Kokern, und es gilt
der Homomorphiesatz. Wir kommen darauf zu zuriick.

Definition 3.2. Sei X ein topologischer Raum, F eine Prdigarbe von abelschen
Gruppen, P € X ein Punkt. Dann ist der Halm von F in P definiert als

Fp = lig F(U)
PeU

wobei U die offenen Umgebungen von P durchlduft. Explizit: Elemente von Fp
sind Aquivalenzklassen von Paaren (U, s) mit s € F(U), wobei (U,s) ~ (U, ")
wenn es eine offene Umgebung V. C U NU’" von P gibt mit s|y = §'|y. Die
Aquivalenzklasse s, von (U,s) heifit auch Keim von s in P.

Beispiel. Sei X Riemannsche Fliche. Der Halm von O in P ist der lokale Ring
von X in P.

Lemma 3.3. Sei F eine Garbe mit Fp =0 fiir alle P € X. Dann ist F = 0.
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Beweis: Sei s € F(U). Fir jedes P € U gilt nach Voraussetzung sp = 0.
Nach Definition gibt es also eine offene Umgebung Up von P, auf der s mit
0 iibereinstimmt, also verschwindet. Diese Up iiberdecken U. Nach dem ersten
Garbenaxiom folgt s = 0. O

Wir sind vor allem an solchen Garben interessiert, die mit der Strukturgarbe zu
tun haben.

Definition 3.4. Sei X eine Riemannsche Fliche. FEine O-Modulgarbe F ist
eine Garbe von abelschen Gruppen zusammen mit Modulstrukturen

OU) x F(U) — F(U)

vertrdiglich mit den Restriktionsabbildungen. Morphismen von O-Modulgarben
sind Morphismen von Garben, die fiir jedes U mit O(U)-linear sind.

Beispiel. M und 2 sind Garben von O-Moduln.

Wir kommen nun zu einem zentralen Gegenstand der Vorlesung.

Definition 3.5. Sei X eine Riemannsche Fliche, D ein Divisor. Sei Op die
Garbe
U Op(U) ={f e MU)I(f) = -Dlv}

Hier haben wir die partielle Ordnung auf Divisoren genutzt: D > D’ bedeutet
D(P) > D'(P) in jedem Punkt. Ein Divisor mit D > 0 heifit auch effektiv.
Wenn er ein Hauptdivisor ist, dann gehért er zu einer holomorphen (nicht nur
meromorphen) Funktion.

Beispiel. Fiir den Nulldivisor erhalten wir O.

Lemma 3.6. Op ist ein natdrlich_er O-Untermodul von M. Die Isomorphie-
klasse von Op hdngt nur von der Aquivalenzklasse von D ab.

Beweis: Die O-Modulstruktur auf Op wird induziert von der O-Modulstruktur
auf M. Sei f € Op(U), g € O(U). Dann gilt

(9f)=(@)+(f)>0-D

also gf € Op(U).
Sei D" = (f) 4+ D fiir f € M(X)*. Wir erhalten eine Isomorphismus

OD/ — OD
indem wir s € Op/(U) auf f|ys abbilden, denn

s>-D—(f)=>fs>(f)-D—-(f)=-D.
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Definition 3.7. Sei X eine Riemannsche Fliche. Fin Geradenbiindel auf X
ist eine lokal-freie O-Modulgarbe £ vom Rang 1, d.h. jeder Punkt hat eine offene
Umgebung Up auf der es einen Isomorphismus von O-Modulgarben L]y — Op

gibt. Wir nennen Pic(X) die Menge der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln
auf X.

Bemerkung. (i) Beziiglich ® bilden die Elemente von Pic(X) eine abelsche
Gruppe. Wir diskutieren dies nicht weiter, weil es fiir uns fiirs erste nicht
wichtig ist.

(ii) Alternativ definiert man wie in der reellen Geometrie ein Geradenbiindel
als ein komplexes Vektorbiindel vom Rang 1, also eine Mannigfaltigkeit
p: L — X, so dass jede Faser mit einer Struktur als 1-dimensionaler C-
Vektorraum ausgestattet ist, so dass jeder Punkt P € X eine Umgebung
U hat, in der p~'L = U x C (vertriiglich mit der Projektion nach U und
der Vektorraumstruktur auf den Fasern). Man erhélt dann die Garbe £ als
holomorphe Schnitte von L. Die Standpunkte sind dquivalent. der obige
passt besser zu unseren weiteren Plédnen.

Ein Isomorphismus ¢ : £|y — O ist definiert durch ein Element s € £(U). Fiir
jedes V' C U ist dann L(V) — O(V) gegeben als f +— s|y f. Das Element s|y ist
eine Basis fiir den freien O(V)-Modul £(V'). Je zwei Basiselement unterscheiden
sich um eine Einheit, also Multiplikation mit einem Element von O(U)*.

Satz 3.8. Fiir jedes D ist Op ein Geradenbiindel auf X. Die Abbildung D —
Op definiert eine Injektion

Div(X)/ ~— Pic(X).

Beweis: Sei P ein Punkt. Dann gibt es eine Umgebung U von P auf der D ein
Hauptdivisor ist, D|y = (h). Der Isomorphismus wird gegeben durch Multipli-
kation mit h=': Ist g € O(U) so folgt

(h'g)=~(h)+(9) = =D +0
und umgekehrt fiir f € Op(U)
(hf)y=(h)+(f)>D—-D=0

ist hf € O(U). Damit ist Op ein Geradenbiindel.

Sei nun ¢ : Op, — Op, ein Isomorphismus. Sei U so klein, dass Op, |y = Olu
und Op,|v = O|y wie gerade eben. Dann induziert ¢ eine Automorphismus
von O|y, der dann durch Multiplikation mit einem Element aus O(U)* gegeben
ist. Zuriickiibersetzt bedeutet dies, dass ¢|y durch Multiplikation mit einem
Element fy von M(U)* gegeben ist. Es ist eindeutig. Daher stimmen fy und
fv auf UNV iiberein, d.h. nach der Garbenbedingung finden wir ein f € M(X)*
mit f|y = fu fir alle solchen U. Wieder folgt aus den Garbenaxiomen, dass ¢
iiberall als Multiplikation mit f definiert ist. Es folgt dann Dy = Dy £ (f) (je
nach Normalisierung). O
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Bemerkung. Tatséchlich ist es ein Gruppenisomorphismus.

Beispiel. Sei £ =, K ein kanonischer Divisor (wenn es ihn gibt!). Dann gilt
0= 0k.

Beweis: Sei w eine globale meromorphe Differentialform. Sei P € X, z eine

lokale Koordinate auf U bei P. Sei w = fdz mit f € M(U)*, also K|y = (f).

Dann definiert
QU) = Ok (U)gdz = f~ug

den gesuchten Isomorphismus. Man sieht leicht, dass sich die Isomorphismen
auf den verschiedenen U verkleben. O
Riemann-Roch macht eine Aussge {iber die Dimension der globalen Schnitt die-

ser Op, daher wollen wir diese Objekte besser verstehen.

Definition 3.9. Sei X kompakte Riemansche Fliche. Dann heiffit L(D) =
Op(X) Linearsystem zum Divisor D. Sei (D) = dim L(D).

Beispiel. Ist D = 0, so gilt L(0) = O(X) und /(0) = 1, denn die einzigen
globalen holomorphen Funktionen sind konstant. Ist D < 0, so sind die Element
von L(D), so haben diese holomorphen Funktion mindestens eine Nullstelle, also
ist [(D) = 0.

Auf einer kompakten Riemannschen Fliche ist jeder Divisor D = Z?:l anP;
endlich. Die Zahl deg(D) = Y_i | a; € Z heifit Grad des Divisors. Wir haben
gezeigt, dass jeder Hauptdivisor auf einer kompakten Riemannsche Fliache gleich
viele Null- wie Polstellen hat, also deg(f) = 0.

Lemma 3.10. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, deg(D) < 0. Dann
gilt I(D) = 0.

Beweis: Sei f € L(D), also (f) > —D. Dann gilt
deg(f) > —deg(D) > 0.
Der einzige solche Hauptdivisor ist 0. O

Damit kénnen wir unser Ziel formulieren:

Theorem 3.11 (Riemann-Roch). Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Dann
gibt es eine Zahl g € Ny (das Geschlecht), so dass fiir alle Divisoren D auf X
" I(D)—=1l(K —D)=1-g+deg(D).
Hier ist K der kanonische Divisor aus Kapitel 2.
Beispiel. (i) Fiir D = 0 erhalten wir

(0)—l(K)=1-g+0=I(K)=g.

Insbesonders ist g > 0.



30 KAPITEL 3. GARBEN

(ii) Fir D = K erhalten wir
g—1=1(K)—-1(0)=1—g+deg(K) = deg(K) =2 — 2g.
Aus der konkreten Berechnung des kanonischen Divisors erhdlt man nun
g =0 fiir C und g =1 fiir C/Q.
(iii) Fiir deg(D) > 2 — 2g folgt I(K — d) = 0, und daher
I(D)=1- g+ deg(D).
Dies ist der Satz von Riemann. Die rechte Seite ist positiv fiir deg(D) >
g— 1.

Korollar 3.12. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann gibt es eine
nicht-konstante meromorphe Funktion auf X. Sie kann so gewdhlt werden, dass
sie in einem gewdhlten Punkt P einen Pols der Ordnung héchgstens g + 1 hat
und sonst holomorph ist.

Beweis: Wir setzen im Satz von Riemann-Roch D = (g+1)P. Dann gilt I(D) =
2, also enthiilt L(D) auch nicht-konstante Funktionen. O

Insbesondere ist K = df dann ein kanonischer Divisor.

Weitere Konsequenzen sind ein Additionsgesetz auf Flachen vom Geschlecht ein
oder (fiir jedes Geschlecht) eine Einbettung in den projektiven Raum. Damit
sind alle kompakten Riemannschen Fldchen algebraisch. Der Beweis wird uns
sehr lange beschéftigen.

Zunéichst werden wir eine andere Version ansteuern:

Theorem 3.13 (Kohomologische Version von Riemann-Roch). Sei X kompakte
Riemannsche Fliche. Dann gibt es eine Zahl g € Ny (das Geschlecht), so dass
fiir alle Divisoren D auf X gilt

(D) — dim H'(X,0p) =1 — g + deg(D).

Dieses Theorem lédsst mittels kohomologischem Kalkiil relativ einfach mit In-
duktion iiber den Grad des Divisors zeigen. Induktionsanfang ist D = 0. Wir
definieren

g(X) =dim H'(X,0).

In einem zweiten Schritt wird dann gezeigt, dass
dim H' (X, 0) = dim Q(X)
allgemeiner gilt Serre-Dualitét fiir alle Geradenbiindel
dim (X, £) = dim H*(X,Q ® LY).

Der hiirteste Teil des Beweises ist jedoch die Endlichkeit von H (X1, O).
Offensichtlich miissen wir dafiir Kohomologie definieren.
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Garben als abelsche Kategorie

Definition 3.14. Sei X ein topologischer Raum. Ein Morphismus von Prdigar-
ben ¢ : F — G heifst injektiv bwz. surjektiv, wenn ¢(U) injektiv bzw. surjektiv
ist fir alle U C X offen. Fin Morphismus von Garben ¢ : F — G heifst injektiv
bzw. surjektiv, wenn ¢p : Fp — Gp injektiv bzw. surjektiv ist fir alle P € X.

Lemma 3.15. Ein Morphismus von Garben ist genau dann injektiv, wenn ¢(U)
injektiv ist fir alle U C X offen, d.h. wenn er als Morphismus von Prdgarben
injektiv ist.

Beweis: Sei ¢ injektiv als Morphismus von Priagarben. Sei P € X, sp € Fp mit
¢p(sp) = 0. Der Keim wird représentiert durch ein (U, s). Dann ist (U, ¢(U)(s)) ~
(U,0), also gilt ¢(U)(s)|v = 0 fiir eine offene Umgebung V' C U von P. Es gilt
o(V)(slv) = &(U)(s)|ly und ¢(V) ist injektiv, also s|yy = 0. Dann ist auch
Sp = 0.

Sei umkehrt ¢ injektiv als Morphismus von Garben. Sei U C X offen, s € F(U)
mit ¢(U)(s) = 0. Dann gilt ¢p(sp) = ¢(s)p = 0 fiir alle P € U. Da ¢p injektiv
ist, gilt sp = 0 fiir alle P € U. Wir haben bereits gezeigt, dass dies impliziert,
dass s = 0. O

Beispiel. Sei X eine Riemannsche Flache. Op — M ist eine Injektion im
obigen Sinn. Fiir D > D’ folgt Op C Op-.

Fiir Surjektivitit ist dieser Zusammenhang falsch.

Beispiel. Sei X = C. Wir betrachten
exp: 0 — O f— expof

Sei U = C*. Dann hat die Funktion z € O*(U) kein Urbild, denn ein solches
Urbild wire eine Funktion mit exp(f(z)) = z, also f = log. (Dasselbe Argument
gilt fiir jede andere Riemannsche Fliche und geeignetes U). Der Morphismus ist
nicht surjektiv als Morphismus von Pragarben. Er ist aber surjektiv als Mor-
phismus von Garben, da Logarithmus lokal existiert.

Bemerkung. Jeder Morphismus von Prégarben ldsst sich faktorisieren tiber
als eine Surjektion gefolgt von einer Inklusion, Kerne und Kokerne existieren
und erfiillen den Homomorphiesatz (einfach). Dasselbe ist auch wahr fiir Mor-
phismen von Garben. Wir verzichten auf den Beweis, das wir diese Eigenschaft
nicht benotigen. Uns geniigen Spezialfille.

Definition 3.16. Sei X ein topologischer Raum. Fine Sequenz von Prigarben
Fhehu

heifit exakt, wenn F(U) — G(U) — H(U) exakt ist, d.h. Im(o(U)) = Ker(y(U))
fiir alle U C X offen. Eine Sequenz von Garben heiffit exakt, wenn sie halmweise
exakt ist. Fine kurze exakte Sequenz ist eine Sequenz der Form

0O=F—=+G—-H—=0
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die an jeder Stelle exakt ist.

Beispiel. 0 — F 2, G ist exakt genau dann, wenn ¢ eine Injektion ist. G Y,
H — 0 ist exakt genau dann, wenn 9 eine Surjektion ist. Diese Aussage gelten
fiir Préagarben wie fiir Garben.

Beispiel. Sei X Riemannsche Fliche. Dann ist
0 — 2miZ — O =2 0F -0
eine kurze exakte Sequenz von Garben. Hier steht 27iZ fiir die konstante Garbe.

Sei X eine Riemannsche Fliche, D ein Divisor, Q € X ein Punkt. Wir wollen
den Kokern von Op_g C Op ausrechen. Dafiir schauen wir uns die Halme
an. Fiir P # @ konnen wir die Garbe zuerst auf X \ {Q} einschrénken. Dort
stimmen die beiden Divisoren und daher auch die Garben iiberein. Der Halm
des Kokerns ist 0. Nun sei P = Q. Wir schrianken uns auf eine Umgebung von
Q ein, so dass D|y = nQ. Es folgt

(Op)g =4 Z ay2*|konvergent}

k=—n
und daher N
(Op)q/(Op-q)q =C, Z apzt —a_,
k=—n

Der Isomorphismus héngt allerdings von der Wahl der Koordinate ab.

Definition 3.17. Sei X eine Riemmannsche Fliche, Q € X, A eine abelsche
Gruppe. Die Wolkenkratzergarbe igA wird definiert als

1QA{A QecU

0 sonst

mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen Identitit und Null.

Lemma 3.18. igA ist eine Garbe mit Halm gleich O fiir alle P # Q und Halm
gleich A in Q.Ist F eine Garbe. Dann ist ein Garbenmorphismus F — 19A
dasselbe wie ein Gruppenhomomorphismus ® : Fg — A.

Ist A ein C-Vektorraum, so ist igA eine O-Modulgarbe. Ist F eine O-Modulgarbe,
s0 ist F — igA genau dann O-linear, wenn Fo — A eine C-lineare Abbildung
ist und mgFq C Ker ®.

Beweis: Wir iiberpriifen die Garbenbedingungen. Sei U = [ J,.; U; eine offene
Uberdeckung. Falls Q ¢ U, so ist @ ¢ U; und alle Schnitte verschwinden. Die
Garbenbedingungen sind erfiillt. Sein also () € U. Dann gibt es iy mit Q € U;,.
Sei a € igA(U) = A. Sei a|y, = 0 fiir alle ¢, also insbesondere ¢ = 0 in
iQA(U;, = A. Dann ist ¢ = 0. Seien nun Elemente a; € igA(U;) fir i € I
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gegeben. Wir betrachten U; N Uj. Es gibt zwei Fille: falls P € U; NUj, so
sind die Restriktionsabbildungen oy, v;nu; und ou, uv;nu; gleich der Identitét.
Es folgt a; = a;. Wir erhalten ein eindeutiges @ € A mit a = a; fiir alle ¢ mit
P e U;. Ist P ¢ U, so ist automatisch a; = 0 und a|y, = 0 = a; ebenfalls erfiillt.
Wir erhalten einen globalen Schnitt.

Der Halm in @ ist offensichlich A. Sei nun P # Q. Sei U eine offene Umgebung
von P, s € igA(U). Dann ist U' = U \ {Q} ebenfalls eine offene Umgebung
von P und s|yr = 0. Der Halm verschwindet.

Sei F eine Garbe, ¢ : F — igA. Dann erhalten wir bei Ubergang zum Halm
¢q : Fg — A. Sei umgekehrt ¢¢g : Fg — A gegeben. Wir definieren ¢(U) fiir
jedes U. Fiir Q ¢ U setzen wir ¢(U) = 0 (dies ist die einzige Wahl). Fiir Q@ € U
setzen wir

o(U): FU) > Fg— A

Dies ist offensichtlich vertréaglich mit Restriktionsabbildungen.

Ist A ein C-Vektorraum, so wird igA durch Multiplikation mit f(Q) fiir f €
OU), Q € U zu einer O-Modulgarbe. Sobald Fg — A eine C-lineare Abbildung
ist, die tiber Fg/mqgFq faktorisiert, ist das zugehorige ¢ auch O-linear. O

Bemerkung. Die Voraussetzung Riemannsche Fliche wurde benutzt, um so
wissen, dass {@} eine abgeschlossene Menge ist.

Wir konnen also zusammenfassen:

Lemma 3.19. Sei X eine Riemmansche Fldche, D ein Divisor, Q € X ein
Punkt. Dann ist die Sequenz

0—=+0p_g—+0p—=igC—=0

exakt, wobei die Abbildung Op_qg — iQC induziert wird von der natirlichen
Abbildung (Op)q — (Op)q/(Op-q)q = C.
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Kapitel 4
Garbenkohomologie

Definition 4.1. Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe auf F. Sei il =
{U;}ier eine offene Uberdeckung von X. Dann definieren wir fir p > 0

crwF) =[] FU,n..U,),

(50, eyip) ETPH1

die Gruppe der p-Koketten. Eine Kokette f ist also durch ein Tupel von f(,, ... i)
gegeben. Fiir jedes p gibt es eine Randabbildung

8P CP(8, F) — CPHH(U, F)
gegeben durch die Formel

p+1

P () iosesipin) = Z(—1)jfio,...,%j,...,ip+1

=0

Sei ZP (U, F) der Kern von 6P (die Kozykel) und BP (A, F) das Bild von 6P~!
(die Korénder). Der Quotient

HP (3L, F) = ZP(U, F)/BP (U, F)
heift p-te Cech-Kohomologie zur Uberdeckung 8\ mit Koeffizienten in F.

Wir sind nur an den Féllen p = 0,1 interessiert, die wir daher explizt machen.
Es ist

4, F) = [ FW)
el
' F) = [ Fwinu;)

i€l

35
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mit Randabbildung 6(f); ; = fi—f; (hier lassen wir die Einschrénkungabbildung
weg, um die Notation nicht zu tiberfrachten). Es gilt also

HO (W F){(fi)ierlfi = f; fir alle 4, j} = F(X)

wegen der Garbenbedingungen. Weiter ist

W F) =[] FUinU;nU)
i,5,k€l

mit
51((f)ijk = fjk — fik + fij-
Die 1-Kozykel erfiillen also die Kozykelbedingung
fij + fix = fij-
Die Korénder sind von der Form
fis=1fi—f

fiir ein Tupel f; € F(U;). Man sieht in diesem Spezialfall, dass Korédnder auch
Kozykel sind, d.h. die erste Kohomologie ist wohldefiniert. Mit etwas Schreib-
arbeit folgt dies im allgemeinen Fall.

Beispiel. Sei X Riemannsche Fliche, F =1 pA eine Wolkenkratzergarbe. Sei
= {U,;}ier eine offen Uberdeckung von X. Wir wollen zeigen, dass

HY(U,ipA) =0
(Tatséchlich verschindet alle hohere Kohomologie). Sei
(aij) S H f(Ul N UJ)
ijel

ein Kozykel. Da F Wolkenkratzergarbe ist, betrachten wir nur die Indizes ¢ mit
P € U;. Sei J die Menge dieser Indizes. Fir 4,5 € J ist P € U; N U; und
dann F(U; NU;) = A. Gesucht ist ein Tupel (b;);cs mit a;; = b; — b; fiir alle
i,J € J. Sei ig ein Index, b € A ein Element. Wir setzen willkiirlich b;, = b. Die
gewiinschte Gleichheit erzwingt

b; = Qi + bio = Qi + b.

Es folgt fiir 4,5 € I

bi = bj = aiiy — aji, = Gij

wegen der Kozykelbedingung. Der gesuchte Rand ist gefunden.
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Beispiel. Sei £ eine lokalfreie Garbe von O-Moduln. Sei & = {Ui}ier eine
offene Uberdeckung, so dass ¢; : L]y, = Oly,. Auf U; N U; erhalten wir also
einen Isomorphism

¢ij:¢jo¢;1:0

uinu; —* OUmUj
Dieser wird eindeutig bestimmt durch insbesondere auf globalen Schnitten
fij = Qs”(].) S O(UZ N U])*

denn ¢;; definiert als Multiplikation von f;;. Da ¢;; ein Isomorphismus ist,
muss f;; eine Einheit sein. Man sieht leicht, dass die f;; die Kozykelbedingung
erfiillen, d.h. £ definiert eine Kohomologieklasse in H((, O*).
Wann ist der Kozykel ein Korand, d.h. die Klasse trivial? Dies ist der Fall, wenn
es ein Tupel von f; € O(U;) gibt mit f;; = f;/fi auf U; N U;. Diese definieren
Abbildungen

J iild)i L

die auf den Schnitten U; N U; iibereinstimmen, denn

Ui_>0

U;

[T b= 17 0 0 = 1 il 05 = 71y

Wir erhalten einen globalen Isomorphismus £ — O.

Umgekehrt definiert ein Kozykel durch Verkleben ein Geradenbiindel. Ist dieses
Geradenbiindel trivial, so ist der Kozykel bereits ein Korand.

Diese Uberlegungen hiéngen von der Wahl einer Uberdeckung ab, auf der £
trivialisiert wird.

Definition 4.2. Sei X ein topologischer Raum, t = {U;}ier und B = {Vj}jes
offene Uberdeckungen von X. Fine Verfeinerungsabbildung ist eine Abbildung
T:J =1, so dass V; C Urj).

Die Verfeinerungsabbildung ist nicht eindeutig. Ein abschreckendes Beispiel ist
U ={X,X}, U= {X}. Hier gibt es zwei mogliche Verfeinerungabbildungen.
Verfeinerungsabbildungen induzieren durch Einschrdnken Abbildungen auf Ko-
ketten, Kozykeln und Korédndern. Explizit: Sei f € CP (4, F) ein Kozykel. Dann
definieren wir 7* f € CP(0, F) durch

(T*f)(io,...,z'p) = f(T(io),...,n,p)

Lemma 4.3. Sei X topologischer Raum, i und U offene Ubedeckungen mit
einer Verfeinerungsabbildung T. Sei F eine Garbe auf X. Dann ist die induzierte
Abbildung

HP(M, F) — HP(0,F)

unabhdngig von T.
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Beweis: Wir behandlen nur p = 0,1. Im Fall p = 0 erhalten wir jeweils F(X),
und es ist nichts zu zeigen. Sei nun p = 1. Seien 7, 7’ Verfeinerungsabbildungen.
Sei (f;;) ein Kozykel beziiglich { = {U,};c;. Wir betrachten

9ij = (1% Fig— (7" fij = friej = fries € ViNV;

Dieser Kozykel muss berandet werden. Fiir jedes k gilt Vi, C U, MU,k und wir
setzen
hi = friqrklvi

und berechnen §°h. Auf Vi, NV} gilt

hi — hi = frirk — frien
= ka,Tl + f‘rl,‘r’k - le,T’k - f‘r’k,‘r’l

= ka,Tl - fT’,‘r’l
= 9k,
Der allgemeine Fall geht dhnlich, mit der richtigen Kombinatorik. O

Definition 4.4. Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe auf X. Wir
definieren die p-te Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in F als

H?(X,F) = lim HY(4, F)

wobei der direkte Limes tiber das System der offenen Uberdeckungen geht, mit
Ubegangsabbildungen induziert von Verfeinerungsabbildungen. Konkret: Elemen-
te von HP (X, F) werden repisentiert als Element eines HP (U, F) fiir eine offene
Uberdeckung 84 von X. Zwei solche Reprisentanten zu 8 und ' sind dquivalent,
wenn es eine gemeinsame Verfeinerung 0 gibt, so dass das Bild in HP (0, F)
tibereinstimmdt.

Wir erhalten also
HY(X,F) = F(X)

weil dies fiir jede Uberdeckung stimmt. Der Spezialfall p = 1 hat eine gute
Zusatzeigenschaft:

Lemma 4.5. Sei U eine Verfeinerung der Uberdeckung U beziiglich der Verfei-
nerungsabbildung 7. Dann ist 7" injektiv.

Beweis: Sei f € Z1(U, F) ein Koyzel, so dass 7*f € B1(0, F). D.h. es ist
frem =gk —gq € F(ViN V)

fir g € F(Vi). Wir wollen darauf Element aus F(U;) konstruieren. Auf U; N
Vi, NV, gilt
9k — 91 = friri = frii + firi = firi — firk
also
firk + 9= fin+a
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Nach dem 2. Garbenaxiom gibt es dann h; € F(U;) mit h; = f; rx + g auf
U; NV}, fur alle k. Wir iiberpriifen, dass dies die gesuchte Berandung ist, also

hj _hi:fij E]:(UiﬂUj)

Diese Eigenschaft kann nach dem 1. Garbenaxiom tiberpriift werden U; NU; NV},
fiir alle k. Dort gilt

hj —hi = fijre+ 96— firk — 91 = [ij

Dies erleichtert das Rechnen mit den Aquivalenzklassen sehr.

Korollar 4.6. Sei X eine Riemannsche Fliche. Dann gilt
Pic(X) = H'(X,0%).

Beweis: Wir haben bereits eine natiirliche injektive Abbildung
H (U, 0%) = Pic(X)

konstruiert. Diese ist vertriglich mit Verfeinerung der Uberdeckung, daher er-
halten wir eine Abbildung.

Sei £ ein Geradenbiindel. Dann gibt es eine Uberdeckung {1 beziiglich der £
trivialisierbar ist. Also liegt £ im Bild von H!(4, O*), also auch im Bild von
HY(X,0"). O

Wir betrachten nun kurze exakte Sequenzen von Garben
0=+F—=>G—-H—=0.
Wir definieren den Verbindungshomorphismus
0:H(X,H) » H (X, F).
Wir arbeiten im kommuativen Diagramm

0 0 0

00— COUU, F) ——=CU, G) ——= CO(LU, H)

0——=CYU, F) —=CYU,G) ——= C* (L, H)

0——C?*(U, F) ——= C?*(U,G) —— C?*(U, H)
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Die Zeilen sind exakt. Sei h € H(X). Nach Voraussetzung ist die Abbildung
Gp — Hp surjektiv fiir alle Punkte P. Also gibt es eine Uberdeckung $ =
{Ui}ier und Elemente g; € G(U;) so dass h|y, das Bild von g; ist. Sei g = (g;)icr-
Wir betrachten §°(g) € Ct(4,G). Sein Bild in C1(U, H) stimmt mit 6°(h) = 0
iiberein. Also gibt es ein Urbild f € C1 (4, F). Dieses ist sogar ein Kozykel, denn
das Bild von &§(f) in C?(4, F) ist §16% = 0. Wir setzen

o(h) = [f] € H'(X, F).

Der Kozykel héngt ab von der Wahl von & und g. Wir zeigen nun die Un-
abhéngigkeit als Kohomologieklasse. Ist 20 eine Vereinerung von i, so kénnen
wir das neue g als Verfeinerung des alten wéahlen und erhalten im direkten Li-
mes dasselbe Element. Sei nun ¢’ eine andere Wahl fiir g. Dann ist das Bild von
g— g’ in CO(4, H) gleich 0, also liegt das Element bereits in C°(4, F). Dann ist
f — f' das Bild von g — ¢’, also ein Korand.

Bemerkung. Mit dhnlichen Argument konstruiert man Verbindungshomor-
phismen
oF . HP(X,H) — HPTH (X, F).

Theorem 4.7. Sei X ein topologischer Raum und
0=>F—=G—-H—=0

eine kurze exakte Sequenz von Garben. Dann ist die induzierte Sequenz

0= F(X) = G(X) = HX) S
HY(X,F) - HY(X,G) - HY(X,H)

exakt.

Beweis: Die Exaktheit in F(X) ist die Ubereinstimmung von Garben- und
Prigarbeninjektivitdt. Wir betrachten die Stelle G(X). Sei g € G(X) mit Bild 0
in H(X). Dann verschwindet das Bild von ¢ in Hp fiir alle P € X. Nach Defi-
ninition von Exaktheit einer Garbensequenz ist dass gp Bild eines eindeutigen
fp € Fp. Mit dem ersten und zweiten Garbenaxiom finden wir hieraus einen
globalen Schnitt f € F(X) dessen Bild g ist.

Wir betrachten un die Stelle H(X). Sei h € H(X) Bild eines Elementes g €
H(X). In der Konstruktion von dh kénnen wir dann mit der Uberdeckung X =
X arbeiten und dem Element g. Dann verschwindet 4°(g), also ist Oh = 0. Sei
umgekehrt h € H(X) ein Element mit Oh = 0. Sei U eine Uberdeckung, so dass
es g € C°(4,G) mit Bild & gibt. Da die Ubergangsabbildungen auf H' injektiv
sind, ist der daraus konstruierte Reprisentant von 0h ein Korand. Es gibt also
f € C°4, F), das Oh berandet. Dies ist ein Urbild von g, also ist h = 0.

Wir betrachten die Stelle H(X,F). Sei h € H(X). Dann sieht man aus dem
kommutativen Diagramm, dass das Bild von 0h in H!(4, G) von der Form §'6%
ist, also verschwindet. Sei umgekehrt ¢ € H' (4, F) mit Bild 0 in H'(X, G), also
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bereits Bild 0 in H'(4,G). Dies bedeutet, dass wir ein ¢’ € C°(U,G) finden,
der dieses Bild berandet. Sei A’ € CY(8l,H) sein Bild. Aus dem kommutativen
Diagramm sehen wir, dass b’ ein Kozykel ist. Es gilt dann 0h' = ¢.

Wir betrachten die Stelle H'(X,G). Da F — G — H die Nullabbildung ist,
gilt dies auch nach Anwenden von H!. Sei umgekehrt v Repriisentant einer
Klasse H'(4,G) mit Bild 0 in H'(8(,H). Dann wird dieses Bild berandet, d.h.
es gibt h € C°(4, H) mit demselben Bild. Nach Ubergang zu einer Verfeinerung
¥ finden wir ein Urbild g” von h in C°(0,G). Wir dndern den Koyzel v um
§%" ab. Dann verschwindet bereits das Bild von « in C'(%,H). Wegen der
Exaktheit der Garbensequenz (haben wir oben fiir X verifiziert, gilt fiir jedes
Vi) gibt es dann ein Urbild in C1(0, F). Es ist automatisch ein Kozykel. Dies
ist das gesuchte Urbild der Klasse von ¢. O

Korollar 4.8. Sei X eine Riemannsche Fliche, D ein Divisor, P ein Punkt.
Dann gibt es eine exakte Sequenz

0— L(D)— L(D+P)—-C— HY(X,0p) - HY(X,0p,p) = 0.
Es gilt
dim L(D) 4+ 1 +dim H (X, Op,p = dim L(D + P) + dim H* (X, Op).
Beweis: Wir wenden die exakte Garbensequenz an auf die kurze exakte Sequenz
0—0p —Opyp—ipC—0

Die ersten drei Terme sind die jeweiligen globalen Schnitte. Die Kohomologie-
gruppe H'(X,ipC) verschwindet. Die Dimensionsformel folgt daraus mit linea-
rer Algebra: Ist

0A—->B—=-C—=0

eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen, so gilt
dim A + dim C' = dim B.
Wir spalten unsere Sequenz auf in
0—-LD)—-LD+P)—-V -0
0—V = HYX,0p) = H(X,Op,p
wobei V' C C das Bild ist. O

Korollar 4.9. Angenommen, H'(X, ) ist endlich-dimensional. Dann gilt die
kohomologische Version des Satzes von Riemann-Roch.

Beweis: Wir kiirzen ab h'(D) = dim H'(X,Op). Sei g = h'(0). Nach Voraus-
setzung ist dies endlich. Zu zeigen ist

(D) —h"(D) —degD=1—¢g
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Fir D = 0 gilt diese Aussage nach Definition. Aus dem Korollar wissen wir,
dass

(D) — h'(D) — deg(D) = I(D + P) — h*(D + P) — deg(D + P)

fiir jedes D und P. Mit Induktion iiber die Koeflizienten des Divisors folgt die
Aussage. O



Kapitel 5

Reelle Differentialformen
und ihre Kohomologie

Sei U C C offen. Wir schreiben £(U) fiir den Raum der Funktionen U —
C, die unendlich oft reell differenzierbar sind. Dann liegen auch die partiellen
Ableitungen 0, f und 9, f wieder in £(U). Wir betrachten auch

o, — %(af _id,), 0 = %(ax +id,)

Jede Funktion lasst sich schreiben als

f(2) = f(20) + 9. f(20)(2 — 20) + 0= (20)(Z — 20) + ¢(2)

wobei ¢(z)/|z — z0| — 0 fiir z — 2. Die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen kénnen formuliert werden als: f ist genau dann holomorph auf U,
wenn Ozf = 0 auf U. Es gilt dann f/(2) = 9, f(2).

Definition 5.1. Sei X eine Riemannsche Fliche, U C C offen. Wir bezeichnen
mit E(U) den Raum der Funktionen f : U — C, die beliebig oft reell differen-
zierbar sind.

Hierbei wird reelle Differenzierbarkeit in Karten getestet. Diese bilden eine Gar-
be von Ringe, die O enthélt. Sei £p der Halm in P. Sei mp das maximale Ideal
der Funktionenkeime, die in P verschwinden.

Definition 5.2. Der Quotientenvektorraum mp/m% heifit Kotangentialraum
von X in P. Ist U eine Umgebung von P und f € E(U), so ist das Differential
von f in P definiert als

dpf=(f = f(P)) modmbp.

Genauer: wir haben es mit der Komplexifizierung des Tangentialraums einer
reellen Mannigfaltigkeit zu tun. Wir stellen den Zusammenhang zum Anfang
des Semesters her.

43
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Satz 5.3. Sei X Riemannsche Fliche. Sei z = x + iy holomorphe Koordinate
bei P. Dann bilden die Differentiale dpx und dpy eine C-Basis des Kotangeti-
alraums. Ebenso ist dpz und dpZ eine Basis. Fir f € Ep gilt

dpf = 0xdpx + 0ydpy = 0.dpz + Ozdpz

Beweis: Sei f € £(U) ein Reprisentant eines Elementes von mp. Wir benutzen
die Taylorentwicklung wie oben

f=0:f(P)(z —2(P)) + 8, f(P)(y —y(P) + ¢
Fiir den Fehlerterm gilt ¢/|z — z(P)| — 0 fiir z — z(P).
Behauptung. d¢ =0, d.h. ¢ — ¢(P) € m%.

(Beweis sieche Kapitelende)

Hieraus folgt, dass dpx und dpy den Modul erzeugen. Gleichzeitig haben wir
bereits die Formel fiir dp f gezeigt. Wir zeigen noch lineare Unabhéngigkeit: Sei

adpx + Bdpy =0 < a(z — 2(P)) + By — y(P) € m%.

Wir bilden die partielle Ableitung nach = und erhalten o € mp, also a = 0.
Genauso sehen wir 8 = 0.

Die Argumente fiir die Koordinaten z,Z sehen wir genauso. O

Wir finden den holomorphen Kotangentialraum wieder als Vielfache von dpz,
insbesondere ist dieser eindimensionale Untervektorraum unabhéngig von der
Wahl der holomorphen Koordinate. Man kann auch explizit rechnen: Ist v =
v + iw eine andere holomorphe Karte, so ist

dpu = O,udpz + 0zdpz € Cdpz
da die Kartenwechselabbildung holomorph ist. Ebenso ist
dpu € Cdpz.

Definition 5.4. Sei T;,’O C mp/m2% der Unterraum der Differentialen von
holomorphen Funktionenkeimen und Tg’l der Unterraum der antiholomorphen
Funktionenkeime.

Nun kénnen wir Differentialformen 1. Ordnung definieren. Sie sehen lokal aus
wie fdz + gdz mit f,g € E(U).

Definition 5.5. Sei X Riemannsche Fliche, U C X offen. Fine Differential-
form 1. Ordnung auf U ist eine Abbildung

: 2
w:U— U my/mp
PeU
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mit w(P) € mp/m%. Sie ist differenzierbar, wenn sie lokal geschrieben werden
kann als
fdz+gdz

mit f,g € E(U). Der Raum der differenzierbaren Differentialformen erster Ord-
nung wird EM(U) geschrieben. Fiir f € E(U) heifit df mit df (P) = dp f totales
Differential von f.

Es gilt also df = 0, fdpz+ 05 fdZz. Es zerlegt sich als df = 0f +0f, entsprechend
der Zerlegung von
EDW) =X0U) +£%1(V)

in 7%% und T°'-wertige Differentialformen. Sowohl £ also auch £1:0 und £%!
sind Garben von £-Moduln. Sie sind lokal-frei vom Rang 2 bzw. 1. Die Garbe
Q) ist enthalten in £1'0, aber nicht gleich! Z.B. ist Zdz eine 1, 0-Form, aber nicht
holomorph.

Bemerkung. Es gilt O = Ker(d : £ — £%1). In diesem Fall ist df = 0, fdz,
aufgefasst als holomorphe oder differenzierbare Differentialform.

Die Ableitung einer 1-Form ist eine 2-Form. Sie sieht lokal aus wie
fdz Adz.

Definition 5.6. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei M ein freier R-Modul
von endlichem Rang. Wir definieren das duflere Produkt

2
A\ M
als den Modul erzeugt von Elemente der Form mi A ma mit den Rechenregeln:

(Alml + /\ng) Amsg = )\1(m1 A mg) + )\Q(mg A m3)

mAm=20
fiir alle my,mo € M und A, Ay € R.

Die Abbildung M x M — A® M ist bilinear in beiden Argumenten und alter-
nierend. Ist eq,..., e, eine Basis von M, so ist e; A e; fiir 4 < j eine Basis von
A’ M.

Wir wenden dies an auf R = C und M = mp/m%. Lokal lisst es sich auch auf
R=E&W) und M = EM(U).

Definition 5.7. Fine Differentialform 2. Ordnung ist eine Abbildung

2
w:U—>U/\mp/m§3

Sie heifit differenzierbar, wenn sie lokal von der Form fdzAdz ist mit f € E(U).
Wir bezeichnen mit €2 (U) den Raum der differenzierbaren Differentialformen
2. Ordnung.
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Es handelt sich um eine lokal-freie Garbe von £-Moduln vom Rang 1.
Ist w € €19 5o definieren wir

dw = 0w € €3

lokal als
dfdz = 0zfdzZ Ndz = —05fdz N dZ.

Wir setzen 0w = 0. Ist w € £%! so definieren wir
dw = 0w € £

lokal als
dfdz = 0,fdz A dz.

Wir setzen Ow = 0 Diese Definitionen sind offensichtlich so, dass:

Lemma 5.8. (i) d: &M — £ erfiillt die Rechenregel

fwr—df N\w+ fdw.

(ii) Es gilt d =0+ 0.
(i4i) dd = 0 als Abbildung & — £?).

Beweis: Leicht. Die letzte Eigenschaft benutzt 0,0, = 9,0, fiir stetig differen-
zierbare Funktionen, siehe Grundvorlesung. O

Bemerkung. Es gilt B
Q=Ker(d: M0 - £?)

Definition 5.9. FEine Differentialform w heifst geschlossen, wenn dw = 0. Sie
heifit exakt, wenn es ein Funktion f mit df = w gibt.

Bemerkung. Holomorphe Differentialformen sind geschlossen.

Satz 5.10. Die Sequenz von Garben
05C—oE-EW @ 50
ist exakt. Lokal ist jede geschlossene Differentialform exakt.

Beweis: Es gentigt, dies auf Kreisscheiben in C zu tiberpriifen. Fiir eine Funktion
mit Differential 0 verschwindet der Gradient. Daher ist sie konstant.

Sei w = fdz 4 gdy geschlossen. Wir rechnen explizt:
0=dw= (9, — fy)de Ady = g = fy

Wir haben in Analysis 2 gesehen, dass diese Differentialgleichung losbar ist.
Wir integrieren f in Richtung z. Die Integrationskonstante (eine Funktion von
y) wird durch den Vergleich mit der Interation von ¢ in Richtung y festgelegt.
Sei schliefflich w’ = hdx A dy. Lokal kénnen wir h in Richtung z integrieren und
so ein Urbild in £ angeben. O
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Satz 5.11 (Dolbeaultsches Lemma). Sei g eine differenzierbare Funktion auf
B,.(0) mit r < co. Dann ist die Differenzialgleichung

=f=yg
losbar auf B,(0).
Beweis: Wir wihlen ein 0 < ¢ < r und eine Funktion A in £(U), die auf
B,(0) den Wert 1 hat und auflerhalb von B, (0) den Wert 0. Solche Funktionen

exisiteren. Im ersten Schritt 16sen wir die Differentialgleichung fiir Ag. Auf dem
kleineren Kreis B,(0) haben wir dann die urspriingliche Gleichung gelost.

Wir ersetzen g durch Ag und arbeiten auf C. Wir definieren

_ 1 [ 9() ~
f(Q)—%/CZ_Cdz/\dz.

Hinter dem Integral iiber die Differentialform steckt die allgemeine Formel

/hdm/\dy:/u
C C

wobei i das Lebesgue-Maf ist. Der Integrand hat eine Singularitéit in ¢, daher
miissen wir Konvergenz des Integrals {iberpriifen. Wir gehen zu Polarkoordina-
ten iiber, z = ¢ + re’? und

dz AdzZ = —2idx A dy = —2irdr A d6

und daher

.0
(&) = 1 / “‘J(C’iij)rdrda 1 /g(c + re'®)e"?drds
0 re m
In diesen Koordinaten ist es ein gewthnliches Riemann-Integral iiber differen-
zierbare Funktionen.
Wir iiberpriifen die Differenzialgleichung. Hierbei kénnen wir uns auf ein kom-
paktes Quadrat einschridnken, das den Tréger von f enthélt. Dann diirfen wir
unter dem Integranden differenzieren und erhalten

of ... 1 [0g(Cie) _, 1 [0g9(C+2)1 _

Wir berechnen das Integral als Grenzwert fiir ¢ — 0 von Integralen iiber das
AuBere von Kreisscheiben B, (0). Aufierhalb von 0 gilt

99(C+2)1 _09(z+Q1 _ 9 (g(C+2)\_
oz 0z =z 0Oz z B
mit
oy K2

z
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Mit dem Satz von Stokes folgt

af 1
—=(¢) —dw = — lim w
oC 27” E—>0 2¢B.(0) 2mi e=0 Jap, (o)

Wir berechnen das Integral mittels der Parametrisierung 6 +— e’ und erhalten

27
/ w= z/ g(C +ee'?)dp
8B, (0) 0

Der Grenzwert ¢ — 0 kann nun unter dem Integral berechnet werden und wir

erhalten 5 )
1 T
8]; =52 [ a0 = (0).

Die Gleichung ist nun auf jedem kleineren Kreis in B,.(0) gelost. Wir miissen
die Losungen zusammensitzen. Sei (r,)nen eine streng monoton wachsende
Folge von Radien 0 < r, < r, die gegen r konvergiert. Wir erhalten Losun-
gen f, € &(B,,(0)). Die Differenz g, = fn411 — fn erfiillt dg, = 0, also ist
gn € O(B,, (0)). Wir dnderen induktiv f,4+1 (und damit auch g,) um eine gan-
ze Funktion ab, so dass ||gn||ec < 27" gilt. Hierfiir kénnen wir z.b. auf B, _,(0)
ein geeignetes Taylor-Polynom zu g, benutzen. Die Folge der f, konvergiert
dann lokal gleichméf8ig gegen eine Funktion f. Wenn wir sie schreiben als

f:fn+zgn

k>n

so sehen wir, dass der zweite Summand eine gleichméBig konvergente Reihe von
holomorphen Funktionen ist. Seine Grenzfunktion ist also holomorph und damit
reell unendlich oft differenzierbar. Dasselbe gilt ohnehin fiir f,. Damit ist f reell
differenzierbar. Die Ableitung nach % ist g. O

Korollar 5.12. Sei X Riemannsche Fliche. Dann sind die Sequenzen

050582800 5

und B
0500 %e@ 49

exakt.

Beweis: Es geht um die Surjektivitéit, der Rest ist klar. Beides sind lokale Aus-
sage, die wir auf Kreisscheiben in C {iberpriifen kénnen. Dort folgt sie aus dem
Dolbeaultschen Lemma. O

Wir haben in diesem Beweis bereits benutzt, dass ich Garben von differenzierba-
ren Funktione verhalten sich ganz anders verhalten als Garben von holomorphen
Funktionen.
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Bemerkung. Sei X Riemannsche Fliche, P € X. Dann ist die Abbildung
E(X) — Ep surjektiv. Wir kénnen niamlich durch die Wahl einer glatten Uber-
gangsfunktion, die auf einer Kreisscheibe B,.(0) gleich 1 ist und auflerhalb von
Bpg(0) (mit R > r) verschwindet, jeden Keim zu einem globalen Schnitt mit
kompaktem Trager ausbreiten.

Der Triiger eines Schnitte ist die Menge der Punkte mit f(P) # 0.
Tatsédchlich gilt noch mehr:

Satz 5.13. Sei X eine Riemannsche Fliche mit abzihlbarer Topologie, d.h. es
gibt eine abzihlbare Menge von offenen Mengen, so dass jede offene Menge als
Vereinigung von solchen geschrieben werden kann. Dann existiert eine Teilung
der Eins, d.h. zu jeder offenen Uberdeckung U = (U;)ser gibt es eine Familie
(¢i)ier von Elementen von £(X), so dass

(i) ¢i(P)|xv, =0 fiir allei € I.
(i) Jeder Punkt P € X hat eine offene Umgebung, die nur endlich viele der
Triger der ¢; trifft.
(ii) Y e i =1

Die Voraussetzung wird von X C C erfiillt, da die B,(a) mit a,r rational die
Topologie erzeugen. Sie gilt dann auch fiir kompakte Riemannsche Flichen (und
deren offene Teilmengen), da diese eine endliche Uberdeckung durch Teilmen-
gen von C haben. Es ist ein tiefer Satz, dass die Eigenschaft sogar fiir jede
Riemannsche Fliache gilt. Wir brauchen nur den kompakten Fall.

Bemerkung. Sei X eine Riemannsche Flache mit abzdhlbarer Topologie. Dann
gibt es eine Folge von offenen Mengen

G1CG2C"'CUGj:X
J

so dass éj kompakt ist und in G4, enthalten.

Beweis: Seien U; fiir ¢ € N die Menge, die die Topologie erzeugen. Jeder Punkt
von X hat eine kompakte Umgebung, daher kénnen wir ohne Einschréankung
annehmen, dass U; kompakt ist. Wir setzen G; = U;. Da G kompakt ist, gibt
es eine endliche Menge I von Inidizes mit

61CG1UUU1':ZG2

icl

Wegen Gy = G1U Yiel U, ist der Abschluss kompakt. Dieses Verfahren fithren
wir iterativ fort. O

Beweis des Satzes: Seien G; fiir j € N offene Mengen wie in der Bemerkung.
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Wir setzen Gy = ). Fiir P € X sei ip der gréfite Index, so dass P € X 6Z-p.
Wéhle ap € I, so dass P € U,,. Dann liegt P € 6ip+1 C Gipq2. Wir wéhlen
weiter eine Karte 7: V' — C um P, so dass

V Uy N (Gip+2 \éz[,)

Wir definieren ¥p € £(X) mit Hilfe der Glittungsfunktion aus der Bemerkung
S0, so dass ¥ p kompakten Trager innerhalb von V' hat und auf einer Umgebung
Wp C V von P mit 7 {ibereinstimmt. Fiir jeden Index ¢ > 1 wéhlen wir eine
endliche Menge von Punkten P, so dass die zugehorigen Wp die kompakte
Menge G; \ G, iiberdecken. Wir ordnen die zugehdrigen 1/p an als Folge 1,
j € N. Jeder Punkt hat dann eine Umgebung, auf der nur endlich viele der 1;
ungleich 0 sind. Daher ist
b= ¥
j=1

wohldefiniert und in £(X). Fiir jedes j gibt es ein i(j) € I, so dass der Triger
ganz in Uj(;) enthalten ist. Die Funktionen

1
¢i = v _z(: (0
i=i0)

sind die gesuchte Teilung der Eins. O

Satz 5.14. Sei X eine Riemannsche Fliche mit abzihlbarer Topologie. Dann
gilt
HY(X,F)=0

fiir jede Garbe von E-Moduln, insbesondere £, €V, 1.0, €01 (),

Beweis: Sei 4 = (U;);er eine offene Uberdeckung von X. Sei f € Z'(U, F) ein
Kozykel. Sei (¢;)icr eine Teilung der Eins zu L. Die Funktion ¢, f;; € £(U;NU;)
setzt sich differenzierbar nach U; fort. Sei

gi = Z¢jfij c E(Uy).

JeI

In jedem Punkt sind nur endlich viele Summanden ungleich 0, daher ist die
Summe wohldefiniert. Dann gilt auf U; N U;

9i—9; =Y xfik— Y bufin

kel kel

=3 Olfin-pix) = > _ oty = fij
k k

Also verschwindet die Kohomologieklasse. O
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Korollar 5.15. Sei X Riemannsche Fliche mit abzihlbarer Topologie. Dann
sind die Sequenzen

0— O(X)—E(0) = " (X)) — HYX,0) =0
und
0—QX) = LX) - (X)) - HY(X,Q) =0
exakt.

Beweis: Wir wenden die lange exakte Kohomologiesequenz auf die Sequenzen
aus dem Dolbeaultschen Lemma an. O

Beispiel. Sei X = C. Dann gilt H'(C,0) = H}(C,Q = 0.

Beweis: Die beiden Garben sind tatséchlich isomorph, da dz eine globale Basis
von Q ist. Nach dem Fall R = oo des Dolbeaultschen Lemmas ist £(0) — £%1(X)
surjektiv. Wegen der Exaktheit folgt H*(X, O) = 0. O
Noch wichtiger ist der Fall X = C. Hierfiir eine weitere Rechenregel:

Satz 5.16. Sei X = U UV ein topologischer Raum, F eine Garbe auf X. Dann
ist die Sequenz

0— F(X)—= FU)SF(V) = FUNV) = HYX,F) - H\(U, F)eH" (V,F) = H{(UNV, F)

exakt.

Beweis: Dies ist die lange exakte Garbensequenz zu der Sequenz von Garben
0= F = jusFlv @ jv«Flv = junv«Flunv — 0
wobei
jusFlu(W) =FWnU)
Wir iiberpriifen die halmweise Exaktheit. Sei P € U. In der Definition der Halme
nehmen wir den Limes iiber Umgebgungen W C U von P. Daher ist
(Ju«Flu)p = Fp (v Flv)p = Guav«Flu)p -
Die Sequenz der Halme in P ist also von der Form

0-A—A®B—+B—0

und exakt. Das Argument fiir P € V ist genauso. Jeder Punkt liegt in einer der
Menge.

Ist U eine offene Uberdeckung von X, so ist
C'U, juFlv) = C'UNU,F).

Jede Uberdeckung von U kann durch Ergénzen von V eine offene Uberdeckung
von X erweitert werden. Daher gilt

HY(X,ju.Flv) = H (U, F).
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Wir wenden dies an auf die offene Uberdeckung von C durch die beiden Kopien
von C. Zusammen mit dem Beispiel erhalten wir exakte Sequenzen

0— O(C) = O(C) ® O(C ~ {0}) = O(C*) = H(X,0) =0

und
0— Q(C) = Q(C) ® T~ {0}) = QC*) = HY(X,Q) = 0

Korollar 5.17. Es gilt
HY(C,0)=0,H'(C,Q)~C
via dem Residuum in 0.

Beweis: Sei f € O(C*). Dann kann f in Haupt- und Nebenteil zerlegt werden.
Ersteres ist holomorph auf C . {0}, letzteres auf C.

Sei w = gdz eine holomorphe Differentialform auf C*. Wieder kann g als Laurent-
Reihe geschrieben werden. Der Nebenteil ist im Bild von ©(C). Eine holomorphe
Differentialform auf C ~ {0} hat die Form

h(z"Hd(z™1) = —h(z71)272dz
wobei h eine ganze Funktion ist. Im Bild liegt also Hauptteile
-2
Z apz".
Es fehlt a—1271, also genau der Kern des Residuums. O

Insbesondere gilt der Satz von Riemann-Roch nun fiir C mit Geschlecht 0.
Fiir spitere Zwecke halten wir eine weitere Rechenregel fest:

Lemma 5.18 (Leraysches Lemma). Sei X topologischer Raum, F Garbe auf
X. Sei U= (Uy)icr eine offene Uberdeckung mit H (U;, F) = 0 fiir alle i € I.
Dann gilt

HY(X,F)=H'(,F).

Beweis: Sei U = (V;) ;e eine Verfeinerung von Y. Sei 7 : J — I die Verfeine-
rungsabbildung, also V; € U,(;). Zu zeigen ist die Surjektivitédt der induzierten
Abbildung auf der Kohomologie. Sei f = (f;;/) € Z' (0, F). Wir schrinken f
ein zu einem Kozykel auf U,. Da H'(U,, F) = 0, gibt es eine Kokette

(9i5); € CO(BNU;, F)
mit Gij — Gijr = fjjl auf ‘/J N ijl NU;. Auf V} n VYj/ NU; NU; gilt also

9ij — Gijr = Gi'5 — Gi'j = Gij — 9i'j = Gij’ — Gy’
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Nach dem zweiten Garbenaxiom gibt es also Fj;y € F(U; N Uy mit
Fi = gij — 905 € F(U;NUy NV
Man sieht leicht, dass F' ein Koyzkel ist. Weiter setzen wir
hj = gr5).5 € F(V)

Man sieht leicht, dass
TF — f = 6%h.

Wir tragen nach:

Lemma 5.19. Sei f : B.(0) — C beliebig oft differenzierbar. Sei z = x1 + ixs.
Dann gilt
of

1) = 1) + 501 + %<o>x2 + ¢

mit ¢ € mz.

Beweis: Wir benutzen die Koordinaten z = x1+ix5. Die Taylorformel fiir ergibt

) ! 92
f(z) = f(0)+ Z 83{; (0)x; + inxj/o (1—1) 8xiéfmj (tz)dt
i %]

Nach Voraussetzung sind die Funktionen unter dem Integral beliebig oft diffe-
renzierbar. Dann gilt dies auch fuer die durch das Integral definierte Funktion,
wie behauptet. O

Wir kénnen dieses Lemma anwenden auf F = O, 2 und Kreisscheiben.
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Kapitel 6

Der Endlichkeitssatz

Wir wollen zeigen:

Theorem 6.1. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist H (X, O)
endlich-dimensional als C-Vektorraum.

Wir folgen Forster, Kapitel II, §14. Tatséchlich beweisen wir eine technischere
Aussage.

Definition 6.2. Sei B ein topologischer Raum, A C A Teilmenge. Dann heifst
A relativ-kompakt, wenn der Abschluss von A in B kompakt ist. Wir schreiben
dann A € B.

Beispiel. Sei X Riemannsche Flidche, U C X offen. Dann hat jeder Punkt von
U eine Umgebung, die relativ kompakt in U ist, z.B. das Bild einer offenen
Kreisscheibe unter einer Kartenabbildung.

Beispiel. Wir haben bereits gezeigt: Wenn X eine Riemannsche Fliche mit
abzihlbarer Topologie ist, dann ist sie Vereinigung von offene Mengen

GieGyée...

Wir werden zeigen:

Theorem 6.3. Sei X eine Riemannsche Fliche, Y1 € Yo @ X offene Teilmen-
gen. Dann hat die Finschrinkungsabbildung

H'(Y;,0) = H'(Y1,0)
endlich-dimensionales Bild.

Wir erhalten Theorem 6.1, wenn wir X = Y5 = Y7 setzen.
Wesentliches Hilfsmittel ist die La-Norm.

95
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Definition 6.4. Sei U C C offen, f € O(U). Wir definieren

£l = \//U |f (z + dy)|?dedx

Die Funktion heif$t quadrat-integrierbar, wenn die Norm endlich ist. Sei L(U, O)
der Raum der quadrat-integrierbaren holomorphen Funktionen. Fiir f,g € L*(U, O)
definieren wir ein Skalar-produkt durch

(f.9) = /U 17 dady.

Wir schreiben
[ £l oy = sup [ f(2)]-
zeU

Es handelt sich um Normen. Das Skalarprodukt ist wohldefiniert (d.h. endlich)
nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[(F: 9 <1 fllz=llgllze-

Hat U endliches Volumen p(U), so gilt

1f1lz2 < V@) fll L~

Lemma 6.5. Sei U = Bpg(a). Dann bilden die Monome ¢, = (z — a)™ ein
Orthogonalsystem mit

VTR
NCES

Beweis: Ohne Einschrankung ist @ = 0. Wir rechnen in Polarkoordinaten z =
re'?. Es ist dedy = rdrde.

[ énllL2 =

R 2
/z"?mdxdy = /T”erew(”*m)rdrd(b :/ r”+m+1dr/ ei‘b("*m)d(b
0 0

Fiir n # m verschwindet das Integral iiber ¢. Fiir n = m liefert es den Beitrag
27, also
R2n+2

2
n :2
| pnllzz F4n+2

Wir setzen daher

bn vn+1 "
en = = (z —a)

ignllze VR
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Korollar 6.6. Das System der e, ist eine Hilbert-Basis von La(Bgr(a)), d.h.
sie sind ein Orthonormalsystem und der aufgespannte Vektorraum ist dicht und

fiir f =507 cnen gilt ¢, = (f, en) und

e
11172 = leal
n=0

Mit anderen Worten: fir f(z) =Y oo, an(z —a)™ € L*(U, O) gilt

> 2n+2
_ 27rR
Il = || 2 e

Beweis: Da f holomorph ist, gilt

F) =) anlz=a)" = ann =) cnen.
no n=0 n=0

Die Konvergenz ist gleichméBig auf B,.(a) fir r < R. Daher vertauschen Integral
und Reihe, und es gilt

(f,oN)L2(B,) = Zan<¢m¢1\/> = anl|oN|L2(B,)-

n=0

Danach gehen wir zum Grenzwert r — R {iber. Dies ist moglich, da der In-
tegrand quadrat-integrabel ist. Die Formel fiir die Norm gilt fiir jede endliche
Teilreihe. Auf jeder kleineren Kreisscheibe gilt sie wieder wegen gleichméfiger
Konvergenz, im Grenzwert dann auf ganz Bg(a). O

Satz 6.7. Sei U C C offen, r > 0 und U, = {z € U|B,.(2) C U}. Dann gilt fir
feL*U,0)

1
I fllzee@,) < ﬁllfllﬂ)(w

Beweis: Sei a € U,. Wir benutzen die Taylorentwicklung um a. Aus der Formel
im Korollar folgt insbesondere

1 1 1
|f(a)] = lao| = W|CO| < WHJCHL?(BW((;) < ﬁHfHL?(U)-
Davon nehmen wir das Supremum. O

Korollar 6.8. L*(U, Q) ist vollstindig.

Beweis: Sei (f)n>1 eine Cauchy-Folge in L?(U, ©). Dann konvergiert die Fol-
ge auf jeder Kreisscheiben in U gleichméflig. Daher existiert die punktweise
Grenzfunktion (hier kommt es auf nicht auf die Wahl der Norm an) und die
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Grenzfunktion ist holomorph. Wir wollen nun L2-Konvergenz zeigen. Dies ist
eine Anwendung von Fatous Lemma: Seien g, : U — [0, oo] messbar. Dann gilt

/(liminfgn)/igliminf/ Gnlb.
v " " U

Sei € > 0. Dann gibt es m € N, so dass || fn, — fml|lz2 < € fir alle n > m. Wir
betrachten g, = |f, — fm|?. Es gilt liminf g,, = |f — f|?, also

/lf—fmIZMSIiminf/ |fn — fl?p < €%
U U

Wir kommen zu unserem ersten Endlichkeitsresultat.

Lemma 6.9. Sei U C C offen, V. € U offen. Dann gilt: Fiir jedes € > 0
gibt es einen abgeschlossenen Untervektorraum X. C L*(U,O) wvon endlicher

Kodimension (d.h. dim L*(U,0)/X. < c0), so dass

I fllz2v,0) < ellfllzzcoy
fir alle f € X..

Beweis: Als Voriiberlegung betrachten wir 0 < ¢ < r und f € L?(B,(a), O) mit
ord, f > n. Dann gilt

0 n+1
1 fllz2(B,(a)) < (;) I fllz2(B, (a))

denn f(z) =Y po, ax(z —a)* folgt
o okt2 0 ok+2
2 _ o 2 r 2
1£1228,0) = kE_ Erl lak|® < 1;— Pl |a|

Sei nun V' € U. Wir iiberdecken V mit Kreisscheiben B,(a), so dass Ba,(a) C U.

Da V relativ kompakt ist, geniigen endlich viele von ihnen. Seien ay, ..., a, die
Mittelpunkte und g1, ..., 0, die Radien. Wahle natiirliche Zahlen mq,...,m,.
Sei A(my,...,my) der Untervektorraum von L?(U,O) der Funktionen f mit

ord,, f > m;. Dieser Vektorraum ist abgeschlossen. Die Kodimension ist héchstens
n»_ m;, also endlich. Dann gilt

1£1l5,, @) < 27 7 le2Bagan < Ifllz2w)-

Durch Aufsummieren erhalten wir fiir f € O(U) mit ord,, f > m;

1 llz2cvy < D F 2By, @) < D27 ™ I fl2w)-

Wahlt man die m; geniigend grof}, so wird die Summe kleiner als €. O
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Wir gehen nun zu Koketten auf einer Riemannschen Fliache X iiber.
Definition 6.10. FEs seien (U}, z;) fir i = 1,...,n Karten, nicht notwendig

X = UU;. Sei z;(U;) = By, (a;) C C Kreisscheibe. Seien U; C U} offene
Teilmengen. Wir schreiben U < U*. Wir schreiben U < LU, wenn jedes V; € Uj;.

(i) Fir f = (f;) € CO(4,0) sei

ez = [ il 20,

(ii) Fir g = (gij) € C1(U,O) sei

lgllzzan = S lgislZeno,)

0,J
wobei die L?-Norm auf U; N U; beziiglich z; berechnet wird.

Firn = 0,1 sei C7» (4, O) jeweils der Raum der Koketten mit endlicher Norm
und Z7,(U4,O) der Raum der Kozykel mit endlicher Norm.

Bemerkung. Die Randabbildung 6 ist stetig, falls {4 < {*. Insbesondere ist
dann Z}, (4, O) ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis: Zu zeigen ist die Stetigkeit d.h. Beschrinktheit der Einschrankungsab-
bildungen. Fiir L2(U;, 0) — L?*(U;NU;, O) ist dies offensichtlich. Fiir L(U;, O) —
L*(U;NUj, O) gehen wir von der Norm beziiglich U; zu der Norm beziiglich U}
iiber. Diese Norm kann abgeschiitzt werden gegen das Supremum der Karten-
wechselabbildung auf U; N Uj. Dieses ist endlich, wenn U; NU; € U NUF. U

Korollar 6.11. Sei U < I < U*.
(i) Fir f € C7,(4,0) ist fly € C75(T,0).

(it) Fir alle ¢ > 0 gibt es einen abgeschlossenen Untervektorraum A. C
Z1(4,0) von endlicher Kodimension, so dass

I fll 2y < ellflle2 -

fiir alle f € A..

Beweis: Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite wenden wir die Endlich-
keitssaussage aus Lemma 6.9 an auf jedes der endlich vielen L?(U; N U;,0).
Wir erhalten einen abgeschlossenen Unterraum von endlicher Kodimension in

72 (4, O) und schneiden mit dem abgeschlossenen Teilraum der Zykel. O
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Lemma 6.12. Sei X, W < Y < U < U* wie oben. Dann gibt es ein C > 0, so
dass es fiir alle & € Z},(0,0) ein ¢ € Z*(U,0) und n € CY,(W,0) gibt mit
=&+
und
max (||| 2z sy 17122 2m)) < CllEll L2 (-
Nach Einschrinken auf 20 hat f, modulo Rander auf 23, eine Fortsetzung nach
18

Beweis: Sei & = (fi;) € Z},(0,0). Wir konstruieren g und h. Wir fassen f
als Kokette mit Koeffizienten in £ auf. Es gilt H!(0,&) = 0, also gibt es eine
Kokette

9= 1(9:) € 2°(,¢)

mit §% = £, d.h.
fij =95 —9: € EVinVj).

Da gfij = 0, folgt ggj = Jg; auf V; N Vj, d.h. das Tupel der 0g; definiert einen

Schnitt
we e (Jn).

Da |J, W; € U, Vi, gibt es eine Funktion ¢ € £(X), die auf | J, W; den Wert
1 hat und auBerhalb von (J; V; den Wert 0. Wir kénnen daher ¢w als Element
von £%1(X) auffassen. Wir wenden das Dolbeaultsche Lemma an auf die Kreis-
scheibe U} und die Form yw. Es gibt also h; € £(U}) mit

ghi = 1/1w.
Aut U NUT gilt Oh; = ghj, also ist
Fij = hj —h; € O(Ui* N UJ*)

Wir setzen
¢ = (Fyjlu,nu,) € CHY,O).

Die Kozykelbedingung folgt da ¢ iéoh € CY(u, &). Die L?-Bedingung ist erfiillt,
da Fj; auf der kompakten Menge U; holomorph ist. Wir haben also ein Element
von Z}ﬂ (4, O). Auf der kleineren Menge W; gilt

Oh; = Yw = w = Og;
also ist h; —g; holomorph. Beide Summanden sind beschréankt auf der kompakten

Menge W; C V;, also
n=(h; —gi) € CL(2W,0).

Es ist

Fij = fij = hj = hi = g; + gi = (hj — g;) = (hi = gi) = 6°m
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also wie gewiinscht
=&+

Es bleibt noch, die behauptete Abschitzung zu zeigen. Wir arbeiten in dem
Hilbertraumsumme

H = Z.(4,0) x Z'(0,0) x C°(2,0)

mit der Norm

1S, &Ml = VISP + NI€l> + Il

Darin sei

L={(&n)¢=¢&+d"n}.

Diese ist abgeschlossen, also selbst ein Hilbertraum. Wir haben gezeigt, dass die
Projektionsabbildung
L — Z;:(0,0)

surjektiv ist. Nach dem Satz von Banach ist die Abbildung offen, d.h. das Bild
der offene Kugel ||z]| < 1 enthilt eine offene Kugel ||€]| < e. Sei £ beliebig.

Dann liegt
€

¢ = §
2[i€l
in der Kugel mit Radius 1 und hat ein Urbild 2’ mit ||2’||z < 1. Dann ist
2
20,
€
ein Urbild von & mit
2
< —
el < =€l
Die Zahl C' = 2/¢ hat die gewiinschte Eigenschaft. O

Lemma 6.13. In der Situation des letzten Lemmas g¢ibt es einen endlich-
dimensionalen Teilraum S C Z1 (8, 0), so dass gilt: fir jedes & € Z1(4U,0O)
gibt es 0 € S und n € C°(W, O) mit

o=¢E+6%.
Das Bild von H*(4,0) — H(, 0) ist endlich-dimensional.

Bemerkung. Die Aussage dieses Lemmas enthilt keine Aussagen iiber L2-
Bedingungen.

Beweis: Sei C' die Konstante des letzten Lemmas, ¢ = (2C)~!. Es gibt einen
abgeschlossenen Untervektorraum A C Z}, (4, O) von endlicher Kodimension,
so dass

1€1] 20y < €ll€llz> ey
fiir alle £ € A. Sei S das orthogonale Komplement von A in Z. (8, O).
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Sei & € Z' (4, 0). Wegen U < st [|€]|2¢m) =1 M < oo. Wie im letzten Lemma
gibt es (o € Z7. (4, O) und no € CY, (20, 0) mit

Co=E&+08%0 € Z12(2,0)
und
Collz2wy < CM, [0l L2(am) < CM.

Wir zerlegen
=% +00, &€EAogES

Nun wird das Verfahren induktiv wiederholt. Wir erhalten Folgen (;,&;, 04, m;
mit

G € Z12(8,0),& € Aoy € S,m; € C(W,0)

und
(i) ¢ = &_1 + 0°¢ iiber 20
(ii) G =& +oi
(iii) (|Gl 2y < 27°CM, ||l £2(am)

Interessant ist die Abschitzung: Da (; = & + o; eine orthogonale Zerlegung ist,
gilt
€l L2 < NICill 2y < 27°CM
und daher
€ll 22 (am) < elléill Loy <277 1M

Nach dem letzten Lemma gibt es (; 1 auf & und ;1 auf 20 mit
Cirr =& +0"niy
und
G+ 1llz2qsys [mitallp2@m <2777 'CM
Durch Aussummieren erhalten wir

k

k
&t 0=+ m)
i=0

=0

auf 20. Wegen unserer Abschitzungen gilt lim&; = 0 und die beiden Reihen
konvergieren in den vollstindigen Réumen S bzw. C?, (20, 0). Sei

U:ioi es7n=iec722(m0)

i=0 =0

Im Grenzwert erhalten wir die gewiinschte Gleichung. O
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Beweis von Theorem6.3. Sei Y1 € Yo C X. Wir wéhlen ein Indexsystem I und

fiir ¢ € I offene Mengen
W, eV,eU; eU;

, wobei die U; Karten sind, alle Mengen offene Kreisscheiben in U} und
el wicJuicy,

Da Y7 relative kompakt ist, kann I endlich gew&dhlt werden. Dann hat die Be-
schrankungsabbildung
HY(U,0) = HY(,0)

endlich-dimensionales Bild. Es gilt H*(V;,0) = HY(U;,0) = 0, da es sich um
Kreisscheiben handelt. Nach dem Lemma von Leray gilt dann

H'(4,0)=H' (Ui, 0), H'(W,0)=H'(JV,0).
In der Komposition
H'(Y2,0) = H'(JUi,0) » HY(JV;,0) = H'(v1,0)

hat dann die mittlere Abbildung endlich-dimensionales Bild, also auch die ge-
samte Abbildung. O

Folgerungen

Wir haben damit den Beweis von Theorem 3.13 beendet: Ist X eine kompakte
Riemannsche Fliche vom Geschlecht g = dim H*(X, ©), D ein Divisor, so sind
(D) = dim Op(X) und h'(D) = dim H'(X, Op) endlich, und es gilt

(D) — h'(D) =1 — g + deg(D).
Insbesondere gilt immer
I(D) >1— g+ deg(D).
Fiir grofle D wir die linke Seite also grofler als 1 und daher:

Korollar 6.14. Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche. Dann existiert eine
nicht-konstante meromorphe Funktion auf X. In anderen Worten: X ist eine
Uberlagerung von C. Diese kann von Grad g+ 1 gewdhlt werden.

Wir kénnen z.B. D = (g+ 1) P wihlen fiir einen beliebigen Punkt P € X. Dann
hat die meromorphe Funktion nur Pole in P.

Korollar 6.15. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, P € X. Dann ist
X \ {P} eine eigentliche Uberlagerung von C.

Korollar 6.16. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 0.

Dann ist X =2 C.
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Beweis: Wir haben die Existenz einer g + 1-fachen Uberlagerung von @ ge-
zeigt.Im Fall g = 0 ist dies also eine einfach Uberlagerung. Diese ist automatisch
bijektiv und dann auch biholomorph. O

Ist f € M(X), so ist df eine globale meromorphe Differentialform ungleich 0.
Zusammen mit Lemma 2.15 folgt also:

Korollar 6.17. Die Menge der meromorphen Differentialformen auf X ist ein
M(X)-Vektorraum der Dimension 1.

In Definition 2.16 haben wir den kanonischen Divisor K als Divisor einer me-
romorphen Differentialform definiert. Je zwei kanonische Divisoren sind dquiva-
lent, d.h. sie definieren nach Satz 3.8 dasselbe Geradenbiindel. In dem nachfol-
genden Beispiel hatten wir gezeigt, dass

Q= 0.

Korollar 6.18. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann sind Q(X)
und H'(X, Q) endlich-dimensional.

Was uns noch fehlt
Serre-Vanishing: Fiir geniigend positive D gilt
HY(X,0p)=0

bzw.
I(D)=1-g+deg(D)

Eng verwandt ist die Aussage
dim H'(X,0Q) =1
und Serre-Dualitét: Die natiirliche bilineare Abbildung
Op(X) x HY(X,0x_p) = H'(X,Q)=C

induziert einen Isomorphismus

Op(X) = H'(X,0k_p)*.
Um letztere einzuordnen betrachten wir die Sequenz

0-C—=-0—=0—=0.

Sie induziert eine lange exakte Sequenz

0—-C—C—QX)— H(X,C)— HY(X,0) = H'(X,Q) - H*(X,C) = 0
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Mit etwas Kenntnis in algebraischer Topologie erhalten wir H?(X,C) = C, da
X kompakt. D.h. die Behauptung ist dquivalent dazu, dass die Sequenzen

0— QX)— HY(X,C) - HY(X,0) =0

exakt ist. Wir sagen: die Hodge-Spektralsequenz degeneriert. Wegen g =
dim Q(X) = dim H'(X,0) ist dann 2g = dim H'(X,C). Eine vollig analoge
Zerlegung erhilt man fiir antiholomorphe Funktionen und Differentialformen.
Es folgt dann leicht die Hodge-Zerlegung;:

QUX) e QX) —» HY(X,C)

ist ein Isomorphismus. Beide Seiten haben némlich die gleiche Dimension und
eine Differentialform kann nicht gleichzeitig holomorph und antiholomorph sein.
Wir werden dies in der Form zeigen: jede Kohomologieklasse hat einen eindeu-
tigen harmonischen Reprisentanten.

Alle diese Sitze haben Verallgemeinerung auf hoher-dimensionale kompakte Kihler-

Mannigfaltigkeiten, d.h. kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten, fiir die es eine
geschlossene globale reelle 2-Form mit gewissen Eigenschaften gibt. Insbesonde-
re definiert sie eine Riemannsche Metrik.
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Kapitel 7

Serre-Dualitat

Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche. Wir haben bereits gesehen, dass aus
der Dolbeault-Sequenz

00— 4 ey 50

folgt, dass
HY(X,Q) =@ (X)/dEMO(X).

Sei ¢ = [w] mit w € £P).
Definition 7.1. Wir definieren die Residuenabbildung
Res: H'(X,Q) = C
fiir € = [w] mit w € E? durch
1
Res(§) = 37 /Xw

Das Integral ist endlich, da X kompakt ist. Das Residuum ist wohldefiniert, da
fiir w = d¢ nach dem Satz von Stokes

/ w= ¢=0
X X
da X keinen Rand hat.

Das Residuum kann auch direkt in Termen von Koketten beschrieben werden.
Wir schreiben M) fiir die Garbe der meromorphen Differentialformen.

Definition 7.2. Seild = (U;)icr offene Uberdeckung von X. Sei ¢ € Z*(U, ).
Eine Mittag-Leffler-Verteilung zu ¢ ist eine Kokette w € C°(U, M) mit Ow =

o.

Sei a € X. Das Residuum von w in a ist definiert als
res, (w) = resqw;

fir i mit a € U;.

67
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Das Residuum ist wohldefiniert, denn ist a € U; N Uj, so ist w; — w; holomorph
in @ und daher resqw; = res,w;.

Satz 7.3. Sei X kompakt. Sei w Mittag-Leffler- Verteilung von ¢ = Ow. Dann
ist resqw nur in endlich vielen Punkten ungleich 0. Weiter gilt

Res(¢) = Z res,w.

a€eX

Beweis: Angenommen, es gibt unendlich viele a € X, in denen w nicht holo-
morph ist. Da X kompakt ist, hat diese Folge einen Hiaufungspunkt. Dieser ist in
einem U; enthalten. Dann ist die Menge der Singularitdten von w; nicht isoliert.
Dies ist eine Widerspruch zur Definition von Meromorphie.

Wir bestimmen die Differentialform in £ (2)(X ), die zu ¢ gehort. Dafiir gehen
die die Konstruktion aus dem Beweis fiir die Exaktheit der Kohomologiesequenz
durch. Es ist

67U, Q) c Z2' U, ).

Wegen H'(X,EM0) kann der Kozykel berandet werden, d.h. es gibt
oecC'(U,EMY)
mit
bij =05 — 0y =w; —w; € EVO(U;NT).
Da ¢ holomorph ist, folgt
dp =0¢ =0 = do; = do,

Daher ist ¥ = do; eine globale Form, namlich der gesuchte Reprasentant. Seien
ai,...,a, die Pole von w, X' = X \ {ay,...,a,}. Wir berechnen

QFiReS((b):/X’L/): X/z/z.

Auf X'N UIL' n Uj ist

O; —W; = O'j — UJj
und definiert eine globale Form o € £1:°(X’) mit do = 1. Wir wollen den Satz
von Stokes anwenden. Dafiir legen wir um jedes aj einen Kreis von Radius e.
Genauer: wir fixieren eine Koordinatenumgebung bei aj, und wéhlen B, (a) C X
als homdomorphes Bild einer solchen Kreisscheibe. Wir wihlen ¢ so klein, dass

sich diese Scheiben nicht iiberschneiden und dass sie jeweils in einem U; liegen.
Sei X. = X \ U, B:(ag). Dann ist

!
2miRes(¢) :/ do = lim/ dO':/ o.
X =0 /x, X

Der Rand zerfillt in (negativ orientierte!) Kreislinien um die Pole. Es ist

/BBE 7" /BBE (03— ws).
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Das Integral {iber o; verschwindet im Grenzwert e — 0, da do; = v in der ganzen
Kreisscheibe stetig ist. Das Integral iiber w; liefert 2mires,, w;, unabhéngig von
€. Zusammen ist die Behauptung. O

Beispiel. Sei X = C. Wir haben bereits frither gezeigt, dass HI(C,Q) Wir
arbeiten wieder mit der Standard-Uberdeckung C, C ~ {0}. Wir definieren wy =

dz/z auf C und wy = 0 auf C . {0}. Dies ist eine Mittag-Leffler-Verteilung, da
w1 — wo holomorph ist. Das Residuum ist nach dem Satz 1, also ldsst sich dieser
Kozykel nicht beranden.

Wir werden sehen, dass Res fiir jede kompakte Riemannsche Fldche ein Iso-
morphismus ist. Diese Aussage ist aber eine Konsequenz eines allgemeineren
Sachverhaltes.

Definition 7.4. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche mit kanonischem
Divisor K, D ein Divisor. Das Produkt

OK_DXOD%OK:Q

induziert eine Paarung

H(X,0x_p) x H'(X,0p) —» H'(X,Q) 2= C

oder dquivalent eine lineare Abbildung
LD : HO(X, OKfD) — Hl(X, OD)*
i den dualen Vektorraum.

Theorem 7.5 (Serre-Dualitét). Die Dualititspaarung ist perfekt, d.h vp ist ein
Isomorphismus.

Korollar 7.6.
dimHl(X, Op) =l(D - K).

Damit ist der Beweis von Theorem 3.11 (Riemann-Roch) abgeschlossen:
I(D)—1(K —D)=1-g+deg(D).

Korollar 7.7. Es gilt (K) = dimQ(X) = g und dim H*(X,Q) = 1. Das
Residuum ist ein Isomorphismus.

Beweis: Die erste Formel folgt fiir D = 0 aus Riemann-Roch. Die zweite ist
der Spezialfall D = K des Korollars. Die Residuums-Abbildungs muss dann
entweder ein Isomorphismus sein oder die Null-Abbildung. Letzteres ist wegen
Serre-Dualitéit nicht moglich. O

Satz 7.8. Die Dualitdtsabbildung vp ist injektiv.
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Beweis: Sei w € H*(X,Ok_p), w # 0. Wir suchen ein ¢ € H'(X,Op) mit
(w,&) # 0. Sei a € X ein Punkt mit D(a) = 0, (Uy, z) eine Koordinatenumge-
bung von a mit z(a) = 0, D|y, = 0. In Uy schreibt sich w = fdz mit f € O(Up).
Wir wihlen Uy so klein, dass f nullstellenfrei in Up ist. Wir setzen Uy = X \{a}
und U = (Up, Uy). Sei n = (fo, f1) € CO(U, M) mit fo = (2f)~1, f1 = 0. Dann
ist

il
Nw = (;,O) e Co(U, MW)
eine Mittag-Leffler-Verteilung mit
Res(wn) = 1.

Es gilt On = Z* (U, Op) (denn auf Uy NU; = Uy ~ {a} ist D =0 und f; — fo =
(2f)~! holomorph). Sei ¢ die zugehorige Kohomologieklasse. Wir berechnen die
Paarung

(w, &) = Res(w&) = Res(d(wn)) = 1.

O
Wir vergleichen nun verschiedene Divisoren. Sei D’ < D, also Op € Op und
Ok_p C Og_p/. Mit der langen exakten Kohomologiesequenz haben wir ge-

zeigt, dass dann
HY(X,0p)— H'(X,0p) =0

und daher
0— HY(X,0p)" — H(X,0p/)*.

Andererseits ist
0— H(X,0x_p) = H(X,O0x_p/)

Es ist leicht zu sehen, dass das Diagramm
0 —— HYX,0p)* —— HYX,0p)*
LDT TLD,
0 —— HYX,0x_p) —— HYX,0k_p)
kommutiert.

Lemma 7.9. Das obige Diagramm ist kartesisch, d.h.
HY(X,0x_p)=H%X,0r_p)NH (X,0p)* Cc H'(X,0p/)*.

Beweis: Sei\ € HY(X,0p)*,w € H°(X, Ok_p/) mit selbem Bild in H (X, O03%,.
Zu zeigen ist, dass w bereits in H*(X, Ox_p) liegt.

Angenommen, w liegt nicht in H°(X,Ox_p). Dann gibt a € X mit ord,w <
D(a). Wir wihlen wieder eine Koordinatenumgebung (U, z) mit z(a) = 0. In
Uy schreiben wir w = fdz mit f € M(Up). Wir wihlen Uy so klein, dass auf
Up~{a} D =0, D" = 0und f null- und polstellenfrei. Wir setzen U; = X ~{a},
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U = (Up,Un). Sei n = (fo, f1) € COU,M) mit fo = (2f)7L, f1 = 0. Wegen
ord,w < D(a) gilt sogar n € C°(U,Op). Es ist dann

onezZ'U,0)NZ U,0p)N ZU,0p)

Wir bezeichnen die Klasse in H*(X,Op) mit &, die in H(X, Op/) mit £’. Nach
Konstruktion ist £ = 0. Andererseits gilt

d
(w, &) = Res(wn) = Res <;,O> =1.
Dies ist ein Widerspruch. O

Ist B ein weiterer Divisor und f € H°(X,Op), so definiert Multiplikation mit
f einen Garbenhomomorphismus

Op-p — Op.
Diese induziert Abbildungen auf Kohomologie.
Lemma 7.10. Ist f € H°(X,0p) nicht 0, so ist
f*HY(X,0p)* - HY(X,0p_p)*
imjektiv.
Beweis: Sei A= (f) > —B. Dann faktorisiert die Garbenhomomorphismus
Op-B = Opta — Op.

Die erste Abbildung induziert wie oben bemerkt eine surjektive Abbildung auf
H' und eine injektive auf dem Dualraum. Die zweite ist ein Garbenisomorphis-
mus, induziert also einen Isomorphismus auf Kohomologie. O

Beweis von Theorem 7.5. Wir miissen die Surjektivitdt von ¢p zeigen. Sei A €
HY(X,0p)*. Sei P eine Divisor von Grad 1. Fiir jedes n € N betrachten wir

D, =D —nP

Wir definieren
b H'(X,0,p — H(X,0p,)*

wobei ¢ € H°(X,0,,p) die Linearform
(9ij)ig = A(¥giz)

fiir v € H%(X, Opp). (Esist dann (g;;) > —D+nP, vy > —nP, also (¢g;;) > —D
und A kann angewendet werden). Mit anderen Worten:

P () =P (A)
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mit ¥* wie im letzten Lemma. Sei ¢ ein Element des Kerns von ¢,,. Ist ¢ # 0, so
folgt nach dem Lemma aus ¥*A = 0 bereits A = 0, im Widerspruch zu unserer
Wahl. Die Abbildung ¢,, ist also injektiv. Wir bestimmen die Dimension des
Bildes. Sie ist nach Riemann-Roch

dimIm(¢,) = dim H*(X, O,p) > 1 — g + nP
Ebenfalls nach Riemann-Roch
dimIm(:p, ) = dim H*(X,0x_p,) > 1— g +deg(K — D) +n
Und schliellich fiir den Raum, in dem sich alles abspielt:
dim H'(X,0p,)* =g —1—deg(D,) =g — 1 —deg(D) +n

sobald n geniigend grof}, so dass deg D,, < 0 und I(D,) = 0. Fiir geniigend
grofles n folgt also

dim Im(¢,,) + dimIm(cp,) > dim H'(X,Op, )*

Daher haben die beiden Bilder einen nicht-trivialen Schnitt. Es gibt also ¢ €
H(X,0,p) mit ¢ # 0 und w € H°(X,0k_p,) so dass

on(h) =" A = 1p, ().
Sei D' = D — (). Dann ist w’ = ¢ ~'w € H*(X,Ox_p/) und
LD/(w,) =)\€ Hl(X, OD)*

Nach dem Lemma iiber das kartesische Diagramm liegt dann w’ bereits in
H°(X,0k,) und wir haben unser Urbild gefunden. O

Korollar 7.11. Sei X kompakte Riemannsche Fldche, K ein kanonischer Di-
visor. Dann gilt
deg K = 2g — 2.

Beweis: Nach Riemann-Roch fiir D = K ergibt
I(K)—1(0) =1— g+ deg(K).
Wir wissen bereits, dass [(K) = g und (0) = 1. O

Dies bedeutet, dass wir das Geschlecht einfach auf dem Divisor einer meromor-
phen Differentialform ablesen konnen!

Beispiel. Sei X = C/A fiir ein Gitter A. Dann ist w = dz eine globare Diffe-
rentialform, also K = 0. Es folgt

20—2=0=g=1.

Noch wichtiger ist w = dz auf C. Diese Differentialform hat in co einen Pol der

Ordnung 2, also gilt g(C) = 1.
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In der algebraischen Topologie definiert man rein topologisch das Geschlecht
einer kompakten Fldche. In den beiden obigen Spezialfillen stimmt dies mit
dem funktionentheoretischen Geschlecht iiberein. Aus dem Fall X = C folgt der
Zusammenhang dann auch im allgemeinen. Dies ist eine weitere Konsequenz
aus unserer Formel fiir das Geschlecht.

Wir betrachte Uberlagerunge f : X — Y von kompakten Riemannschen Flichen.
Wir haben bereits den Abbildunggrad deg(f) definiert, das ist die (konstante)
Anzahl der Urbilder von y € Y (mit Vielfachheit). Fiir 2 € X ist v(z, f) die loka-
le Vielfachheit. Der Punkt heifit unverzweigt, wenn v(x, f) = 1. Da X kompakt
ist, sind nur endliche viele Punkte verzweigt. Wir nennen

b(f) =D (v(z, f) = 1)
rzeX
die Gesamtverzweigungsordnung.

Theorem 7.12 (Formel von Riemann-Hurwitz). Sei f : X — Y eine holomor-
phe Uberlagerung vom Grad n zwischen kompakten Riemannschen Flichen. Sei
b die Gesamtverzweigungsordnung. Dann gilt

g(X) = g +n(g(Y)—1)+1.

Beweis: Sei w # 0 globale meromorphe Differentialform auf Y, f*w die zu-
rueckgezogene Form auf X. (Wir werden dies gleich in lokalen Koordinaten
ausschreiben). Dann gilt

deg(w) =29(Y) — 2, deg(f*w)=2¢9(X) -2
Wir werden verifizieren:
Behauptung. deg(f*w) = b+ ndeg(w).

Durch Einsetzen folgt das Theorem.

Wir gehen zu geeigneten lokalen Kooridinaten iiber. Sei x € X, y = f(z). Nach
dem Satz von lokalen Gestalt gibt es Karten (U, z) bei « und (U’, w) bei y mit
z(x) = 0, w(y) = 0, so dass sich f in diesen Koordinaten als w = z* schreibt.
In U’ sei w = ¢(w)dw. Dann gilt in U

fro= fr(@(w)dw) = p(z*)dz" = k2" p(2")dz.
Hieraus lesen wir ab
orde (f*(w)) = (v(f, ) = 1) + v(f, z)ordy(w).
Durch Aussummieren iiber x € X erhalten die Behauptung. O

Beispiel. e Speziell fiir Y = C erhélt man

b
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Im Fall n = 1 ist die Uberlagerung iiberall unverzweigt, also auch b = 0
und g(X) = 0, wie erwartet.

e Ist g(Y) =1 und f unverzweigt, so erhalten wir
gX)=n(1l-1)+1=1.

Die einzigen unverzweigten Uberlagerungen einer elliptischen Kurve sind
selbst elliptisch.

e Ist g(X) =1, so muss gelten

b
1= §+n(g(Y) —-1)+1
Es gibt also zwei Fille: g(Y) = 0, b = 2n (meromorphe Funktionen)
oder g(Y) =1, b = 0, also unverzweigte Uberlagerungen von elliptischen
Kurven.

e Unverzweige Uberlagerungen von elliptischen Kurven gibt es viele. Man
erhilt sie z.B. als C/A’ — C/A, wenn A’ C A eine Untergruppe.

Korollar 7.13. Das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fldche stimmt
iberein mit dem Geschlecht der Fliche im Sinne der algebraischen Topologie.

Beweis: Die Aussage ist richtig iiber C. Jede kompakte Riemannsche Fliche
ist Uberlagerung von C. Die Riemann-Hurzwitz-Formel gilt ebenfalls fiir das
Geschlecht in der algebraischen Topologie. O

Weitere Konsequenzen:

Satz 7.14. Sei X kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, D ein
Divisor auf X . Falls deg(D) > 2g — 2, so ist H'(X,Op) = 0 und

(D) = 1— g+ deg(D).

Beweis: Es ist h'(D) = I(K — D). Die Voraussetzung bedeutet deg(K — D) =
2g —2—deg(D) < 0. Wir haben bereits vorher gezeigt (Lemma 3.10), dass dann
I(K — D) = 0. Die zweite Aussage ist Riemann-Roch in diesem Fall. O

Korollar 7.15. Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Dann gilt
HY (X, MYy = H' (X, M) =0.

Beweis: Auf X gibt es eine nicht-triviale globale meromorphe Differentialform
w. Wir haben bereits frither gezeigt, dass dann M) = Mw. Es geniigt also,
Kohomologie mit Koeffizienten in M zu betrachten.

Sei U = {U; }s¢r eine offene Uberdeckung von X, (fij)i,; ein Kozykel mit Werten
in M. Sei D;; der Divisor von f;;. Er ist lokal-endlich auf U;NU;. Nur Verfeinern
der Uberdeckung kénnen wir erreichen, dass die Divisoren sogar endlich sich.
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Dafiir iiberdecken wir jedes U; durch relativ-kompakte Vi, C U;(o). Dann ist
Vo NV relativ-kompakt in U ) N Uygy. Der Kozykel 7%(f) hat auf V, N
Vg den Wert f(q) r(s)- Da sich die meromorphe Funktion auf eine Umgebung
des Abschlusses fortsetzt, ist ihr Divisor nicht nur lokal endlich, sondern sogar
endlich.

Wir ersetzen f durch 7* f. Da X kompakt ist, kann die Uberdeckung durch eine
endliche Uberdeckung verfeinert werden. Sei nun D = > D;;. Dann ist f ein
Koyzkel zu Op. Durch Vergroflern von D erreichen wir, dass deg(D) > 2g — 2.
Da H'(X,0Op) = 0 lisst sich unser Kozykel beranden. Wegen Op C M ist er
dann auch 0 in H*(X, M). O

Korollar 7.16. Sei X kompakte Riemannsche Fliche, 8 eine offene Uber-
deckung. Sei ¢ € ZY(U,Q). Dann existiert eine Mittag-Leffler- Verteilung zu
o.

Beweis: Das Bild von ¢ in Z' (8, M™)) kann lisst sich beranden. O



76

KAPITEL 7. SERRE-DUALITAT



Kapitel 8

Die Hodge-Zerlegung

Wir betrachten weiter kompakte Riemannsche Fliche, riicken jetzt aber H'(X, C)
in den Vordergrund.

Wir haben bereits gezeigt (Satz ?77), dass die Sequenz
05C—&7EW @ 50
exakt ist. Wir spalten sie auf in zwei Sequenzen
0+C—=E—=2F—=0
0 F—=EW €@ 50
Die zugehorigen langen exakten Kohomologiesequenzen ergeben (mit Satz ?7)
0-C—E&X)— F(X)— H (X,C)=0
0— H'(X,F)— H*(X,C) -0
0— F(X) = EVX) = EPD(X) - HY(X,F) =0
Dies setzen wir zusammen:
Satz 8.1. Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche. Dann gilt
Ker (d' : £€9(X) — £0FD)
Im (di=1: E6-D(X) — £O) (X))

H'(X,C) =

Die reche Seite heifit auch i-te de Rham Kohomologie von X. Die Inklusion
Q — € induziert eine Abbildung Q(X) — H! (X, C). Sie ist injektiv, wie wir aus
der langen exakten Sequenz zu

0-C—-0—-0-=0
ablesen, denn sie beginnt
0—C—0OX)—QX)— H(X,C)—

Genauso erhalten wir auch eine Inklusion von anti-holomorphen Formen.

7
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Theorem 8.2 (Hodge-Zerlegung). Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Dann
151
QX)e QX) - HY(X,C)

ein Isomorphismus.
Korollar 8.3. Es gilt dim H*(X,C) = 2g.

Beweis: Komplexe Konjugation definiert einen Isomorphismus Q — Q. O

Insbesondere haben wir damit bewiesen, dass das Geschlecht eine topologische
Invariante ist.

Hier eine weitere Konsequenz: Die lange exakte Sequenz zu
0-C—=-0—-0-0
liefert
0—Q(X)— HY(X,C) - H'(X,0) = H'(X,Q) - H*(X,C) = 0

Korollar 8.4. Die Abbildung H'(X,C) — H(X,0) ist surjektiv und C =
HY(X,Q) = H2(X,C).

Beweis: Wir wissen, dass dim H*(X,0) = g. Wegen dim H!(X,C) = 2g muss
die Abbildung surjektiv sein. O

Tatséchlich werden wir diese Aussagen (und noch etwas feinere) direkt beweisen.
Wesentliches Hilfsmittel ist ein Skalarprodukt auf £ (X).

Definition 8.5. Sei X Riemannsche Fliche, w = wy + wy mit w; € ELO(X),
wy € EYY(X). Wir definieren den Hodge-Stern-Operator

*wW = i(w1 — @)
Dies ist ein R-linearer Isormorphismus, der £%!(X) und £%!(X) vertauscht.

Insbesondere ist
xdz = idZ,*dz = —idz

)
)
(iii) d* (w1 +wp) = i0omega, — 0wy
(iv) *0f =i0f, x0f = —i0f

)

(v) dxdf =2i00f
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Definition 8.6. Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Fiir w,n € £M(X)

setzen wir
(w,n) :/ w A 1.
P'e

Lemma 8.7. Dies ist ein Skalarprodukt auf EV).

Beweis: Die Abbildung ist offensichtlich C-linear im ersten Argument und semi-
linear im zweiten. Fiir die Symmetrie seien wy,n; € EL0(X), wa,mo € EH(X).
Dann ist

WA =wAI(TT —T2) = w1 ATL — iwa ATy

und andererseits
NA*w =N Aiw] — wz) = in1 AWz — iz A Ts,.

Die beiden Integranden sind komplex konjugiert, also erhalten wir

{w,m) = (n,w).
Sei w € £M). In lokalen Koordinaten z = x + iy sei w = fdz + gdz,
WA *w=1iffdz AdzZ —iggdz Adz
=i(|f[* +|g|*)dz A dz
= i(|f* + |g*)(=2idz A dy) = 2(f|* + |g[*)dz A dy

Der Integrand ist also mindestens 0. Wir erhalten 0 genau dann, wenn f = g = 0,
also w = 0. O

Lemma 8.8. Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Dann sind 0€(X), 0E(X),
QX), QX) paarweise orthogonale Unterrdume von EM(X). Die Untervek-
torriume d€(X) und *dE(X) sind zueinander orthogonal, und

dE(X) @ +dE(X) = 0E(X) @ DE(X).

Beweis: Fiir w € EY9(X) und n € EY1(X) ist xn € £%1(X) und daher w A
x1 = 0. Also sind EM9(X) und £%1(X) zueinander orthogonal. Zu zeigen bleibt
9E(X) L Q(X) und 9E(X) L Q(X). Die Aussagen sind komplex konjugiert,
daher geniigt es, die erste zu betrachten. Sei f € £(X), w € Q(X). Dann ist

WA*Of =iw A Of = iw Adf = —id(fw).

Nach dem Satz von Stokes verschwindet das Integral iiber die geschlossene Dif-
ferentialform, also

(w,*0f) = 0.
Seien nun f,g € £(X). Dann ist

df A x(xdg) = —df ANdg = —d(fdg)
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also verschwindet wieder das Integral. Also sind d€(X) und *d€(X) aufeinander
senkrecht. Wir betrachten die direkten Summen. Wegen ist df = df + df und

xdf = +0f +x0f =i0f —i0f
und unseren Rechenregeln ist die linke Seite in der rechten enthalten. Wegen

idf + xdf = 2i0f,idf — xdf = 2i0f
ist auch die rechte Seite in der linken enthalten. O
Satz 8.9. Sei X kompakte Riemannsche Fldche. Dann gilt
EOLX) =0E(X) @ Q(X)
und
EW(X) = +dE(X) @ dE(X) @ UX) @ QX).

Beweis: Nach dem Dolbeautschen Lemma ist

HY(X,0) = &%(X)/0E(X).

Dieser Vektorraum hat die Dimension g. Der Untervektorraum Q(X) c £%*(X)
hat ebenfalls Dimension g und ist nach dem Lemma orthogonal zu 0&(X).
Hieraus folgt die erste Behauptung.

Durch komplexe Konjugation erhalten wir die analoge Formel fiir £1:0(X). Wir
addieren und benutzen noch einmal das letzte Lemma. O

Korollar 8.10. Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Dann gilt
Ker (5<1> = 5<2>) = dE(X) @ Q(X) @ Q(X).

Beweis: Die rechte Seite ist offensichtlich in der linken enthalten. Wegen der
Zerlegung von €M (X) bleibt zu zeigen, dass *d€(X) senkrecht auf dem Kern
steht. Sei also w € Kerd! und f € £(X). Dann ist

wA x(xdf) = —w A df = d(fw)

Nach dem Satz von Stokes ist

(w, *df) = / w A *(xdf) = 0.

X

Beweis von Theorem 8.2. Es ist

Kerd! B —

HY(X,C) = JE (X Q(X) ® Q(X).
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Diese Ausagen konnen auch anders interpretiert werden.
Wir erinnern uns: Sei U C C, f : U — C eine reell zwei stetig differenzierbare
Funktion. Sie heif3t harmonisch, wenn
0? 0?
[ + -
Ox? / Oy?
Beispiele sind holomorphe und antiholomorphe Funktionen. Jede reelle harmo-
nische Funktion ist Realteil einer eindeutigen holomorphen Funktioen.

f=o.

Die Bedingung ist dquivalent zu

00f =0
denn fiir den Laplace-Operator gilt
0? 0? _
A= — + — =400.
92 + 7 00

In dieser Form verallgemeinert sie auf Riemannsche Flichen.

Definition 8.11. Sei X Riemannsche Fliche. Eine Funktion f € £(X) heifst
harmonisch, falls 00f = 0. Eine Differentialform w € £V)(X) heifit harmo-
nisch, wenn dw = d*w = 0.

Bemerkung. Eine Differentialform ist genau dann harmonisch, wenn dw =
Ow = 0. Daher lisst sich jede harmonische Differentialform eindeutig schreiben
als wy +wy mit wy € Q(X) und wy € Q(X). Die Hodge-Zerlegung lésst sich auch
so formulieren: Jede Klasse in H'(X,C) hat einen eindeutigen harmonischen

Représentanten.

Korollar 8.12. Sei X kompakte Riemannsche Fliche. Dann verschwindet jede
totale harmonische Differentialform und jede harmonische Funktion ist kon-
stant.

Beweis: Wir hatten gezeigt, dass d€(X) senkrecht auf Q(X) & Q(X) steht. Sei
f harmonisch. Dann sind 0f und 0f harmonische Differentialformen, also auch
df. Wegen df = 0 ist f konstant. O

Der Satz iiber die Hodge-Zerlegung verallgemeinert sich auf kompakte Kéhler-
Mannigfaltigkeiten, d.h. komplexe Mannigfaltigkeiten, die gleichzeitig Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten sind. Jede Kohomologieklasse hat einen eindeutigen har-
monischen Représentanten. Wir erhalten Zerlegungen

H"(X,C)= @ H""
p+q=n

wobei in H?*? die harmonischen Klassen in £P7 liegen (p mal dz;, ¢ mal dz;).
Diese lassen sich auch idntifizieren mit

HP9 =~ HP(X,Q9).
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Kapitel 9

Die Siatze von Abel und
Jacobi

Wir wollen uns nun genauer mit der Frage beschiiftigen, welche Divisoren Haupt-
divisoren sind. Wir kennen bereits eine notwendige Bedingung: der Grad muss
0 sein.

Beispiel. Sei X = C. Sei D = Z?:l a;P; ein Divisor vom Grad 0. Zur Verein-
fachung seien alle P; # 0. Dann ist

eine meromorphe Funktion. In C hat sie den Divisor D. Als rationale Funktion
geschrieben ist der Zahlergrad gleich dem Nennergrad. Dies bedeutet, dass sich
die Funktion holomorph nach oo fortsetzt. Der Grenzwert dort ist 1. Also hat
f auf C den Divisor D. Die Bedingung ist hinreichend.

Beispiel. Sei X = C/A fiir ein Gitter A. Wir wissen auf FT I, dass ein Divisor
D =" a;P; genau dann ein Hauptdivisor ist, wenn der Grad 0 ist und > a; P; =
0 in C/A. Insbesondere sind nicht alle Divisoren Hauptdivisoren.

Wir haben als Maf fiir unsere Frage bereits die Divisorenklassengruppe C1(X)
und die Untergruppe CIO(X ) der Divisorenklassen vom Grad 0 eingefiihrt.

Beispiel. Es ist C1°(X) = 0 und C1°(C/Q) = C/Q.

Beweis: Die Abbildung ist durch Aufsummieren gegeben. Sie ist injektiv nach
dem oben zitierten Satz. Sie ist surjektiv, da P als Bild des Divisors P — 0
gefunden wird. O

Allgemein werden wir finden: C1°(X) = C9/A fiir ein Gitter A. Dies verallge-
meinert also die beiden obigen Beispiele. Das C9 ist tatsichlich Q(X)*. Wir

83
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miissen also einen Weg finden, um aus einem Divisor eine Linearform auf Q(X)
zu machen. Solche Abbildungen erhalten wir als Wegintegrale.

Definition 9.1. Sei X Riemannsche Fliche. Fine 1-Kette ist eine formale
Linearkombination .
C= Z ai7q
i=1

wobei a; € 7 und ; : [0,1] = X ein Weg. Die Randabbildung ordnet dieser
Kette den endlichen Divisor

aC = a;(vi(1) = %(0)
i=1

zu. Element im Kern heiffen Zykel. Wir schreiben Cy(X,Z) fiir die Gruppe der
Ketten und Z1(X,Z) fir die Gruppe der Zykel.

Sei nun w € Q(X). Wir definieren

n
/w: g ai/ w.
C i=1 Vi

Zwei Zykel C, C' heifien homolog, wenn

Joom e

fiir alle w € UX). Sei H1(X,Z) = Z1(X,Z)/ ~ die Gruppe der Homologicklas-
sen von Zykeln.

Offensichtlich ist deg dC = 0. Geschlossene Wege sind Zykel. Das Integral ist
vertriglich mit dem Verkniipfen von Wegen, d.h. sind v1,7v2 Wege mit (1) =

72(0)7 SO gﬂl
/ W = / w
Y172 Yit+72

Also sind 71 42 und 12 homolog. Ist C ein Zykel, so muss der Endpunkt eines
Weges in C' auch als Anfangspunkt eines Weges vorkommen. Bis auf Homologie
sind also Zykel formale Linearkombinationen von geschlossenen Wegen. Nach
dem Monodromiesatz sind homotope Wege auch homolog.

Bemerkung. Die obige Definition der Aquivalenzrelation ist zielfithrend, aber
konzeptionell falsch. Eigentlich miissten wir 2-Ketten definieren. In der alge-
braischen Topologie ist By(X,Z) = 0C3(X,Z) die Gruppe der nullhomologen
Zykel. In unserer Definition ist die Abbildung

H(X,Z) — Q" (X)

automatisch injektiv.
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Lemma 9.2. Sei D € X ein endlicher Divisor vom Grad 0. Dann existiert eine
1-Kette C' mit 0C = 0. Je zwei solche unterscheiden sich um einen Zykel.

Beweis: Sei D = Z;;l a; P; mit a; # 0. Ohne Einschrinkung a; > 0. Es gibt
dann ein ¢ mit a; < 0. Wir verbinden P; mit P; durch einen Weg . Wir ersetzen
D durch D—9vy = D— Py + P;. Mit Induktion l4sst sich dieser Divisor beranden.

Aus 0C = D = 9C"’ folgt 9(C — C") = 0. O
Definition 9.3. Wir definieren

Div?(X) — Q*(X)/H.(X,Z)
indem wir D abbilden auf w — wa wobei C' eine Kette mit 0C = D.

Die Abbildung ist wohldefiniert.

Satz 9.4. Sei D ein Hauptdivisor. Dann verschwindet das Bild in Q*(X)/H1(X,Z).
Wir erhalten eine wohldefinierte Abbildung

Cl’(X) — Q*(X)/H,(X,Z).

Wir haben also eine weitere notwendige Bedingung gefunden, wann D ein Haupt-
divisor ist.

Beweis: Sei D = (f) # 0. Wir fassen f als holomorphe Abbildung f: X — C
auf. Sei n der Grad. Der Nullstellendivisor von f ist f~*(0), der Polstellendivisor
f (o). Sei v eine Kurve in C, die 0 mit co verbindet und alle Verzweigungs-
punkte vermeidet. Dann zerfillt f~!(v) in n Wege, die je eine Nullstelle von f
mit einer Polstelle verbinden. Wir nennen diese Kette f*y. Es gilt 0C = (f).
Sei w € Q(X).

Behauptung. ff*v w=0.

Wir werden gleich eine Differentialform f,w definieren, so dass die Rechenregel

e
f*gamma v

gilt. Auf C ist Q(C) = 0, also auch f,w = 0. Dies beweist die Behauptung und
auch den Satz. O

Definition 9.5. Sei f : X — Y eine endliche holomorphe Uberlagerung von
kompakten Riemannschen Flichen. Sei Y C Y das Komplement der Verzei-
gungpunkte und X' = f71Y'. Sei w € Q(X). Wir definieren f.w € QYY)
lokal wie folgt: Zu y € Y' gibt es eine offene Umgebung U C Y’', so dass
F7HU)=UL, Ui und ¢; = flu, : Uy = U biholomorph. Wir setzen

n

fow = (67 ") w

i=1
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Lemma 9.6. (i) f.w ist wohldefiniert.
(ii) f.w setzt sich auf eindeutige Weise holomorph nach'Y fort.

(iii) Ist C eine Kette auf Y, so dass das Innere der Wege in Y’ verliuft. Dann

gilt
/ w:/ few.
jizel c

Beweis: Die lokale Definition ist vertrédglich mit dem Verkleinern von U, also
wohldefiniert. Sei nun y ein Verzweigungspunkt. Dann gibt es eine offene Um-
gebung U von y, so dass f~1U = Ui~, U;, sowie Koordinaten z und z;, so dass
U = B,(0), U; = B,,(0) und f|y, = #;*. Die Differentialform schreibt sich dann
lokal als f;(z;)dz;. Der entscheidende Fall (auf den sich alles reduzieren lisst) ist
r=1,i=1, f(21) = 2. Wir schreiben z statt z;. AuBerhalb des Nullpunktes
definiert z + 2Y eine biholomorphe Abbildung. Die Umkehrabbildung ist ein
Zweig von z — z'/V. Jeder andere Zweig hat die Form ¢ fiir j =1,...,v wobei
(v eine primitive v-te Einheitswurzel ist. Nach Definition gilt auf U ~ {0}

v . ) 1 v ) (
:E 3, 1/v\N g3 l/k:,E JN+j
f*w (CUZ ) CUZ k = CU

j=1

1/v\N+1
27" dz

Der Vorfaktor N
Doy
j=1

ist 0, es sei denn N +1 ist ein Vielfaches von v. Dann ist der Wert N. Im zweiten
Fall N + 1 = lv bleibt etwas zu iiberpriifen. Sei |z| = r. Dann ist

(Zl/'u)N-i-l Zl
z z

Wegen N +1 > 0ist I > 0 und die Funktion ist holomorph.
Die Formel fiir das Wegintegral ist klar nach Konstruktion. O

Unser néchstes grofles Ziel ist die Injektivitdt von ®. Wir formulieren dies etwas
um. Sei D im Kern. Sei C’ eine Kette mit Rand D. Dann liegt die Linearform

W w
lol

im Bild von H;(X,Z), d.h. es gibt einen Zykel Z mit

Joom L

fiir alle w. Wir ersetzen C’ durch C' = C’" — Z. Dies ist eine Kette mit Rand D,
so dass

/ w =0 fiir alle w € Q(X).
c
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Wir wollen zeigen, dass ein solches D ein Hauptdivisor ist. Wir konstruieren die
zugehorige meromorphe Funktion in mehreren Schritten. Zunéchst suchen wir
nach schwachen Losungen.

Definition 9.7. Sei X eine Riemannsche Fliche, D ein Divisor. Sei Xp =
{x € X|D(x) > 0}. Fine schwache Losung wvon D ist eine Funktion f €
E(Xp) mit der folgenden Eigenschaft: Jeder Punkt a € X hat eine Koordinaten-
Umgebung (U, z) mit z(a) = 0 und eine Funktion ¢ € E(U) mit (a) # 0, so
dass

f=uzP) e g(XpnU).

Ist f holomorph auf Xp, so gilt (f) = D wie gewiinscht. Je zwei schwache
Losungen unterscheiden sich um einen Faktor ¢ € £(X) ohne Nullstellen. Sind
f1 und f schwache Loésungen von Dy und Ds, so ist f; fo schwache Lésung von
Dy + Dy und f1/f2 schwache Losung von D; — Ds. Um aus einer schwachen
Losung eine echte zu machen benutzen wir den Ansatz

F =exp(—g)f

Dabei muss g € £(X) so gewihlt werden, dass die Differentialgleichung

0= 3F = f3(exp(~g) +exp(~)3f = ~f exp(-~g)0y +exp(~9)3f = By =L

erfiillt. Fiir letzteres benutzen wir unsere Erkenntniss iiber harmonische Funk-
tionen. Die logarithmische Ableitung df/f liegt in £%!(X), denn lokal gilt
f =1z, also
af 9y
o
Nach Satz 7?7 ist
EV(X) = 0(X) @ Q(X).

Unsere Differentialgleichung ist also genau dann losbar, wenn 9f/f L Q(X).
Nach der Definition des Skalarproduktes bedeutet dies

a
/ 9f Aw =0 fir alle w € Q(X).
x f
Unsere Voraussetzung ist
Oz/w:OfﬁrallewGQ(X).
c
Es geniigt also eine schwache Losung zu konstruieren, so dass
of

—/\w:/wfﬁrallewEQ(X).
x f c

Das gehen wir jetzt an.
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Sei f schwache Lésung von D. Dann ist df /f wohldefinierte Differentialform
auf dem Komplement des Trigers von D. In den lokalen Koordinaten aus der
Definition der schwachen Losung gilt

wobei der zweite Summand in einer Umgebung von a singularitédtenfrei ist. Sei

(S g( )(X). Dann eXISlleI‘l
/X 7.} /\

wohldefiniert: in der Nihe einer Singularitit ist o = gdz + hdz und df/f wie
oben. Einziger problematischer Beitrag ist dz/z A dz. Wie im Beweis des Dolbe-
aultschen Lemmas verschwindet die Singularitét, sobald wir in Polarkoordinaten
rechnen.

Lemma 9.8. Sei X Riemannsche Fliche, D ein endlicher Divisor auf X. Sei
f eine schwache Lésung von f. Dann gilt fir jede Funktion g € E(X) mit
kompaktem Trdger

1
— /\ dg = D(x
27 Z
rzeX
Beweis: Sei ay,...,a, der Trager von D. Wir wéhlen disjunkte Koordinate-

numgebungen (Uj, z;) um die a; mit z;(a;) = 0, so dass f = ¢;2% wie in der
Definition einer schwachen Losung, ¢ nullstellenfrei. Ohne Einschrinkung ist
zj(U;) C C die Einheitskreisscheibe. Sei 0 < 71 < ry < 1. Dann gibt es Funktio-
nen ¢; € £(X) mit Triger in [z;| < r2 und @|.,|<,, = 1. Wir setzen g; = ¢;g
und go = g — > g;. Alle Funktionenhaben kompakten Tréger. Die Funktion go
hat Tréger im Komplement von {a1,...,a,}, also ist

1 Ndgo = *d(gog

singularitdtenfrei und total. Nach dem Satz von Stokes verschwindet das Inte-
gral. Es folgt

/—/\d _Zk /\ng Z/ ~- A dg;

Wir ersetzen also X durch eines der U;, d.h. wir sind ab jetzt in der Einheits-
kreisscheibe, D = k[0] und f = 12", g von der speziellen Form unseres gj-

/—/\d —k:/—/\d /—/\dg

Das zweite Integral triigt nicht bei, da wieder dv/y A dg = —d(gdy /). Nach
dem Satz von Stokes erhalten wir das Integral iiber den Rand von U, auf em g
aber identisch verschwindet.

)
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Weiter ist
d d
/—Z/\dgzlim —Z/\dg
U ? €0 e<|z|<1
dz dz
= — lim d(g—) = lim g— = 2mig(0).
e—0 ES‘Z‘Sl ( z ) e—0 ‘Z‘:E z ( )
L]

Lemma 9.9. Sei X eine Riemannsche Fliche, v : [0,1] — C ein Weg und
U C X eine relativ-kompakte offene Umgebung von v([0, 1]). Dann ezistiert eine
schwache Lisung f des Divisors 0y mit f|xuy = 1, so dass fiir jede geschlossene

Form w € €M) gilt
/ 1 df
w=-— — Nw.
- 2m Jx

Beweis: Sei zunichst (U, z) eine Koordinatenumgebung, so dass z(U) C C der
Einheitskreis ist. Insbesondere v([0,1]) C U. Sei a = v(0), b = v(b). Da ([0, 1])
kompakt ist, gibt es ein r < 1, so dass v([0,1]) C {|z| < r}. Wir wéhlen
eine Funktion ¢ € £(U) mit ¢ = 1 auf |z] < v’ und ¢ = 0 auf |z] > " fiir
r<r’ <r"” <1 Wir setzen

fo = {eXp (zplog j:g) r<|z| <1

— 2| <rz+#a

zZ—a

Zur Wohldefiniertheit: wegen |a|, |b| < |z| kénnen wir mit dem Hauptzweig des
Logarithmus arbeiten in der Form

log

z—b z z
. log(1 — g) — log(1 — a)

Auf einer Umgebung des Kreises |z| = r ist ¢)(z) = 1 und die beiden Definitionen
fallen zusammen. Die Funktion fy ist beliebig oft differenzierbar.

Auf |z| > r” ist sie identisch 1, kann also zu einer Funktion f in £(X \ {a})
fortgesetzt werden. Sie ist nach Konstruktion eine schwache Losung fiir 9. Wir
iiberpriifen die Integralbedingung. Sei also w geschlossene Differentialform. Auf
U hat w eine Stammfunktion, d.h. es gibt g € £(X) mit kompaktem Triger
mit dg = w auf |z| < r”. Andererseits verschwindet df/f auBerhalb dieser
Kreisscheibe. Also

Dies beweist die Behauptung im Spezialfall.
Im allgemeinen Fall gibt es eine Unterteilung

O=tg<ti <--- <t =1
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des Intervalls, so dass jeweils y([t;—1,%;]) in einer Koordinatenumgebung liegt.
Wir finden schwache Losungen f; fiir diese Wege. Das Produkt ist die gesuchte
schwache Losung fiir . O

Theorem 9.10 (Abel). Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist
®: ClYX) = QX)*/H (X, 7Z)

injektiv, d.h. ein Divisor D ist genau dann ein Hauptdivisor, wenn es eine Kette
C mit Rand D gibt, so dass

/ w =0 fir alle w € Q(X).
D

Beweis: Die eine Richtung und die Umformulierung haben wir bereits gezeigt.
Sei also C' eine Kette, so das alle Integral verschwinden. Nach dem letzten Lem-
ma existiert eine schwache Losung f von D = 9C mit

/ 1 [ df
W= — — ANw
C 271 X

fiir alle w € £M(X) mit dw = 0. Insbesonder gilt fiir w € Q(X) nach Voraus-

setzung B
1 d 1
Oz/w:—, —f/\w:—, g/\w.
C 2mi Jx 2mi Jx f

In der Sprache des letzten Kapitels impliziert dies

Lokal hat f die Form 12z* mit nicht-verschwindendem 1. Es folgt

0f _ 0¥ _ goa
f—wes (X).

Nach Satz 8.9 ist 7
EM(X) = 0E(X) & QX)

Unser Element ist orthogonal zu Q(X), liegt also in dE(X), d.h. es gibt ein
g € E(X) mit

Wir setzen
F = exp(—g)f.

Dies ist weiterhin eine schwache Losung von D. Gleichzeitig gilt

OF = fO(exp(—g))+exp(—g)0(f) = f(— exp(—g)d(g)+exp(—g)d(f) = exp(—g) f[—

Damit ist F' sogar eine meromorphe Funktion mit Divisor D. O

0

(9)+f~9(f)] =
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Als néchstes wollen wir das Bild von H;(X,Z) in Q(X)* besser verstehen.

Lemma 9.11. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g.
Dann gibt es g paarweise verschiedene Punkte a1,...,aqy € X, so dass gilt:
Jede holomorphe Differentialform w € Q(X), die in allen a; verschwindet, ist
identisch 0.

Beweis: Fiir jedes a € X betrachten wir den Vektorraum H, der holomorphen
Differentialformen, die in a verschwinden. Mit anderen Worten:

H, = L(K — a) C L(K)

wobei K ein kanonischer Divisor. Dies ist ein Vektorraum der Dimension g oder
g — 1. Fiir jede endliche Menge von Punkten ay,...,a, gilt dann

(VHa =LK — a1 — -+ — ay)
i=1

Dieser Vektorraum wird trivial, sobald n grofl genug wird. Insbesondere ist

ﬂHa:O.

a€X
Da (X)) die Dimension g hat, gibt es eine Folge von Punkten a4, ..., a4, so dass
in jedem Schritt die Dimension um eines verkleinert wird. Dies ist die gesuchte
Menge von Testpunkten. O

Satz 9.12. Sei X kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlechte g > 1. Dann
ist das Bild von H1(X,Z) in Q(X)* ein Gitter, d.h. eine diskrete Untergruppe
vom Rang 2g.

Konkreter: Sei wi, ... ,w, eine Basis von Q(X). Fiir jeden Zykel Z erhalten wir

einen Punkt
(/ wi) € (Cg
4 i

Die Menge dieser Punkte ist nach dem Satz ein Gitter, d.h. eine diskrete Un-
tergruppe vom Rang 2g. Man spricht auch vom Periodengitter.

Beweis: Wir werden mit dem Periodengitter I' C CY9 arbeiten. Um zu zeigen,
dass es diskret ist, muss fiir 0 eine Umgebung konstruiert werden, die keine an-
deren Gitterpunkte enthélt. Dafiir benutzen wir den Satz iiber implizte Funk-
tionen.

Seien ay, ..., ay Testpunkte wie im Lemma. Wir wihlen disjunkte Koordinate-
numgebungen (Uj, z;) um diese a; mit z;(a;) = 0 und z;(U;) eine Kreisscheibe.
Sei

w; = (ﬁm‘de S Q(UJ)

Wir betrachten die Matrix

A= (¢ij(a;)) € Myxy(C).
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Behauptung. A hat vollen Rang.

Angenommen, es gibt eine Linearkombination der Zeilen zu Null, also

g
Z Xidij(a;) = 0 fiir alle j

i=1

Dann hat w = Zle Aqw; eine Nullstelle in allen a;, ist also selber 0. Dies ist
ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der w;.

Wir definieren nun
F:Uyx...Uy—=CI F=(F,.. F)

wobei
9 fL‘j
Fi(zi,...,zq) = E / w;
j=174j

Das Wegeintegral wird jeweils in der Kreisscheibe U; gebildet und ist daher
unabhéngig von der Wahl des Weges. Es gilt einfach

Tj
/ = ®ij(z;) — (ay)
aj
wobei ®;; eine Stammfunktion von ¢;; auf U;;. Die Abbildung ist beziiglich
21, ...,%g komplex differenzierbar mit Jacobi-Matrix

(‘Z(m)) = (¢ij(z;))

Im Punkt a = (a1,...,a4) ist sie invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen enthélt

W:F(le...Ug)C(Cg

eine offene Umgebung von F'(a) = 0.

Sei nun t € I'N (W ~ {0}). Dann existiert ein z = (21,...,24) € Up x ... Uy
mit ¢ # ¢ und F(z) € I'. Ohne Einschrankung ist «; # a; fir 1 < j < k und
x; = a; fir j > k. Dabei ist k > 1. Wir wenden das Theorem von Abel an
auf den Divisor D = Z?:l(xj —a;). Er hat Grad 0, wird berandet durch die
Wege [a;,z; C Uj, und wegen unser Wahl von X liegt die zugehorige Linearform
liegt im Bild von H;(X,Z). Also ist D ein Hauptdivisor. Sei f die zugehorige
meromorphe Funktion. Sie hat in a; einen einfachen Pol und in z; eine einfache
Nullstelle, jeweils fiir 1 < j < k. Sei cjzj_l der Hauptteil von f in a; (also ¢; # 0
fiir 1 < j < k). Nach dem Residuensatz

k
0= Res(fwi) = ch(bij(aj) fir ¢ = 1, oy g

j=1
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Dies widerspricht der Tatsache, dass A vollen Rang hat. Dieser Widerspruch
zeigt, dass I' diskrete Untergruppe von CY ist.

Zu zeigen bleibt, dass I' nicht in einem echten reellen Unterraum von CY enthal-
ten ist. Angenommen, dies ist doch der Fall. Dann gibt es eine reelle Linearform
auf CY9, die auf I'" verschwindet. Wir fassen sie als Realteil einer komplexen
Linearform auf. Es gibt also ein Tupel (c1,...,¢q) € C \ {0}, so dass

g
Re ZC]‘/W]' =0
j=1 77

fiir alle geschlossenen Wege . Sei w = ) ¢;w;, 0 = Re(w). Dies ist eine harmoni-
sche Form. Da das Integral iiber jeden geschlossenen Weg verschwindet, existiert
eine Stammfunktion g € £(X). Wir wissen aus Korollar 8.12, dass solche har-
monische Funktionen verschwinden. Da w holomorph ist, folgt aus Re(w) = 0
auch w = 0. Dies ist wieder ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der
Wi . O

Definition 9.13. Der Quotient
Jac(X) = Q(X)*/H.1(X,Z) =2 CI/T
heifst Jacobi-Mannigfaltigkeit von X.

Es handelt sich um eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension g.

Theorem 9.14 (Jacobi). Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X ist
®: C1%(X) — Jac(X)
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis: Die Injektivitit war das Theorem von Abel. Sei nun P € Jac(X), re-
présentiert durch einen Vektor £ € C9. Fiir geniigend grofles N € N liegt %5 in
der Umgebung W von 0, die wir oben konstruiert hatten, d.h. es gibt Punkte
aj,xz; € X, Kurven 7; von a; nach z; so dass fiir C =) ~; gilt

(o o)~

Fiir den Divisor D = 9C gilt also ®(D) = + P. Also ist ®(ND) = P. O
Nach Wahl eines Tupels aq,...,aq € X erhalten wir eine Abbildung

U X9 ClOX) (21, m9) = > (20 — as).
Durch Komposition mit ® erhalten wir

J: X9 — Jac(X).
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Satz 9.15. Die Abbildung J ist surjektiv.

Beweis: Da ® ein Isomorphismus ist, geht es um die Surjektivitdt von W. Sei
D € Div’(X). Wir betrachten

D' =D+ Z a;
Dies ist ein Divisor vom Grad g. Nach dem Satz von Riemann-Roch ist
I(D)y>1—g4+g=1
Es gibt also eine meromorphe Funktion f auf X mit (f) > —D’. Dann ist
D' =(f)+D >0

Da D" Grad g hat, gibt es also Punkte z1, ..., 2, mit

D// = Z Zj.
Es folgt
Z(fﬁj —a;)=(f)+ D’ —Zaj =(f)+D.
Also liegt die Klasse von D im Bild. U

Bemerkung. Ist ist leicht zu sehen, dass die Abbildung J holomorph ist. Der
Grund ist, dass eine Funktion der Form z — f; w; holomorph ist.

Satz 9.16. Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X wvom Geschlecht 1 ist
J: X — Jac(X) ein Isomorphismus.

Beweis: In diesem Fall ist Jac(X) selbst eine kompakte Riemannsche Fléiche.
Die Abbildung J ist bijektiv und (wie eben bemerkt) holomorph, also ein Iso-
morphismus von Riemannschen Fliachen. O

Ausblick auf Geradenbiindel

Systematisch haben wir uns die ganze Zeit mit Divisoren beschéftigt. Wir haben
aber gesehen, dass Op ein Gradenbiindel ist. Die Zurordnung definiert einen
Homomorphismus

Cl(X) — Pic(X)

wobei Pic(X) die Gruppe der Isomorphieklassen von holomorphen Geradenbiindel
auf X ist. Wir haben gezeigt, dass sie sich mit identifizieren lédsst mit

Pic(X) = H'(X,0%).
Die Exponentialsequenz

0—=2miZ —- 0O — 0" —=0
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induziert eine Abbildung
Pic(X) — H?*(X,27Z).
Falls X kompakt ist, so haben wir gesehen, dass
H*(X,C)= H'(X,Q) =C.

Tatsichlich gilt (algebraische Topologie) H?(X,Z) = Z. Wir erhalten eine Ab-
bildung
¢y : Pie(X) — Z,

die erste Chernklasse. Der Wert von ¢; heifit auch Grad des Geradenbiindels.
Sei Pic’(X) die Untergruppe der Geradebiindel vom Grad 0. Man verifziert,
dass im Fall von £ = Op gilt

c1(Op) = £ deg(D).

(Das Vorzeichen hiingt von der genauen Normierungen der Randabbildungen in
den langen exakten Sequenzen ab.) Wir erhalten eine induzierte Injektion

CI°(X) — Pic’(X).
Aus der Exponentialsequenz erhalten wir auflerdem
Pic’(X) = HY(X,0)/H (X, 27iZ) = C9/H (X, 27iZ).

Wir haben gezeigt, dass H!(X,C) ein Vektorraum der Dimension 2g ist. In
der algebraischen Topologie zeigt man, dass sogar H'(X,Z) = 7?9, dual zu
H,(X,Z) wie es bei uns vorkam. Insgesamt haben wir also einen Gruppenho-
momorphismus

QX)*/H\(X,Z) - CI/H (X, 7).

Wegen der vielen Identifkationen ist nicht einfach, diese Abbildung zu identifi-
zieren. Aber hier ist das Ergebnis: Wir haben Q(X) ® Q(X) = H!(X, C). Beide
stehen beziiglich des Skalarproduktes senkrecht aufeinander. Daher ldsst sich
Q(X)* identifizieren mit Q(X). Dieses ist via H'(X,C) — H(X, Q) isomorph
zu H(X,0). Bei dieser Paarung wird H;(X,Z) auf H'(X,Z) abgebildet. Es
gilt insgesamt:

Theorem 9.17. Sei X kompakt. Dann gilt
C1°(X) = Pic(X).
Jedes holomorphe Geradenbiindel ist von der Form Op fiir einen Divisor D.

Man kann den Divisor als Divisor eines meromophen Schnittes des Geradenbiinde-
les rekonstruieren. Dessen Existenz ist aber a priori nicht klar. Ein alternativer
Beweis benutzt GAGA: (géométrie algébrique, géométrie analytique, Serre) Je-
des holomorphe Geradenbiindel auf einer kompakten Riemannschen Fliche ist
algebraisch, hat also einen meromorphen Schnitt.



96

KAPITEL 9. DIE SATZE VON ABEL UND JACOBI



Kapitel 10

Modulformen

Wir beginnen mit der klassichen Definition. Die Gruppen SLy(Z) der ganzzahli-
gen Matrizen mit Determinante 1 operiert via Mobiustransformationen auf der

oberen Halbebene.
a b at+b

c d T a+d

Die Theorie wird interessanter, wenn wir auch Untergruppen zulasssen.
Definition 10.1. Fir N > 1 heifit

I'(N) = Ker (SL2(Z) — SL2(Z/NZ))
Hauptkongruenzuntergruppe vom Level N.

Definition 10.2. Eine Modulform vom Gewicht k und Level N ist eine holo-
morphe Funktion

fTH—-C

so dass fiir alle A = (Cz Z e I'(N) gilt
F(AT) = (e + d)* f(7)

und 7 — (27 + d)~* f(AT) ist beschrinkt fir T — oo fiir jedes A € SLa(Z).

Man sagt auch: f ist holomorph im Unendlichen. Die Matrix (1) ]If e T'(N)

operiert als 7 — 7+ N. Aus der Funktionalgleichung folgt also
f(T+N) = f(7).

Wir kénnen die Funktion in eine Fourier-Reihe entwickeln. Mit gy = exp(27it/N)
gilt

Fr) =" angk.

97
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Wegen des Riemannschen Hebbarkeitssatzes bedeutet die Beschranktheitsvor-
aussetzung also einfach, dass diese Reihe eine Potenzreihe ist und eine holomor-
phe Funktion definiert.. Diese Bedingung stellen wir nicht nur fiir f, sondern
auch symmetrisch fiir alle Translate unter Gruppenelementen. Es handelt sich
nur um endlich viele Bedingungen, da SLy(Z)/I'(N) endlich ist.

Theorem 10.3. Der Vektorraum der Modulformen fiir festes N und k hat
endliche Dimension.

Fiir die Dimension gibt es sogar eine explizite Formel. Wir wollen den Beweis
dieses Theorems mit der Theorie der Riemannschen Flachen herleiten.

Definition 10.4. Fir N > 1 set
Y(N) =H/I'(N).

Mit etwas Gruppentheorie erhélt man leicht:

Satz 10.5. Y (N) ist eine Riemannsche Fliche. Fir N > 2 ist die Uberlagerung
H—Y(N)
unverzweigt. Fiir N =1 ist sie verzweigt in i und o = exp(2mi/3).

1

Beweisidee: Wir beginnen mit N = 1. Die Gruppe wird erzeugt von S = 10

(operiert als 7+ —7 1) und T = . Ein Fundamentalbereich ist

1 1
0 1
F={r eH|r| > 1,|Re(r)| < 1/2}.

Der Quotient SLa(Z)/+1 operiert treu. Einzige Punkte mit nicht-trivialer Stand-
gruppe sind i (Standgruppe {1, S} und o (Standgruppe {1, ST, (ST)?}). Diese
Element liegen nicht in I'(N) fiir N > 2, also operieren diese Gruppen (bzw.
I'(2)/ £ 1) fixpunktfrei. Dann folgt aus allgemeinen Prinzipien (wie bei ellip-
tischen Kurven), die Unverzweigtheit der Quotientenabbildung. Im Falle von
endlichen Standgruppen muss man etwas sorgfiiltiger arbeiten und erhélt eine
verzweigte Uberlagerung. O

Wir wollen diese Riemannschen Flachen kompaktifizieren. Im Falle von N =1
sieht man es sofort:

X(1) =Y (1) U{oc}

Die Funktion ¢ = ¢; = exp(2wit) definiert eine eine Koordinate in einer Umge-
bung. Wir kleben also eine Kreisscheibe vom Radius 1 ein. Der Nullpunkt wird
mit oo identifiziert. Die punktierte Kreisscheibe wird mit Im7 > 1 identifiziert.

Lemma 10.6. X (1) =C.
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Beweis: Es gibt einen rechnerischen Beweis durch direkte Angabe eines Isomor-
phismus, d.h. einer meromorphen Modulform fiir N = 1, £k = 0. Wir gehen
anders vor. X (1) ist eine kompakte Riemannsche Flidche. Anstarren ergibt eine
topologische Kugel, also g = 0. Oder: Wir zerlegen X (1) in Dreiecke zerlegen.
Wir benutzen Die Rénder des Fundamentalbereichs und die imaginére Achse.
Dies ergibt 2 Fliachen, 3 Kanten und 3 Ecken, also

x(X(1)=2-34+3=2-0=g¢9=0.
Jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 0 ist isomorph zu ¢c. O

Beim Kompaktifiieren von Y (N) fiir N > 2 miissen mehr Kreisscheiben einge-
klebt werden, da der Fundamentalbereich aus mehreren Kopien von F' besteht.
Elegant geht es so:

Definition 10.7. Sei
H* =HUQU {0}

mit der natiirlichen Operation von SLa(Z). Fiir N > 1 sei
X(N)=H*"/T(N).

Die Punkte im Komplement von Y (N) heien auch Spitzen (englisch: cusps). Es
sind jeweils nur endlich viele Punkte, da SLo(Z) transitiv auf QU {cco} operiert.

Satz 10.8. X(N) ist eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht

N -6

-1
9=t

t(N)
wobei t(N) = |SLy(Z)/ £ T(N)| die Anzahl der Spitzen ist.

Beweisidee: Die Struktur als Riemannsche Fliche erhalten wir durch Transport
der Konstruktion fiir X (1) mit Gruppenelementen. Das Geschlecht berechnen
wir aus Riemann-Hurzwitz, in dem wir den Uberlagerungsgrad und die Verzwei-
gungspunkte von

X(N)— X(1)

analysieren. Achtung: die Spitzen sind verzweigt! O

Wir kehren nun zuriick zu Modulformen. Die Funktionen sind nicht invariant
unter I'(IV), also nicht etwa Funktionen auf Y (V) oder X (V). Statt dessen sind
sie Schnitte von Geradenbiindeln! Die behauptete Endlichdimensionalitét folgt
dann aus unseren allgemeinen Sdtzen. Wollen wir Formeln fiir die Dimension,
so miissen wir die Geradenbiindel identizifieren.

Fiir ungerade k gibt es keine Modulformen, da A = —1 die Gleichung f = —f
erzwingt.
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Satz 10.9. Der Raum der Modulformen vom Gewicht k und Level N kann
identifiziert werden mit den globalen Schnitten des Geradenbiindels

k/2
Q%2 @ Ocups = O iy cusp:
(Formel ohne Gewdihr)

Beweisidee: Wir arbeiten zuerst auf I'(N). Zu berechnen ist A*dr fiir A €
SLo(Z). Wir erhalten gerade das Transformationsverhalten von Modulformen
vom Gewicht 2. Den Fall £ > 2 erhalten wir dann als Potenz. Danach driicken
wir d7 in Termen von dgq aus. Man erhélt einen zusétzlichen Faktor ¢, daher
muss kommt der Spitzendivisor ins Spiel. O

Zahlentheorie

Jede Modulform kann in eine Fourier-Reihe entwickelt werden. Besonders in-
teressant sind die Spitzenformen, die im Unendlichen den Wert 0 haben. Dieser
Raum hat eine Basis von Funktionen mit Fourier-Koeffiienten in einer endlichen

Erweiterung von Q. Der Fourier-Reihe Z;’ozl anq"™ ordnet man dann die L-Reihe

oo

L(f,5) =) 2

n=1

an

zu. Sie konvergiert fiir Re(s) geniigend grofl und definiert dann eine holomorphe
Funktion. Sie setzt sich zu einer holomorphen Funktion auf ganz C fort, die
einer Funktionalgleichung geniigt. Solche Funktionen tauchen auch an anderen
Stellen der Zahlentheorie auf, z.B. fiir jede algebraische Varietit iiber Q. Fiir
deren Definition z&hlt man die Anzahl der Punkte iiber endlichen Koérpern.

Zu den tiefsten Vermutungen der aktuellen Mathematik gehoren die Fragen, wie
die beiden Typen zusammenhiingen. Die beriihmte Vermutung von Shimura-
Taniyama-Weil besagte, dass alle elliptischen Kurven iiber QQ modular sind, d.h.
ihre L-Funktion kommt von einer Modulform her. Dies lédsst sich geometrisch
tibersetzen: Jede elliptische Kurve iiber Q lésst sich von einer Kurve X (V)
iiberlagern.

Modulprobleme

Die zahlentheoretische Relevanz liegt wohl letztlich daran, dass auch X (N) nicht
nur eine Riemannsche Fléche, sondern auch eine algbraische Varitét iiber Q oder
sogar 7Z ist. Das liegt wiederum an der modularen Interpretation.

(i) Die Punkte von Y (1) stehen in Bijektion mit den Isomorphieklassen von
elliptischen Kurven (kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 1 zu-
sammen mit der Wahl eines Punktes). Wir haben bereits gesehen, dass
jede solche Kurve von der Form C/A ist, wobei die Wahl des Punktes in
die Definition des Isomorphismus einging. Ohne Einschrinkung ist dann
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das Gitter von der Form Z+7Z mit T € HH. Zwei Kurven sind isomorph,
wenn die Punkte in derselben Bahn beziiglich SLy(Z) liegen.

Die Punkte von Y (N) stehen in Bijektion mit den Isomorphieklassen von
Paaren (E,v) wobei E eine elliptische Kurve und v : (Z/NZ)* — E[N]
ein Isomorphismus zur N-Torsion von F ist.

Die Spitzen von X (N) haben eine Interpretation als verallgemeinerte el-
liptische Kurven, dies sind spezielle singulédre algebraische Kurven.

Alle diese Objekte konnen als algebraische Varietaten interpretiert werden.
Daher kénnen wir vom Grundkérper C zu jedem anderen Grundkorper
oder Ring iibergehen. Die Modulkurven sind kanonisch iiber Z definiert.
Auch die Geradenbiindel und daher die Geradenbiindel verallgemeinern
sich.

Was ist mit hoherem Geschlecht? Die Situation ist schwieriger, aber im Prinzip
verstanden. Auch hier definiert man Modulrdume. Zum Studium gibt es mehrere
Zuginge:

()

(i)

(iii)

Man bettet die Kurve in ihre Jacobische ein. Diese ist eine abelsche Va-
rietdt. Die Theorie der Modulrdume von abelschen Varietéiten funktioniert
(mit einigen Abstrichen) dhnlich wie im eindimensionalen Fall.

Man betrachtet den Raum der Polynomgleichungen von festem Grad und
die dadurch definierten Kurven im P2. Jede Kurve kann so geschrieben
werden, es miissen also noch die Isoklassen gebildet werden. Dies ist ein
Quotientenproblem. Es wird mit den Mitteln der geometrischen Invarian-
tentheorie behandelt.

Wahlt man zusétzlich auf der kompakten Riemannschen Fliache ein ” qua-
dratisches Differential”, so erhélt man den Teichmiillerraum, der sehr gut
analytisch beschrieben werden kann. Er hat als Koordinaten die Lénge der
2g Standardzykel. Dies kénnte man als Funktionentheorie IIT behandeln.
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