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Aufgabe 2.1. Sei H C G eine Untegruppe. Man zeige, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

(a) Fiir alle g € G gilt Hg = gH.

(b) Fiir alle g € G gilt g7'Hg = H.
) Fiir alle g € G gilt g7'Hg C H.
)

(c

(d) Fiir alle g1, 92 € G gilt g19o € H genau dann, wenn gog; € H.

Sie konnen gerne versuchen, Ihren Beweis zu dieser Aufabe mit Lean zu iiberpriifen.
Hinweise dazu finden Sie am Ende dieses Ubungsblattes.

(4 Punkte)

Aufgabe 2.2. Sei Q der Korper der rationalen Zahlen und sei

{6

die Untegruppe, die in Aufgabe 1.4 eingefiihrt wurde. Sei

{2

die Teilmenge der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen. Sie diirfen ohne Nachweis
verwenden, dass M C D und D C GLy(Q) Untergruppen sind.

a € Q} C GLy(Q)

a,b,c € Q und ac # 0} C GLy(Q)

(a) Ist M ein Normalteiler von D7
(b) Ist D ein Normalteiler von GLy(Q)?

(c) Ist M ein Normalteiler von GLy(Q)?

(6 Punkte)

Aufgabe 2.3. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von Index 2. Man
zeige, dass H ein Normalteiler ist.

(4 Punkte)

(Bitte wenden)


https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#code=import%20group_theory.subgroup.basic%0Avariables%20%7BG%20%3A%20Type%7D%20%5Bgroup%20G%5D%20%28N%20%3A%20subgroup%20G%29%0Adef%20normal_a%20%3A%20Prop%20%3A%3D%20%E2%88%80%20g%20%3A%20G%2C%20%E2%88%80%20h%20%3A%20N%2C%20%E2%88%83%20h'%20%3A%20N%2C%20%E2%86%91h%20*%20g%20%3D%20g%20*%20h'%0Adef%20normal_b%20%3A%20Prop%20%3A%3D%20%E2%88%80%20g%20%3A%20G%2C%20%28%E2%88%80%20h%20%3A%20N%2C%20%E2%88%83%20h'%20%3A%20N%2C%20g%E2%81%BB%C2%B9%20*%20h%20*%20g%20%3D%20h'%29%20%E2%88%A7%20%28%E2%88%80%20h%20%3A%20N%2C%20%E2%88%83%20h'%20%3A%20N%2C%20%E2%86%91h%20%3D%20g%E2%81%BB%C2%B9%20*%20h'%20*%20g%29%0Adef%20normal_c%20%3A%20Prop%20%3A%3D%20%E2%88%80%20g%20%3A%20G%2C%20%E2%88%80%20h%20%3A%20N%2C%20%E2%88%83%20h'%20%3A%20N%2C%20g%E2%81%BB%C2%B9%20*%20h%20*%20g%20%3D%20h'%0Adef%20normal_d%20%3A%20Prop%20%3A%3D%20%E2%88%80%20g%E2%82%81%20g%E2%82%82%20%3A%20G%2C%20%28%E2%88%83%20h%20%3A%20N%2C%20g%E2%82%81%20*%20g%E2%82%82%20%3D%20h%29%20%E2%86%94%20%28%E2%88%83%20h%20%3A%20N%2C%20g%E2%82%82%20*%20g%E2%82%81%20%3D%20h%29%0Alemma%20a_implies_b%20%3A%20normal_a%20N%20%E2%86%92%20normal_b%20N%20%3A%3D%0Abegin%0A%20%20intro%20assumpt%2C%0A%20%20unfold%20normal_a%20at%20assumpt%2C%0A%20%20unfold%20normal_b%2C%0A%20%20sorry%2C%20--%20Erase%20sorry%20and%20replace%20it%20with%20your%20own%20proof!%0Aend
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Aufgabe 2.4. Es seien N und H Gruppen und ¢: H — Aut(N) ein Gruppenho-
momorphismus. Sei G := N x H das kartesische Produkt von N und H als Menge
betrachtet.

(a) Sei *: G x G — G die Abbildung, die durch

(1, hn) * (n2, ha) == (n1p(h1)(n2), hihs)
definiert ist. Man zeige, dass (G, *) eine Gruppe ist.

(b) Man zeige, dass N und H Untergruppen von G sind. Genauer, dass es einen
Gruppenisomorphismus von N (bzw. H) auf eine Untergruppe von G gibt.

(c) Man zeige, dass N ein Normalteiler von G ist.
(d) Man gebe einen Beispiel, in dem H nicht ein Normalteiler von G ist.

(e) Man zeige, dass G/N = H ist.

Die Gruppe (G, *) wird semidirektes Produkt von N und H mittels ¢ gennant, und
als N x, H notiert.

(6 Punkte)

Hinweise zu Lean

import group_theory.subgroup.basic

variables {G : Type} [group G] (N : subgroup G)

def normal_a : Prop :=V g : G, Vh : N, 3h> : N, th*x g=g * h’

def nmormal_b : Prop :=V g : G, (Vh : N, 3h> : N, gl xh *xg=n"nh’) A
(Vh : N, 3h : N, Th—g’l*h’*g)

def normal_c : Prop :=V g : G, Vh : N, 3h> : N, gl xhxg-=

def normal_d : Prop :=V g : G, (3h : N, gg *go=h) & (Fh : N, ggo *

g1 = h)
lemma a_implies_b : normal_a N — normal_b N :=
begin

intro assumpt,

unfold normal_a at assumpt,

unfold normal_b,

sorry, -- Erase sorry and replace it with your own proof!
end

Vielleicht finden Sie die mathlib documentation fiir subgroup hilfreich. Die Pfeile
1 h wiirden Sie auch irgendwo im tutorials project treffen. Bei konkreten Fragen
kénnen Sie mir gerne eine E-Mail schreiben (pedro.nunez@math.uni-freiburg.de).


https://leanprover-community.github.io/mathlib_docs/group_theory/subgroup/basic.html#subgroup
https://github.com/leanprover-community/tutorials/blob/master/src/solutions/09_limits_final.lean
mailto:pedro.nunez@math.uni-freiburg.de

