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Kapitel 1
Einleitung

In seinen Disquisitiones arithmeticae von 1801 bewies C. F. Gaufs das quadrati-
sche Reziprozititsgesetz. Mit Hilfe dieses Gesetzes ldsst sich entscheiden, ob eine
ungerade Primzahl p ein quadratischer Rest modulo einer anderen ungeraden
Primzahl p’ ist.

In einem Erweiterungskérper F' von Q, der die m-ten Einheitswurzeln enthélt,
ist es das m-te Potenzrestsymbol, mit dessen Hilfe festgestellt werden kann, ob
ein Element u € O ein m-ter Potenzrest modulo eines Primideals p C Op ist.
Bedingung an p ist, dass es iiber keinem Primteiler von m liegt. FEs war also von
Interesse, ein explizites Reziprozititsgesetz fiir das m-te Potenzrestsymbol zu fin-
den.

Da fiir ein Ideal b C Op die Eindeutigkeit der Zerlegung in Primideale gilt, kann
man das Potenzrestsymbol auf multiplikative Art und Weise auf zusammenge-
setzte Ideale und insbesondere auch auf Hauptideale (b) = bOp erweitern. In
dem Fall, dass m = p" eine Primzahlpotenz ist, ist an die Hauptideale (b) die
Bedingung zu stellen, dass sie prim zu dem iiber der Primzahl p liegenden Prim-
ideal p sein miissen, dass also p nicht in der Primidealzerlegung von (b) vorkommt.

Fiir diesen Fall, d.h. FF = Q(¢) enthélt die p™-ten Einheitswurzeln und b € 1+ p
ist prim zu p, bewiesen E. Artin und H. Hasse in ihrem Artikel [AHa| von 1928
die beiden Erginzungssitze

€\ _ -k s(ogb) T e S(S10gh)
<b>pn_<p und (b)pn_g ’

zum p"-ten Potenzrestsymbol. Dabei ist m = 1 — ( ein Erzeuger von p und S die
Spurabbildung F' — Q. Das Auffinden expliziter Formeln fiir allgemeine Potenz-

restsymbole (%)p" erwies sich jedoch als schwierig.

Eine Vereinfachung des Problems wurde durch die Arbeit mit lokalen Korpern
erreicht. Betrachtet wird der Kérper K, = Q,(¢), wobei ¢ eine primitive p"*'-te
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Einheitswurzel ist. In diesem Korper definiert man das p™*'-te Hilbertsymbol,

n+1

welches mit dem p"™*-ten Potenzrestsymbol in engem Zusammenhang steht.

Im Jahr 1968 bewies K. Iwasawa in seinem Artikel [Iwa2] eine allgemeine explizite
Formel fiir das p"*!-te Hilbertsymbol im Fall p # 2, wobei er die Resultate von
Artin-Hasse verwendete. A. Kudo gab 1971 in [Kudo] ein Gesetz fiir das p™*!-te
Hilbertsymbol im Fall p = 2 an, welches analog zu Iwasawas explizitem Rezipro-
zitatsgesetz ist.

Das Anliegen dieser Arbeit ist es, die bekannten expliziten Reziprozititsgesetze
fur Hilbertsymbole in Erweiterungskérpern Q,(¢) von Qp, wobei ¢ eine primitive
m-te Einheitswurzel ist, zu formulieren und zu beweisen. Dabei werden zwei Félle
unterschieden. Zum einen der Fall, dass m teilerfremd zu p ist (vgl. Abschnitt 3.3),

n+1

und zum anderen der Fall, dass m = p eine Potenz einer Primzahl p # 2 ist

(vgl. Kapitel 5).

Nach dem Beweis des Zusammenhangs zwischen dem p"*'-ten Potenzrestsym-

bol und dem p"*!-ten Hilbertsymbol in Abschnitt 4.5, werden in Abschnitt 5.1
die beiden Ergiinzungssitze fiir das p"*!-te Hilbertsymbol im lokalen Korper K,
bewiesen. Die hergestellte Beziehung zwischen Potenzrest- und Hilbertsymbol er-
moglicht es, den Beweis, der in [AHa] fiir das Potenzrestsymbol gefiithrt wird, auf
das Hilbertsymbol zu iibertragen.

In Abschnitt 5.2 wird, dem Artikel [Iwa2| von Iwasawa folgend, das explizite
Reziprozititsgesetz fiir das p™t!-te Hilbertsymbol im Kérper K, bewiesen.

Zur Vorbereitung all dieser Uberlegungen wird in Kapitel 3 die lokale Klassenkor-
pertheorie behandelt. Sie bildet zusammen mit der Kummertheorie die Grundlage
fiir die Definition des Hilbertsymbols.

Ein weiteres Resultat von K. Iwasawa ist die Existenz eines Homomorphismus
1y, welcher die explizite Formel des Reziprozititsgesetzes vermittelt. In Kapitel 6
wird die Zerlegung dieses Homomorphismus unter Charakteren der Galoisgruppe
G(K,,/Qp) untersucht. Eine vollstindige Behandlung dieses Themas fiir den Fall
n = 0 erfolgt in Abschnitt 6.2. Ein Ausblick auf die Zerlegung von 1, fiir n > 0
wird in Abschnitt 6.3 gegeben.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Erweiterungen lokaler Korper

Seien K ein lokaler Korper mit normierter Exponentialbewertung v : K — Z
und 7 ein fixiertes Primelement von K, d.h. es gilt v (mx) = 1. Mit

Ok ={zeK:vg(x) >0} und O} ={zeK:vg(z)=0}

seien der Bewertungsring bzw. seine Einheiten bezeichnet. Das maximale Ideal
von OK ist mg = WKOK.

Sei L/K eine Erweiterung vom Grad
[L:K]=n.

Die Bewertung v von K hat eine eindeutige Fortsetzung auf L, gegeben durch

vi () = % vic(Npyk(a)), a€L,

(vgl. [Lor2], § 23, Satz 4). Man hat somit vk : L — 1Z. Das Bild von L unter
dieser Abbildung ist eine Untergruppe von %Z, welche die Gestalt %Z hat. Dabei
ist e € N ein Teiler von n. Die Zahl e heifst Verzweigungsindex der Erweiterung
L/K. Folglich gilt fiir die normierte Exponentialbewertung vy, : L — Z

vV = evk.

Elemente w7, € L mit v (7)) = 1 heiffen Primelemente von L, fiir ein Primelement
7y, gilt

T = urk
mit einer Einheit u € OF. Seien A und s die Restklassenkorper von L bzw. K,
d.h. A=0r/mp und k = O /mg. Der Grad der Korpererweiterung \/x,
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heift Trégheitsgrad der Erweiterung L/K. Schreibt man k = Fy, so ist A = F ¢
Zwischen dem Grad n der Erweiterung L/K, dem Verzweigungsindex e und dem
Tragheitsgrad f besteht die Beziehung

n=cef

(vgl. [Lor2|, § 24, Satz 1). Im Fall n = f, e = 1 heift die Erweiterung L/K
unverzweigt, im Fall n = e, f = 1 nennt man sie sie rein verzweigt.

Zu jeder endlichen Erwelterung L/K existiert ein Zwischenkorper K so dass
[K : K] = f und [L : K] = e. Dieser Kérper K heit maximal unverzweigte
Erweiterung von K (vgl. [Lor2|, § 24, Satz 3 (iv)).

Ist L/K eine endliche unverzweigte Erweiterung, so ist L/K galoissch. Fiir die
Galoisgruppe gilt

G(L/K) = G(A/K) = G(F,; /Fy).
Die Gruppe auf der rechten Seite ist zyklisch und wird von dem Automorphismus
¢ : v — x? erzeugt. Das ¢ entsprechende Element ¢ /5 aus G(L/K) heift Fro-
beniusautomorphismus von L/K (vgl. [Lor2], § 24, Satz 4 (iii) und [Neu|, Kap.II,
§ 7, Satz (7.12) (ii)).

Da bei den Betrachtungen des Hilbertsymbols ein Korper zugrunde liegt, der
die m-ten Einheitswurzeln enthéalt, soll nun die Frage untersucht werden, welche
Einheitswurzeln bereits in Q, enthalten sind. Allgemeiner wird gleich die Struktur
von Einheitswurzel-Erweiterungen Q,(¢)/Q, untersucht.

Satz 2.1 Sei (;, eine primitive m-te Einheitswurzel.

(i) Im Fall (m,p) =1 ist Qp(¢m)/Qp eine unverzweigte Erweiterung vom Grad
f, wobei f der kleinste Exponent ist, fiir den m } (p/ — 1) gilt (vgl. [Neu],
Kap.II, § 7, Satz (7.12)).

(ii) Ist m = p* eine p-Potenz, so ist Qp(Cm)/Qp eine rein verzweigte Erweiterung
vom Grad e = ¢(m) = (p — 1)p*~'. Das Element 1 = 1 — (, ist ein
Primelement von Qp(Gn)-

Insbesondere enthédlt Q, im Fall m ‘ (p — 1) alle m-ten Einheitswurzeln.

BEWEIS von (ii): Sei m = p¥ eine p-Potenz. Das Minimalpolynom von (,, iiber

Q, ist das p*-te Kreisteilungspolynom (vgl. [Lorl], § 9, Beweis von Satz 3’ und

nachfolgende Bemerkung)
xe' 1

— — ph 2p
JX) = g =1+ X T+ X

k—1 k—1

+ . X
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woraus ersichtlich ist, dass

n = [Qp(Cm) : Qp] = (p — 1)pk_1-
Sei m =1 — (. Dann ist m Nullstelle des Polynoms

p—1

g(X)=f1-X) = (1-X)P

J=0

k—1

Wegen 7 = 1 — G und ¢, = 1 — 7 gilt Qp(Gn) = Qp(m). Somit ist g das
Minimalpolynom von 7 iiber @5, denn es ist normiert und hat den richtigen Grad.
Das Absolutglied von g ist

g(0) = f(1) = p,

demnach gilt Ng,(¢,.)/0,(7) = p. Sei mit v die eindeutige Fortsetzung der p-
adischen Bewertung v, von Q, auf Q,((,,) bezeichnet. Dann ergibt sich

1 1 1

v(m) = . Up(NQp(C7,L)/Qp(7T>) "y u(p) = n

Im allgemeinen ist v eine Abbildung v : Qp(m) — %Z, wobei e, der Verzwei-
gungsindex der Erweiterung Qp((r)/Qp, ein Teiler von n ist. Da mit 7 ein Ele-
ment gefunden ist, fiir das v(m) = 1 gilt, ist gezeigt, dass e = n ist. Somit ist
Qp(¢m)/Qp eine rein verzweigte Erweiterung. Auferdem ist damit bewiesen, dass
7 ein Primelement von Q,((y,) ist, da es minimale Bewertung hat.

QED

2.2 Die Logarithmus- und Exponentialfunktion

In diesem Abschnitt werden die Logarithmus- und Exponentialfunktion auf ei-
nem lokalen Korper eingefiihrt und eine wichtige Eigenschaft dieser Funktionen
angegeben.

Satz 2.2 Sei K/Q, eine endliche Kirpererweiterung. Das mazimale Ideal im Be-
wertungsring Ok sei mit my bezeichnet. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten,
stetigen Homomorphismus

log: K* - K
mit logp =0, der fir 1 —x € (1+mg) die Reihendarstellung
ok
log(l —x) = —ZT
k>1

besitzt. Insbesondere gilt log(xy) = log(z) +1log(y) fir x,y € (1+mg) (vgl. [Neu],
Kap.II, § 5, Satz (5.4) und Beweis).
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Aus der Funktionalgleichung folgt fiir eine Einheitswurzel ¢ in K, dass log(¢) = 0.

Satz 2.3 Seiexp(z) :=) 1>¢ %I: Fir eine endliche Erweiterung K/Q, mit Ver-
zweigungsinder e sind exp und log wm Fall r > pfl zueinander inverse Isomor-
phismen

exp: my — (14+mlk), log: (1+mly)— ml,

(vgl. [Neu|, Kap.Il, § 5, Satz (5.5)).



Kapitel 3

Lokale Klassenkorpertheorie

In dem folgenden Kapitel wird die lokale Klassenkorpertheorie (Theorem 3.7)
vorgestellt. Zusammen mit der Kummertheorie (Satz 3.10) bildet sie die Grund-
lage fiir die Definition des Hilbertsymbols. Zum Abschluss des Kapitels wird das
explizite Reziprozititsgesetz im teilerfremden Fall (m,p) = 1 bewiesen (Theo-
rem 3.12).

3.1 Lokale Klassenkorpertheorie

Die Hauptaussage der lokalen Klassenkorpertheorie ist die Existenz eines Isomor-
phismus

rpi i G(L/K) — K* /Ny, L*

fiir eine endliche abelsche Galois-Erweiterung L/ K lokaler Korper. Dabei bezeich-
net Ny, : L — K die Normabbildung. Fiir eine nicht-abelsche Erweiterung hat
man einen Isomorphismus

TL/K : G(L/K)ab — K*/NL/KL*,

wobei G(L/K)® = G(L/K)/G'(L/K) die gréfte abelsche Faktorgruppe ist.
Mit G'(L/K) ist die Kommutatoruntergruppe von G(L/K) bezeichnet. Die Fak-
torgruppe G(L/K)® korrespondiert mit der groften abelschen Teilerweiterung
L®/K von L/K.

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist ein lokaler Koérper k£ mit endli-
chem Restklassenkorper x = F,. Sei k der separable Abschluss des Korpers k.
Dann ist k/k eine unendliche Galois-Erweiterung, die alle endlichen galoisschen
Erweiterungen K/k umfasst. Die Galois-Gruppe

G = G(k/k)
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ist eine pro-endliche Gruppe, und zwar als projektiver Limes der Gruppen G(K/k),
wobei K /k alle endlichen galoisschen Teilerweiterungen von k/k durchliuft,

G = 1lim G(K/k).

K

Der projektive Limes wird beziiglich der Einschrinkungsabbildungen
G(K'/k) — G(K/k), T Tk

gebildet, wobei K C K’. Versieht man die endlichen Galoisgruppen G(K/k) mit
der diskreten Topologie, d.h. der Topologie, die durch die Potenzmenge gegeben
ist, und betrachtet die Produkttopologie auf [ [, G(K/k), so wird der projektive
Limes

Gc [] ¢x/k)

K/k
endl.
gal.

als Teilmenge des Produkts zu einer topologischen Gruppe. Diese Topologie heifst
Krulltopologie. In ihr ist durch

{0G(k/K), K/k endlich, galoissch}

eine offene Umgebungsbasis des Elementes o € G(k/k) gegeben (vgl. [Lorl], § 12,
F'5 und Definition davor, und [Neu|, Kap. IV, § 1, Ausfithrungen vor Satz (1.1)).
Das Einselement besitzt somit eine Umgebungsbasis, die aus lauter Normalteilern
besteht.

Satz 3.1 (Hauptsatz der Galoistheorie) Die Zuordnung
F «— G(k/F)=:Gp

von Zwischenkérpern F von k/k zu den abgeschlossenen Untergruppen Gr wvon
G(k/k) ist eineindeutig. Der Kérper F ist der Fizkérper der Gruppe G (vgl. [Lorl],
§ 12, Satz 4).

Lemma 3.2 Jede offene Untergruppe H von G = G(k/k) ist abgeschlossen. Eine
Untergruppe von G ist genau dann offen, wenn sie endlichen Index in G hat.

BEwEIS: Sei H C G eine offene Untergruppe. Dann ist ihr Komplement als Ver-
einigung der offenen Nebenklassen cH, ¢ € G, o # id, ebenfalls offen. Also ist
H abgeschlossen.

Sei H offen mit Zwischenkérper F', d.h. H = G(k/F). Dann gilt

G/H = G(k/k)/G(k/F) = G(F/k). (3.1)
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Da H offen ist, enthilt es eine Menge G(k/L), wobei L/k endlich und abelsch
ist. Aus G(k/L) C G(k/F) = H folgt F C L. Somit sind auch F/k und G(F/k)
endlich, d.h. H hat endlichen Index in G.
Sei jetzt H eine abgeschlossene Teilmenge mit endlichem Index in G und Fixkorper
F. Durch Anwendung von Gleichung (3.1) auf diese Situation folgt die Endlichkeit
von G(F/k) und somit ist auch die Endlichkeit von F/k. Sei F' die normale Hiille
von F. Dann ist die Erweiterung F /k endlich und galoissch. Aus F' C F folgt
G(k/F) C G(k/F) = H. Da G(k/F) offen ist, ist auch H als Vereinigung der
offenen Nebenklassen 0G(k/F), o € G(k/F), o # id, offen.

QED

Sei k/k die maximal unverzweigte Erweiterung von k/k, d.h. k ist das Komposi-

tum aller unverzweigten Erweiterungen von k (vgl. [Neu|, Kap.II, § 7, Definition
(7.4)). Dann gilt

G(k/k) = G(F,/F) (3.2)
(vgl. [Neu|, Kap.IL, § 7, Satz (7.5)). Fiir eine endliche Erweiterung Fyn /F, ist
G(Fyn/Fy) = Z/nZ. Bei diesem Isomorphismus wird die 1 auf den Automorphis-
mus z — x? abgebildet. Sei

Z :=limZ/n’Z.

n

der projektive Limes der Z/nZ beziiglich der Projektionen Z/nZ — 7Z/mZ, m|n.
Dann besteht die Isomorphie G(F,/F,) = Z, also

Gk/k) =7 (3.3)

(vgl. |Neu], Kap.IV, § 2, Beispiele 4 und 5) Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes
Z/nZ = H Z/p v»(M)7, erhilt man fiir Z die alternative Darstellung

gHZ

p pmm

Versieht man Z in analoger Weise wie G mit einer Topologie, d.h. die endlichen
Gruppen Z/nZ werden mit der diskreten Topologie versehen und Z erhilt die
induzierte Topologle des direkten Produktes, so ergeben sich als die offenen Un-
tergruppen von Z genau die Untergruppen nZ n € N (vgl. [Neu|, Kap.IV, § 2,
Beispiel 4).

Als Resultat dieser Betrachtungen erhilt man einen surjektiven Homomorphismus
G(k/k) — 7

mit Kern I. Da I C G(k/k) eine abgeschlossene Untergruppe ist, hat I die Gestalt
I = G(k/F) mit einem Zwischenkorper F. Es gilt

Gk/k) =7 = G(k/k)/I = G(F/k),
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woraus F' = k folgt. Folglich ist I = G(k/k).

Lemma 3.3 Der Homomorphismus d st stetig.

BeEwEIS: Der Homomorphismus d ist die Hintereinanderausfithrung der Einschrin-
kungsabbildung p : G(k/k) — G(k/k) und des Isomorphismus ¢ aus Gleichung
(3-3),

d: G(k/k) - G(k/k) - Z.

Um die Stetigkeit von d zu zeigen, geniigt es, die Stetigkeit der Abbildungen ¢
und p zu zeigen. Zuvor sei angemerkt, dass die von G(k/k) auf G(k/k) induzierte
Topologie die Krulltopologie von G(k/k) ist (vgl. [Lorl], § 12, Ende der Bemer-
kungen nach Satz 4).

Fiir das Urbild ¢! (nz) einer offenen Untergruppe nZ von Z gilt

G(k/k) /"N (nZ) = Z/nZ = Z/nL.

Es hat demnach endlichen Index in G(k/k) und ist somit offen. Folglich ist ¢
stetig.
Sei G(k/K) ein Element der offenen Basisumgebung der Eins in G(k/k), d.h.
K /Fk ist endlich und galoissch. Das Urbild dieser Menge unter der Abbildung p
ist die Menge G(k/K), welche ein Element der offenen Basisumgebung der Eins
in G(k/k) ist. Somit ist auch p stetig.

QED

Fiir einen Zwischenkdrper K werde die Abbildung

Gk/K)— 7 (3.4)

betrachtet, welche durch Einschrinkung von d auf G(k/K) entsteht. Diese Abbil-
dung hat das Bild fxZ, wobei

fx =|2/d(G(k/K)) | .
Somit ist die Abbildung

di = —d: G(k/K) - Z
IK

surjektiv und hat denselben Kern wie (3.4), ndmlich
Ix == G(k/K)N I =G(k/K)nG(k/k) = G(k/KE) = G(k/K).

Dabei bezeichnet K die maximal unverzweigte Erweiterung von K. Mit dieser
Beziehung erhalt man einen Isomorphismus

di : G(K/K) ~ 7. (3.5)
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Das Element ¢x € G(IZ'/K) mit dg(pr) = 1 € 7 heikt Frobenius {iber K.
Somit kann man G(K/K) mit {¢}%, n € Z} identifizieren. Fiir eine galoissche
Erweiterung L/K sei Frob(L/K) die Halbgruppe

Frob(L/K) := {0 € G(L/K) : dg (o) € N\{0}}
={oc € G(L/K): 0 =% neN\{0}} C G(L/K).
Ist die Erweiterung L/K endlich, so ist die Abbildung
Frob(L/K) - G(L/K)

surjektiv (vgl. [Neu], Kap.IV, § 4, Satz (4.4)). Somit kann jedes 0 € G(L/K) zu
einem & € Frob(L/K) angehoben werden. Dieses & ist dann der Frobenius iiber
seinem Fixkorper 3, d.h. 0 = ¢y (vgl. [Neul|, Kap.IV, § 4, Satz (4.5)). Dabei ist
der Fixkorper zu einem Element 7 € G(k/k) als der Fixkorper des Abschlusses

(7) der von T erzeugten Untergruppe {7", n € Z} C G(k/k) definiert.

Fiir eine endliche galoissche Erweiterung L/K lokaler Korper sei die Reziprozi-
tatsabbildung geméf

: Frob(L/K) — K*/NE/KE*, o+ Ny(rs) mod Ny, L*

"L K L/K

definiert. Dabei bezeichnen ¥ den Fixkorper zu ¢ und 7y ein Primelement aus
3*. Die Reziprozititsabbildung ist unabhéngig von der speziellen Wahl des Prim-
elements und multiplikativ (vgl. [Neu|, Kap.IV, § 5, Definition (5.2) und Satz
(5.5)). Damit ist gemeint, dass fiir o109 = o3 in Frob(E/K) mit Fixkorpern X;
und Primelementen 7; die Beziehung

Nzl/K(m)sz/K(Trz) = Nzg/K(Ws) mod NZ/KL*

gilt. Wegen Ny ;o = Npji o Np,; besteht die Beziehung Ny, L* C Ny L*.
Zusammen mit der Surjektivitit der Abbildung Frob(L/K) — G(L/K) ergibt sich
fiir jede endliche Galois-Erweiterung L/K der Reziprozititshomomorphismus.

Definition 3.4 Der Reziprozititshomomorphismus
wird dber das folgende Diagramm vermittelt.

TL/K

? J
T Frob(E/K) — K*/NZ/KE* z mod NZ/KE*
L/K

g e NE/K(Wz) mod NZ/KE*
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Er ist unabhingig von der speziellen Wahl des Urbildes o von o (vgl. |Neu],
Kap.IV, § 5, Satz (5.6)).

Fiir unverzweigte Erweiterungen L/ K hat der Reziprozitdtshomomorphismus 7y, /K
folgende Eigenschaft.

Satz 3.5 Sei L/K eine endliche unverzweigte Erweiterung lokaler Korper. Dann
wird der Frobeniushomomorphismus ok € G(L/K) auf ein Primelement von
K abgebildet,

TL/K(QDL/K) =TK mod NL/KL*

Dabei ist der Frobeniushomomorphismus ¢y, /i als das Bild von @k unter der

Surjektion
G(K/K) - G(L/K)

definiert. Seien n = [L : K| der Grad der Kérpererweiterung L/K sowie k = Fy
und A die Restklassenkérper von K bzw. L. In der Sequenz

Z =~ G(K/K) - G(L/K) = G(\/k) = Z/nZ (3.6)

entsprechen sich die Elemente 1 — px — ¢/ — (v — 29) — 1 gegenseitig
(vgl. Gleichung (3.2) und die Bemerkungen nach Gleichung (3.5)). Der Frobeni-
ushomomorphismus ¢/ induziert somit auf dem Restklassenkérper den Homo-
morphismus x +— x9.

BEWEIS von Satz 3.5: Da L/K unverzweigt ist, gilt L = K. Nach Definition von
¢r/K ist o € G(K/K) = G(L/K) ein Urbild von ¢ /. Der Fixkorper von ¢k
ist K, so dass

TZ/K(@K) = 7w mod NE/KE* — 7 mod N L,

also TL/K(QOL/K) =TK mod NL/KL*
QED

Um zu zeigen, dass 7/ ein Isomorphismus ist, wie eingangs erwéhnt, reicht
es nach [Neu| (vgl. Kap.IV, § 6, Klassenkorperaxiom (6.1), Theorem (6.3) und
Kap.IV, § 3, Bemerkung vor Axiom (3.1)) aus, das folgende Theorem zu {iberprii-
fen. Obwohl es nur Aussagen iiber zyklische Korpererweiterungen enthilt, impli-
ziert es die Behauptung von Theorem 3.7 iiber den Reziprozitidtshomomorphismus
fiir alle endlichen galoisschen Erweiterungen.

Theorem 3.6 (Klassenkbrperaxiom) Fiir jede zyklische Erweiterung L/ K lo-
kaler Korper gilt
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(i) | K*/NpxL* | =[L: K],

(ii) Satz 90 von Hilbert: | Ny L o) L” | =1

Dabei bezeichnen y, , L* = {z € L : Npg(z) = 1} die Norm-Eins-Gruppe
und g1 k) L* die Untergruppe der Norm-Eins-Gruppe, die von Elementen der
ox

Form %F, z € L*, 0 € G(L/K), erzeugt wird. Damit ergibt sich eine andere
Formulierung von Hilberts Satz 90.

Fiir eine zyklische Erweiterung L/K mit Erzeuger 0 € G(L/K) hat
ein Element y € L* genau dann die Norm NL/K(y) = 1, wenn es in

der Form y = ZF mit x € L* geschrieben werden kann.

Da das Klassenkorperaxiom im Falle lokaler Korper erfiillt ist (vgl. [Neu|, Kap.V,
§ 1, Theorem (1.1)), ist der oben betrachtete Reziprozitdtshomomorphismus 7,/
surjektiv und hat den Kommutator G'(L/K) als Kern (vgl. [Neu|, Kap.V, § 1,
Theorem (1.3)).

Theorem 3.7 (Lokales Reziprozititsgesetz) Fir jede endliche galoissche Er-
weiterung L/ K lokaler Kéorper hat man einen Isomorphismus

ryk t G(L/K)™ — K* /Ny L*.

3.2 Lokales Normrestsymbol und Kummertheorie

Als Umkehrabbildung des Reziprozitdtshomomorphismus ergibt sich fiir jede end-
liche Galois-Erweiterung L/K lokaler Korper eine surjektive Abbildung

(.,L/K): K* - G(L/K)®, aw (a,L/K) (3.7)

mit dem Kern Ny, i L*, das lokale Normrestsymbol.

Sei L = Qp(¢) mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel (. Dann ist L/Q, eine
endliche abelsche Galois-Erweiterung. Das Bild (a, L/Q),) eines Elementes a € Q)
unter dem lokalen Normrestsymbol ist ein Automorphismus o, der Galoisgrup-
pe G(L/Qyp), der durch seine Wirkung auf ¢ festgelegt ist. Da die Elemente der
Galoisgruppe primitive m-te Einheitswurzeln wieder auf primitive m-te Einheits-
wurzeln abbilden, gilt

(@, L/Q@p)¢ = ¢*
mit einem von a abhingigen Exponenten u,. Zur Bestimmung dieses Exponenten
ist eine Fallunterscheidung notwendig.
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Satz 3.8 Sei L = Q,(() mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel (. Dann gel-
ten fir das lokale Normrestsymbol (. ,L/Q)) folgende Aussagen.

(1) Im Fall (m,p) =1 gilt
(a, L/Qy)¢ = ¢*.

Dabei ist v, die eindeutige Fortsetzung der p-adischen Bewertung von Q,
nach L.

(ii) Falls m = p™ eine p-Potenz ist, gilt

(a, L/Qp)C = ¢,

wobei a = up’ @ . Hier bezeichnet C“_l eine Potenz (" mit einem r € Qy,
fiir welches ru =1 mod p" gilt (vgl. [Neu|, Kap.V, § 2, Theorem (2.4)).

BEWEIS von (i): Da L/Q), nach Satz 2.1unverzweigt ist, ergibt sich die Behauptung

als direkte Folgerung aus Satz 3.5.
QED

Als Verallgemeinerung von Satz 3.5 ergibt sich, dass das lokale Normrestsymbol
fiir unverzweigte Erweiterungen L/K durch

(a, L/ K) = ¢}

gegeben ist. Dabei ist ¢, der Frobeniushomomorphismus und vk die Fortset-
zung der Bewertung von K.

Das lokale Reziprozititsgesetz gibt die Moglichkeit einer Klassifizierung der end-
lichen abelschen Erweiterungen L/K lokaler Kérper, wie auch bei [Neu|, Kap.V,
§ 1, Theorem (1.4), nachgelesen werden kann. Die Zuordnung

L<—>NL = NL/KL*

ist eine eineindeutige Abbildung zwischen den endlichen abelschen Erweiterungen
von K und den offenen Untergruppen A von K* mit endlichem Index in K*.
Die Topologie von K* ist durch die Bewertung vx von K gegeben. Gehoren L
und N zusammen, so heift A/ Normengruppe der Erweiterung L/K und L heift
Klassenkorper von V.

Fiir spezielle Erweiterungen L/K seien die Normengruppen angegeben.
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Satz 3.9

(1) Seien K ein Korper, der die n-ten Einheitswurzeln enthdlt, und L = K(V K*).
Dann ist die Erweiterung L/K abelsch und es gilt

NpjxL* = K*"
(vgl. [Neu], Kap.V, § 1, Satz (1.5)).
(i) Seien p # 2 eine Primzahl, K = Q, und K, = Q,(¢,) mit einer primitiven
p"T-ten Einheitswurzel C,. Dann ist

N, 0,55 = (p) x (1+p"T'Zy),

wobei (p) = {p’, j € Z}.

BEWETS von (ii): Zuerst soll (1+p"*17Z,) C Nk, 0, K, gezeigt werden. Dazu wird
die Abbildung
00"y — "Ly, a s (p—1)pla

betrachtet. Wegen vp,((p — 1)p*a) = s + vy(a) > s+ k fiir vy(a) > k ist ¢
wohldefiniert. Aukerdem ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Um zu zeigen, dass
© ein Isomorphismus ist, wird die Umkehrabbildung

b/
p—1

SOI :pk+SZp — kap, b — psb/ —

angegeben. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da sich jedes b € pk+SZp eindeutig
als p*b/ mit &' € pFZ, schreiben likt, und da p — 1 eine Einheit in Z,, ist. Es ist
leicht zu sehen, dass ¢ und ¢’ invers zueinander sind.

Nach Satz 2.3 ist die Exponentialabbildung
.k k
exp: p"Zy, — (1 +p"Z,)

wegen p > 2 fiir kK > 1 ein Isomorphismus. Durch diesen wird der Isomorphismus
© in den Isomorphismus

Vi (L4+p"Zy) — (14 p5°Z,), o 2@,

iiberfithrt. Fiir ¥ = 1 und s = n erhilt man (1 + p"™'Z,) = (1 + p Z,)P~P"
woraus (1+p""'Z,) C N, /o, K, folgt, da die Erweiterung K, /Q, nach Satz 2.1
den Grad (p — 1)p™ hat.

Ebenfalls nach Satz 2.1 ist 7, = 1 — (,, ein Primelement von K,,. Aus dem Beweis
zu Satz 2.1, Teil (ii), erkennt man, dass m, die Norm

]VKn/Q]J (ﬂ'n) =p
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hat. Es folgt (p) x (14 p"17Z,) C Nk, g, K- Nach dem lokalen Reziprozititsge-
setz (Theorem 3.7) hat die Gruppe Nk, g, K, den Index (p — 1)p" in Q. Somit
geniigt es zu zeigen, dass (p) x (1 +p"T1Z,) in Qj}, ebenfalls den Index (p — 1)p"
hat. Nach [Lor2|, § 25, F6, hat Q;, die Darstellung Q = (p) X pp—1 X (1 +pZp).
Hier bezeichnet p,—1 die Gruppe der (p — 1)-ten Einheitswurzeln. Folglich gilt

Q;/((p) x (1 +p"1Z,)) 2 1 x (L +pZy) /(1 +p"HZy).

Unter Verwendung der Logarithmus-Abbildung, die fiir £ > 1 ein Isomorphismus
(1+p*Z,) — p*Z, ist (vgl. Satz 2.3), erhiilt man

(1+pZy)/(1+p"2Z,) = pZ,/p""'Z, = Z/p"Z,

woraus |pup—1 X (1+pZp)/(1+ p"Zy)| = (p — 1)p" folgt.
QED

Im folgenden soll die Kummertheorie kurz vorgestellt werden, die Resultate sind
auch bei |Lorl| (vgl. § 14, Satz 4 und Definition davor) zu finden.

Satz 3.10 (Kummertheorie) Betrachiet wird ein Korper K, der die m-ten
Einheitswurzeln enthdlt. Dann ist die Zuordnung

A Ly :=K(VA)

eine eineindeutige Abbildung zwischen den Untergruppen A C K* mit K*™ C A
und den abelschen Erweiterungen L/ K vom Ezponent m, d.h. fiir alleoc € G(L/K)
gilt o™ = id. Dabei ist die Erweiterung Lao/K genau dann endlich, wenn es die
Faktorgruppe AJK*™ ist. In diesem Fall gelten die Isomorphien

G(La/K) = (AJK*™)  und  G(La/K)* = AJK*™.

Mit H* ist die Charaktergruppe zu H bezeichnet, d.h. die Menge aller Homomor-
phismen H — K*. Da die hier betrachteten Gruppen den Exponenten m haben,
bilden die Homomorphismen in die Gruppe pm,(K) der m-ten Einheitswurzeln
von K ab. Somit ist

H* = Hom(H, pn(K)).

3.3 Hilbertsymbol und explizites Reziprozititsgesetz

Aus der Verbindung des lokalen Reziprozitatsgesetzes (Theorem 3.7) mit der
Kummertheorie (Satz 3.10) ergibt sich das Hilbertsymbol. Betrachtet werden ein
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lokaler Koérper K, der die m-ten Einheitswurzeln enthilt, und die Erweiterung
L = K(VK*). Diese Erweiterung ist galoissch und abelsch. Nach dem lokalen
Reziprozititsgesetz und Satz 3.9, Teil (i), besteht der Isomorphismus

K*/NpkL* =2 K*/K* = G(L/K), aw 0q4:=(a,L/K).
Mit der Kummertheorie ergibt sich der Isomorphismus
K*/K*™ 2 G(L/K)*, b~ xp.
Aus der Paarung
G(L/K) x G(L/K)* = pm(K), (o,x) — x(0)

erhélt man somit das m-te Hilbertsymbol als nicht ausgeartete, bi-multiplikative
Abbildung

(o) m: K /K™ x K*JK*™ = pn(K),  (a,0) = (a,b)m.  (3.8)

Das Hilbertsymbol hat folgende grundlegende Eigenschaften.

Satz 3.11 Fiir alle a,ad’,a”, bV, 0" € K* gilt

(i) (d'a”",b)m = (a',0)m(a”,b)m,
(a, 0’0" ) = (a, 0 )m(a, 0" )m-

(ii) Ist (a,b)m =1 fiir alle b € K*, so ist a € K*™.

(iii) Es gilt (a,b)m =1 genau dann, wenn a eine Norm der Erweiterung
K(Vb)/K ist.
(iv) Es gilt (a,b)m = (b,a),,}.

(v) Bs gilt (a,1 — a)m =1 und (a,—a),, = 1.

Insbesondere folgt aus Eigenschaft (i), dass (a=1,b);, = (a,b);,! gilt.

BeEwEIS: Die Punkte (i) und (ii) ergeben sich direkt aus der Paarung, Punkt (iv)
folgt aus Punkt (v) (vgl. [Neu|, Kap.V, § 3, Satz (3.2)). Der dritte Punkt ergibt
sich, wenn man das Hilbertsymbol zum lokalen Normrestsymbol in Beziehung
setzt. Diese Beziehung ist fiir a,b € K* durch die Formel

(a, K(Vb)/K)¥b = (a,L/K) Vb= (a,b) Vb

gegeben (vgl. [Neu|, Kap.V, § 3, Satz (3.1)). Dies bedeutet, dass der durch das
lokale Normrestsymbol gegebene Automorphismus (a, L/K) auf %/b durch Mul-
tiplikation mit der m-ten Einheitswurzel (a, b),, wirkt.

QED
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Nach dieser allgemeinen Definition ist es nun von Interesse, explizite Formeln fiir
das Hilbertsymbol im Fall einer Einheitswurzelerweiterung von Q, zu bestimmen.
Dazu ist eine Fallunterscheidung beziiglich m nétig.

Seien K = Q,(¢) mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel ¢ und L = K( ¥/ K*).
Es werde der Fall (m, p) = 1 betrachtet. Seien vx die normierte Exponentialbewer-
tung und ¢ die Elementezahl des Restklassenkorpers von K. Nach Satz 2.1 enthélt
K die Gruppe fiq—1 der (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln. Nach [Lor2|, § 25, F6, hat
die Einheitengruppe O}, des Bewertungsringes von K die Darstellung

Ok = Hq—1 % (14 mg),

wobei mg das maximale Ideal von Ok bezeichnet. Folglich gilt nach Wahl eines
Primelementes g

K" = (mx) X pg—1 X (L +mg).
Fiir jedes v € K* existiert also eine eindeutige Zerlegung u = 7 w(u) (u) mit
r € Z, w(u) € pg—1 und (u) € (1 +mg). Fir v € Oj gilt v = w(u) mod mg.

Theorem 3.12 (Explizites Reziprozititsgesetz) Seien K = Q,(¢) mit einer
primitiven m-ten Einheitswurzel ( und L = K( NV K*). Im Fall (m,p) =1 ist das
m-te Hilbertsymbol fir a,b € K* durch die Formel

g—1

@mm—w<hnwwwwwﬂw>m

aI/K (b)

explizit gegeben.

BEwEIS: Fiir a,b € K* werde das Produkt

q—1

mmw_w<@nW@ww””®)m

aVK(b)

definiert. Dieses ist in beiden Eintrigen multiplikativ, da die Abbildung x — w(z)
fiir z € K* multiplikativ ist. Insbesondere gilt (a,b) = (b,a)!. Somit geniigt es,
die Félle a = g, b = —7g und a = mg, b € O sowie a,b € OF zu betrachten.

Fiir a = mg, b = —mk gilt nach Satz 3.11, Teil (v), dass (7x, —7TK)m = 1. An-
-1

dererseits ist (7, —7mx) = w(1)m = 1. Damit ist die Gleichheit (a,b),, = (a, b)

fiir diesen Fall gezeigt.

Seien nun a = g und b = u € O}. Dann gilt (7x,u) = w(u)q%n1 Seiy = /u. Es
soll gezeigt werden, dass K (y)/K unverzweigt ist. Seien k der Restklassenkorper
von K und «’ der Zerféllungskorper von

X™ —u mod mg.
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Nach [Lor2], § 24, Satz 3, (iii), gehort zu der Korpererweiterung £’ /k eine eindeu-
tige unverzweigte Erweiterung K'/K, so dass ' der Restklassenkorper von K’
ist. Da X™ — u nach dem Henselschen Lemma (vgl. [Neu|, Kap.II, § 4, Lemma
(4.6)) iiber K’ in Linearfaktoren zerfillt, gilt K (y) C K'. Nach [Neu|, Kap.II, § 7,
Satz (7.2), ist jede Teilerweiterung einer unverzweigten Erweiterung unverzweigt,
somit ist K(y)/K unverzweigt.

Aus der Unverzweigtheit von K (y)/K folgt mit Satz 3.5, dass das Normrestsym-
bol (7x, K(y)/K) gerade der Frobeniushomomorphismus ¢g(,)/x der Erweite-
rung K (y)/K ist. Mit dem im Beweis zu Satz 3.11 formulierten Zusammenhang
zwischen Normrest- und Hilbertsymbol folgt

_ PE@w)/EWY)

(TrK7 u)
" y

Da der Frobeniushomomorphismus auf dem Restklassenkorper die Potenzierung
mit ¢ induziert, folgt

(T, u)m =y?  =um =wu) m = (rg,u) mod mg.

Somit gilt (7, u)m = (7K, u), da sowohl (7wg,u),, als auch (mg,u) (g — 1)-te
Einheitswurzeln sind, und die (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln unter der Abbildung
O — ((’)K/mK)* isomorph auf ((’)K/mK)* = k™ abgebildet werden.

Seien nun schlieklich ¢ und b FEinheiten des Bewertungsringes Og. Dann ist
(a,b) = 1.Seiy = V/b. Dann ist K (y)/K nach obiger Argumentation unverzweigt
und mit der Bemerkung nach Satz 3.8 folgt mit v,(a) = 0 fiir das Normrestsymbol
(a, K(y)/K) = id. Damit kann man

(a, K(4)/K)y _
Y

(a,b)m = 1

schlussfolgern. Somit ist auch in diesem Falle (a,b),, = (a,b) gezeigt.
QED

Im Fall p|m gestaltet sich die Angabe expliziter Formeln fiir das Hilbertsymbol

schwieriger. Die vorliegende Arbeit widmet sich der Angabe solcher Formeln im

n+1

Spezialfall K,, := Q,((,) mit einer primitiven p"* -ten Einheitswurzel ¢,, also

m = p"th



Kapitel 4
Vorbereitungen

In diesem Kapitel werden vorbereitende Aussagen formuliert, welche fiir die Be-
weise im Kapitel 5 bené6tigt werden. Zu Beginn werden zunéchst die Bezeichnun-
gen eingefiihrt, die fiir die weitere Arbeit bestimmend sind.

Sei p # 2 eine Primzahl. Fiir n > 0 sei K, = Q,({,) mit einer primitiven
pn+1
dern Qp((p) mit einer primitiven p-ten Einheitswurzel ¢y ist. Die Einheitswurzeln

n

Cny, n=0,1,2, ..., seien so gewdhlt, dass fiir m > n die Beziehung Cﬁ;n_ =(p

-ten Einheitswurzel (,. Es sei darauf hingewiesen, dass Kg nicht Q,, son-

gilt. Nach Satz 2.1 ist K,,/Q, eine rein verzweigte Erweiterung vom Grad
[Kn = Qp] = (p—1)p".

Somit sind die Erweiterungen K,,/K, fiir m > n ebenfalls rein verzweigt und
haben den Grad [K,, : K,] = p™ ™. Fiir die normierte Exponentialbewertung v,
von K, gelten die Beziehungen

vn=(p—-1p"v, und vy,=p""v, fir m>n,

wobei v, die eindeutige Fortsetzung der p-adischen Bewertung von Q, auf K,
bezeichnet. Sei O,, der Bewertungsring in K. Das Element 7, = 1 — (, ist nach
Satz 2.1 ein Primelement in O,,, das davon erzeugte Ideal m,, = 7,0, ist das
maximale Ideal des Ringes O,,. Die Potenzen mj,, r € Z, des maximalen Ideals
lassen sich durch
my, ={x € Oy :vy(x) >r}

charakterisieren. Somit ergibt sich fiir » > s die Enthaltenseinsrelation m;, C m;.
Fiir den Restklassenkorper &, von K, gilt O,,/m, = Z,/p Z, = F,,.

4.1 Die Logarithmus- und Exponentialfunktion in K,
Lemma 4.1 In K,, sind

exp:m, — (1+m)) wund log:(1+m))—m,

20
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fiir r > p" zueinander inverse Isomorphismen.

BEWEIS: Da die Erweiterung K,/Q, den Verzweigungsindex e = (p — 1)p™ hat,
ergibt sich das Lemma als eine Folgerung aus Satz 2.3.
QED

Fiir r, s € N bezeichne (1+m] )* die multiplikative Gruppe {(1 +7y)s, y € (’)n}.
Fiir diese Gruppen gilt das folgende Lemma.

Lemma 4.2 Fira, b€ N mit b > p™ gilt
(1+ mz)pa C14pmb.

Fiir b > p" gilt sogar (1+ mfl)pa =1+ p*m?.

BEWEIS: Zunéchst wird die Beziehung
14+p'md = (14+mb)?"  fir a,beN, b>p"

bewiesen. Nach Lemma 4.1 und aufgrund der Voraussetzung an b ist die Abbildung

log: (1+ mfl)pa — p®log(1 +mb) = p?md

ein Isomorphismus. Wegen v, (p®) = a(p — 1)p” gilt p*m’ = m?l(pfl)pmrb. Wieder-
um nach Lemma 4.1 und aufgrund der Voraussetzung an b erkennt man, dass

exp I (1 D) 2 (14 )
ein Isomorphismus ist. Insgesamt ergibt sich somit die behauptete Beziehung.

Nun ist fiir b > p” die Enthaltenseinsrelation
(1 —|—m2)pa C (1 +pamﬁ) — 1+ mz(p—l)p"—&-b

zu zeigen. Sei dazu x = (1+7T£’Ly)pa, y € Oy, ein beliebiges Element aus (1+m? )"
Dann gilt

a

x—lzZ( ,>7rzjy3.

=17

Es ist nachzuweisen, dass v, (z —1) > a(p — 1)p"™ + b gilt. Dies ist bewiesen, wenn
fiir alle j = 1...p" die Ungleichung

a

Vn(@)ﬂfij) =(p-— 1)19”%((@)) +0bj > alp—1)p" +b



22 Kapitel 4. Vorbereitungen

gezeigt ist. Zundchst muss die Bewertung des Binomialkoeffizienten bestimmt wer-
den. In der Darstellung

<p“>:pap“1‘p“2.__p“(j1).1
J

1 2 j—1 j

erkennt man, dass die mittleren Faktoren nicht zur p-Bewertung beitragen, denn
sollte einer der Zahler durch eine Potenz p® teilbar sein, so ist es auch der dazu-
gehorige Nenner und umgekehrt. Insgesamt erhédlt man

vp((p;>) = a—u,(j)

und somit Vn((p;)wbj) = (p—1)p"(a—vp(j)) +bj. Sei j = dp®, (d,p) =1, e > 0.
Dann ist

vp(j) e <_¢ 1 e 1

= = < .
j—1 dpc—1"pc—1 p—1pc=t4+...+1 " p—1

Diese Abschétzung gilt auch fiir v,(j) = e = 0. Umgeformt ergibt sich
j > (p—1) vp(4) + 1 und man kann obige Uberlegung fortfiihren

v (7)) = (0= 1P (0= (7)) + b((0 = opi) +1)
= (p—1(b—p")vp(j) +alp—1)p" +b.

Wegen der Voraussetzung an b entspricht der letzte Term der Gleichung einer
steigenden Gerade in wv,(j). Der Ausdruck auf der rechten Seite nimmt somit
seinen kleinsten Wert fiir v,(j) = 0 an, also

un(@a) wﬁ;f') > a(p — 1)p" +b.

Damit ist die Behauptung bewiesen.
QED

4.2 Zur Differente von K,

In diesem Abschnitt wird die Differente der Kérpererweiterung K,/Q, berechnet.

Definition 4.3 Seien L/K eine endliche separable Erweiterung lokaler Korper
und a € Op, mit Minimalpolynom f € Og[X]. Dann ist die Element-Differente
von o gemap

f(e), falls L = K()

0, sonst

5L/K(04) = {
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definiert. Die Differente Dy, der Korpererweiterung L/K ist dann als das durch
alle Element-Differenten 0r/x (), a € Or, erzeugte Ideal in Ok definiert. Im
Spezialfall O, = Ogkla] gilt also

Dk = (0r/K ()

(vgl. auch [Neu|, Kap.III, § 2, Satz (2.4)).

Lemma 4.4 Fir den Bewertungsring Oy, im Korper Ky, gilt O,, = Zy[my].
BEWEIS: Sei e = (p — 1)p™. Dann 14kt sich jedes Element x € K, in der Form
r=oag+arCn+ o+ . +a ¢t

schreiben, wobei o; € Q,. Unter Ausnutzung der Beziehung 7, = 1 — (,, erkennt
man, dass man x alternativ auch in der Form

x = fo+ Pimn + Bom2 + ...+ Be_yme!

mit ; € Qp schreiben kann. Damit € O, muss v, (x) > 0 gelten, also

!
Up(x) > min{v,(6o), vn(B1) + 1,. .., vn(Be—1) + € — 1} > 0.
Wegen v,,(0;) € eZ ist diese Bedingung nur erfiillbar, wenn §; € Zj, d.h. es gilt
Oy, = Lp[my].

QED

—-n

Lemma 4.5 Fir m > n gilt mﬁqm = 1,0m.

BEwEIS: Diese Beziehung folgt aus der Beziehung A umy, mit einer Einheit
ue O,
QED

Lemma 4.6 Fir die Differente ©,, der Korpererweiterung K, /Q, gilt

_ o n+l1._ —p"
Dy, =p""m, .

Bewegis: Nach Definition 4.3 und Lemma 4.4 ist es ausreichend, die Element-
Differente d.,, /g, (7) von 7, zu berechnen. Das Minimalpolynom von ¢, ist das

pn+1 .
p"Tlte Kreisteilungspolynom g(X) = %. Somit ist
(1—Xxp""" -1

f(X)=9(1-X) =

T—x) —1
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das Minimalpolynom fir m, = 1 — ¢, (vgl. Beweis zum Satz 2.1, Teil (ii)). Fiir
die Ableitung der Funktion f gilt

X (X)) (1 X - Xy

fi(z) = )
((1_X)pn_1)2
n+1_1 pn n pn+1 pn—l
_anrng G —1)+p"(Cn —1)G
oy (& @ -
(& -)
pn+1 pn+1 pn+1 L
= — — _ pn+lcn1ﬂ_01.

G-y GO-d) G-
Das von f/(m,) erzeugte Ideal ist
Dp = (6n(7rn)) = pn+1Cr:17T0710n = pn+17ralon = pn—&-lﬂ_gp” On = pn—{-lmT—Lp”’

denn (, ist eine Einheit in O,.
QED

Aus dem Beweis erkennt man, dass man die Differente ®,, alternativ auch als
D, =p" Ty 10,, schreiben kann.

4.3 Uber Spuren und Normen

Fiir n > 0 seien S, und N,, die Spur- bzw. die Normabbildung K,, — Q,,
Sp(x) = Z ocx und Ny(z)= H oxr fir ze€K,.

oc€G(Kn/Qp) oc€G(Kn/Qp)

Bekanntlich kann man die Spur und die Norm eines Elementes an seinem Mini-
malpolynom ablesen. Gilt allgemein L = K («) und ist

fX)=X"4ap 1 X" 1+ .. +a1X +ag
das Minimalpolynom von « iiber K, so gilt fiir die Spur S,/x (o) bzw. die Norm
Ny i (a) von a
Spyk(a) = —an—1  und Ny g(a) = (—1)"ao

(vgl. [Lorl], § 13, Gleichungen (8) und (9) nach Definition 1). Fiir m > n bezeich-
nen Sy, und Ny, die Spur und die Norm K,, — K,. Fiir m > k > n gelten
die Kompositionsformeln Sy, = Skn © Spk und Ny = Nip © Npie (vgl. [Lord],
§ 13, T'5).

Ziel ist es, zu zeigen, dass

So(mg) =pZ, und Sp(my,)=p"Z, firn>1.
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Dafiir werden zunéchst die Spuren und Normen der Elemente (,, und m,, berechnet.

Lemma 4.7 Firn >0 gilt

>1
Sn(Cn) = { ? " - Ny(Cn) =1 fiirn >0,
-, n= 01
und
_ n >1
Sp(my) = { (p=1)p" n=1, Nu(mn) =p  fiirn>0.
p, n=0,
Firm >n gilt
Smn(Cm) = 0 Smn(ﬂ'm) = pm—n
und

BEWEIS: Sei n > 0. Man betrachte die Minimalpolynome
FX)=1+XP" + X% ¢ 4+ xC-DP" ypd  g(X) = f(1 - X)

von G, bzw. m, iiber Q,. Im Fall m > n sind

m—n

f(X)=X""" = und g(X)=-f(1-X)

die Minimalpolynome von (,, bzw. m,, {iber K,, denn sie sind normiert, haben
den richtigen Grad und (,, bzw. 7, als Nullstelle.
QED

Lemma 4.8 Seien m >n > 0. Fir k = ap®, (a,p) =1, gilt

0, n>e,
Su(Ch) = ", n=e,
(p - 1)pn7 n<e,

0, 0<e<m—n,
Smn(d%) = pmTn ;ln_e, m—n<e<m,

prTy m+1<e.

BEWEIS: Sei k = ap® mit (a,p) = 1. Dann gilt ¢¥ = ¢2_,. Wegen (a,p) = 1ist ¢2_,
eine p"~¢*t1-te primitive Einheitswurzel, erfiillt also dasselbe Minimalpolynom wie

Cn—e- Damit folgt
Sn(Crlj) = Sn(CfLe) = Sn(Cn—e)-
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Mit Hilfe der Kompositionsformel fiir die Spurabbildung und Lemma 4.7 kann
man weiter argumentieren

{ Sn—e (Sn,n—e(Cn—e)) P°Sn—e(Cn—e)
Sn(Cn-e) = & So(Sn0(¢o)) =9 P"5(Co)
Sn(1) [Kn : Q]
0, fir n > e,
= —p", fir n = e,
(p—1)p", firn<e,

Sei nun m > n. Ist e > m —n, so kann man e = m —n+r fiir ein r > 0 schreiben.
Es gilt ¢& = (G~ "")" = ¢, Wegen Gu_y € Koy C K, ist auch (3, € K,
und es folgt

Smn (dgn) = Smn( Z—T‘) =p" "G =P e

Ist dagegen e < m —n, so gilt e = m —n —r mit » > 0. Man erhélt
¢k = (an@—(nw))a = (pir € Kyypr. Fiir die Spur gilt

Smn (an@) = Smn (CZ—H") = Sn+r,n (Sm,nJrr(Cz—&-r)) = pm_(n+T)Sn+r,n (Cg—i-r) = 07

n+r+1

da ¢y, wegen (a,p) = 1 eine primitive p -te Einheitswurzel ist und somit

Sn+trn (Cngr) = Sn+rn (Cn—i—r) = 0 ist.
QED

Insbesondere erkennt man mit Hilfe von O,, = Zp[my,] = Z,[(y] (vgl. Lemma 4.4),
dass S,(0Or) =0 mod p™ und Sy, (Op,) =0 mod p™ " gilt, dass also

Sn(On) =p"Zy und  Spn(On) =p™ "0y, (4.1)

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen ist es nun maglich, den folgenden Satz zu formu-
lieren.

Satz 4.9 Es gilt So(mg) = pZy.

Bewels: Es gilt mg = moOp und Oy = Zp[mo]. Somit ist mg ein Z,-Modul, er-
zeugt von den Potenzen von my. Aufgrund der Q,-Linearitét der Spurabbildung ist
So(mp) ein Z,-Untermodul von @Q, und hat demnach die Gestalt So(mg) = p'Z,
fiir ein r € Z. Ein beliebiges Element x € mq lésst sich als

x:alwo+agﬂg+agw3+... , G € Ly,
schreiben. Mit Hilfe der Stetigkeit der Spurabbildung folgt fiir die Spur von =

So(.%’) = also(ﬂo) + GQSO(W3> + agso(ﬂ'g’) + ...
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Es ist also notwendig, die Spuren der Potenzen Wé“, k > 1, genauer zu untersuchen.
Sei k = ko+pki, ko < p. Dann gilt modulo p

7= (1= Gk = (1= o)l (1 — )b
=0 mod p, fallsk #0.

In diesem Fall erhiilt man 7§ = py mit einem y € Op. Da Sy(y) € Z, fiir y € Oy,
ergibt sich fiir die Spur

So(wg) =pSo(y) =0 mod p.

Ist 0 < k < p, so gilt unter Beachtung von Lemma 4.8

Sok) = &(é (§)<—1>j<a) - i (5)-1is
— S0() +§ij (5)1vsuch = -+ > (") rven

k
—-1-3 (4)vi+ (§) 1 = p-n-a-pFr1=p
Insgesamt folgt somit

So(x) = ZaiSo(wé) =0 mod p,
i=1

d.h. v, (So(x)) > 1 fiir alle z € my. Damit ist gezeigt, dass Sp(mg) C p Z,,. Wihlt
man speziell x = m, fiir welches die Beziehung So(mg) = p gilt, so erhdlt man
So(m()) = pr.

QED

Lemma 4.10 Sei d, = (n+1)(p— 1)p™ — p"™. Dann gilt

D, =mi  und S,(m,") =17,

n
BEwEIS: Man rechnet leicht nach, dass

—nn _ n o __ N _ N __ N
D, = p"Hm P = gD 2" 0 — 2 (D=1 =P 0 = e

Fiir die zweite Behauptung gilt unter Verwendung von Gleichung (4.1)

n

Sn(my ™) = (D) = p IS, (i)
= p= (TS, (m00s) = p~ " Sy (70.50(On))
= p*ng(mo) = ZLp,
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wobei fiir die letzte Gleichheit die Beziehung So(mg) = p Z,, aus Satz 4.9 benutzt
wurde.

QED
Mit dieser Vorbemerkung 1aft sich nun der néchste Satz formulieren.

Satz 4.11 Firr € Z gilt Sp(m},) = p°Z, mit einem gewissen s € Z, welches die
Ungleichung
ens <r+d, <ep(s+1)

erfillt. Dabei ist d,, = (n+ 1)(p — 1)p™ — p™ wie in Lemma 4.10 definiert und
en = (p— 1)p™ ist der Grad der Erweiterung K, /Q,. Insbesondere ergibt sich
Sp(my,) = p"Zy fiirn > 1.

Bewels: Es gilt m), = 7,0, und O,, = Z[m,]. Somit ist m], ein Z,-Modul. Da
Sy, Qp-linear ist, ist Sp(m),) ein Z,-Untermodul von Q), hat also die Gestalt

Sp(my,) =p°Z, firein s € Z.

n

Sei s so gewdhlt, dass es die Ungleichung des Satzes erfiillt. Wegen e,s —d, < r
gilt dann

ens—dn

r s .. —dn __
mngpmnn_mn

und aufgrund von r < e, (s + 1) — d,, gilt
ps—f—lm;dn _ mzn(s—i-l)—dn ; m:l
Wendet man auf beide Enthaltenseinsrelationen .S, an und beachtet Lemma 4.10,

so erhalt man
Sn(my,) C p°Sn(m, ™) = p°Z,
und
pSJrlZp 7C¢ Sp(my,),
also

Sn(m),) = p°Zy.

n

Setzt man insbesondere 7 = 1, so muss s die Ungleichung s < % <s+1
erfiillen, d.h.

1+d, p"—1 1, n=0,
s = =In+l1————| =
€n (p—1)p" n, n>1.

Hier bezeichne [z] die kleinste ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist. Insbeson-

dere erhédlt man S,(m,) = p"Z, fir n > 1 und So(mg) = p Z,, wie bereits in
Satz 4.9 gezeigt wurde.
QED
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An dieser Stelle sei noch eine oft verwendete Abschitzung angegeben.

Satz 4.12 Fir x € K,, gilt
Un(Sn(2)) > vn(2) + dn — en = vp(x) + (n(p — 1) — 1)p™.

BEWEIS: Setzt man r := v, () und wihlt s wie in Satz 4.11, so erhélt man x € m],
und Sy, (z) € p°Z,. Daraus folgt

yn(Sn(x)) >ens>r+dy —en =vn(x)+dy —ep.

QED

4.4 Das Potenzrestsymbol

In seinem Artikel [Iwa2] beweist K. Iwasawa eine allgemeine Formel fiir das
p"Tlte Hilbertsymbol im Kérper K, der p"*'-ten Einheitswurzeln. Als Spezi-
alfélle dieser Formel ergeben sich die klassischen Formeln von E. Artin und H.
Hasse (siehe [AHal). Da diese jedoch zum Beweis der allgemeinen Formel beno-
tigt werden, ist es notwendig, zunichst die beiden Erginzungssitze zu beweisen.

Die beiden Ergénzungssétze werden im bereits erwéhnten Artikel [AHa] mit Hilfe
des Potenzrestsymbols im Koérper der m-ten Einheitswurzeln formuliert. Aus die-
sem Grund wird in diesem Abschnitt zundchst das Potenzrestsymbol eingefiihrt.

Seien F' = Q(¢) mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel ¢ und p ein Primideal
in Op prim zu m, d.h. (m,p) = 1 wenn p iiber der Primzahl p liegt.

Definition 4.13 Fir u € O% ist das m-te Potenzrestsymbol durch

(;f)m = (7, W) = w(u) =

definiert. Dabei entspricht die rechte Seite dem m-ten Hilbertsymbol (vgl. Theo-
rem 8.12) in der Komplettierung F, von F beziiglich der zum Primideal p gehdren-
den Bewertung vy,. Weiter ist q die Elementezahl des Restklassenkdrpers von Fy.

Sei Oy der Bewertungsring von Fj,. Das Primideal p C Op wird in F, zum maxi-
malen Ideal m C Oy, so dass ¢ = }(’)p/m’.

Lemma 4.14 Es gilt Op/p = Op/m.
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BEWEIS: Sei OF,, die Lokalisierung von O an p und sei m, = pOp, das maximale
Ideal des Ringes OFp. Dann gilt nach [Neu|, Kap.I, § 11, Korollar (11.2),

Or/p = Opyp /m.

Es bleibt die Beziehung (’)F,p/mp = Op/m zu zeigen. Die Bewertung vy, von F'
lakt sich auf O, tibertragen, indem man die Bewertung fiir §{ € Opy, a,b €
Op, b p, gemik vy (%) := vp(a) — vy(b) definiert. Wegen b ¢ p ist vy(b) = 0 und
somit vp(%) > 0. Dabei ist vp(%) > 1 genau dann, wenn a € p, d.h. wenn ¢ € my,.
Somit kann man O als Bewertungsring mit maximalem Ideal m, auffassen. Die
Bewertung ist dieselbe wie in Op. Es gilt

Orp € Oy,

denn einerseits ist O, C quot (Or) = F' C F,, andererseits haben die Elemente
x aus Of, eine Bewertung vp(x) > 0. Fiir die Elemente x € my C Oy, C F, gilt
vp(z) > 1, so dass my, € m. Wegen

folgt, dass Oy die Komplettierung von Opp und m die Komplettierung von m,
ist. Damit gilt nach [Neu|, Kap.Il, § 4, Satz (4.3),

Orp/mp = O, /m.

Somit ist das Lemma bewiesen.

QED

Nach Lemma 4.14 kann ¢ nun auch als Norm des Ideals p geschrieben werden, so

§), o

Nach Theorem 3.12 ist Definition 4.13 unabhéngig von der Wahl des Primelements
m € Op. Das m-te Potenzrestsymbol von v € O, ist, nach Definition von w(u),

die durch
<u> = uanil mod p
P/ m

charakterisierte m-te Einheitswurzel. Insbesondere gilt fiir u = ¢, dass w(¢) = ¢
und mit Definition 4.13 folgt
¢ Np—1
(€) e
b/ m

Definition 4.15 Seien b = Hp”"([’) ein Ideal aus O prim zu m und a € OF.
Dann ist das m-te Potenzrestsymbol gemdfi

(&), ~T1(2)

dass

vp(b)

m

definiert.
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Die Bedingung, b sei prim zu m, bedeutet, dass fiir alle in der Primidealzerlegung
von b vorkommenden Primideale p die Beziehung p 1 m gilt. Dies ist gleichbedeu-
tend damit, dass kein derartiges p iiber einem Primteiler von m liegt.

Satz 4.16 Fir ein zu m teilerfremdes Ideal a gilt

Fiir den Beweis ist es zweckmiRig, das Ideal a als a = [[i_; p; zu schreiben.
Die Primideale p; sind somit nicht notwendigerweise verschieden. Ausgehend von
Definition 4.15 und der dieser Definition vorangegangenen Bemerkung erhélt man

SR & PSR
(a m—gc = .

Andererseits gilt
ot = cm (Il Npi-1)
Es ist also die Gleichheit X (Npy+...4+ Np, —r) = 2 (Npy--- Np, —1) mod m
bzw.
Npi---Np, —Np;—...—Np,+(r—1)=0 mod m?

Zu zeigen.

Sei p ein Primideal aus der Primidealzerlegung von a. Da a teilerfremd zu m ist,
ist auch p teilerfremd zu m. Das heiftt, dass die Primzahl p mit pZ = pNZ
kein Teiler von m ist. Nach [Neu|, Kap. I, § 10, Korollar (10.4), ist p unverzweigt
in F und somit sind e(p/p) = 1 und f = f(p/p) = [F : Q] = p(m). Es folgt
OF/]J = pr und

Np =p/ :p‘P(m) =1 mod m,

da p nach Voraussetzung eine Finheit modulo m ist. Da demnach fiir ein zu m
teilerfremdes p gilt, dass Np—1 =0 mod m, geniigt es als Beweis von Satz 4.16,
das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma 4.17 Seien a1, ..., a, beliebige natiirliche Zahlen. Dann gilt

T

al---ar—al—...—a,«—i—(r—l):Z Z (ar, — D)(..)(ar, — 1).

BEWEIS: Der Beweis erfolgt mittels vollstéindiger Induktion. Der Induktionsanfang
fiir r = 2 lautet

aias — a1 — ag + (2 — 1) = (a1 — 1)(0,2 — 1).
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Sei die Formel fiir r bewiesen, nun ist zu zeigen, dass sie auch flir r 41 gilt. Dafiir
seien einige Bezeichnungen eingefiihrt: {...}; steht fiir j-elementige Teilmengen
von {1,...,r 4+ 1}; {...}; steht fiir j-elementige Teilmengen von {1,...,r + 1},
die 7 4+ 1 nicht enthalten, und {};r steht fiir j-elementige Teilmengen von
{1,...,7+ 1}, die r + 1 enthalten. Aufierdem sei das Argument in der Doppel-
summe mit (...) abgekiirzt. Es gilt

r+1

Yoo (an =1 e 1) =

s=2 {ry,..., rs}

C{1,...,r+1}

=D DG+ )|+ (@ =D )(ar — 1)
8j2 {5 {1;--}:

=3 )+ DD ) =) + (e = 1) () (@ — 1)
=25 =2 L)

=> > )+ (am—l)(Z > (~--)+(a1—1)(---)(ar—1)>
s=2 ()5 51:2 {3,
T r+

=SS ) @Y Y
§=2 {17 =230

Durch die Substitution s — 1 — s in der zweiten Doppelsumme erhilt man dqui-
valent zur letzten obigen Zeile

=3 ) DY )

s=2( 7 s=11.37

=> > () + (ar+1—1)<z Z(...)+(a1—1)+...+(ar—1)>
872 {5 ] s=2{.}5 :

SRS 3 SINP I S SIAB "
=21 17 s=20.}s s=2 {5

+ (ar41 — 1) ((ar = 1) + ... + (ar — 1)).
Die erste und die dritte Doppelsumme heben sich gegenseitig auf, fiir die zweite

Doppelsumme kann die Induktionsvoraussetzung eingesetzt werden.

=aryi(ar-ap—ar—...—ap + (r = 1) +(arp1 — 1) (a1 = 1) + ...+ (ar — 1))

=Qai1 - QpQr41 — Q1 — ... — Qp — Qpy] + T

QED

Fiir ein Hauptideal b = (b) von Op schreibt man auch

(5),= (5)..



4.5. Spezielle Eigenschaften des Hilbertsymbols 33

Sei S die Menge der Primstellen von F' (vgl. [Neu|, Kap.III, § 1, Definition (1.1)).
Zu p € S gehoren eine Bewertung vp und eine Komplettierung F,, von F. Um
zu verdeutlichen, in welcher Komplettierung von F das Hilbertsymbol (a,b).,

betrachtet wird, schreibt man es auch in der Form (aﬁb)m.

Lemma 4.18 Fira, b € F* gilt

), -

pesS

Dabei durchlduft p alle endlichen und unendlichen Primstellen von F (vgl. [Neu],
Kap.VI, § 8, Theorem (8.1)).

Jedes in dem Produkt vorkommende Hilbertsymbol wird in einem anderen lokalen
Korper F} gebildet. Fiir eine unendliche Primstelle p ist die zugehorige Bewertung
eine archimedesche, und die Komplettierung F}, ist isomorph zu R oder C.

4.5 Spezielle Eigenschaften des Hilbertsymbols

Im folgenden wird der fiir diese Arbeit interessierende Spezialfall m = p™*! be-

"+1_ten Einheitswurzel. Das

trachtet. Es ist also F' = Q((,) mit einer primitiven p
p"Tlte Potenzrestsymbol in F bzw. das p"t!-te Hilbertsymbol in den Komplet-
tierungen von [ seien von nun an durch den Index n gekennzeichnet.

"+1_ten Potenzrest- und dem p™t!-

Zunéchst wird eine Verbindung zwischen dem p
ten Hilbertsymbol aufgezeigt, um dann im néchsten Kapitel anhand des Artikels

[AHa| die beiden Erginzungssitze fiir das Hilbertsymbol beweisen zu konnen.

Satz 4.19 Das Hilbertsymbol ist stetig. Damit ist gemeint, dass fir eine Folge
{bj, 7 € N} in (1 + my,), die gegen b € (1 + my,) konvergiert, die Folge der
Hilbertsymbole {(a,b;)n, j € N} fir ein festes a € K}; gegen (a,b), konvergiert.

BEweEIs: Fiir die Konvergenz der Folge der Hilbertsymbole ist zu zeigen, dass

(a,0))n(a, b1, = (a,b; 071, — 1 fiir  j — oo.

Dies bedeutet, da j,n+1 eine endliche Gruppe ist, dass die Existenz eines jo gezeigt
werden muss, fiir welches (a,b;b™1), = 1 fiir j > jo gilt. Aquivalent dazu ist zu

. .. n+1 .
zeigen, dass der Quotient b; b~ fir j > join KpP enthalten ist.
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Sei ¢j := logb; € m,. Aufgrund der Stetigkeit des Logarithmus (vgl. Satz 2.2)
ist die Folge {c;, j € N} konvergent, und zwar gegen ¢ = logbh € m,,. Somit ist
{log (b;b™1), j € N} = {cj — ¢, j € N} eine Nullfolge und fiir die Bewertung gilt

vn(cj — ¢) — 0.

Dann gibt es aber auch ein jg, so dass vp(c; —¢) > (n+1)(p—1)p" +p" + 1
fiir j > jo, dh. ¢; — ¢ € miyrTHEIPHPH
ist die Exponentialfunktion gerade die inverse Abbildung des Logarithmus (vgl.

Satz 2.3), so dass

flir j > jo. Auf dieser Gruppe

bib~ !t =exp(cj —¢) € (14 mPHDE-Dp 441y
= (1 +p”+1mﬁn+1) _ (1 4_mz;71"+1)p’”rl

fiir j > jo. Letztere Gleichheit folgt aus Lemma 4.2. Damit ist gezeigt, dass b; b*

n+1

fir j > jo eine p" T -te Potenz ist.

QED

In F'ist m, = 1—(, ein Primteiler von p, das von diesem erzeugte Primideal in O
sei p. Komplettiert man F' beziiglich der zu p gehérenden Bewertung vy, so erhélt
man F, = Qy((n) = K. In K, wird p zu dem maximalen Ideal m,,. Sei p’ # p
eine weitere endliche Primstelle. Diese liegt dann iiber einer Primzahl p’ # p. Mit
Fy = Qp(¢n) folgt aus Satz 2.1, dass Fyy/Qy eine unverzweigte Erweiterung ist.
Somit bleibt p’ in Fy ein Primelement.

Komplettiert man F' beziiglich einer archimedeschen Bewertung v, so ist die Kom-
plettierung F, isomorph zu C, denn in R gibt es wegen p # 2 keine p"*!-ten
Einheitswurzeln. Dann gilt L, = F,( PHi/FTf) = C, so dass G(L,/F,) = {id} und
G(Ly/F,)* = {1}. Das zu v gehorige Hilbertsymbol ist demnach gleich 1 und

taucht in der Formel von Lemma 4.18 gar nicht auf.

Satz 4.20 Seib € F mitb € (1+p). Dann gilt folgender Zusammenhang zwischen

"+l _ten Potenzrestsymbol in F und dem p™t'-ten Hilbertsymbol in K,,

(8),=(57), = @n

BEWEIS: Da p das einzige iiber p liegende Primideal in Op ist, sind aufgrund der

dem p

Voraussetzung an b alle Primideale p’, die das Ideal (b) teilen, teilerfremd zu p,
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also auch teilerfremd zu p"*!. Damit gilt

AN s AN (pﬁ@)”v““_ <b,<n>
<b>n_H<p’>n =11 ) =11 v/,

1) vI0) wl0)
-1
C’fhb gnab
_H<p’> _H<p’)'
o10) n o10) n

Bisher wurden die Eigenschaften des Hilbertsymbols aus Satz 3.11 und das Lem-
ma 4.18 verwendet. Unter den Primidealen p’; die (b) nicht teilen, ist auch das
Ideal p. Fiir alle von p verschiedenen Primideale p’, die (b) nicht teilen, wird das
Hilbertsymbol (%)n in dem lokalen Kérper Fyy = Qp((,) mit p'Z = p’ N Z be-
trachtet. Wegen (p/,p) = 1 kann das explizite Reziprozititsgesetz Theorem 3.12
angewandt werden, so dass diese Hilbertsymbole, da sowohl (, als auch b Ein-
heiten des jeweiligen Bewertungsringes Oy sind, alle identisch 1 werden. Somit

(.- 1.~ (.06, ().
b n p/T(b) p/ n p n };l/}(;l;) p, n p n

gilt

QED

Satz 4.21 Sei b ein Element des lokalen Kérpers Ky, mit b € (1+my,). Dann gilt
fiir das p"t1-te Hilbertsymbol

Np(b)—1

(Cm b)n = gn o .

BEWEIS: Der globale Koérper F' liegt dicht in dem Korper K, da K, gerade die
Komplettierung von F' beziiglich der zu p gehdrigen Bewertung ist. Genauso liegt
auch die Gruppe (1+p) dicht in der Gruppe (14 m,,). Somit 1kt sich b € (1+m,,)
durch eine Folge {b;, j € N} C (1 + p) approximieren.

Fiir b; € (14 p) gilt nach Satz 4.20 und Satz 4.16

N(b;)—1
Cn :

(Cnybj)n = ((T) _ Cnan '

J

Da aber sowohl das Hilbertsymbol (vgl. Satz 4.19) als auch die rechte Seite
der Behauptung stetig in b; sind, folgt die Behauptung auch fiir den Grenzwert
be (1+my,).

QED
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n+1

Abschliefsend sei noch eine Eigenschaft des p™ " -ten Hilbertsymbols bewiesen,

welche spédter im Beweis des expliziten Reziprozititsgesetzes in Kapitel 5.2 ver-
wendet wird.

Satz 4.22 Seim > n. Dann gilt fir a € K}, b € K, die Gleichheit

m—n

(Nmn(a)jb)n = (a,b)b " .

Beweis: Fiir n > 0 sei L, := K,(?""\/K}). Nach [Neu], Kap.IV, § 6, Satz (6.4)
ist das folgende Diagramm kommutativ,

K;;m ( : ’Lm/Km) . G(Lm/Km)
Nmn
K - G(Ln/Ky)
(., Lm/Kn)

d.h. fiir a € K7, gilt (Nyn(a), Ln/Ky) = (a, Ly, /Km)lL . Mit Hilfe der Beziehung
zwischen Normrestsymbol und Hilbertsymbol aus dem Beweis zu Satz 3.11 erhilt
man fiir b € K

(N (@), Lo/ K) ™ Vb
(a, L/ EK) " Vo™ "

m+1

( (I, bpm*n)m P bpm—n .

(Nyn(a),b). ™V/b

n

Daraus folgt
(Nunla).b), = (0.6, = (a.0)"

n

QED



Kapitel 5
Das explizite Reziprozitatsgesetz

Das Ziel dieses Kapitels ist es, das explizite Reziprozititsgesetz im Korper Qp((y)

n+1

der p"*'-ten Einheitswurzeln anhand von Iwasawas Artikel [Iwa2] zu beweisen.

Wie bereits zu Beginn von Abschnitt 4.4 erwihnt, ist es zuvor jedoch notwendig,
die beiden Erginzungssitze zu beweisen.

Das p"T!-te Hilbertsymbol fiir a,b € K, werde weiterhin mit (a,b), bezeichnet.
Da, der Wert (a, b),, eine p"*!-te Einheitswurzel ist, kann man auch

(CL, b)n = <1{n(a,b)

mit einem von a,b und n abhingigen Exponenten schreiben. Dieser sei im Fol-
genden mit [a, b],, bezeichnet, es gilt also

(ab)a = e

Aufgrund der in Satz 3.11 angegebenen Eigenschaften des Hilbertsymbols, erhélt
man fiir [., . ], folgende Eigenschaften.

Lemma 5.1

(i) [, .]n ist eine ganze p-adische Zahl, die modulo p"' eindeutig bestimmd ist.

(il) Fir a,a’,a”,b,0',0" € K gilt [d'd”,b],, = [d/,b],, + [a”, b]n,
[a,0'V"],, = [a,V]n + [a,V]n.
n+1

(iii) Gilt [a,b], =0 fir alle b € K*, so ist a € K*P" .

(iv) Es gilt [a,bl, = —[b, aly.

5.1 Die beiden Erganzungssatze

Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt orientieren sich an dem Artikel [AHa]
von E. Artin und H. Hasse. Allerdings wird hier der Beweis der beiden Ergin-
zungssitze nicht wie bei Artin-Hasse in der globalen Situation fiir das p"!-te

37



38 Kapitel 5. Das explizite Reziprozitétsgesetz

Potenzrestsymbol, sondern in der lokalen Situation fiir das p"*!-te Hilbertsymbol
erbracht.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass ¢, in dem Artikel von E. Artin und H. Hasse

nicht wie in dieser Arbeit eine p"*t'-te, sonder eine p"-te Einheitswurzel bezeich-
net.

Nun werden die beiden Ergénzungssétze fiir den Hilbertsymbol-Exponenten [., .],
formuliert.

Theorem 5.2 Sei K, = Q,((,) mit einer primitiven p"*

-ten Einheitswurzel (,
und sei ™, = 1 — (, ein Primelement im Bewertungsring O,, von K,. Das von
mn erzeugte mazimale Ideal in Op st my. Fir 8 € 1 4+ my gelten die beiden

Erganzungssditze

1
[Cns Bl = pras ) Sn(log ) Erster Erginzungssatz,

1
[T, Bln = Tt Sn (% log ﬁ) Zweiter Ergdnzungssatz.

n

BEWEIS des ersten Ergénzungssatzes: Sei § € (1 + my,). Nach Satz 4.20 und

Satz 4.16 gilt
C Nn(@fl
_ l _ npn ’
Culn= (%) =¢

insbesondere gilt p"** | (N,,(8) — 1). Es ist also zu zeigen, dass

Nu(B) =1 _ Sa(log §)

n+1
Al T et mod p™.

Zunichst sei bemerkt, dass aus der Reihendarstellung des Logarithmus (vgl.
Satz 2.2) die Gleichung log N, () = Sy (log ) folgt. Da fiir 5 € (1+m,,) stets die
Beziehung

N,(8) =1 mod p"*?

erfiillt ist, gilt
S,(log3) =0 mod p"t.

Somit reprisentieren N’;g@f L und S”p(}iglﬁ ) immer eine ganzzahlige Restklasse mo-
dulo p"*! und die Kongruenzen

N, -1 Sr(l

NulB) =1 =0 modp"™ und Sn(log §) =0 mod p"! (5.1)

pn+1 anrl

bedingen sich gegenseitig. Betrachtet man die Abbildungen

Np(z)—1 Sy (log x)

/\/,S:(1+mn)—>Z/p”+1Z, N(z) = T S(z) = e
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so gilt zum einen N (zy) = N(z) + N (y) wegen Lemma 4.17 und zum anderen
S(zy) = S(z) + S(y) aufgrund der Funktionalgleichung des Logarithmus. Beide
Gruppenhomomorphismen haben wegen Gleichung (5.1) denselben Kern H :=
ker N = ker S. Da die Faktorgruppe (1+m;,)/H isomorph ist zum jeweiligen Bild
im N von N bzw. imS von S, sind die Bilder ebenfalls isomorph, G := im N =
imS. Man hat also zwei [somorphismen

Wegen G C Z/p"t'Z ist G eine zyklische Gruppe. Somit existiert fiir jedes
z € (1+my,)/H ein ¢; € G, so dass N'(z) = ¢;S(z). Da N und S Isomorphismen
sind, ist (1-++my,)/H zyklisch, und es existiert ein Erzeuger zo von (1+m,)/H, so
dass N (xg) bzw. S(zo) die Gruppe G erzeugen. Sei ¢ € G mit N (zg) = ¢S(xo).
Wihlt man nun @ € (1 +my,)/H beliebig, so gilt = x{* mit einem r, € N und
man erhilt

N(z) = N(z(7) = raN(x0) = ree S(zo) = ¢ S(x(") = ¢ S(z).

Damit ist die Beziehung

Np(z) —1 Sy (log x)

n+1
nFT = ¢~ g modp

mit einem von x unabhéngigen Faktor c gezeigt.

Dieser Faktor ¢ kann nun bestimmt werden, indem man fiir x einen speziellen Wert

einsetzt. Sei g = exp (1%). Wegen I/n(:[%) = (p—l)p"vp(]%) =(p—1)p" >p"

gilt mit Lemma 4.1, dass logzg = ]%. Somit ist S, (logzg) = p"*! und

Sy (log o)
I S

p
Mit Ny (exp(y)) = exp (Sn(y)) fiir beliebiges y € (1 + my) folgt Ny (zo) =
exp (p"*!) und

Np(zg) =1  exp (pt) —1 pk=D(n+1) pE=D(m+1)

o L - Z Kl =1+ Z k! '
k>1 k>2

Nach [Neu|, Kap.Il, § 5, Lemma (5.6), gilt fiir eine natiirliche Zahl k, dass

vp(k!) = I;__Sl’“, wobei fiir k = Y a;p’ > 0 die p-adische Ziffernsumme s;, ge-

méh s := > a; > 1 definiert ist. Damit folgt nun fiir einen Summanden aus der
Summe iiber k > 2

(k—1)(n+1) —3 _
() = (k= Do+ 1) = 2% > (k= )(n+1) - £}

>k—-1n+1)—(k—1)=(k—1)n>n,
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also vp(p(k_lkﬁ) >n + 1. Somit ist

Nn(:(}o) -1

n+1
pn+1 :

=1 modp

Daraus folgt ¢ = 1 und der erste Ergénzungssatz ist bewiesen.
QED

Bevor der zweite Ergénzungssatz bewiesen wird, sei an dieser Stelle an die M&bi-
ussche p-Funktion erinnert. Sie ist fiir r € N durch die Eigenschaft

Su(p) - S -{ b L

k|r k|r

definiert (vgl. [Ha2|], Kap.I, § 2, S. 15). Mit Hilfe der pu-Funktion kann man folgende
Umkehrformel beweisen.

Lemma 5.3 Fliir zwei Funktionen F und f gelte die Beziehung

Faoy= Y 1

Dann gilt die Umkehrformel

fay= Y M g,

(m,p)=1

wobet p die Mobiussche p-Funktion bezeichnet.

BEWEIs: Aus der Voraussetzung folgen die beiden Gleichungen

ka xk mkm
F(xk)z Z f(7n) und Z ﬂ(k)F(k ): Z Z :u(k)f(km )

m>1 k>1 k>1 m>1
(m,p)=1 (k,p)=1 (k,p)=1 (m,p)=1

Fiir ein festes r := km auf der rechten Seite der zweiten Gleichung durchlauft &
alle Teiler von 7. Somit folgt

ak z"
NG S SRR

E>1 r>1 gy
(k,p)=1 (r,p)=1

Aufgrund der definierenden Eigenschaft der Mébiusschen p-Funktion bleibt in

obiger Summe nur der Summand fiir » = 1 iibrig,
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Dies entspricht gerade der Behauptung.
QED

Die folgenden beiden Lemmata iiber Binomialkoeffizienten sind als Hilfssidtze am
Ende des Artikels [AHa| angegeben.

Lemma 5.4 Seien a,b € Nmita > 0unda >b> 0. Seien a = vy(a), § = vy(b).
Dann gilt

<Z> =0 mod p™** {O’O‘_ﬂ},

d.h. vp((3)) = max {0,a — 3}.

BewEIS: Falls v < 3, so ist max {0, « — 3} = 0 und die Behauptung ist klar, denn
wegen (Z) € N gilt stets vp((’;)) > 0. Falls a > f3, so folgt

w((3) =u((32))5)

QED

Lemma 5.5 Seien ag,b € N mit (ag,p) =1, 0 < b < app® und o > 1. Dann gilt
a a—1
<a2§ > = <a0pb > mod p?®.

BeEwEIs: Fiir b = 0 ist die Behauptung klar. Sei also b > 0. Dann ist

app™\ _ aopaaopo‘ —lagp® =2  agp® —(bp—1) 1
bp 1 2 bp—1 bp

_ aop™(aop” —p) - - (aop® — (bp — p)) I app® — j
p-2p---(b—1)p-bp i

@U,p)=1
Jj=1...bp

Im ersten Faktor 1&#t sich b-mal der Faktor p aus Zahler und Nenner herauskiirzen,
so dass man (*°7, ; 71) erhélt. Aus dem Produkt wird fiir jeden der b(p—1) Faktoren
der Faktor —1 herausgezogen. Da b(p—1) gerade ist, ergeben diese zusammen +1.

(e} a—1 a
aop ) _ (aop ) H (1 _ aop )
( bp b (4,p)=1 J
j=1...bp

Man erhilt somit




42 Kapitel 5. Das explizite Reziprozitétsgesetz

Unter der Annahme b = bgp®~ 1, (b, p) =1, B > 1, ergibt sich das obige Produkt

zu
aﬂpa) _ « 1 2c
Il 11— — = 1—agp E —  mod p**.

( J

(4,p)=1 J (J,p)=1
j=1...bgpP j=1...bgpP

In der Summe durchliuft j by-mal ein primes Restsystem modulo p®. Somit durch-
liuft auch % bg-mal ein primes Restsystem modulo p?. Dieses Restsystem enthlt
(p — 1)p®~! Elemente. Da dies eine gerade Anzahl ist, konnen je zwei entgegen-
gesetzte Restklassen immer zu Null zusammengefasst werden, so dass

1 1
Z ~=0 modp® bzw. amp® Z =0 mod p*P.

(J,p)=1 J
j=1...bgpP j=1...bgpP

Damit ergibt sich

H (1 _ dop ) =1 mod p¥tmin {8},

(J,p)=1
j=1...bgpP

Beachtet man noch, dass nach Lemma 5.4 die beiden Binomialkoeffizienten (a%g))

und (aop;:il) durch pmax{0.a=0} — pmax{ef}=F teilhar sind, so ergibt sich zusam-

men mit min {a, 8} + max {a, 3} = a + 3 aus den letzten Uberlegungen

aopa _ aopafl 1 mod pa-i-min {avﬂ}
bp b

a—1
_ (aop > mod pletmin {a6})+(max {a6}-)

a—1
= (aop > mod p?“.
QED

BEWEIS des zweiten Erginzungssatzes: Fiir 8 € (1 +m,,) ist

srter Sn (— £z log 3)

(Wn, B)n = CTL

zu zeigen. Zunichst wird die Behauptung fiir Gy € (1 + m%n+l)(pfl)p"+p”+l) be-

wiesen. Fiir ein derartiges Gy gilt mit Lemma 5.19 die Gleichheit (7, Go)n = 1.
Es ist also

1
P Sn( — fr—n log ﬂo) =0 modp"!
n

nachzuweisen. Aufgrund der Voraussetzung an 3y und Lemma 4.1 gilt log By €

m{ @I D rans folgt log fo = 0 mod p"*'7om, und

) Sn

n

log 6o =0 mod 7.
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Somit erhalt man

1 G

anrl

log Bp = moy mit y € O,.

Aufgrund von Spo(y) = 0 mod p” fiir alle y € O,, (vgl. Gleichung (4.1)) folgt
p_("H)Sno( — %logﬁo) =0 mod mp", d.h. es gilt

p_("+1)5n0( _ log ﬂo) = mop" Yo
Tn,

mit einem yo € Op. Mit So(mg) = pZ, (vgl. Satz 4.9) schlussfolgert man schlieflich

1
pn+1

Sn( fn log ﬁo) = p"So(yomo) =0 mod p" 1.

Nach dieser Vorarbeit geniigt es nun, den zweiten Erginzungssatz fiir alle Ele-
mente von

H:={zxc¢c On/mg"“)(p‘”f’"*?"“ cx=1 modm,}

7u beweisen. Nach [Ha2], Kap.I1, § 15, (d), Aussage (IT), ist {1—7%, 1 < a < p"*,
(a,p) = 1 oder a = p"*1} ein Erzeugendensystem von (1+m,,), insbesondere auch
ein Erzeugendensystem der Gruppe H. An dieser Stelle soll jedoch ein Erzeugen-
densystem {7,} derart konstruiert werden, dass es der Gleichung

o0 ﬂ_ap
logra=-) — (5.2)
k=0 p
k
geniigt. Unter Verwendung der Potenzreihe g(z) :== =) /7, ”;Lk soll fiir die Ele-

a
n

log(l —x) = ii:—z an: 9l (5.3)

m>1 m>1
(m,p)=1 (m,p)=1

mente des Erzeugendensystem also log 7, = g(7%) gelten. Die Gleichung

ist eine formale Identitat von Potenzreihen. Mit Hilfe von Lemma 5.3 148t sie sich
umkehren zu

Z ulm) log ™) =log ( H (1-— xm)“ijj))_ (5.4)

m>1 m>1
(m,p)=1 (m,p)=1

Dementsprechend wahlt man

(m)
= [ =mm,

m>1
(m,p)=1

bzw. die dazu modulo m(n+1)(p Dpttp"+1 kongruenten Zahlen aus O,. Wegen

7o =1 — 72 mod 7¢+! bilden die 75, 1 < a < p"*, (a,p) = 1 oder a = p"*,
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ein Erzeugendensystem von H.

Der zweite Ergédnzungssatz wird nun fiir die Elemente 7, bewiesen, indem zu-
néchst der Exponent ¢, in der Gleichung (7, 74)n = ¢5* bestimmt wird und dann
p_(”+1)5n( - 7% log Ta) = ¢, mod p"*! nachgewiesen wird.

Es gilt (m,,1 —72)¢ = (72,1 — 7d), = 1, so dass fiir (a,p) = 1 die Beziehung
(7, 1 — %), = 1 folgt. Wegen (am, p) = 1 ergibt sich somit

plm)
(Tny Ta)n = H (Tp, L =™y ™ = 1.

m>1
(m,p)=1

Sei nun a = p"*1. Aufgrund von (¢i7™, 1 — (in™), = 1 gilt allgemein
(m 1= G dn = (G 1 = G = (G 1= Gz

n+1 pntl—1 i s . ‘e
Mit Hilfe der Gleichung 1 - X7 =TV, (1 - X ) erhdlt man die Identitdt
1— ot = | - (1 = ¢ia™). Damit folgt

n+1 1
mp™t1 ”(7;”) i,_m M(r;n
(7Tn77—p"+1)n = H (ﬂ'nal_ﬂ'n )n = H H 7Tn7 _Cnﬂ-n )"
m>1 m>1
(m,p)=1 (m,p)=1
n+1 1
7 H(m)
= 11 =g
m>1
(m,p)=1

Da es in dem Produkt iiber i nur auf die Restklasse modulo p"*! ankommt,
kann man wegen (m,p) = 1 auch i = jm, j = 0,...,p""t — 1 schreiben. Unter
Verwendung des ersten Ergénzungssatzes ergibt sich

n+1 1
jm)
(anTp”+1)n: H H Cn»l_cjm m) "
mp=t
n+1_
_pH1 H C_jugnm)pnhl S (log(1-¢im 7)) _ o
= n = ¢
=0k
mit
Vs (m)
A= - nj+1 S”( 2 E (=G m))
]:O p m>1

Mit Hilfe von Gleichung (5.4) und der Definition der Funktion ¢ erhélt man

pn+1_1 pk pn+1_1

A=- Z Zyi—lsn(g(%ﬂn)):zllfSan:H Z ]C%pk>

j=0 Jj=0
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n . n+1
Sei f(z):= ?;6171 ) = xpx_fl. Dann gilt
pn+1—1 pn+1 pn+1
Y N VS X ..z —1
7=0
so dass die Beziehung
pn+1_1 n+1
. ipk p ..
af (@) o= > jGr=— fir k<n
= =0 G —1
folgt. Fiir k > n + 1 ist C%pk = 1 und damit ergibt sich
pn+1_1 pn+1_1 il
 ink ) P -1
daar= > i=rtt—
j=0 §=0
Somit schliefst man
n k
1 h 1 pntt —1 Kk
A=Y gs(or)+ X g s
k =n k k n\’'n
=0 P G —1 e 2
= B + C

k

).

k
4 B.—3y"n 1 U — 1 prtiai P
mit B:=) ;_, F S"<Cpkn 1) und C' =3 ;5 1y e Sy (mh
n

Zur Berechnung von B sei zuerst bemerkt, dass fiir £ < n die Beziehung Cﬁk -1=
Cn—k — 1 € K,_j gilt. Unter Verwendung von Lemma 4.8 erhélt man

k
1 it 1 1 k
- L T p
pk Sn,nk(cﬁk _ 1) pk Cgk ] Sn,nfk (7Tn )
1 1 k
“ g S0
- 1) S 4(G)
ok ( n.n—k\&n
pE et r:O(T)
1 1 k k k k
= ﬁm (p +p" (1) ¢h )
1 K
:Cpk (1_C£):_1
P
k
Damit st Sn(gjﬁ_l) = Spk(—1) = —(p — 1)p"*, so dass
n 1 ﬂ_pk n
B=) 5 ( . ) ——(p-1) "
E P\ ok
=0 P G —1 k=0
n n+l
= p-DY p=-(p-1 =1—p"t
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Also
B=1 mod p"t.

Zur Berechnung von C' wird die Groke Sy, (ﬂﬁk) untersucht. Mit Hilfe von Lem-
ma 4.8 ergibt sich

Sn(ml)) = 2% (]f)<—1>’“sn< )
_ ; (p:><—1>’”<p— " - ;j ff)(—n?“p"

vp(r)=n+1l...k

'r':O...pk

Wegen k& > n haben r und p* — r dieselbe p-Bewertung. Somit kommt mit dem
Summand zu r auch der Summand zu p* — r in jeder der beiden Summen vor.
Diese beiden Summanden heben sich aber wegen (—1)" = —(—l)pk " weg, so dass
sich jede der beiden Summen zu Null ergibt. Damit ist

C=0
und A =1 mod p"*!. Fasst man die bisherigen Ergebnisse zusammen, so ergibt
sich

(Tns Ta)n = 1, fir (a,p)=1

(T, Tynt1)n = Ca.

Nun sind die Gleichungen

1 n 0, ,p) =1 n
prtl Sn( — f;—logra> = { “ p)n+1 } mod p"t! (5.5)

n

zu zeigen. Dazu wird die Rechnung fiir beliebiges a > 1 durchgefithrt. Mit
log 7, = g(7?) (vgl. Gleichung (5.2)) folgt

8, (= ogr) = p 45, (- ()

n
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Fiir die Spuren in den Summanden gilt unter Verwendung von Lemma 4.8

apk—l k
—1
S (o 1) = 5, Z (“p >(—1)T ) r+1—r
T
r=0
P k
ap® — 1
o I G [CUENES
r—1
r=1
(lpk (lpk T

— — (—1)"S r
;( r )ap’“( 7 $n(G)

3 (") Ly - v 3 () Ly
vp(r)=n r apk vp(r)>n r apk
rpO...apk' rpo apk

k
— N ap L o r n+1 ap r _1 T
Y v ('r)>n( r )apk( U(rzbn< > ) ‘
p(r)= P
7‘:()4.40,111C r=0.. apk

Damit kann man obige Rechnung fortsetzen
p*("“)Sn< ~ Sn g Ta) =
Tn,
= 1
— —(n+1) Z Cn ap 71)
k=0 p
© n+1 k
—(n+1) % >rk<_1)r_p . Z <Gp >’rk(_1)r
k=0 p v (’V‘ >n ap p r ap
D

vp(r)>n
r=0.. ap 7‘:0.4.ap'1C
o0
1/1 ap r ap®\ r
:Zw@ <TMW”‘Z<TWHV
k=0 vp(r)>n vp(r)>n
r=0.. aplC T 0..4apk

O£ 5 M

'rOu,p

k
vp(r)>n k=1 vp(r)>n

r=0...a k

r=0...ap

Dabei entspricht die zweite Summe dem (k = 0)-Term der letzten Summe eine
Zeile dariiber. Nun wird in der ersten Summe eine Substitution k¥ + 1 — k vor-
genommen, und in der dritten Summe in jedem Summanden ein Faktor p aus r
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ausgeklammert. Man erhélt

p_("+1)8n< — fr—” log Ta) =

[e.9]

k=1 wvp(r)2n

r:Omapk_l
> (i X (TS
vp(r)>n rja k=1 ovp(r)>n p rp ap
r=0...a r=0.. apk 1
. Z <a>7’< i ]. Tp< 1)1“ <<apk—1> (apk))
— — — A - .
vp(r)>n r;a k=1 vp(r)> ]3 ap r Tp
r=0...a —0.. uk 1

Der letzte Schritt gilt wegen (—1)" = (—1)". Gilt v,(a) = ko, so ist die Differenz
der Binomialkoeffizienten nach Lemma 5.5 durch p?**2%0 teilbar. Somit ist jeder
Summand in der letzten Summe durch p2kt2kotn+1-(2k+ko) — photntl 4150 auch

durch p"*! teilbar. Als Endergebnis erhilt man
1 Cn B a\r 41
RS} Sn< . logTa> = — %2 <r> E(_l)T mod p"
'Up T n
r=0...a

n+1
ntl mod p" .

_J o, falls 1<a<p"t!
11, falls a=p

Mit Blick auf Gleichung (5.5) ist damit der zweite Ergénzungssatz bewiesen.
QED

5.2 Das explizite Reziprozititsgesetz

Der in diesem Abschnitt dargebotene Beweis des expliziten Reziprozitdtsgesetzes
orientiert sich an dem Artikel [Iwa2] von K. Iwasawa. Bevor das Theorem formu-
liert werden kann, besteht die Notwendigkeit des Beweises einiger Lemmata und
Sétze.

Satz 5.6 Es gilt S, (@n log(1 + mn)) =0 mod p"th

Beweis: Es werde die Abbildung
v:(14+my) — Oy/my,, 1+ zm, — 2 mod m,

betrachtet. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus von der multiplikativen Grup-
pe (1 +m,) in die additive Gruppe O,/m, = F, mit dem Kern (1 + m2) =
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{a € O, :a=1 mod 72}. ¢ induziert somit einen ebenfalls mit ¢ bezeichneten
Isomorphismus
p:(1+m,)/(1+m2)20,/m, 2T,

Es gilt ¢(¢n) = ¢(1 — m,) = —1. Da —1 ein Erzeuger der additiven Gruppe F),
ist, ist (p, ein Erzeuger der linken Seite. Man kann also

(1+my) = (Ga) x (1+m7)

n+1

schreiben, wobei ((n) = pipn+1 = {¢F, k € Z} die Untergruppe der p"*'-ten Ein-

heitswurzeln bezeichnet. Wegen log (;, = 0 (vgl. Bemerkung zum Satz 2.2) folgt
log(1 +m,,) = log(1 +m2).

n+1

Somit geniigt es, S, (D, loga) =0 mod p"*', bzw.

Uy, (Sn(gnlog a)) >(n+1)(p—1)p" (5.6)

fiir alle @ € (1 +m2) zu zeigen. Dieser Beweis wird in zwei Schritten erbracht.
Im ersten Schritt wird gezeigt, dass die Ungleichung v, (p"*!loga) > p™t! + p»
fir @ € (1 + m2) gilt, und im zweiten Schritt wird bewiesen, dass daraus die
behauptete Ungleichung (5.6) folgt.

Zum ersten Schritt: Sei « =1 — 3 € (1+m2), 3 € m2. Dann lift sich log « als

loga=—Y —
og « ; k

schreiben. Es ist zu zeigen, dass v, (p"“%) > p"tl 4 p7 fiir alle k > 1. Sei p© die
p-Potenz, die k exakt teilt. Dann gilt £ > p® und

U, (p"“‘l%k) =n+1-e)(p )P+ 2k
> (n+1—e)(p—1)p"+2p°
=m+1—e)p"t —(n+1—e)p"+2p°
>,

-1
—1

Die letzte Ungleichung ist dquivalent zu der Ungleichung
(n—e)p"™ — (n+2—e)p™ +2p° > 0.
Sei f(X):=(n—e)X" —(n—e+2)X" +2X° Es ist die Giiltigkeit von
f(X)>0 fir X >3

zu zeigen. Im Fall e = n ist f(X) = 0 und diese Ungleichung ist erfiillt.
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Im Fall e < n kann man f(X) als
fFX)=X((n—e)X" " —(n—e+2)X""°+2) = X°g(X)

mit einer Funktion ¢(X) := a X% — (a+2)X?+2 und a :=n —e > 1 schreiben.
Bs gilt g(3) =2-3%(a—1)+2 > 0 und ¢/(X) = aX* 1 ((a+ 1)X — (a+2)) >0
fiir X > 3. Somit folgt g(X) > 0 und auch f(X) >0 fir X > 3.

Falls schlieklich e > n, so 14t sich
f(X)=X"((n—e)X —(n—e+2)+2X") = X"h(X)

mit einer Funktion h(X) := 2X? —bX — (2 —b) und b := e — n > 1 schreiben. Es
gilt A/(X) = b(2X*~t — 1) > 0 fiir X > 3. Mit Induktion nach b lift sich zeigen,
dass h(3) = 2(3" —b—1) > 0 gilt. Fiir b= 1 ist h(3) = 2(3' =1 —1) = 2 > 0. Fiir
alle b > 0 gilt 2-3% > 1, so dass 3**! > 3% + 1. Damit folgt fiir b > 1

h(3)=3""—(b+1)—1=3""—p-2>3"—b-1>0.
Die letzte Ungleichung gilt aufgrund der Induktionsvoraussetzung. Somit folgt

h(X) > 0 und auch in diesem Fall ist f(X) > 0 fiir X > 3.

Im zweiten Schritt ist nun zu zeigen, dass aus der soeben ermittelten Abschitzung
die Ungleichung vy, (Sn(Dnloga)) > (n+ 1)(p — 1)p™ fiir alle a € (1 +m2) folgt.
Sei # € D, d.h. z = p"Tly mit y € my?" . Mit Hilfe von Satz 4.12 folgt

Un(Sn(zloga)) > vp(zloga) + (n(p—1) — 1)p"
= vn(p" " loga) + vn(y) + (n(p — 1) — 1)p"
>p" 4 pt —p"+ (n(p—1) —1)p"
= m+1p-1)p"

fir alle x € ©,,. Damit ist der Satz bewiesen.
QED

Satz 5.7 Seim >n > 0. Dann gilt
(i) p~ DS, (D log(1 +my,)) =0 mod p™*t fiir m > 2n + 1,
(ii) p~(mt S, (D log(1 + mﬁn)) =0 mod p"t! firm >n+1,

(i) p~(mtDs,, (D log(1 + mipn)) =0 mod p" ! fiir m > n.

BEWEIS von (i): Unter Verwendung der dem Lemma 4.6 nachfolgenden Bemer-
kung und der Gleichung (4.1) gilt

Smn(gm) = Smn(pm+17T()_10m) = pm+17r()_15mn(0m) = pm+1pm_n7r()_10na
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welches fiir m > 2n + 1 wegen p" ! | p™ ™™ in p" T pntir 1O, = p" 1D, enthal-
ten ist. Damit ergibt sich

p~ DS, (D log(1 +my,)) = p~(MHDS, (S0 (Din) log(1 +my,))
C Sy (Dnlog(1 +my))

und die Aussage folgt aus Satz 5.6.

BEWEIS von (ii): Zum Beweis der zweiten Aussage werde der Isomorphismus
p: (1 erﬁn)/(l +mP" ) - 0,/m, 2F,, 1+zrt — 2 modm,

betrachtet (vgl. Beweis zu Satz 5.6). Fiir an =(@=1-m=1- ur?" mit

einer Einheit v € O gilt o(F") = —u. Wegen u & m,, ist u ein Erzeuger von

~

O,/m,,. Somit ist ¢} ein Erzeuger der linken Seite, d.h. man kann (1 + m ) =
(¢P") x (1 +mE ™) schreiben. Die Gleichheit log(¢5") = 0 impliziert

log (1+mP") =log (1 +mk ™) =md 1.

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus Lemma 4.1. Mit Hilfe von m,” "= un L0, =
" O folgt ©,,, = pmﬂm;@pm = pm’qﬂﬁpn(’)m und

p(mtg (@m log(1 + mﬁ")) - p_(m“)Sm(pm“w;pn Ommﬁn“)
_ pm—nSn(mn) _ pm—npnzp

=p"Z, =0 mod p"*!

fiir m > n + 1. Bei dieser Rechnung wurde S,,(m,,) = p"Z, (vgl. Satz 4.11) ver-
wendet.

BeEwEIS von (iii): Nach Lemma 4.1 gilt log (1 + mipn) — m?" = W%On. Analog
zu obigen Uberlegungen folgt daraus

p DS, (D, log(1+ m")) = p= ("D S, (p a1 0,73 0,) = S (moOnm)

= So(m0Smo(Om)) = p™So(mp)

=p™pZ,=0 mod p™tl.

Damit gilt Aussage (iii) fiir m > n.
QED

Sei Zp|[T]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber Z,. Wegen O,, = Z,[m,]
exigtiert fiir jedes x € O, eine Potenzreihe

FT)=> T, aj€Zy, s=va(x)>0
Jj=s
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mit f(m,) = z. Eine solche Potenzreihe wird Potenzreihe fiir  genannt. Diese ist
durch z nicht eindeutig bestimmt. So kann man eine gegebene Potenzreihe mit
einer Potenzreihe ¢(T") mit g(m,) = 1 multiplizieren. Beispielsweise hat ¢g(T") =
(1-T)> 50 T7 diese Eigenschaft.

Definition 5.8 Seien x € O,, x # 0, und f(T) eine Potenzreihe fir x. So
definiert man

() = 8a() (&) i= () € K

Da f(T') nicht eindeutig durch = bestimmt ist, sind auch f’(m,) und §,(x) nicht
eindeutig durch = bestimmt. Betrachtet man jedoch d,(z) als Funktion auf O,,
dann gilt folgender Satz.

Satz 5.9 Sei x € O, fest. Dann liegen alle moglichen Werte 6, (x) in derselben

1

Restklasse von m,;* mod ®,, d.h. sie reprisentieren dort alle dasselbe Element.

Man kann also 6, als Funktion O, — m_ /D, auffassen.

BEWEIS: Zuerst wird gezeigt, dass 6, () fiir x € O,, immer in m! liegt. Ist f(T)
eine Potenzreihe fiir x und ist v,(z) = s > 1, so ist v, (f’(ﬂ'n)) = s — 1 und man
erhéalt

Vn(én(x» = Un (%f,(ﬂ-n)>
= Un(Cn) — vn(x) + z/n(f'(7rn)) =0—-s+(s—1)=-1.

Ist dagegen v, (z) = s = 0, ist & also eine Einheit, so ist v, (f/(7,)) > 0 und es
gilt
un(dn(x)) = Vn(f'(wn)) —vp(z) > 0> —1.

Damit ist &, (z) € m,, ! gezeigt.

Seien nun f(7') und ¢g(T") zwei Potenzreihen fiir z. Dann ist 7, eine Nullstelle
der Differenz f(T') — g(T), d.h. diese ist durch das Minimalpolynom d(7") von 7,
teilbar. Man kann also

p—1

F(T) = g(T) +uw(T)A(T), d(T) =7 (1-T)"", wu(T) e Z,)[T]]

k=0
schreiben. Durch Differentiation erhilt man f'(m,) = ¢'(m,) + u(m,)d (7). Da
D, das von d'(m,) erzeugte Ideal ist (vgl. Definition 4.3), folgt

f'(m) = ¢'(mn) mod u(mp)Ds

bzw. %f’(wn) = %g’(wn) mod %u(wn)ﬁn Es bleibt “2u(m,) D, C D, zu zeigen.

T
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In f und g verschwinden alle Koeffizienten a; fiir 0 < i < s = v, (x). Da dies in
d(T) nicht der Fall ist, es gilt namlich d(0) = p, muss es in (7)) so sein. Damit
folgt vy (u(my)) > s bzw. Vn(%u(ﬂ'n)) > s —s =0, was bedeutet, dass %u(ﬂn) €
Oy,. Daraus folgt schliefslich %u(ﬂn)’Dn C @, und somit 0,(f)(z) = dn(9)(x)
mod 3,,.

QED

An dieser Stelle seien fiir x = (, und fiir z = m,, spezielle Werte der Funktion &,
berechnet. Das Polynom f(T) = 1—1T ist eine Potenzreihe fiir ¢, mit f/(T) = —1.

Somit gilt
G

6n(<n) = Cif,(wn) =—-1 mod D,. (57)
Es ist g(T) = T eine Potenzreihe fiir 7,. Wegen ¢'(T') = 1 folgt
Cn 4 Gn
571 n) = — n) = — d n- .
()= £ (m) = £ mod 59

Lemma 5.10 Seien K := J,_ (K, und 0 € G(K/Qp). Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte p-adische Finheit (o), so dass

o(&) = ¢ fir alle n > 0.

BEWEIS: Sei 0 € G(K/Q)) fest gewahlt und sei £ = k(o). Fiir n > 0 sel K, €
Z./p" T Z mit o((,) = (. Der Exponent k, ist eindeutig bestimmt, da o durch
seine Wirkung auf ¢, eindeutig bestimmt ist. Fiir n = 0 gilt wegen o({y) # 1 sogar
ko € (Z/pZ)*. Abschliefend bleibt zu zeigen, dass K = (..., Kn, ..., K2, K1, Ko) €in
Element des projektiven Limes Z,, ist, d.h. dass fiir m > n die Beziehung k., = Ky,

mod p"*?! gilt. Sei m > n. Dann ist
Gr=0(G) = o) = oG " =Gt T =G

und somit folgt km, = K, mod p"1. Wegen kg € (Z/p Z)* ist k eine p-adische
Einheit. Da alle &, eindeutig bestimmt sind, ist auch x eindeutig bestimmt.

QED

Satz 5.11
(i) Fir xz,y € Oy, z,y # 0, gilt

dn(zy) = 0n(z) + 6n(y) mod D,.
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(ii) Fir z € O, und 0 € G(K/Qy), gilt
on(0(z)) = K(0)o(6p(z)) mod D,
wobei k(o) die eindeutig bestimmte p-adische Finheit aus Lemma 5.10 ist.
(iii) Fir m > n und eine Einheit x aus Oy, gilt

Om(z) =" "0n(z) mod Dyy.

BEWEIS von (i): Seien f(7') und ¢(T') Potenzreihen fiir = bzw. y, d.h. es gilt
f(mn) = z und g(m,) = y. Dann ist f(T)g(T) eine Potenzreihe fiir zy und man
kann schlussfolgern

r_

) = T (Fr)o(mn)) = S (madama) + (o) ()

%fﬁﬂ+?dh@z%myM4m mod D,,.

BEWEIS von (ii): Seien € O, und o € G(K/Q,) fest vorgegeben, sei k = k(o)
und sei u(T) =1— (1 —-T)" = kT + ... . Dann gilt u(m,) =1 — (1 —m,)" =
1—0(¢n) = 0(1—=¢n) = o(my), d.h. u(T) ist eine Potenzreihe fiir o (7). Auberdem
ist o/(T) = k(1 —T)* ! und o/(m,) = n%.

Sei f(T') eine Potenzreihe fiir z. Dann gilt f(u(m,)) = f (o (mn)) =0 (f(m)) =0 (),
d.h. f(u(T)) ist eine Potenzreihe fiir o(x). Somit ergibt sich

dnlo(a) = 25 ) (72) = o ()7
=Ko (%f’(%z)) =k 0o(6p(z)) mod Dy,.

BEWEIS von (iii): Sei z eine Einheit aus O,. Dann ist x auch eine Einheit in
O, und jede Potenzreihe g(T') mit g(m,,) = z ist eine Potenzreihe fiir x € O,.
Sei f(T') eine Potenzreihe fir z in O,, d.h. f(m,) = z. Wegen 7, = 1 —(, =
1—-B " =1—(1—mp)P" " ist g(T) = f(1=(1—=T)P""") eine Potenzreihe fiir
x € Op,. Es folgt modulo ®,,

m—n_1

om(z) = %” (1= (1= m)?" )p™ (1 = )P

P )

P ) = ().

Da 6, (x) eindeutig bestimmt ist modulo ®,, und p™ "D, = pm*"p"“m)_l(’)n C
P anr17r
dulo D,,. QED

men 0 10,, = D, gilt, sind beide Seiten der Kongruenz wohlbestimmt mo-
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Man kann d,, zu einer Funktion auf ganz K ausdehnen, indem man fiir z = % #£0,
x1,x2 € Op, den Wert §,(z) als

On(z) := On(x1) — On(x2)

definiert. Aus der Definition erkennt man, dass die Werte von J,, weiterhin in

1

einer Restklasse von m_~ mod ®,, liegen, und dass die Aussagen (i) und (ii) des

Satzes 5.11 gelten. Man hat also einen Homomorphismus
o Kf —m, 1 /D,.
Satz 5.12 Seien m >n und x € K,. Dann gilt

On (Nmn(x)) = p_(m_")Smn (5m(az)) mod D,,.

BewEis: Die linke Seite ist wohlbestimmt modulo ®,,, die rechte Seite ist wohlbe-
stimmt modulo p~ (™S, (D,,) =p~ (" S, (P Ly 1 Oy) =p" im0,
=p" "D, C3,. Somit sind beide Seiten wohlbestimmt modulo @n.

Sei x = ury, € Ky, mit u € O},. Dann gilt wegen Lemma 5.11, Punkt (i), fiir die
linke Seite der Kongruenz

(5n(Nmn(x)) = 6n(Nmn(u)Nmn(7rm)s) = 5n(N n(u )) + 50, ( mn(ﬂm>)
und fiir die rechte Seite gilt

pi(min) Smn (5m(-73>>

P (S () - 561 (1))
p—(m=n) (Smn(ém(u)) +s Smn(csm(wm)))
p—(m=n) (Smn(ém(u)) + 5 Spn (6m<7rm)))

modulo ®,,. Somit geniigt es, die Aussage fiir x = m,, und eine Einheit u € O},
zu beweisen.

Sei © = my,. Mit Lemma 4.7 hat man Ny, (7,) = 7, und nach Gleichung (5.8)
auf Seite 53 gilt d,,(m,) = 7% und 0y, () = 7% Somit verbleibt die Berechnung
von Smn(Cm) Wegen

m n_1

<Cn_|_ Z Ck> m—Cnﬂm Z 1—Cka

[LLC— LC—

'm.n —1

m—n__1 mnl

p
— C < C Z <k+1>
Tn, Tn, e

1 =
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i 1 P .
= G (cm+ PCEE dz—cn)
" " k=2 k=2
_ ~ Tm 1 Cn Cm
=G (= G) = Pra— D+
Cm | Gm
= C —+— = Cm
n Tn
ergibt sich fiir 2 die Darstellung
m n 1

Fiir die Spur gilt somit

Cm _ Cn 1 [ k

k=1

Nach Lemma 4.8 sind die Summanden der Summe alle gleich Null, so dass

T, T T

5n(Nmn(7Tm)) = 5n(7rn) = Cl =D —(m~— n)S <<m> = p_(m_n)smn(ém(ﬂm))

Tn Tm

Damit gilt

und der Satz ist fir x = m,, bewiesen.

Seien nun x = u eine Einheit aus Oy, und o € G(K,,/K,,). Mit Hilfe von Satz 5.11
folgt

P 00 (N (1) = G (N (1)) = Z o (o(u)) = Z K(0)o (O (u)) mod Dy,

[

Die Anwendung von p_(m_”)Smn auf beide Seiten des obigen Ausdrucks ldsst
die linke Seite unverindert, so dass man mit p_(m_”)Smn(’Dm) = p" "D, (vgl
Beginn des Beweises von Satz 5.12) die Gleichheit

p_(m_n) Z #(0) S (0 (5m(u>))

p_(m_")Smn (5m(u)) Z k(o) mod p" "D,

o

P " 00 (N (w))

erhilt. Fir y € K, und 0 € G(K,,/Ky,) wurde dabei Sy (0(y)) = Spn(y) ver-
wendet. Nun erfolgt die Berechnung von ) | k(o). Aus dem Beweis zu Lemma 5.10
erkennt man, dass die zu o gehorige p-adische Einheit x(o) durch

k(o) =k, mod p"™ und o(¢) = ¢
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charakterisiert ist. Wegen o € G(K,,/K,) gilt 0((.) = ¢ fir r < n, denn in
diesem Fall ist ¢, € K,,. Somit hat k(o) die Gestalt

k(o) = 14+ap" +ap™ 2+ .+ amonp™ + ...

= 149" N ar+ap+ ... 4 amnp™ ™) mod p™ti.
Jedes k(o) fiir 0 € G(K,,/K,) hat also die Gestalt (o) = 1 + jp"*! mit
j€{0,...,p™ "™ — 1}, so dass man

m—n__1

pm—nil

p
ko)== > A+ = pm A Y
=0

o =0

_ 1 _ _
fpm n pn+1 5 (pm n 1)pm n
1
— pmfn pm+1 5 (pmfn 1) — pmfn mod pm+1Zp

erhdlt. Im Beweis von Satz 5.9 hat sich ergeben, dass fiir eine Einheit u die
Beziehung 0,,(u) € Oy, gilt. Beachtet man dies und zusétzlich die Tatsache, dass
pm‘HZp C p™m "9, so kann man obige Rechnung fortfiihren

p_(m_n) Smn (6m (u)) Z k(o)

PTG (S () ) P
Sinn (5m(u)) mod p" T "D,.

pm_nén (Nmn (u))

Multipliziert man diese Gleichung mit p~ (™= 50 erhilt man die Behauptung

des Satzes.
QED

Definition 5.13 Firn >0, o € K} und B € (1+my,) definiert man das Produkt

<avﬁ>n = _pnlﬂ Sn((sn(a) logﬁ)

Dieses Produkt ist abhingig vom gewahlten Wert fiir 6, («). Es gilt jedoch der
folgende Satz.

Satz 5.14 Seien m >n und a € K,. In den Fillen

(i) m>2n+1, Be€l+my,,

(i) m>n+1, Bel+mb,
(i) m >n, Bel+m?

ist (v, B)m eindeutig bestimmt modulo p" .
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BEWEIS: Da d,, () wohlbestimmt ist modulo ®,,, ist der Satz eine Folgerung aus
Satz 5.7.
QED

Sind fir m > n, a,a1,a0 € K}, und 3, 51,02 € (1 4+ m,,) die Bedingungen eines
der drei Punkte aus Satz 5.14 erfiillt, so gilt

(aqaz, BYm = (o1, B)m + (a2, B)m mod p" T,
(o, B1B2)m = (@, B1)m + {a, B2)m  mod p" Tt

Die zweite Aquivalenz ist aufgrund der Funktionalgleichung des Logarithmus (vgl.
Satz 2.2) erfiillt.

Satz 5.15 Seien | >m >n, o € K und € (1+my,), wobei m und (3 einer der
drei Bedingungen aus Satz 5.1 geniigen. Dann gilt

(Nip (@), B)m = (a, 8); mod p" 1.

BEWEIS: Wendet man Satz 5.12 auf obige Situation an, so erhilt man

Om, (Nlm(a)) =p =mg (5l(oz)) mod D,,.

(m+1)

Multipliziert man diese Gleichung mit —log # und wendet dann p~ Sm an,

so ergibt sich

—p~ S (0 (Nim (@) log ) = —p~ V.S, (S (61()) Log )

modulo —p~("*tD S, (D,, log 3). Wegen p~ "+ S, (D,,log 3) = 0 mod p™+! (vgl.
Satz 5.7) folgt

(Nim (), BYm = —p~ (™1 S, (6m (Nim (a)) log 3)
= —p DS (6(a) log B)
= (a,); mod p"ti,

womit die Behauptung bewiesen ist.
QED

Definition 5.16 Fiir i > 1 und n > 0 definiert man

(n)

7; =1-7 € K,.
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Die Elemente ni(n) erzeugen (1 4+ m,,) topologisch. Nach [Ha2|, Kap.II, § 15, (d),

Aussage (II), bilden sogar schon die Elemente {1 — 72, 1 < a < p"*!, (a,p) =1
oder a = p"*1} ein Erzeugendensystem der Gruppe (1 +my,).

Da die anschliefenden Betrachtungen stets im Kérper K, erfolgen, wird der hoch-
(n)

gestellte Index an den 7, im folgenden weggelassen.
Um in Satz 5.21 eine Beziehung zwischen dem Produkt (n;, ), und dem Hilbert-
symbol-Exponenten [1;, 1;], angegeben zu konnen, werden zuvor einige Lemmata

bewiesen. Diese Aussagen finden sich auch bei [Hal].

Lemma 5.17 Fir o, (3,7 € K} mit a+ (= gilt
(0[75)71 = (avv)n(’%/@))n

BeEwEIs: Nach Satz 3.11 gilt fiir z € K,,, = # 0, die Gleichung (1 — z,z), = 1.
Fir z = = und 1 —x = % folgt damit

L= (v, 8y 0 = (0,87 )uly 87
= (@, (e, y (Y L (v Ly e = (@ B)nla, )0 (o, B0 (4 V)

Somit erhalt man

(@ B)n = (V¥ Bn(1: V)0 = (V¥ Bn(=1,9)0 (=7, )0

Es bleibt zu zeigen, dass die beiden letzten Hilbertsymbole gleich 1 sind. Auf-
grund von Satz 3.11, Teil (v), ist (—v,7)n = 1. Um (—1,7), = 1 zu zeigen,
ist zu begriinden, dass —1 eine Norm der Erweiterung K ( P”*W)/Kn ist. Diese

n—+1

Erweiterung habe den Grad d. Da d ein Teiler von p ist, ist es insbesondere

ungerade. Somit kann man —1 als Norm von —1 schreiben,
d
NKn(anriﬁ)/Kn(_l) =(-1)%= -1

Somit folgt (o, B)n = (a, 7)n (7, B)n-
QED

Fiir Elemente n; und 7; gilt niT + nj=(1— VT +(1—7) =1—75 = Nitjs
also

T+ 1j = Nitj-
Fiir das Hilbertsymbol der beiden Summanden gilt mit der Aussage des obigen
Lemmas (mﬂ%,nj)n = (mﬂ%,mﬂ)n(mﬂ,m)n- Ausnutzung der Bimultiplikativi-
téit Liefert (15,;)n (s 0j)n = (0is Wi ) (s Wi )i (i 0 ) Wegen (i, ) =

(7,1 — ), = 1 ergibt sich als Endergebnis

i 13)n = s Nies )n(Tns Mice )3 (Mick 1) - (5.9)



60 Kapitel 5. Das explizite Reziprozitétsgesetz

Wendet man die Formel (5.9) iterativ auf jedes in ihr vorkommende Hilbertsymbol
(M7, Ms)n an, so erhélt man weitere Iterationsformeln

i )n = (i3 0204 )n (s M2iceg ' (i Micks m
(T Mg - (5.10)
(Mg Miv23)n (T Mg Y (Mi2gs M)
und
(s m3)n = (0> M35 )n (7o Wi )+ (M3t i)
: (7Tn77721+j) g
< (Maitgs 30427 ) (T W32 )in”? (W32 it )
- (7 mﬂ) ) (5.11)
(i) 7721+3J) (Tns 2035 ) (M08 Mik2i I
) (7Tm771+2g)
* (Mi+245 Mit35)n(Tn, ?7i+3j)zz(77z‘+3ja nj)n-

Den Formeln (5.9), (5.10) und (5.11) kann man die Bruchfolgen

110
12110
01121 (5.13)
und 132312110
777777777 (5.14)

zuordnen, in denen nebeneinander stehende Briiche T und g einen Faktor
(Tri+sjs Mrtits' ) Symbolisieren. Jedem inneren Bruch % entspricht ein Hilbert-
symbol (7rn,77m+sj)r tte J, wobei g—: der rechte Nachbar von % in der Bruchfolge
ist, in der % zum ersten Mal vorkommt. Aus der Iterationsvorschrift (5.9) erkennt
man, dass man die (k + 1)-te Bruchfolge aus der k-ten Bruchfolge erhilt, indem
man zwischen zwei Briiche $ und g den sogenannten Medianten ;ig; einschiebt.
Die auf diese Art und Weise entstehende Folge von Bruchfolgen hat folgende Ei-
genschaften.

Lemma 5.18

(i) Fiir die in der k-ten Bruchfolge neu hinzukommenden - wird die Summe r+s
fiir hinreichend grofles k beliebig grof.

(i) Die Zahlen r,v’',s,s" in den Ausdriicken (Wn,nerSj)Z/Hs/j erfillen die Glei-
chung rs' —r's = 1.
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iil) Fiir k — oo geht die k-te Bruchfolge in die Menge aller positiven, gekiirzten
g

Briiche # %,% iber.

BEWEIS von (i): Diese Aussage folgt direkt aus der Bildungsvorschrift (Median-
teneinschub).

BewEIS von (ii): Nach Konstruktion geniigt es zu beweisen, dass in jeder Bruch-

folge fiir zwei benachbarte Briiche T und Z—: die Gleichung rs" — r's = 1 gilt.

Dies geschieht mittels Induktion. Die Bruchfolge (5.12), in der diese Beziehung
gilt, dient als Induktionsanfang. Seien % und Z—: benachbarte Briiche in der k-ten
Bruchfolge, es gilt also s’ — 7’s = 1. Es ist zu zeigen, dass die Beziehung auch

’ . ! /.
Zig/ sowie Zig/ und % in der (k + 1)-ten

fiir die benachbarten Briiche g und

Bruchfolge gilt. Man berechnet

r(s+s)—(r+r)s=rs —r's=1,

(r+r)s —r'(s+s)=rs—r's=1.

Damit ist die zweite Aussage bewiesen.

BEWEIS von (iii): Per Induktion tiberzeugt man sich zuerst davon, dass alle in
der k-ten Bruchfolge vorkommenden Briiche  # %, %, reduziert sind, d.h. dass

(r,s) = 1 gilt. Fiir die erste Bruchfolge (5.12) ist dies ersichtlich. Seien % und g

r4r’

pr ein

gekiirzte benachbarte Briiche der k-ten Bruchfolge. Es ist zu zeigen, dass
gekiirzter Bruch ist. Nach Eigenschaft (ii) gilt

r(s+s)—(r+7r)s=1.

Da jede Linearkombination von 7+ 7’ und s + s’ durch den grofiten gemeinsamen
Teiler von r 4+ " und s + ¢’ teilbar ist, folgt (r +1/,s+s") = 1.

Sei § # 1 eine beliebige positive reduzierte gebrochene Zahl. Es ist zu zeigen, dass
diese Zahl in irgendeiner Bruchfolge auftritt. Die Idee zu diesem Beweis ist [Hall,
Lemme I, entnommen. Zunéchst kann man 7 als Summe von a Summanden %

und b Summanden % schreiben,

=9

wobei mit “+” hier und im folgenden immer die Mediantenbildung gemeint ist.

Ohne FEinschrénkung sei a > b, ansonsten betrachte man %. Dann kann man die

b Summanden % mit b Stiick von den Summanden % addieren und erhalt
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Falls jetzt a — b > b gilt, so kann man die b Summanden % mit b Stiick von den
Summanden % addieren. Fiithrt man den Algorithmus fort, so ergibt sich

O L
p=gtotg Tt T

a—mb b

wobei m der ganze Teil von { ist. Es sei bemerkt, dass die beiden vorkommenden

Summanden % und 7 in der entsprechenden Bruchfolge benachbart sind. Es gilt

a — mb < b. Addiert man nun die a — mb Summanden % zu a — mb von den

Summanden 7, so erreicht man, dass auf der rechten Seite alle Nenner 1 sind,
a_m_ o om _ om+l - omtl
p =1 Tt 7 T
b—(a—mb) aan

Falls nun die Gleichheit a — mb = b — (a — mb) gilt, also a = mb + % ist, muss
b gerade sein. Damit ist g ein Teiler von a und b. Dies steht nur dann nicht im
Widerspruch zur Teilerfremdheit von a und b, wenn % =1, also b = 2 gilt. In
diesem Fall folgt jedoch @ —mb = b — (a —mb) = 1, so dass man § bereits an
dieser Stelle als Summe zweier benachbarter Briiche einer Bruchfolge dargestellt
hat.

Gilt a — mb # b — (a — mb), so seien ¢’ := max{a — mb,b — (a — mb)} und
b' := min{a — mb,b — (a — mb)}. Wiederholt man nun obige Schritte mit a’
anstelle von a und V' anstelle von b, so erhilt man

a_m m m'm+1 m'm+1
E—T+...+T + T T
a/_m/b/ bl
oder
B m m'm + 1 m'm + 1
giT—i_' iy m’ e m’
b/ alfm/b/

mit m’ als ganzem Teil von Z—,/. Wieder sind die beiden vorkommenden Summanden
benachbarte Briiche einer entsprechenden Bruchfolge. Setzt man dieses Verfahren
fort, so liefert es nach endlich vielen Schritten die Darstellung

a r 7

b s e
in der die beiden Summanden rechts benachbarte Briiche in einer Bruchfolge sind.

Somit ist 7 Element der darauffolgenden Bruchfolge.
QED

Lemma 5.19 FEs gilt
M, mj)n =1 fir max(i,j) > (n+1)(p—1)p" +p" +1,
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BEWEIS: Sei j > (n+ 1)(p — 1)p™ + p™ + 1. Dann gilt unter Verwendung von
Lemma 42 mita=n+1lund b=p" +1

nj=1—m € (1+m+DE=DP"+p"+1) (1 4 pnlgp" 1) = (1 4 e +1)P"

Dies bedeutet, dass n; eine p" " -te Potenz eines Elementes aus 1+ m? ™ ist und

somit Ky (»"*\/n;) = K. Mit Hilfe der Eigenschaft (iii) des Hilbertsymbols im
Satz 3.11 folgt (x,n;), = 1 fur alle € K}, insbesondere auch fiir x = n; oder

n+41

T =T,.

Falls i = max(i, j) > (n+1)(p—1)p"+p"+1, so verwende man (9;,1;)n = (15,7 -
QED

Lemma 5.20 Fiir das p"t!

(1, Mj)n = H (7Tna77ir+js)£:,+j8,7
r,s>1
(r,s)=1

-te Hilbertsymbol von n;,n; € K, gilt

wobei ', 8" € N mit rs' —r's = 1. Eine alternative Formulierung der Behauptung
15t
i msln = Y (@ + 38") 7o, i)

r,s>1
(r,s)=1

BewEIs: In jedem Faktor (74, 75)n der k-ten Iterationsformel, vgl. (5.9) bis (5.11),
entspricht einer der beiden Indizes a oder b einem in der k-ten Bruchfolge, vgl.
(5.12) bis (5.14), neu hinzugekommenen %, also a = 7i + sj oder b = ri + sj.
Wegen ri+sj > r+s und Lemma 5.18, Teil (i), wird dieser Index fiir hinreichend
grofe k beliebig grof. Nach Lemma 5.19 werden also die Faktoren (74, m)n fir
hinreichend grofses k gleich 1. Ebenfalls nach Lemma 5.19 und Punkt (i) von Lem-
ma 5.18 werden ab einem bestimmten k auch alle neu hinzukommenden (7, 1,)%
gleich 1. Somit kann die Iteration unendlich oft ausgefiihrt werden, das entste-

hende unendliche Produkt konvergiert. Man erhélt

(73> Mj)n = H (annirJer)Z e

r,8>

(7‘,3):11
Der Bereich, iiber den sich das Produkt erstreckt, ergibt sich aus Punkt (iii) von
Lemma 5.18. Nach Punkt (ii) dieses Lemmas sind die 7/, s’ so zu wihlen, dass
rs’ —r’s = 1. Dabei ist es unerheblich, welche konkrete Losung r/, s’ gewéhlt
wurde, denn jede andere Losung r”, s” ergibt sich aus ersterer durch r”/ = r’' + cr
und s” = s’ + ¢s mit einer beliebigen natiirlichen Zahl c¢. Es gilt

RN LA i 48 ~yc(ir+gs)

(7777,; 7717’—‘,—]3)71 - (7rn7 7721‘—}-]5)71 (7Tn7 7717‘—}—]5)71

c(ir+js) ir+js ir+js ir+js
und (ﬂn,nirﬂs)n( = (m, "’ = ) =1,

777iT‘+jS)'(r:z = (ﬂ—n )
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Damit ist das Lemma bewiesen.
QED

Mit dieser Vorarbeit ist es nun moglich, den angekiindigten Satz iiber die Bezie-
hung zwischen [, ng], und (n;, nk)n zu formulieren.

Satz 5.21 Firn >0, j>1und k> ((n+2)(p—1)+1)p"~! gilt

(75, Mk)n = (j, k) mod p"te.

BEWEIS: Die linke Seite [1;, 7k, ist nach Definition wohlbestimmt modulo p"*!
Zuerst muss gezeigt werden, dass auch (n;j, ng), wohlbestimmt ist modulo p™*!
Nach Aussage (iii) von Satz 5.14, entspricht dies dem Nachweis von 7, € 1 +mZ"
bzw. k > 2p™. Fiir n = 0 gilt nach Voraussetzung k > (2p — 1)p~t =2 — %, d.h.
k> 2=2p’. Fiir n > 0 folgt

E>((n+2)(p—1)+1)p" 1 =2p"+(mp—n—1)p" 1 >2p",

wobei die letzte Ungleichung dquivalent zu np —n —1 > 0 bzw. p — 1 > % ist.
Dies ist fiir n > 0 erfillt.

Somit geniigt es, die Behauptung des Lemmas fiir einen speziellen Wert von 6,,(7;)
zu beweisen. Es ist f(T') = 1 — TV eine Potenzreihe fiir 7;. Somit gilt

j—1

On ( ) <7nf (ﬂ'n) = —CnJ il 7

1—7Tn

-1 | oA j
Wegen ff - = — T yund T2 = —1=>7(n )" ergibt sich

wd Tn 1—m) 1—m75, 1— 7rn

oo
]) = —Cn Zjﬂ—%r_l'
r=1

Mit logn = — > ooy i’ (vgl. Definition 5.16) folgt

S

L s+jr—
<77ja77k>n = —WSn(d (nj)lognk TL+1 Z S k: +7 1)'

rs>1

Sei u = ggT (r, s) fiir jedes Paar (r,s) und seien r = ur’, s = us’ mit (r',s’) = 1.
Dann kann man die Argumentation fortsetzen,

<77j777k>n n+1 Z Z J S u(ks’-i—jr')—l)’

s/ >1 u>1
('r/ /) 1
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und nach einer Riickbenennung r" — r, s’ — s erhilt man

M5 he)n = = > Z S ulks+ir)=1) (5.15)

r,s>1 u>]_
(r,s)=1

Andererseits gilt nach Lemma 5.20

[77]7 nk]n = Z (j’IJ + kS/)[TFn, 77j7”+k8]n>

r,s>1
(rs)=1

wobei ', s’ € N so zu wihlen sind, dass rs’ — r’s = 1 erfiillt ist. Mit der Formel
[T, B]n = —p*(”“)Sn(% log ﬂ) fiir 8 € (1+m,) aus dem zweiten Ergénzungssatz
von Artin-Hasse, Theorem 5.2, folgt

1 . ¢
e > Gr' +ks)S, (7:10g77jr+ks>
(212)2:11
. 1 Z ( 'T‘/ + kJSI) Z i S Clwu(jr+ks)
= p7”+1 J U n ™ n
(22)2:11 uzl
1 ir’ + ks’ , _
= 5 Y N T (G-, (5.16)
p r,s>1 y>1 u
(r,s)=1

Mit rs" — r’s = 1 schlieft man aus (5.15) und (5.16)

[77]'77716] <77],77k = n+1 Z Z(us m> S (Cnﬂ_g(jr-i-k:s)—l)

r,s>1 u>1
(7‘5) 1

_ n+1 Z Z J?“—i—k:s n(Cnﬁz(ijs)—l)

rs>l y>1
('r s)=1

! 1 ] k .
_ Z Sg(pnﬂ Zﬂ’: s Sn(gn,n-Z(]’r‘-i-ks)_l))'

r,s>1 u>1
(r;s)=1

Fiir festes r und s gilt jedoch

1 1 .
- ; il u(jr+ks)—1\ _
1 DU+ ks) - Su (G )

u>1

L Cn

n

log 77jr+ks>

= (]T + k?S)[T"ny 77jr+ks]n = [ﬂ_%r—«—ks’ 1- 7T¥LT+ks]n =0 mod pn+17

so dass in obiger Summe, da s und s’ teilerfremd sind, modulo p"*! nur die
Summanden iibrig bleiben, in denen s ein Vielfaches von p ist. Somit erhilt man

+'I€ u(gr+ks)— n
(15, el — {5 e ) = prES] > Z G +ks) S (GurtldrTh 1) mod pntl,

r,s>1 u>1
(r,s)=1
pls
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Es verbleibt der Nachweis, dass jeder Summand auf der rechten Seite gleich Null
modulo p"*! ist. Aquivalent dazu ist die Giiltigkeit der Ungleichung

< 1 §(jr+ks)
Un
p

et ) 5 Gt ) 2 ok 1) -

Mit Hilfe der Abschitzung aus Satz 4.12 erhélt man

" (p 1 Sl(jT + ks) S, (Cnﬂ_z(jﬂrks)l))

n+1 us

1 Sl(j’l“—i— k‘S) u(jr+ks)—1
= VUn <Sn (anrl Cnﬂ-n(] t+hs) )

us

< 1 §'(jr+ks)
Un
p

u(jr+ks)—1 n
ey R i) iy — 1) -

= v, <]W€711w97r%(jr+ks)_l> + vn (' (jr + ks)) + (n(p— 1) — 1)p™.

Nun werden die beiden ersten Summanden jeder fiir sich abgeschétzt.

Sei e die p-Potenz, die us exakt teilt. Dann gilt e > 1 aufgrund der Voraussetzung
an s, und es folgt us > p®. Mit der Voraussetzung an k ergibt sich fiir den ersten
Summanden

Un <]Wg;qus7rz(jr+ks)_1) =u(jr+ks)—1—(n+1+e€)(p—1)p"
> (n+2)(p—1)+1)p" " —(n+1+e)(p—1)p"

Betrachtet man die rechte Seite der Ungleichung als Funktion f(e), so gilt
f(e) > p™ fiir alle e > 1. Dies ist wegen f(1) = p™ und f'(e) > 0 fiir e > 1
erfiillt.

Die Beziehung p | s liefert fiir den zweiten Summanden
un(s'(jr + k:s)) > vp(jr + ks) > vp(s) > (p—1)p™.

Abschliefsend folgt

1 S/(jT'—i-kS) u(jr+ks)— n n n
Vn<pn+1 ——— Su (G ) = "+ (p— 1"+ (n(p = 1) = 1)p

womit der Bewels erbracht ist.
QED

Satz 5.22 Firm >3n+1, a€ K}, € (1+m,) gilt



5.2. Das explizite Reziprozitétsgesetz 67

BEWEIS: Nach Definition ist die linke Seite eindeutig bestimmt modulo p"*!. Da
die rechte Seite nach Satz 5.14, Teil (i), ebenfalls wohlbestimmt ist modulo p™*!,

geniigt es, die Gleichheit modulo p™*!

Zu zeigen.

Da jeder Kérper K, den Korper I, als Restklassenkorper hat, gilt nach [Lor2|,
§ 25, F6, die Zerlegung K, = (mpm) X pp—1 X (1 4+ my,). Dabei bezeichnen pi,—1
die Gruppe der (p — 1)-ten Einheitswurzeln und (m,,) = {7}, 7 € Z}. Somit ist es
ausreichend, das Lemma fiir & = 7, o = § € pp—q1 und a € (14+my,) zu beweisen.

Sei & = mp,. Dann gilt nach Lemma 4.7 die Gleichung Ny, (7)) = 7. Die Glei-
chung (5.8) von Seite 53 und der Beweis von Satz 5.12 liefern

Om(Tm) = Sm. mod ©,, und Smn<cﬁ> _ pm—nci.
Tm Tm, Tn,
Somit ergibt sich
1
<7Tma ﬁ>m = _W Sm (5m(77m) log ﬂ)

1 m 1
S <C log ﬁ) mod — peeS) S (D log 5)

pm+1 T

1 Cm 1 Cn
= _W Sn <Smn(ﬂ_) 10gﬁ> = _W Sh <7Tn 10gﬂ>

m

= [, Bln = [Nmn(mm); Bln,

wobei die vorletzte Gleichheit durch den zweiten Erginzungssatz von Artin-Hasse,
Theorem 5.2, gegeben ist. Es verbleibt der Nachweis von

1

TS S (D log3) =0 mod p™Hl.

Zunéchst kann man den Ausdruck unter Verwendung der Gleichheiten Sy, (9,) =
pm+1pm_"7r0_1(’)n (vgl. Beweis von Punkt (i) von Satz 5.7) und p"“ﬂo_l(’)n =9,
(vgl. Bemerkung am Ende von Abschnitt 4.2) umformen zu

p_(m+1)Sm (gm log /6) = p_(m+1)sn (Smn (Qm) 10g ﬁ)
= p= DG, (prH a1, log §)
_ pm*np*("Jfl)Sn(@n log 3).

Nach Satz 5.6 gilt S, (D, log8) =0 mod p"*!, so dass der obige Ausdruck durch
p™™ " teilbar ist. Wegen der Voraussetzung m > 3n + 1 ist er somit auch durch

p"t! teilbar. Damit ist die Formel fiir den Fall o = 7,,, bewiesen.
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Sei nun a = £ € p,-1. Filr ein beliebiges 8 € (1 4+ m,) gilt (1,5), = 0 und
[1,8]m = 0. Zum einen schliekt man daraus 0 = {(¢P~1,3),, = (p — 1){£, B)m

n+1

mod p" 7, also

(€, B8)m=0 modp"*.

Zum anderen kann 0 = [Nmn(fp_1)7ﬂ]n = [Nmn(g)p_lwg]n = (p - 1)[Nmn(§)’/8]n
mod p"*t! gefolgert werden, so dass

[Nmn(g), B]n =0 mod p""H.
Insgesamt ist somit [Ny (€), Bln = (£, 8)m mod p™*! gezeigt.

Fir a € (14+m,,) geniigt es, a = 77l( ™ ml 1> 1, zu betrachten, da (1+m,,)

von diesen Flementen topologisch erzeugt erd. Bevor jedoch diese Betrachtung
erfolgen kann, miissen die Potenzen von 3 genauer untersucht werden.

Sei k = ((m—2n)(p—1)+1)p™. Wegen p > 3 und der Voraussetzung an m folgt
p(m—2n)>3(m—2n)>2(n+1)+ (m —2n) =m+ 2 und

k> ((m+2)(p—1)+1)p""

Dies entspricht gerade einer der Bedingungen von Satz 5.21. Jedes § € (1 +my,)
besitzt eine Darstellung 8 = 1 4+ m,y mit y € O,,. Nun soll gezeigt werden, dass
A7 € (1+mb") gilt. Zunsichst ist

B = (1 + muy)?" = Z(n>

und es gilt

\Y

(@ =1z min (v (7)) + ) 1< <57

Vv
z
=
—
=
VR
/N
N———
N—
+
}).
—
AN
<
A
=3
3
——

Es ist also der Nachweis zu erbringen, dass

un(@n)) +Jj=p"

fir alle j = 1,...,p" gilt. Dazu muss die Bewertung des Binomialkoeffizienten
abgeschitzt werden. Analog zum Beweis von Lemma 4.2 erhdlt man

'

(7)) == i

Damit folgt I/n((J ))+i=(p—1)p"(n—uvp(j)) +J. Fiir festes v,(j) = e hat j die

Gestalt j =ap® > p°undesist (p—1)p"(n—e)+j > (p—1)p"(n—e)+ p°. Die
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Ausdriicke (p — 1)p"(n — e) + p© werden, solange e < n, fiir wachsendes e immer
kleiner, denn es gilt

(p—p*"(n—e)+p° > (p—1)p"(n— (e+1)) +p

— (@-1p*"((n—e)—(n—(e+1))) >pTt—p°
= (p—=1)p" = (p—1)p°
@ p’n Z pe
<~ n > e.

Folglich nimmt der Ausdruck l/n((pj n)) + j seinen kleinsten Wert fiir v,(j) = n,
algo fiir 7 = p™, an. Dies impliziert

V2

Vn(<pj”>) +ji>(- 1)p"vp(<§n>> +p" =p"

und somit ist BP" € (1 + mﬁn) gezeigt. Nun kann man schlussfolgern, dass

m—2n m—2n

g = (B e (T4 mE)P

Aufgrund von Lemma 4.2 und der Voraussetzung an m folgt

e (L4 p™ b)),
Es ist
14 p" 2" mP" = 1 4 mm=20e-1p"+p" — 4 p(m=2n)(p—1)p"+p"
C 1+ ap "(m=2m=1p" ") =1 4 mk
und somit

m—n

€ (1+my,).

m—n

=1-7n, topologisch erzeugt wird, ist GP
(m)
J

3p
Da (1+m,,) von den Elementen nj(.m)

Grenzwert einer Folge gewisser Produkte von Potenzen von Elementen n
j=((m+2)(p-1)+1)pm

)

Mit Satz 5.21 und Satz 5.14 gilt daher [nl(m), [CLA — (nl(m), AP, mod pttl
Aus Satz 4.22 folgt nun

(N (™). 8),, = (™. 02" = (™. "),

™87 ™8
= ¢ -
m—n /, (M)
. Cp <77[ 7/B>m
= (b )
Der Ausdruck (771( m)aﬂ):lm_n hinter dem ersten Gleichheitszeichen ist eine p"*!-te
Einheitswurzel. Daraus folgt

p ™ 8), =0 mod pt!
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und man erkennt, dass <nl(m), B)m eine ganze p-adische Zahl ist. Somit gilt

CP"'“”(nfm)ﬁm ™. B)m
m - n

und damit ist [Nmn(nl(m)), Bln = <77l(m),/8>m fiir alle I > 1 gezeigt.
QED

Bevor die explizite Formel fiir das Reziprozitdtsgesetz angegeben und bewiesen
werden kann, muss noch eine Bezeichnung eingefiihrt werden. Es sei

K= () Non(K) (5.17)
m>n

die Menge der universellen Normen von K.
Lemma 5.23 Fir m > n gilt K|, = Npn(K),).

Beweis: Aufgrund der Kompositionsformel fiir die Normabbildung gilt fiir
m > r >n, dass Ny (K) € Npp(K;) und folglich (2, Ny (K7¥) = Npn (K7).
Daraus folgt

K, = (| NealK7) = ﬁ Nen(K7) O () Nen(K)
- R (T;Tn(fc:)
— O Nm(K:)imO Nin (Nem (K))
= N () Mo B)) = N (),

r>m

QED

Somit existiert fiir jedes a € K/, und jedes m > n ein ayy, € K|, mit & = Ny ().

Theorem 5.24 (Explizites Reziprozititsgesetz) Fir o € K], sei a,, € K,
mit Ny () = o, Mit § € (1 4+my,) gilt

[, B]n = (am, B)m  fiir alle  m >2n+ 1.

Ezxplizit lautet die Behauptung

#H Sm (6m(am) log B)

(, B)n = Cn P ,

wobei Oy () = %f’(ﬂm> mit einer Potenzreihe f € Zp|[T] fir o, ist.
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BEWEIs: Seien I > m > 2n+1, 1 > 3n+1 und o4 € K|, o, € K], mit
Nim(aq) = @ und Ny (a,) = . Dann gilt nach Satz 5.22

[047 B]n = <al7 ﬁ>l>

und nach Satz 5.15
<am7 /8>m = <Oél, ﬁ>l mod pn+1'

Da [a, 8], nur modulo p™*! bestimmt ist, erhilt man die Gleichheit

[av B]n = <am7 5>m

QED

Wahlt man a = (, so ist nach Lemma 4.7 «y,, = (;,, ein Urbild von (, unter der
Normabbildung Ny,,. Nach Gleichung (5.7) von Seite 53 gilt d,,((mn) = —1. Damit

folgt fiir m > 2n +1
ﬁ S’m(f logﬁ)

(Gus B)n = Gu
Wegen log 8 € K,, ist Sy, (log 8) = p™ S, (log 3) und es gilt

%_H Sn(log B)

(Cn, ﬂ)n = CTIL)

Dies ist die Aussage des ersten Ergdnzungssatzes von Artin-Hasse (vgl. Theo-
rem 5.2).

Das Element a,, = my, ist aufgrund von Ny, (7,) = 7, ein Urbild von a = m,.
Mit Gleichung (5.8) von Seite 53 erhdlt man &, (my,) = % Damit folgt fiir
m>2n+1

s Sm (£ 1og )

(7Tna /B)n = Cr:p
Da Smn(%) = pm*"C—” gilt (vgl. Beweis zu Satz 5.12) und log § € K, ist, kann

Tn
man die Argumentation fortsetzen,

srter n (82 102.8)

(ﬂ'nug)n = C;p

Dies ist gerade der zweite Erginzungssatz von Artin-Hasse (vgl. Theorem 5.2).

In seinem Artikel [Kudo| beweist A. Kudo fiir den Fall p = 2 die Formel

__1 am) lo
(0 ) = G 7o nemos?)

fiir das 2" !-te Hilbertsymbol im Kérper Q2(¢,). Der Beweis verlduft analog zu
dem hier vorgestellten Beweis von K. Iwasawa.
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5.3 Weitere Resultate

In diesem Abschnitt werden einige weiterfithrende Aussagen aus dem Artikel
[Iwa2| von K. Iwasawa zusammengetragen. Insbesondere geht es um einen Homo-
morphismus 1, fiir den [«, §], = S, (wn(a) log ﬁ) gilt. Diesen Homomorphismus
unter den Charakteren der Galoisgruppe zu zerlegen, ist das Ziel von Kapitel 6.

Fiir die Ausfithrungen in diesem Abschnitt wurde der Artikel [Iwal] von K. Iwa-~
sawa herangezogen.

Sei
X, = {m e K,: Sn(x log(1 —|—mn)) =0 mod Zp}. (5.18)

Dies ist eine Untergruppe der additiven Gruppe K,,. Nach [Iwal], § 3, Propositi-
on 14, gilt der folgende Satz.

Satz 5.25 Fiir alle n > 0 existiert genau ein Homomorphismus
Un K?”L - xn/pn-me
so dass fiir alle o € K], und 3 € (1 +m,) die Gleichung

(a, B)p = CSn(wn(a) log )

erfillt ist. Dieser Homomorphismus ¥y 1st surjektiv.

Die im nachstehenden Theorem angegebene explizite Vorschrift fiir ¢, findet sich
bei [Iwa2], Theorem 3.

Theorem 5.26 Der Homomorphismus iy, aus Satz 5.25 ist fiirr m > 2n+1 durch
die Vorschrift

1
Yn(x) = Tt Span (Om (2m)), reK),
gegeben. Dabei ist x,, € K, ein Element mit Npyp(2m) = x und 0y, ist die

Abbildung aus Definition 5.8 .

Lemma 5.27 Der Homomorphismus ¥, aus Theorem 5.26 hat die Figenschaft

Un(0()) = r(0)o (¢Yn(z)),

wobei x € K, 0 € G(K,,/Qp) und k(o) die eindeutig bestimmte p-adische Einheit
aus Lemma 5.10 ist.
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BEWEIs: Sei 0 € G(K,/Qp). Fir x € K], sei z, € K, ein Element fiir das
Nyn(zm) = o gilt. Betrachtet man die Elemente 7 € G(K,,/Ky) und o €
G(K,/Qp) mit Hilfe der exakten Sequenz

1 = G(Kn/Kn) = G(Kn/Qp) — G(Kn/Qp) — 1

als Elemente von G(K,,/Q,), so gilt aufgrund der Kommutativitét von G(K,,/Q,)
o(2) = 0 (Nn(2m)) = o ( [T 7(@m)) = [T 7(0(@m)) = Nown (o(wm)).

Somit ist o(xy,) ein Normurbild von o(z). Nach Satz 5.11, Teil (ii), gilt
6m(0(zm)) = K(0)o (O (zm)) mod Dy, (5.19)

Da man o auch mit der Spurabbildung Sy,, vertauschen kann, folgt

bn(o(2)) = —];er(cr)a(smnwm(xm))) = ()0 ().

In Gleichung (5.19) gilt eine Aquivalenz modulo ®,,. Demnach muss noch die

Relation 1

_Wsmn(ﬁm) - p”“%n fir m>2n+1
nachgewiesen werden. Aus der Definition von X, in Gleichung (5.18) folgt die

Darstellung
P, = {z € K, : Sp(xlog(1+m,)) =0 mod pnﬂ}_
Somit ist die Identitét

1 T
Sn( - WSmn(Qm) log(1 + mn)> =0 mod p"!
1 zeigen. s gilt Sy (D) =p™ 15 Syun(O) =™ "p™ s 10, = P M)D,,
so dass

1 1

1 —n
2(m—n)
_ _ppTHsn (D log(1 +my)).

Die Gleichung S, (D, log(1+m,)) =0 mod p"*! aus Satz 5.6 und die Beziehung
P o die Bel
EmFr € Zp implizieren die Behauptung.

QED

Damit man v, unter den Charakteren der Galoisgruppe G(K,/Q,) zerlegen kann,
ist es notwendig, die Gruppen K/, und X, genauer zu untersuchen.
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Lemma 5.28 Fiir die additive Gruppe X,, gilt

1 .
X, = {an on(z), = € Kn}

= { Z coo (n) + Z deo(On), Co, do € Ly, Z dy = O}.

ceG oelG ceG

Dabei bezeichnet G die Galoisgruppe G(K,/Q,) der Erweiterung K, /Q,, die Ele-
mente y, und 0, sind durch

L = 1 —Cn und 0, = —1 " C_l
T ni= e 206
pr Tn pr =0

gegeben.

Die erste Charakterisierung findet sich bei [Iwa2|, Theorem 4. Die zweite Darstel-
lung ist im Prinzip durch [Iwal], § 1, Theorem 1, gegeben, findet sich allerdings
als Zusammenfassung auch auf Seite 164 von [Iwa2].

Lemma 5.29 Fiir die multiplikative Gruppe K|, gilt

K, ={z € K}, : Ny(x) :pk fiir ein k € Z}
= () X pp—1 X (1 +m,),

wobei (14+m,) ={z e (1+my,): Ny(z)=1}.

BeEweEIs: Fiir die multiplikative Gruppe K gilt
Ky = (mn) X pp—1 x (1 +my).

Fiir 7, ist Ny (m,) = p, fiir & € pp_y ist Ny(€) = €P~VP" = 1. Da die Elemente
B € (14 my,) teilerfremd sind zu m,, sind auch die Normen N, (5) teilerfremd zu
p. Zusammen mit der ersten Darstellung fiir K, folgt somit die zweite Darstellung.

Es werde nun die erste Darstellung bewiesen. Zunédchst zeigt man fiir x € K die
Giiltigkeit der Aquivalenz

Np(x) € Npo(K},) <= © € Ny (K.

Sei Ly, = Kn(?""\/K})). Dann gilt K,, C K,, C Ly,. Nach |[Neu|, Kap.IV, § 6,
Satz (6.4) ist das folgende Diagramm kommutativ,
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iy DGk

p - G(Kn/Qp)
(- Km/Qp)

d.h. fiir z € K} gilt (Np(2), Kim/Qp) = (2, Lin/Kn)

ergibt sich die gewiinschte Aquivalenz

o = (w,Km/Kn) Damit
Np(z) € Npy(K}) <= (Np(x), K /Qp) = id

= (2,Kn/K,)=id

< 2 € Npn(K}).

Mit Satz 3.9, Teil (ii), folgt nun

€K, = 2€ (| Nun(K}) <= No(z) € [ NmlK}) = {p*.k € Z}.

m>n m>n

QED



Kapitel 6

Zerlegung unter Charakteren

In diesem Kapitel geht es darum, den in Theorem 5.26 eingefiihrten Homomor-
phismus 1, mit Hilfe von Charakteren der Galoisgruppe zu zerlegen.
6.1 Allgemeines

Zunichst werden einige allgemeine Aussagen iiber die Zerlegung von G-Moduln
und von Abbildungen zwischen G-Moduln unter Charakteren angegeben.

Seien G eine endliche abelsche Gruppe, E ein Ring, der die |G|-ten Einheitswur-
zeln enthélt und M ein E-Modul. Die abelsche Gruppe von M heifit G-Modul,
wenn G auf ihr operiert, d.h. wenn man eine Abbildung

Gx M — M, (o,m) — o(m)
hat. Ein Charakter von G ist ein Gruppenhomomorphismus
x:G— E*.
Da G endlich ist, sind die Werte von x |G|-te Einheitswurzeln, d.h man hat
X G = pg(E).

Die Menge der Charaktere von G bildet eine Gruppe, die Charaktergruppe G*.
Man kann G* mit Hom(G,/,L|G|(E)) identifizieren. Nach [Lorl], § 14, F3, gilt
|G| = |G*|. Fiir die Summe {iber die Werte eines Charakters gilt folgendes Lemma.

Lemma 6.1 Es gilt
)Gl x =1,

ceG
Dabei bezeichnet x =1 den Eins-Charakter, der alles auf die 1 abbildet.

76
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BEwEIs: Fiir x = 1 ist die Aussage offensichtlich. Sei nun x # 1. Dann gibt es
ein 7 € G mit x(7) # 1. Fiir dieses 7 gilt

D xlo) =D x(ro) =D x(m)x(o) = x(7) D _ x(0).

oceG oceG ceG oceG

Wegen x(7) # 1 folgt die Behauptung.
QED

An den Werte-Ring E sei die Forderung ‘—Cl;' € E gestellt. Dann kann man auf M
einen Projektor P, definieren.

Definition 6.2 Sei M ein additiver G-Modul, d.h. M ist eine additive Gruppe
und E operiert durch Multiplikation. Fiir einen Charakter x von G ist der Pro-
jektor P, gemdfs

definiert.

Die Projektoren Py sind Gruppenhomomorphismen P, : M — M, man kann sie
auch als Elemente von F[G] auffassen. Fiir sie gelten folgende Aussagen.

Lemma 6.3
(i) Fir o € G und m € M gilt Py(o(m)) = x(0)Py(m).
(ii) Fir o € G und m' = P,(m) mit m € M gilt o(m) = x(o)m’.

(ili) Fir Projektoren Py und Py gilt

P OP _ PX? fa’llsxle7
XTEX )0, falls x # X'

BEWEIS von (i): Mit Hilfe der Variablensubstitution p~1 = 7710 gilt

Py(o(m)) = Kl;, 3 x(1)r (o(m))

TeEG

— é, S x(op)pL(m)

peG

_ X‘g") > xX()p~ (m) = x(@)P(m).

peG
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BEWEIS von (11) Aus der Definition von P, und der Kommutativitét von G folgt
o(Py(m)) = Py(o(m)). Somit ist (ii) eine direkte Konsequenz aus (i).

BEWEIS von (iii): Unter Verwendung von Teil (i), der Eigenschaft x(c~!) =
x~1(o) fiir Charaktere und Lemma 6.1 folgt

PX(PX/(m)) = (]G‘ ZX (m ) \G! ZX m))

oceG oeG
P,(m) _
= Z X( )Py (m) = "‘G’ > X(e)x o)
UEG ceG
_ ) P(m), falls X' = x,
] o, falls ¥ # x.

QED

Man hat somit eine Zerlegung

M= P M

xX€GX*

von M in Eigenrdume M(x) := Py (M). Man sagt, M wurde unter den Charak-
teren von G zerlegt. Nach Lemma 6.3, Teil (ii), operiert G auf den Eigenrdumen
durch Multiplikation mit der jeweiligen Einheitswurzel x(o).

Insbesondere folgt fiir m € M aus Py (m) = m oder o(m) = x(o)m fiir alle 0 € G,
dass m € M(x).

Ist N ein multiplikativer G-Modul, d.h. N ist eine multiplikative Gruppe und
FE operiert durch Potenzierung, so kann man fiir einen Charakter y von G den
Projektor Py,

B
P (n) = < H (ail(n))X(U)> “l neN,

oelG
definieren. Diese Projektoren haben Eigenschaften, die zu den Eigenschaften der

Projektoren P, in Lemma 6.3 analog sind. Somit erhélt man auch fir IV eine

N= 1T M)

xEGX*

Zerlegung in Eigenrdume

Auf den Eigenrdumen N(x) := ﬁX(N) operiert G durch Potenzierung mit der
jeweiligen Einheitswurzel x (o).

Hat man schliefslich einen Gruppenhomomorphismus

f:M—N
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zwischen (additiven oder multiplikativen) G-Moduln M und N, auf denen Projek-
toren Py oder P, definiert sind, so kann man die durch f induzierten Abbildungen

fOO): M) — NKX), x X' €G%,

betrachten, in denen die Charaktere x und x’ verschieden sein kénnen. Man sagt,
f wurde unter Charakteren zerlegt.

6.2 Der Spezialfall n =0

In diesem Abschnitt geht es darum, den eindeutig bestimmten Homomorphis-
mus ¢, im Spezialfall n = 0 genauer zu untersuchen. Es seien Ko = Q,((p) mit
einer primitiven p-ten Einheitswurzel (o und G := G(K(/Q)). Der Bewertungs-
ring von Ky und sein maximales Ideal seien, wie im letzten Kapitel, mit Og bzw.
mg bezeichnet. Das Primelement ist weiterhin mg = 1 — (.

Die in Theorem 5.26 angegebene Abbildung ist

1
'(ﬁo :K(I)H%()/p%o, xH—T Smo(dm(l‘m)), m > 1.

pm
Das weitere Vorgehen ergibt sich folgendermafien. Zunéchst werden die Gruppe
G und ihre Charaktergruppe G untersucht. Beim Versuch, die Projektoren Py
und ]5X auf den Gruppen Xo/pXo und K zu definieren, zeigt es sich, dass man
von K| erst zur Komplettierung Xy iibergehen muss, bevor man die Projektoren
ﬁx anwenden kann. Schlieflich werden die Eigenrdume der Gruppen Xo/pXo und
X bestimmt und die Abbildungen 1o (x) auf den Eigenrdumen untersucht.

Lemma 6.4 Es gill G = G(Ky/Q)) = (Z/pZ)*. Insbesondere ist |G*| =p — 1.

BewEls: Ein Element der Galoisgruppe G(Ky/Q)) ist durch seine Wirkung auf (o
eindeutig festgelegt. Jedes a € (Z/p Z)* definiert durch (o — ({ einen Automor-
phismus o, € G(K/Q)). Somit gilt (Z/pZ)* C G(Ko/Qp). Wegen ‘(Z/pZ)*| =
p— 1 und |G(Ko/Qp)| = [Ko : Qp] = p —1 (vgl. Satz 2.1) folgt die Gleichheit
(2/02)° = G(Ko/Qy).

QED

Die Werte x(o) der Charaktere x € G* sind (p — 1)-te Einheitswurzeln, nach
Satz 2.1 sind diese in Q, enthalten. Sei £ € Q,, eine (p — 1)-te Einheitswurzel.
Dann gilt

0=1v,(1) = v, (&%) = (p — Dvp(),
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also vp(€) = 0. Deshalb sind die (p—1)-ten Einheitswurzeln bereits in Z, enthalten,
und man kann die Charaktere von G als Homomorphismen

X G(Ko/Qp) — Zp

betrachten.

Die (p—1)-ten Einheitswurzeln sind, modulo p betrachtet, paarweise verschieden,
denn die Gleichung
Xt -1=0

hat p — 1 verschiedene Losungen in [y,

Definition 6.5 Der Teichmiiller- Charakter ist der Homomorphismus
w: (Z/p Z)" — pp—1 C Zy,

der durch w(a) = a mod p charakterisiert ist.

Der Teichmiiller-Charakter hat die Ordnung p—1, ist also ein erzeugendes Element
der Charaktergruppe,

G ={u* k=01,...,p—2}.

Ausgehend von der Definition 5.18 und Lemma 5.28 erhélt man fiir Xy die Cha-
rakterisierungen

Xo = {x e Ky : So(;vlog(l +m0)) =0 mod Zp}

= {;50(93), mng} (6.1)

= { Z coo(po) + Z dyo(00), Co, do € Lp, dy = 0}.
ceG

oeG oeG

Hier ist G = G(K(/Q)p) und

_1%

1
= , O = = (L. 6.2
b 0 pCo (6.2)

Ho

Lemma 6.6 Die additive Gruppe Xo/p Xo ist ein G-Modul.

BEWEIS: Seien 7 € Gund . = ) ¢0(p0) + Y ,cq doo(0o) € Xo. Dann gilt

7(2) = Y com(0(n0)) + Y dam(0(60) = Y cr1,p(p0) + D dr-1,p(60).

paete. paete. pEG peC
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Wegen - cqdr-1, = > ,eqdo = 0 ist 7(z) ein Element von Xo. Somit operiert
G auf X(. Mit einer analogen Rechnung kann man zeigen, dass G' auch auf p Xy
operiert. Auferdem kann kein Element z aus Xp, das kein Vielfaches von p ist,
durch ein ¢ € G nach p X abgebildet werden. Wére dies der Fall, so ergibe sich
die Relation

z=o0to(x) € o pXo) C pXo.

Das ist ein Widerspruch. Somit operiert G auch auf dem Quotienten Xo/p Xo.
QED

Lemma 6.7 Die multiplikative Gruppe K, ist ein G-Modul.

BEWEIS: Nach Lemma 5.29 besteht K() aus denjenigen Elementen x € K, fiir die
No(z) eine p-Potenz ist. Da fiir ¢ € G die Gleichung No(o(z)) = No(z) gilt, ist
gezeigt, dass o(z) € K|, dass also G auf K|) operiert.

QED
Fiir x € G* ergeben sich die Projektoren P, zu
1 _
P, =— x(o)o™L.
p—1
ceG
Wegen 17 = —7,500" € Zy ist Py € Z,[G]. Da in X die Multiplikation mit

Elementen aus Z, erklért ist, ist die Anwendung von P, auf Xy definiert.

Lemma 6.8 Es gilt (Xo/p X0)(x) = Xo(x)/p Xo(x).

BEWEIS: Sei x € X(. Die Restklasse von z in X(/pX( werde als z+pX( geschrieben.
Dann gilt
Py(z +p Xo) = Py(z) + pPy(X0)

und die Behauptung ist bewiesen.
QED

Nach den soeben gewonnenen Ergebnissen geniigt es vorerst, die Eigenrdume von
Xo zu bestimmen.

Lemma 6.9 In X besteht zwischen pg und 0y die Beziehung

154
Ho = — ZCLO'Q(HO),
pa:l

wobei mit o, der Automorphismus o, : (o — ¢ bezeichnet ist.
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BeEwEISs: Ausgehend von Gleichung (6.2) ist zu zeigen, dass

CQ 1 p—1 o p—1 1 p—1
= = - E aly®  bzw. (o= — E agy = — g a(l —Co)¢o “-

Die Summe auf der rechten Seite der zweiten Gleichung lafit sich unter Verwen-
dung der Variablensubstitution —b = 1—a und von Sy({p) = —1 (vgl. Lemma 4.7)

zu
p—1 p—1 p—1 p—1 p—2
a(l—G)¢* = ag* =Y agi ™ =Y a(* = > (1+b)¢"
a=1 a=1 a=1 a=1 b=
p—2 p—2 ’ p—2
= ag + -1 =S bt =Yg
a=1 b=1 b=0
p—1
= (-1 -G0Y &= (1)~ ¢So(C)
b=1

=p@P-1D+%=pr

umformen. Damit ist das Lemma bewiesen.

QED
Satz 6.10 Fir die Figenrdume von Xo gilt
5 Ly, firx =1 5 Ly, fiir x =1
P (%0) = %ZPPX(GO), fir x=w™' 3 =12 Z,P (), firx=w?
Zp Py (60), sonst ZpPy (), sonst

BEWEIS: Sei x € G*. Aus

_ 1 Xl
PX(MO)—HUGGX( )o 1(#0)—% o1 o)
ud  Py(fy) = Xp("__i) o (o)

folgt zusammen mit Lemma 6.1 {iber die Summe der Werte eines Charakters und
der Charakterisierung von Xo in Gleichung (6.1) vor Lemma 6.6, dass

Py (10) € Xo  fiir alle x € G*
und P, (6y) € Xo  fiir x # 1.

Uber die Zugehorigkeit von P;(6p) zu X kann zunichst keine Aussage gemacht
werden.
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Seien x € G* und z = ) 5 Co0 (o) + D peq doo(fo) € Xo. Dann gilt unter
Verwendung von Lemma 6.3

P (x) = Z co Py (o (p0)) + Z do Py (o (6o

ceG ceG
= (3 cox(@)) Peliao) + (Y dox(e)) Pr(60). (6.3)
oeG ceG

Zunéchst werden die Eigenrdume Py (Xy) fiir x # 1 bestimmt. Die beiden Vorfak-
toren vor P, (uo) und Py (6p) sind aus Z,. Daraus und aus den Vorbemerkungen
folgt

Py (Xo0) C ZpPy(po) +ZpPy(00) < Xo.

Andererseits liegt jedes Element cPy (o) + dPy(6p) mit ¢,d € Z, in P, (Xo), denn
fiir ¥’ # x gilt, ebenfalls nach Lemma 6.3,

Py (ePy(po) + dPy(00)) = cPy (Py(p0)) + dPy (Py(6p)) = 0.

Man hat also
PX(%O) = ZPPX(HO) + Zpr(90)~

Wegen Lemma 6.9 sind Py (uo) und P, (6p) jedoch nicht Zy-linear unabhingig,
sondern es gilt

ZaP 4 (00)) (Zax Ua) 00).

Der Faktor Za 1 ax(oq) wird fiir xy = w1 k=2,...,p—1, modulo p betrachtet,
p—1 p—1 p—1

Zax(aa) = Zawk_l(a) = Zak mod p.

a=1 a=1

a=

Firk=p—1,also y =w™!, gilt ' =1 mod p, also

p—1
Zaw Oa _Zap_lzp—l.
a=1
Im Fall k < p — 1 ist die Summe Y?Z1aF = 3?_ aF mod p zu betrachten.

Allgemein gilt nach [TTB|, Kap. 0.1.10.4,

n k+1 k
k._n n B2 k k—1 B3 k k—2 Bk k
ag_la _k+1+72 +72 (1>n _1_73 o |7 —i—...—i——k o)™ (6.4)

mit der Bezeichnung Bj fiir die j-te Bernoulli-Zahl. Nach [Was|, Chap. 5, § 5.2,
Theorem 5.10, enthélt B; im Nenner keinen Faktor p, wenn (p — 1) { j. Wegen
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k < p—1 tritt also in keinem der Bj in obiger Formel (6.4) ein Faktor p im Nenner
auf. Setzt man in Gleichung (6.4) n = p ein, so folgt

- P
Zax (0a) EZakE mod p.
= a=1

Insgesamt ergibt sich somit

p—1
> ax(oa) € {
a=1

Ly, fir y = w1,

pZyp, fiir x #1,w !,

bzw.

1

17 fir x =w™",

*Zax 0a) { P

Ly, fir y # 1,w™!

Im Fall y = w™!ist demnach c : Zg_i x(04) & Zy. Dann gilt jedoch ¢t € Z,,

so dass man Py (fp) = ¢ 1P, (MO) € ZpPy (110) erhilt. Abschliefend ergibt sich fiir
die Struktur der Eigenrédume,

Py(Xo) pLoPx(B0),  fiir x =w™! ZyPy(po), fiir x =w™!
0) = = '
X Z,P (o),  fiir x # 1w Z,P\(60), fiir x # 1,w!

S

Zuletzt muss noch der Eigenraum P;(Xo) bestimmt werden. Der Vorfaktor vor
P, (6p) in Gleichung (6.3) ergibt sich zu ) d,x(0) = >, ds = 0, so dass man
aus Gleichung (6.3) die Gleichung

) =Y s Pi(po)

ceG

erhélt. Daraus folgt Pi(Xo) C ZpP1(p0) € Xo und mit derselben Argumentation
wie oben kann man

P1(Xo) = ZpP1(po)

schlussfolgern. Zur Berechnung von Pj(ug) sei an Lemma 6.9 und an Gleichung

So(¢y") = —1 aus Lemma 4.8 erinnert.
1 1 =
P = — _ -
1 (ko) ] So(po) Py P 50((;&%(90))
1 X . 1
P ey

Damit erhilt man den Eigenraum

1
P (Xy) = — Z,,.
1( O) p 'p
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Der Vollstandigkeit halber sei noch erwihnt, dass auch P;(6p) € X, denn es gilt

1
pp—1)

1 2
= — = P .
o= 1) P 1 (o) € Xo

Pi(0) = ]91150(90) = So(¢h)

QED

Die Gruppe Xop wurde somit in p — 1 Eigenrdume von Z,-Rang 1 zerlegt. Die
Zerlegung Xy = @ Xo(x) impliziert

rkyz Xo = Z rkz,Xo(x) =p — 1.
X€GX

Die Eigenrdume der Faktorgruppe X / p Xp ergeben sich zu

I%IFP, fiir x =1,
(xO/p :{0>(X) = ]FPPX(:U’O)a fiir X = w717 (65)
F,Py(6y), sonst.

Damit ist die Zerlegung von Xg / p Xop angegeben. Nun wird es um die Zerlegung
von K|, gehen.

Die Projektoren ]Bx sind geméf

IBX _ ( H (U—l)X(U)>Pi1

oceG

definiert. Allerdings kénnen sie nicht auf Elemente aus K angewandt werden, da
in K|, die Potenzierung mit Zahlen aus Z, nicht definiert ist. Der Losung dieses
Problems widmen sich die nichsten Uberlegungen.

Die Gruppen K(’)/K(l)pr, r > 1, bilden beziiglich der natiirlichen Projektionen
KK — KoK v >,

ein projektives System. Sei Xy := lim K(')/K(/)pr der Limes dieses Systems. Dann
T

gilt der folgende Satz.

Satz 6.11 Der projektive Limes Xg besitzt die Darstellung
Xo = ((m)) x (1 +my)’

mit ((mo)) = {n§, a € Zp}.
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BEWEIS: Fiir eine (p — 1)-te Einheitswurzel & gilt €7 = ¢, denn es ist p" — 1 =
p—D(A+p+p*+...4+p" 1) =0 mod (p—1), also p" =1 mod (p—1). Somit
ist die Gruppe pp—1 der (p — 1)-ten Einheitswurzeln ein direkter Faktor jeder der
Gruppen K(/)pr. Mit Lemma 5.29 folgt

Ky JKE = (mo) [ (mo)?" x (14 mg) /(1 +mo)”".

Da man die Bildung des projektiven Limes mit der Bildung von direkten Produk-
ten vertauschen kann, geniigt es, die Identitéten
((mo)) = lim (mo) /(m0)”"  und (1 +mp) = 1lim (1 +mp)’/(1 4 mo)"”"
T T

nachzuweisen.

Zum Beweis der ersten Identitdt wird folgende Abbildung betrachtet,

¢ ((mo)) — lim(mo)/(mo)"",

r

d p"7Z
7_[_8 s (ﬂ'oa mod p p)r'

Ziel ist es, zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Zunéchst ist festzustellen,

dass diese Abbildung wohldefiniert ist, denn fiir » > s gilt 7rg°+’“Jra’“‘lpri1 =

s—1 s
mg0 T TP mod wh dh. p(ng) ist ein Element des projektiven Limes

lim, (o) /(mo)?". Aukerdem ist ¢ injektiv, denn es gilt

p(rg) =1 = m5=1 modﬁgr fiir alle r > 1,
= a=0 modp firaller >1 = a=0 = 7§ =1.

Zum Beweis der Surjektivitat sei (75" ), vorerst ein beliebiges Element des direkten
Produkts [],~;(mo)/(m0)? . Damit dies ein Element des projektiven Limes ist,
muss fiur r > s

78 =xd  mod ¥
gelten, d.h. a, = a; mod p°Z,. Das Tupel (a,), definiert somit ein Element a
des projektiven Limes Z, und n{ ist das Urbild von (my"),. Damit ist die erste
Identitat nachgewiesen.

Um (1+mg)’" = lim, (14+mg)’/(1+mp)"?" zu zeigen, wird auf der Gruppe (1+mg)
neben der Bewertungstopologie 7 eine weitere Topologie 7" eingefiihrt, die mit
den Potenzen (1 + mg)?" korrespondiert. Aus der Aquivalenz beider Topologien,
die im Anschluss bewiesen wird, kann man Aussagen {iber die Komplettierung
von (1 4+ mg)’ beziiglich der Topologie 7" folgern. Die Topologien sind durch ihre
Umgebungsbasen gegeben,

7T : Umgebungsbasis der 1:  {V,(1), p € (p — 1)N}
V(1) ={z € (1+mp) : vo(x — 1) > p},
T': Umgebungsbasis der 1:  {(1 +mg)?", r > 0}.
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Fiir die Elemente der Umgebungsbasis der 1 der Topologie 7 gilt V(1) = 1+m8+1.

Lemma 6.12 Auf (1 +mg) sind die Topologien T und T’ dquivalent.

BEWEISs: Es ist zu zeigen, dass jedes Element der Umgebungsbasis der 1 der einen
Topologie in einem Element der Umgebungsbasis der 1 der anderen Topologie
enthalten ist. Nach Lemma 4.2 gilt

(1 + mo)pr cl1 +p’“m0 =1+ mg(pfl)ﬂ = V;,(p_l)(l).

r—1

Fiir r=0 gilt hier sogar Gleichheit. Nun ist 1—|—m6(p_1)+1 =Vrp—1)(1) S(1 +mg)?
fiir 7 > 1 zu zeigen. Wegen r(p—1)+1 > 1 fiir r > 1 kann Lemma 4.1 angewandt
werden. Mit r(p—1)+1> (r—1)(p — 1) + 2 folgt

log Vy(p—1y(1) = m6<fl’—1>+1 C m((]v'—l)<p—1)+2'

Andererseits gilt

log(1+mo)? =p" Mog(1l + mg)=p" log(l + md)=p  'mi=m{HDEVF2,

An dieser Stelle wurde die Gleichheit log(1 4+ mg) = log(1 4+ m2) verwendet. Die
Giiltigkeit dieser Gleichheit kann mit derselben Argumentation wie im Beweis zu
Satz 5.6 begriindet werden. Zusammenfassend ergibt sich

-1

10g Vy(p—1)(1) € log(1 + mo)”"

Die Anwendung der Exponentialabbildung, die in diesem Fall ein Isomorphismus
ist, liefert

r—1

V;’(p—l)(l) C (1 + mO)P >
womit der Beweis der Aquivalenz der beiden Topologien abgeschlossen ist.

QED

Satz 6.13 Die Gruppe (14+my)’ ist vollstindig beziiglich der Topologie T bzw. T'.
Somit ist die Vervollstindigung lim, (1+mg)’ /(1 + mg)"”" von (1+mg)" beziiglich
T’ gerade (1 +mp)’, d.h.

(14 mg)’ = lim (1 +mp)’/(1 4 mg)"”".

T

BEwEIs: Die Gruppe (1 + mg)’ laft sich als
(1+mo) = Ny ' ({1}) N (1 + mp)

darstellen. Dabei bezeichnet Ny *({1}) das Urbild der 1 unter der Normabbil-
dung Ny : (1 +mg) — Z,. Um von dieser Darstellung auf die Vollstandigkeit von
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(1 + mg)" schlieRen zu konnen, miissen die Stetigkeit von Ny und die Vollstén-
digkeit von (1 4+ my), jeweils beziiglich der Topologie 7 oder 7', gezeigt werden.
In diesem Fall gilt dann, dass (1 4+ mg)’ als Durchschnitt zweier abgeschlossener
Mengen selbst abgeschlossen und als abgeschlossene Teilmenge eines vollstandi-
gen Raumes auch vollstandig ist.

Wegen vy (o(z — 1)) = vo(z — 1) fiir z € (14 mp) und o € G(Ko/Q,) sind die
Automorphismen o € G(Ky/Q)) stetig. Somit ist auch die Normabbildung als
Produkt der stetigen Abbildungen o € G(Ky/Q,) stetig.

Nun ist noch die Vollsténdigkeit von (1 +mg) zu begrinden. Sei {z;, j € N} eine
Folge in (1 + my), die gegen z konvergiert. Dann ist zu zeigen, dass z € (1 4+ my).
Aus der Konvergenz z; — z folgt die Konvergenz z; — 1 — 2z — 1, d.h. es gilt
vo(z; —1) = vo(z — 1) fiir j > jo. Wegen vp(z; — 1) > 1 fiir alle j € N folgt daraus
vo(z—1)>1,d.h. z € (1+my).

QED

Damit ist auch der Beweis von Satz 6.11 abgeschlossen.
QED

Nach Konstruktion ist jedes Element z € Xy, = # 0, als z = 7T8yb mit a,b € Z,
und y € (14 mp)’ darstellbar. Fiir ein derartiges x gilt ¥o(z) = avo(mo) + biho(y).
Damit kann g nun als Abbildung

Yo : Xo — Xo/p Xo

betrachtet werden.

Wie bereits in Satz 6.11 bemerkt, enthdlt Xo, im Gegensatz zu K}, nicht mehr
die (p — 1)-ten Einheitswurzeln. Dass dies keinen Informationsverlust bedeutet,
zeigt das folgende Lemma.

Lemma 6.14 Fiir eine (p — 1)-te Einheitswurzel £ gilt 1o(€) = 0.

BEWEIS: Sei m > 1. Dann gilt Ny,0(€) = &P = ¢, denn wie schon im Beweis zu
Satz 6.11 begriindet, gilt p” =1 mod (p — 1). Somit ist & ein Normurbild von &
und man erhélt

o(€) :—;n 0(60(6)).

Die Potenzreihe f(T') € Zpy[[T]], f(T) = &, ist eine Potenzreihe fiir £&. Mit Hilfe
dieser Potenzreihe berechnet man

_ %
3

Damit ist auch ¥y(&) = 0. QED

do(§) f'(mo) = 0.
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Nachdem nun K|, derart zu X, vervollstindigt worden ist, dass die Projektoren
ﬁx auf Elemente aus Xy angewandt werden kénnen, kann die Zerlegung von Xy in
Eigenrdume angegeben werden. Die sich anschliefsenden Betrachtungen erfolgen
unter Verwendung von [Was|, Chap. 13, § 13.7 und § 13.8.

Satz 6.15 Fiir die Eigenrdume von Xo gilt tkz, Xo(x) = 1.

BEWEIS: Sei x € G*. Unter Verwendung von Lemma 6.3 gilt

vo(Py(m0)) = vo (( H (Ul(ﬂo))X(o)> p11>

1, firy=1
:{’ HX= (6.6)

Der Projektor Pj ist somit der einzige Projektor, der in die Untergruppe ({mo))
projiziert. Betrachtet werde die exakte Sequenz

1— (1+m) — Xog— Xo/(1+mp) — 1.

Die Faktorgruppe Xo/(1 + mg)’ ist als Z,-Modul isomorph zu ((m)), hat also
Zy-Rang 1.

Die Gruppe (1 + mg)’ ist ein G-Modul, denn fiir ¢ € G und z € (1 + mg)’ gilt
No(o(z)) = No(z) = 1 und wy(o(z) — 1) = wo(o(z — 1)) = w(z —1) > 1,
also o(z) € (1 4+ mp)’. Somit kann man, #hnlich wie im Beweis zu Lemma 6.6,
sehen, dass Xo/(1 + mp), im Gegensatz zu ((m)), ein G-Modul ist. Aus die-
sem Grund kann die Wirkung von ﬁx auf Xo/(1 + mg)’ untersucht werden. Mit
einer zu Lemma 6.8 analogen Rechnung sieht man, dass IBX (Xo/(1 +mg)) =
ﬁX(XO) / ﬁx(l + mp)’. Daher geht die obige exakte Sequenz bei Anwendung von
ﬁx in die exakte Sequenz

1 — Py(1+mp) — P(Xo) = P (Xo/(1+mp)) — 1 (6.7)

iiber. Hier hat die Gruppe ﬁx (Xo/(14+mp)') entweder den Z,-Rang 0 oder 1.

Sei nun x = 1 der 1-Charakter. Dann gilt P (1+mg) = 1, denn fiir z € (1+mg)’
~ 1
gilt Pi(z) = (No(z))» T = *V1 =1, da (1+ myg)’ keine (p — 1)-ten Einheitswur-

zeln auber 1 enthilt. Somit erhélt man aus der Sequenz (6.7) die Sequenz

1—1— ﬁl(Xo) i ﬁl(XO/(l +m0>/) — L
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Die mittlere Abbildung ist ein Isomorphismus, so dass ﬁl(Xo) denselben Z,-Rang
hat wie Py (Xo/(1 + mg)’). Dieser ist aufgrund der Gleichung (6.6) gleich 1, also

I‘kZPXo(l) = I‘kzp (Xo/(l -+ mo)/)(l) =1.

Sei nun x # 1. Da die Projektoren JSX fiir x # 1 nicht auf die Untergruppe ((mo))
projizieren, gilt Py (Xo/(1+mg)’) = 1. Aus (6.7) erhéilt man deshalb die Sequenz

1— Py(1+mg) — P(Xg) — 1 —1,

wobei die mittlere Abbildung wiederum ein Isomorphismus ist. Nach Theorem
13.54 und der dem Theorem vorangegangenen Bemerkung in [Was|, Chap. 13,
§ 13.8, gilt P (1 +mp)’ = Py(1+mg) und rkz, (1 +mg)(x) = 1 fiir x # 1. Somit
haben alle Eigenrdume P, (1 + mg)’ fiir x # 1 den Z,-Rang 1,

rkZpXO(X) = I‘kzp(l + mo)l(X) = 1.
QED

Da Xp in p — 1 Eigenrdume vom Z,-Rang 1 zerlegt wurde, gilt

rkz,(Xo) = Y rtkz, (Xo(x)) =p— 1.
XEGX

Zusétzlich erhilt man das Resultat rkz, (14 mg)’ = p — 2.

Nach dem Beweis zu Lemma 13.36 in [Was|, Chap. 13, § 13.7, lassen sich die
Eigenrdume P, (1+mg)’ folgendermafen durch die Angabe erzeugender Elemente
charakterisieren.

Lemma 6.16 Sei xy =w*, k=1,....,p—2.

(i) Fiir k # 1 wird P_x(1 4+ mg) von dem Element P_i(1 — k) erzeugt.

(ii) P,(1+mp) wird von Py(1 —m) = P,(Co) und P, (1 — ) erzeugt.

Nach Lemma 4.7 gilt (s € (1+my)’. Die anderen Elemente 1—7§, k = 2,...,p—2,p
liegen nicht unbedingt in (1+mg)’, sind aber Elemente von (1+mg). Da nach der
Bemerkung vor Theorem 13.54 in [Was] Chap. 13, § 13.8, fiir x 75 1 die Identitét
P (1 4+mp) = P (1 +m0) gilt, sind P (1 —78), k= 1,...,p — 2,p, auch tat-
sichlich Elemente von P, (1 +mg)’.

Sei 04 € G der Automorphismus, der durch o4({p) = (J gekennzeichnet ist. Dann
gilt

Py(G) = (Iﬁ (aal(Co))w(a)> (ﬁC(;d(a)) = (o,

a=1
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da es im Exponenten von (y nur auf den Wert modulo p ankommt und w(a) = a
mod p gilt. Somit kann man P, (1 + mg)’ auch als

P,(1+mg) = (Co) x (Pu(1— b))
schreiben, wobei ((y) = {Cg, j=0,...,p— 1} die endliche Untergruppe der p-ten
Einheitswurzeln und (P, (1 — @f})) der von P, (1 — 7})) erzeugte Z,-Modul ist.

Da nun die Eigenrdume Xo(x), x # 1, explizit durch Angabe ihrer Erzeugenden
charakterisiert sind, ist es von Interesse, die Abbildung vy auf den Erzeugen-
den anzugeben. Aus diesem Grund werden zunéchst zwei vorbereitende Lemmata
formuliert.

Lemma 6.17 Das folgende Diagramm ist kommutativ.

Yo
Xo -’{0/17 Xo
B, P
Xo(x) o0 = Xo/p Xo(xw™)

BEWEIS: Sei x € Xg. Dann gilt unter Verwendung von Lemma 5.27

wo(Bu(@)) = o (( I (01<m>)x<o>)ph>

ceG

= 5 3 xloYo(o (@)

oeG
= 5 3 x(odn(e o (w(a)).

oelG
Die Abbildung ¢ — k(o), wobei k(o) die eindeutig bestimmte p-adische Einheit
aus Lemma 5.10 ist, ist ein Charakter auf G(K/Q,), K = J,;>¢ Kn. Dieser werde
mit k£ bezeichnet. Schrinkt man x auf G = G(Ky/Q,) ein, und ist o, der Au-
tomorphismus aus G, der durch 04((p) = (§, a € (Z/p Z)*, bestimmt ist, so ist
k(0q) =a mod p, d.h. es gilt x|, = w. Damit kann man weiter argumentieren

Yo(Py(2)) = —= > x(0)r(o™)o ™" (do(x))
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wormit g o ﬁx = P,,—1 0o gezeigt ist.
QED

Ein schwieriger Teil bei der Berechnung der Bilder v¢g(x) ist das Finden von

Normurbildern z,, € K},

Npo(m) = x. In dem hier betrachteten Spezialfall
n = 0 ist es jedoch moglich, fiir ¥ eine vereinfachte Bildungsvorschrift anzugeben,
bei der die Suche nach Normurbildern entfillt.

1
Lemma 6.18 Es gilt g = —— dg.
p

BEWEIS: Nach Satz 5.12 erhélt man fiir m > n und y € K}, die Gleichung
On (Nmn(y)) =p (Mg (5m(y)) mod D,,.

Speziell mit n = 0, y = x,, und Nyo(zm) = z folgt do(z) = p~™Smo (5m(azm))
mod Dg. Dividiert man diese Gleichung durch p und beachtet Dy = pmy 1 so
ergibt sich

1 1

Yo(x) = T S0 (0m(zm)) = - So(z) mod my?t.

Um das Aquivalenzzeichen durch ein Gleichheitszeichen ersetzen zu kinnen, ist
der Nachweis von my ' C p Xy notwendig. Da aus Gleichung (5.18)

pXg = {ac e Ky : Sg(xlog(l —|—m0)) =0 mod p}

folgt, reduziert sich der Beweis auf die Begriindung von Sy (mg ! log(1+ mo)) =0
mod p. So wie im Beweis zu Satz 5.6 sicht man, dass log(1 + mg) = log(1 + m3).
Auf (1 4+ m3) ist der Logarithmus aber ein Isomorphismus (vgl. Lemma 4.1), so
dass log(1+mg) = mZ folgt. Es ergibt sich daher, unter Verwendung von Satz 4.9,

So(mg ' log(1 4+ mg)) = Sp(my'm3) = So(mg) =pZ, =0 mod p.
Damit ist das Lemma bewiesen.

QED

Mit Hilfe dieser vereinfachten Vorschrift ist es nun méglich, die Abbildung g auf
den Erzeugenden P;(mg), (o und Pk (1 — ﬁ’g), k=2...p—2,panzugeben.

Satz 6.19 Fiir den Erzeuger Py (o) von Xo(1) und (o als Erzeuger des endlichen
Anteils von Xo(w) gilt

vo(Pi(m0)) = —Pyor(io)  und @ZJO(CO):;-
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Fiir die Erzeuger ﬁw (1 —7k) der Eigenriume Xo(w), k=2,...,p—2,p, gilt

Ibg(ﬁwk(l Wg — 1 Zwk 1 J go)o_—

BEWEIS: Die Einheitswurzel (p erzeugt nach Lemma 6.16 den endlichen Anteil
des Eigenraumes (1 + mg)’(w). Es gilt, unter Verwendung von do(¢p) = —1 (vgl.
Gleichung (5.7) auf Seite 53),

Yo(Co) =

Sei nun k € {2,...,p — 2,p} fest. Um 1/10( #(1 — 7)) berechnen zu kénnen, ist
zunéchst eine Potenzreihe fiir

1
~ k p—1
P(1— k) = < IT ('@ —=k)” (U)) ’
oeG
anzugeben. Es ist f(T) := 1 — T* eine Potenzreihe von 1 — 75

Mit u,-1(T):=1— (1 — T)H(Ufl) it
Flug(T)) =1 —ug 1 (T)F =1~ (1— (1 =T )"

eine Potenzreihe fiir ¢~1(1 — 7§) (vgl. Beweis zu Satz 5.11). Wihlt man

wk (o)

Jo=r(T) i= f (=1 (T)) 70

k
wt(o)
als Potenzreihe fiir 0~(1 — 7§) 71 | so erhiilt man

=I[ o (™

oeG
als Potenzreihe fiir P (1 — 7%). Damit gilt nun

J(T
9(T)

~—

5O(ﬁwk(1 — ) = o

T=mg

Zur Berechnung von % = seC 7 71§ ; betrachtet man

Wk (o wF(o)
fo1(T) = p_(l) F (g (D) 75 f (g1 (T))
wk(o Wk (o
= p—(l) f(uafl(T) pfl) 1(— Ugfl(T)k 1)u;71(T)
w(o) w* (o)
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so dass
(1) _ _wk(a)/{(afl) 1 kel st
fo—1(T) o p—1 f(ua—1(T)) ku,—1(T)"(1-T) .

Wegen 0 € G = G(Ky/Qp) gilt k(0) = w(o) und somit

o1(T) __wk_l(a) 1 w (TV1(1 — Ty o)1
@] T et oy e

W o) ko~ (m)F ! o7 (¢o)

p—1 l—o"l(m)* ¢

T=mg

SchlieRlich ergibt sich

to(Por(1—m5)) = =2

AbschlieSend ist noch die Formel fiir 1y (]Sl(rrg)) zu berechnen. Da my ein
Erzeuger von ((m)) ist, ist fiir y = 1 das Element Pj(m) ein Erzeuger von
(Xo/(1 4+ mg)’)(1) = Xo(1) (vgl. Satz 6.15). Fiir das Bild dieses Erzeugers un-
ter g ergibt sich mit dem Diagramm aus Lemma 6.17 und Gleichung (5.8) von
Seite 53

o (P (70)) = Pt (o) = =P (o) = = w1<co>:—Pw1(/ﬁ0)-

o

Damit ist das Bild von 9y auf allen Erzeugern der Eigenrdume von X angegeben.

QED

Es sei angemerkt, dass sich beim Beweis des letzten Satzes fiir die Berechnung
von g (ﬁwk(l — 7§)) nicht die Kommutativitét des Diagramms aus Lemma 6.17
ausnutzen lief. Die Abbildung vy darf nicht auf die Elemente 1 — 7§ angewendet
werden, da diese nicht in Xy liegen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei noch eine allgemeine Formel fiir ¢ (ﬁx(x)) =

Py (@ZJO (m)) angegeben. Damit diese leichter auf den Fall n > 0 iibertragen wer-

den kann, wird nun wieder mit der urspriinglichen Beschreibung von vg gearbeitet.
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Mit Blick auf Satz 6.11 geniigt es, die allgemeine Gleichung fiir P, -1 (1/10(96)) fiir
z € (14+mp)’ zu bestimmen.

Fiirn > Osei (14+m,) := {& € (14+m,) : Ny(z) = 1}. Da die universellen Normen
K] nach Lemma 5.23 ein projektives System beziiglich der Normabbildungen N,
bilden, bilden auch die (1 + m,)" als direkte Faktoren der K/ (vgl. Lemma 5.29)
ein projektives System beziiglich der Abbildungen Np,,. Sei

U :=lim (1 +m,)" (6.8)
Fiir ein beliebiges = € (1 + mg)’ findet man ein 1 € (1 + my)’ mit Nig(z1) = z.
Fiir dieses x1 findet man wiederum ein o € (1 4+ mg)’ mit Noj(x2) = 1, und
so fort. Dann ist das Element u := (...,x2,21,2) ein Element des projektiven
Limes U. Nach [Was|, Chap. 13, § 13.7, Theorem 13.38, gibt es zu diesem u eine
eindeutig bestimmte Potenzreihe f, € Zp[[T]] mit f(m,) = z, fiir alle n > 1 bzw.
f(mo) = . Mit Hilfe dieser Potenzreihe wird der folgende Satz formuliert.

Satz 6.20 Seien m > 1, z € (1+mg), u € U ein zu x gehérendes Element des
projektiven Limes und f,, die fir u eindeutig bestimmte Potenzreihe aus Zy[[T1].
Dann gilt

P (e =~ 3w (-1 )

PEG(Km/Qp)

T=p~1(7m)

Dabei ist xw™1(p) definiert als xw=t(p') mit o' € G = G(Ko/Qp) und p = p/
mod G(K,,/K)).

BEWEIS: Sei xy, = fu (7). Dann gilt

Cﬂ fvi(ﬂ'm) —(1—n fqlt(ﬂ-m) _ . fu(T)
o) = 2 11 )= G BT 1 ) L ((1 T>fu(T)>

T=7mm

Zur Berechnung von P, ,-1(¢o(x)) wird zunéichst die kurze exakte Sequenz

L= G(En/Ko) < G(Kn/Q) > G(Ko/Q,) —1,

o — o; T — T
betrachtet. Sei H die Untergruppe der Elemente von G(K,,/Q,), deren Ordnung
ein Teiler von p — 1 ist. Dann gibt es einen Isomorphismus 7|y : H = G(Ko/Qy).
In obiger Sequenz seien die 7’ als Elemente von H aufgefasst. In der folgenden
Rechnung werden o, 7 und 7/ immer als Elemente derjenigen Galoisgruppe ver-
standen, wie es in obiger Sequenz angezeigt ist. Fiir einen beliebigen Charakter
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X € G(Ko/Qp)* und ein beliebiges y € K, gilt
P (Smo) = P Lotw))
1 I— 1
poT X2 ZX )

wobei x(7') mit x(7) identifiziert wird, wenn sich 7" und 7 unter dem Isomorphis-
mus 7|y entsprechen. Wenn 7 und o in obiger Summe unabhéngig voneinander
die Gruppen G(Ko/Q,) und G(K,,/K) durchlaufen, so durchliuft p=1 := 7/~1o
die ganze Gruppe G(K,,/Qp). Vereinbart man noch x(p) := x(7(p)) fiir p €
G(Knm/Qyp), so folgt

Pe(Smo@) = ~— D> x(p ()
PEG(Km /Qp)

Angewandt auf P, -1 (¢(z)) ergibt dies

Py (%o(2)) = —pml+1p><w1 (S <<(1 _T)?ET;)\T m>)

T
= 2 e w00 E)

PEG(Km /Qp)

T=p~1(7m)

QED

6.3 Ausblick auf den Fall n > 0

Nachdem im Abschnitt 6.2 die Zerlegung der Abbildung 1y unter den Charak-
teren der Gruppe G(Ko/Q)) angegeben worden ist, sollen die Resultate in diesem
Abschnitt auf die Abbildung

1

Uy K — }Zn/anrl_’{n, T — —WSmn(ém(xm)), m>2n+1,

iibertragen werden. Dabei sind
K, = (mn) X pp—1 % (1 +my)’
mit (14+m,) ={z € (1+m,): Ny(z) =1} und

Xn = { > oo (pn) + Y doo(0y), 0 € G(Kn/Qp), Co, do € Zp, Y dy = 0}

o

mit py, 1= pnlﬂ = und 0, = n+1 Zj 06 ! Eine Verallgemeinerung ist in zwei

Richtungen denkbar.
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Zum einen kann man die Zerlegung von 1, unter den Charakteren der Galois-
gruppe G(K,/Qp) betrachten. Analog wie in den Beweisen zu Lemma 6.6 und
Lemma 6.7 erkennt man, dass X, und K], G(K,/Q,)-Moduln sind. Auf beiden
Gruppen betrachtet man fiir x € G(K,/Q,)* die Projektoren

1 ~ (o)
PG 2 Xt wd B= [T (@ hm
o€G(Kn/Qp) o€G(Kn/Qp)

Diese sind nun aber nicht mehr Elemente von Zp[G(K,/Q))], sondern von
Qp|G(K,/Qp)], denn es ist Zp[#] = Zp[%] = @,. Die Gruppen X,, und K7, miissen
also in der Weise erweitert werden, dass in X,, die Multiplikation und in K], die
Potenzierung mit Elementen a € Q, erklart ist. Wahrend letzteres ein schwieriges
Problem darstellt, kann man ersteres bewerkstelligen, indem man

X = { Y o0 (n) + Y dor(00), 7 € G(KW/Qy), crdy € Qpy > dy =0}

definiert. Allerdings kann nun nicht mehr der Faktor X, /p" !X, betrachtet wer-
den.

Die andere Moglichkeit der Verallgemeinerung besteht darin, dass man X,, und
K], als G(Ky/Qp)-Moduln auffasst. Dies erreicht man, wenn man G = G(K/Q))
mit der Untergruppe H C G(K,,/Q,) aller Elemente o mit 0P~ = id identifiziert.
Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 6.21 Sei G = G(K(/Qyp). Die Gruppen X,, und K, sind G-Moduln. Die
Projektoren haben die Gestalt

1 -1 > -1 1
P, = pr— Z x(o)o und P, = ( H (o )X(U)) e
oceG ceG
Die Anwendung von P, auf Elemente x € X, ist wohldefiniert, im Gegensatz
zur Anwendung von Py auf Elemente x € K),, da in K], die Potenzierung mit
Elementen a € Zy, nicht definiert ist. Geht man jedoch zur Kompleltierung

X o= i K /(KL = () x (14 my)

tiiber, so kann ]SX auf v € X,, angewandt werden. Da fiir eine (p — 1)-te Einheits-
wurzel § € p,—1 die Gleichheit 1, (§) = 0 gilt, stellt der Ubergang von K!, zum
projektiven Limes X, der p,—1 nicht mehr als direkten Faktor enthdlt, keinen
Informationsverlust dar.

Die Aussagen des Lemmas folgen aus den Beweisen der dazu analogen Aussagen
im Fall n =0 in Lemma 6.6, Lemma 6.7, Satz 6.11 und Lemma 6.14.
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Wie im Fall n = 0, so geniigt es auch hier zunéchst, die Eigenrdume von X,
zu bestimmen (vgl. Lemma 6.8). Als Voraussetzung dazu ist das nachstehende
Lemma notwendig (vgl. Lemma 6.9).

Lemma 6.22 In X, besteht zwischen p, und 0, die Beziehung

pn+1 -1

1 pn+1 —p
= g 2 (0= g ol
a=0
(a,p)=1

wobei mit o4 der Automorphismus aus G(K,/Q)) gemeint ist, fir den 04(¢n) = i
qilt.

BEWEIS: Es ist die Gleichheit

¢ pntl—i pn+1 _p pntl-1
?n = > acu(bn) - — > ga(bn) (6.9)
n a= a=
(avp)ozl (flsp)ozl

zu zeigen. Dazu werden die beiden Summen auf der rechten Seite einzeln ausge-
wertet. Zuvor wird jedoch die Gleichheit

1 T 1 P! ¢
—a __ —a __ Sh
P Z ac, = Z aSp T (6.10)
a=0 a=1 n
bewiesen. Es gilt
pn+171 pn+171 pn+171 pn+171
oY al = Y a(l=G)G = D aG = Y ah
a=1 a=1 a=1 a=1

In der zweiten Summe auf der rechten Seite werde die Variablensubstitution —b :=
1 — a vorgenommen, so dass

pn+1_1 pn+1_1 pn+1_2
Moy al b= Y alt = Y b+ 16"
a=1 a=1 b=0
pn+1_2 B pn+1_2
D DR IR AR Ve s B W (R blan
a=1 b=1
pn+171
_ _(pntl_
= -G -1- Y GG
b=1

pn+171

— pn+1<n -1 Z C';b
b=1
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Fiir die Summe in der letzten Zeile ergibt sich

n+1 1 n pn+1_1
Z ¢’ Z e
vp(b)=k

Esist {1 <b < p! —1,0,(b) = k} = {o/pF, (',p) = 1,1 <V < pnFl — 1},
Damit folgt

n+1 1 n k+1__ 1 n k+1__ 1 n
v k o _ -1 o
>y Z > G Z D Gl =D Snl Gl = 1.
k=0 ©b=1 b'=1 b'=1 k=0
vp(b)=Fk (v,p)=1 (v,p)=1

denn nach Lemma 4.8 sind die Summanden der letzten Summe fiir £k < n alle
gleich Null. Nur fiir k = n gilt So({; ') = —1. Insgesamt ergibt sich somit

pn+1_1 n+1 1
— 1 1
T Z ag, :anr Cn — Z Qn —anr Cn
a=1

und Gleichung (6.10) ist bewiesen.

Mit 04(¢;) = 04 ((ﬁn_j) = = ¢j folgt nun fiir die erste Summe in Gleichung
(6.9)
p'n,+1_1 n+1_1
> ava(6n) = n+1ZZa<“
(a’,IP:)O=1 (aap) 1

Fiir festes j ldsst sich jedes a € {0,...,p""' — 1}, (a,p) = 1, eindeutig als

a = b+kp]+1 mit b € {Oa"'vpj+1 - 1}7 (bap) = 17 und k € {07.”,pn—j - 1}
+1

darstellen. Damit folgt ¢;% = ¢ """ = (;? und

pn+1_1
Z ace(br) =
a=0
(a,p)=1
Lo pitl_1  pn—i_1
_ j+1
X o (X eew)
j=0 b=0 k=0
(b,p)=1
n piti-1 n pitl-1 ,pr=i-1
_ 1
T b D S ol o (D O3
(b,p)=1 (b,p)=1 F=0
n pti-1 P 1)pnfj pri-1
_ —bp" ™ ] +1 - —b
= n+1z Z bp™™ jC i EPJ Z G

(b p) 1 (b,p)=1
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pJ+1 1
b —
Fiir die zweite Summe im zweiten Summanden gilt >, 0.0bp)=1% = S; (¢ D).
Nach Lemma 4.8 ist dieser Ausdruck fiir alle j7 # 0 gleich Null, fur J = 0 gilt
So(¢y 1Y = —1. In der ersten Summe durchliuft der Ausdruck bp” 7 die Menge
0<a<p"! —1, wenn b und j die angegebenen Mengen durchlaufen. Mit Hilfe

der Beziehung (6.10) folgt daher

pn+171 pn+171

_ 1 —a 1 (p"—1p ! G pt—1
; aoa(bn) = i ;) atp " — L 9 a2
(a.p)=1 B
Fiir die zweite Summe in Gleichung (6.9) erhélt man
! 1 1
Z Ja(en) = Sn(en) = pn+1 Z‘Sn(gja) = _5'
a=0 ]:0
(a,p)=1
Insgesamt ergibt sich daraus
pntl_1 n+1 pntl—1 n n—+1
Pt —p G p'—1 p"7 —pl G
0,) — 0,) = — — —=
; aoq(6n) 5 ; 04 (0n) - 5t i
(a,p)=1 (a,p)=1

QED
Nun kann man eine Aussage iiber die Eigenrdume von X,, formulieren.

Satz 6.23 Fiir die Eigenrdume von X, gilt

1 .. —
Z WZpr(PHn)» fiir x =w™,

pEG(Kn/Ko)

1
Z — Zp Py (pOn), sonst.
pEG (K, /Ko)

Xn(x) =

Die Eigenrdume haben den Zy,-Rang p".

BEwEIs: Im folgenden wird die Gruppe G := G(K(y/Q)) wieder mit der Unter-
gruppe H C G(K,/Q)) der Elemente, deren Ordnung ein Teiler von (p — 1) ist,
identifiziert. Seien x ein Charakter von G und 7 € G(K,,/Kp). Dann gilt

PX(T( = — Z oo ' (1n)
JEG’
= L x(e ™Yot (p,) = Z Co10” (fin)

p—1
oeG o'€G(Kn/Qp)
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-1
mit c,r = % falls 0’ = o7 und o € G und c¢,» = 0 sonst. Damit erkennt man

Py(t(pn)) € X, fiiralle  y € G*.

Auferdem gilt

P, (7’ — Z = Z g0’ (6n)

OGG o' €G(Kn/Qp)

mit dyr = X;%T) fir o/ = o7 und ¢ € G und d, = 0 sonst. Damit ist y__, dor = 1
fir x =1und ), d,» = 0 fiir x # 1. Es folgt

Py(7(0n)) € X, fir x#1.

Jedes 0 € G(K,,/Qp) = G(Ko/Qp) X G(K,/Ky) lasst sich eindeutig als 0 = o107
mit 01 € G(Ko/Qp) und o2 € G(K,,/Kp) schreiben. Fiir 0 € G(K,,/Qp) und

u € K, gilt, unter Verwendung der Variablensubstitution p=! := 77 1o,
1 -1
PX(U(U)) = p—1 x(7)7 ( Z )T~ 0102 w)
TEG TEG
Zx a1p)p” oa(u) = x(01) Py (02(u)). (6.11)
pGG

Fiir ein beliebiges Element ) _c,0(pin) + >, doo(6n), 0 € G(K,/Qp), aus X,
kann man schlussfolgern

P(D o) + ngawn)) -
= Z ¢y P un + Zd P
= ZC"X o1)P. 02 (fin) —I—Zdox o1)P. ( 2(9n)). (6.12)

Zuerst wird der Fall x # 1 untersucht. Alle Vorfaktoren in Gleichung (6.12) sind
Elemente von Z,. Daher gilt mit o9 € G(K,,/Ky) und den obigen Vorbemerkungen

) € > ZpPy(oa(pn)) + Y ZpPy(02(6,)) € Xn.

Da andererseits die Anwendung eines P auf ein Element aus der mittleren Menge
fiir ¥/ # x die Nullabbildung und fiir X’ = x die Identitét ist, folgt die Gleichheit

X) = ZZPPX (U(Mn)) + ZZ;DPX (U(gn))a o € G(Kn/Ky).

Mit Hilfe der Beziehung aus Lemma 6.22 wird die rechte Seite dieser Gleichung
noch vereinfacht. Sei dazu 7 € G(K,,/Ky). Der Automorphismus o, € G(K,/Qy),
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der durch 04((n) = ¢} charakterisiert ist, werde in o, = 0,0, mit o, € G(Ko/Qp)
und o/ € G(K,/Ky) zerlegt. Dann gilt

pn+171

n+1
Py (7(un)) = Py <pnl+1 Z (a - p2p)7-a(’lag(9n)> :

a=0
(a,p)=1

Jedes a der durchlaufenen Menge lasst sich eindeutig als a = b+kpmit 1 <b<p —1
und 0 < k < p™ — 1 schreiben. Mit dieser Schreibweise erhélt man

7a(C0) = 0a(C") = ¢ = ¢ = (T = ¢§ = 0l (¢o).

Der Automorphismus o, entspricht demnach fiir a = b+ kp dem Automorphismus
m € G(Ko/Q,), der durch 7,((p) = ¢} charakterisiert ist. Der Anteil o/ von o,
mit a = b+ kp werde mit 7, € G(K,,/Ko) bezeichnet. Mit Gleichung (6.11) folgt

1 pelol pntl —p
Py ((1)) = Py (an > <b +kp — )TTka(en)>
k=0 b=1
1 pilpzl n+l _
= (b+kp—p 5 p)Px(TTka(Hn))
k=0 b=1
R ntl _
= (b4 ko = =) () Py (77 (60)
p k=0 b=1
1 pt—1 p—1
— i 3 Alrmln) X b
k=0 b=1
1 p"—1 p—1
+ — Z kP (77(6r)) ZX(Tb)
k=0 b=1
1 pn— 15~ p1
- Py (77k(0)) Y x(75). (6.13)
P 2 k=0 b=1

Nun wird fiir x eine Fallunterscheidung vorgenommen. Im Fall y = w™! gilt wie
im Beweis zu Satz 6.10 die Relation Zg;ll bx(m) € Zy, und nach Lemma 6.1 ist

P~ x(m) = 0. Fiir x # 1,0 gilt SP~ bx(n) € pZ, und S0—1 x(m) € Zy.
Insgesamt ergibt sich mit p := 77, € G(K,,/Ko)

1
> 1 ZyPi(p(0n)), fiir x =w
P

1
Z — ZpPy (p(6n)), fiir x # 1,w™ L.
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Somit erhdlt man mit p, 7 € G(K,,/Ky) fiir die Eigenriume

Xn(x) = ZZpr (T(Mn)) + ZZpr (,0(9
ZZ Z n+1 +ZZ 7 fﬁrx:w_l,
ZZ Z — ZpPy( +ZZP fir y # 1,w 1,

Z<<ZZ) n+IZ —{—Z)P (p(@n)), fiir y = w1,
Z <<ZZP) Z?Zp + Zp> PX(p(Qn)), fiir x # 1w,
p T

und schliefflich

1
Z WZPPW* (p(0,)), fiir x =w™!,

Xn(x) =
Z panpr(P(en))v fiir y # 1, w ™!
p

Nun wird der Fall x = 1 behandelt. Sei wie oben z = > _ co0(ftn) + Y, doo(6y)
ein beliebiges Element aus X,,. Dann gilt mit 0 = 0102 € G x G(K,,/Kp)

Pl(l‘) = ZCJPI(UQ(Nn))+ZdUP1(02(0

_ Zj: <;C(,M>P1 (azg(un)) - ; <;d0m>P1 (02(6,))
= Y daPi(oa(pn) + Y do,Pi(02(0n))

o2

o2
{ > P (r(un)) + Y d-Pi(7(0,)), T € G(Kn/Ko), > dr= 0}
Jedes Element der Menge in der letzten Zeile 1a%t sich als P;(y) schreiben mit

Yy = Z cr7(pn) + Z d:7(0n), cr,dr € 7Ly, ZdT = 0.

T7€G(Kn/Ko) T7€G(Kn/Ko)

m

Somit erhalt man

{Zchl 7(n) +Zd pi(r Gn)),TEG(Kn/KO),ZdT:O}.

T

Seinuny = Y _¢;7(tn)+Y_, dr7(0y) ein Element der oben beschriebenen Gestalt
aus X,. Wertet man Formel 6.13, welche auch im Fall xy = 1 gilt, im Fall x =1
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aus, so erhalt man

S pp—1)
Pl(T([Ln)) = n+1 Z P1 TTk p2

-1

+ p— Z kP (173.(6,)) (p — 1)

k=0

1p —1”’1

Z P1 TTk —1)

1 pn‘l
— (k: +1- —)Pl (TTk(G ))
k= 0

= Y oeR(e6)

p pEG(Kn/Ko)

mit ¢, = (p—1)(k+1— —) falls 771p ¢ ¢ — (o7, Wendet man P auf obiges
y an und verwendet das Ergebnis der letzten Rechnung, so ergibt sich

Pi(y) = Zchl 7(tin) +Zd Py (7(6,))
= ZcT- Zc,”Pl (0n)) + > dpPr(p(0
= Z <pn<zcﬂ,7'67) + dﬂ> P1 (p(en»

p

= pln 4 <<Zcp,.rc7->+pndp>P1<P(0n))

T

Daraus folgt

> Z,Pi(p(6n)).

pEG(Krn /Ko)

Sei nun z = 1% 2ol (p(6n)) ein beliebiges Element aus der rechten Menge.
Es soll gezeigt werden, dass es ein Element y € X,, gibt mit z = Py(y). Hat y
wie oben die Gestalt y = > _c;7(n) + >, d-7(0,), T € G(K,,/Kp), so muss fiir
jedes p € G(K,/Ky) die Gleichung

Ep = Z Cp,TCT + pndp
T

erfiillt sein. Allgemein 14t sich das Problem so formulieren: Seien eine m X m-
Matrix A und ein m-komponentiger Vektor b gegeben. Gesucht sind Vektoren c
und d, so dass

b= Ac+d.
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Diese Gleichung ist dquivalent zu der Gleichung

b= (A|E)u, E =m x m - Einheitsmatrix, u = (2)

Diese Gleichung hat eine Losung, denn die Matrix (A|E) hat vollen Rang. In
unserem Fall muss der Vektor d aber noch die zusidtzliche Bedingung erfiillen,
dass die Summe seiner Eintrige gleich Null ist. Dazu wird die Matrix (A|E) um
eine unterste Zeile (0,...,0,1,...,1) aus m Nullen und m Einsen und der Vektor
b um den letzten Eintrag Null ergénzt. Die Frage ist nun, ob die neue Gleichung

< 0%.10 1?1 ) (;) - <8>

E
eine Losung hat, ob also die Matrix
0..0 1.1

Hilfte dieser Matrix gilt, dass die Summe der oberen m Zeilen die unterste Zeile

) vollen Rang hat. In der rechten

ergibt. Die Matrix hat vollen Rang, wenn diese Bedingung in der linken Hailfte
verletzt ist. Dazu ist es notwendig, die genaue Struktur der Eintrage der Matrix
A im konkreten Fall zu ermitteln.

Sei A die p" x p"-Matrix mit den Eintrégen c, .. Jedes 0 € G(K,,/Q)) ist durch
seine Wirkung ¢, — (2 eindeutig festgelegt, wobei a eindeutig als a = b+ kp mit
1<b<p—1und 0 <k < p" — 1 geschrieben werden kann. Die Elemente von
G(K,/Kp) sind durch b = 1 charakterisiert. Wirkt 7=! auf ¢,, durch Potenzierung
mit 14ip und p durch Potenzierung mit 1+ jp, so wirkt 7—!p durch Potenzierung
mit (1+ip)(1+jp) =1+ (i +j+ijp)p. Die Zahl ¢, , hat in diesem Fall also den
Wert

o p"
Copr=(p— 1)(1 +7+uyp+1- ?> =: a;j.
Es ist zu zeigen, dass es ein j gibt, so dass

pn—1

Z Qg ;é 0.
1=0

Sei j = 0. Dann gilt

p"—1 p"—1 n

o (p— IR
E aip = (p—1) E (z+1 2)
i=0 =0
pr(p" —1) n( p") (p—1)p"
(p )< 5 tp 5 5 — 70
Somit ist gezeigt, dass die Matrix < 0.0 1.1 > vollen Rang hat, dass es also

zu jedem z € #Zp ZpPi(p(6,)) ein y € X, mit Pi(y) = z gibt. Daraus folgt

schlieklich )
Xn(1) = ﬁ Z ZpPr (P(en))
pPEG(Kn/Ko)
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Zu guter letzt ist noch nachzuweisen, dass die Eigenrdume alle den Z,-Rang p"
haben. Zunéchst ist klar, dass der Z,-Rang mindestens p" ist. Sei x ein beliebiger

n+1

Charakter von G. Nach Multiplikation mit p™ oder p ist zu zeigen, dass aus

der Gleichung
Z cpPx(p(0n)) =0

PEG(Kn/Ko)

die Gleichung ¢, = 0 fiir alle p € G(K,,/Ky) folgt. Schreibt man P, aus und
multipliziert mit p — 1, so erh&lt man aus obiger Gleichung

S epxlo ) op(6™) = 0,
pEG(Kn/Kq)
ceG

Durchlaufen o die Gruppe G = G(Ky/Qp) und p die Gruppe G(K,/Kp), so
durchlauft op die gesamte Gruppe G(K,,/Qy). Nach [Iwal], § 1, Prop. 7, bilden die
Elemente o'(0,,), o' € G(K,,/Qp), eine Normalbasis von K,,/Q,. Damit folgt das
Verschwinden aller ¢,x(0~1) in obiger Gleichung. Da die x(c~!) verschieden von
Null sind, folgt das Verschwinden aller c,. Somit ist gezeigt, dass alle Eigenraume
X, (x) den Z,-Rang p™ haben.

QED

Nachdem X, in (p — 1) Eigenrdume vom Z,-Rang p" zerlegt wurde, folgt
rkz, X, = (p—1)p".

Fiir die Figenrdume von X, gilt der folgende Satz.

Satz 6.24 Die Eigenrdume X,(x) haben fir x # 1 den Zy-Rang p". Fir x =1
gilt
X,(1) = X, /(1 +my) x (14+m,)(1),

wobei (14+m,)' (1) C {y € (1+my,) : Nyo(y) =1}.

BEWEIS: Sei G := G(Ky/Qyp). Fiir x € G* gilt

v (Py () = pil 2> xova (o™ (m)

oceG
1 1, falls y =1,
Cop—1 Z X()vn(mn) = { 0, sonst.
oceG

Somit ist P, der einzige Projektor, der in die Untergruppe ({(mn)) projiziert. Es
werde die exakte Sequenz

1—-(1+m,) =X, - X,/(1+m,) —1 (6.14)
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betrachtet. Die Faktorgruppe X, /(1+m,) ist als Z,-Modul isomorph zu ((m,)),
hat also den Z,-Rang 1.

Durch Anwendung von ]SX geht obige exakte Sequenz (6.14) in die exakte Sequenz
1 — Po(14+m,) — P(Xp) = Py(Xn/(14+my,)) — 1 (6.15)

iiber (vgl. Beweis zu Satz 6.15). Hier hat die Gruppe IBX (Xn/(14+m,)") entweder
den Z,-Rang 0 oder 1.

Sei x # 1. Da die Projektoren ﬁx nach obiger Rechnung fiir x # 1 nicht in die
Komponente X, /(1+m,)’ projizieren, gilt die Beziehung ﬁx (X,/(14+m,)) =1.
Daraus erhilt man X,,(x) = (1 4+ m,)'(x). Nach Theorem 13.54 und der dem
Theorem vorangegangenen Bemerkung in [Was|, Chap. 13, § 13.8, gilt

Py(14m,) = P(1+m,)

und rkz, (1 4+ my,)(x) = p". Somit haben die Eigenrdume ﬁx(l +m,) fir y #1
alle den Z,-Rang p",

rkz, Xn(X) = rkgz, (1+my)'(x) = p".
Fiir x = 1 erhédlt man aus (6.15) die exakte Sequenz
1— (1+4m,) (1) = X,(1) = X, /(14 my) (1) — 1,
und daraus folgt X, (1) = X,, /(1 +m,)' (1) x (1 +m,)'(1). Wegen
rk 7, (Xn/(l + mn)’(l)) =1=rkg, (((m))) =1kz, (Xn/(1+m,)")
folgt X, /(1 +my,)' (1) = X, /(1 +m,) und somit
Xn(l) ~ X, /(14 my,) x (1+m,)(1).

Es verbleibt, die Enthaltenseinsrelation (1+my,) (1) C {y € (14m,,)": Npo(y)= 1}
nachzuweisen. Zu diesem Zweck gelte in den folgenden Rechnungen immer o €
G(Ko/Qp) und 7 € G(K,,/Kp). Zunichst erhilt man fiir z € (1+m,,)" die Gleich-

heit Py (z) = (1L, o_l(az))l’%l = (Hga(az))l’%1 Dies impliziert

Noo(Pi()) = no(Ha) (H(gaw))zﬁl_(gm(x))g

Durchlaufen o und 7 die angegebenen Mengen, so durchldauft das Produkt 7o die
Gruppe G(K,,/Q,), so dass

1

Nuo(Py(z)) = Ny(z)71 = 1.

Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen.
QED

Wie in Lemma 6.17 kann man zeigen, dass das Diagramm
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tn
Xn > %n/pn—i_l:{n
B, Pt
Xn(X) > 3(':7ﬂn/1)7l—~_1xn(X‘U_l)
Yn(X)

kommutativ ist. Mit diesem Resultat kann der néchste Satz bewiesen werden.

Satz 6.25 Es gilt

~ 1 p—1
wn(Pl(wn)):—an > (wa—l(ab)>Pw_1(T(9n))

T€G(Kn/Ko) S b=1

und

wn(ﬁx(Cn)) = _W7 falls e

0, sonst.

Aufgrund des Ergebnisses von Satz 6.24 ist nur von Interesse, das Bild von P ()

unter v, zu kennen.
BeEwEIs: Unter Ausnutzung der Kommutativitdt des obigen Diagramms folgt

Un(Pi(mn)) = Pyt (Yn(mn))  und 9 (Py(Cr)) = Pomt (¥n(Ga))-

Fir m > 2n 4 1 ist 7, ein Urbild von m, unter der Abbildung N,,,, und nach
Gleichung (5.8) von Seite 53 gilt dp, () = % Somit folgt unter Verwendung
des Beweises von Satz 5.12

1 1 (Cﬂ) :_pm‘" Cn —

Yn(mn) = _Wsmn(ém(ﬂ—m)) = _Wsm" ™ P

Schlieklich ergibt sich daraus mit Gleichung (6.13) von Seite 102

p—1
Un(Pi(m0)) = —Py1(n) = —pn1+1 > <wa—1(gb))Pw1(T(en)).
b=1

T€G(Kn/Ko) =

Dies entspricht der Basisdarstellung von —P,-1(p,) € X,(w™!) (vgl. Satz 6.23
und Beweis).
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Fir ¢, ist y ein Urbild unter Np,, und unter Verwendung von Gleichung (5.7)
von Seite 53 folgt 0y, () = —1. Damit ist mit G := G(Ko/Qp)

i (Pu6)) = P (= ) = = g o ()07 (1)
oeG

- , falls x = w,
pn+1

0, sonst.

QED

Zuletzt sei noch, analog zu Satz 6.20, eine allgemeine Formel fiir P, (wn(ac)),
x € (1+my,), angegeben. Dazu sei an den projektiven Limes
U =lim(1+m,)’
n

erinnert. Die Ubergangsabbildungen bei der Bildung des projektiven Limes sind
die Normabbildungen N, : (1 +my,) — (1 +m,)’. Fiir jedes Element u =
(«.oy®my,...,x1,20) € U gibt es eine eindeutig bestimmte Potenzreihe f, €
Zp|[T]] mit fu(mm) = @, fir alle m > 0.

Satz 6.26 Seienm >2n+1, x € (1+m,)’, u € U ein Element des projektiven
Limes, das zu x gehort, und f, € Z,[[T]] die eindeutig bestimmte Potenzreihe mit
fulmn) = x. Dann gilt

Py (Tﬁn(x)) = *%ﬂ %1 Z xw (p) <(1 -T) fé(T))

p P e (Kmyin)xH fu(T)

T=p~1(mm)

mit G(Ko/Qp) = H C G(Kpn/Qp).

Man erkennt, dass diese Gleichung analog zu der Formel in Satz 6.20 aufgebaut ist.
Allerdings erstreckt sich der Summationsbereich hier nur {iber eine Untergruppe

von G(K,/Qp).

BEWEIS: Sei @, = fu(mn) ein Urbild von = unter der Abbildung N,,. Dann
ergibt sich die Darstellung

bulom) = 2 £ = (1= D))

und es folgt

quwm»=gﬁﬂﬂwlﬁm«“‘ﬂﬁ50 )
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Uber das Diagramm

1
|
G(Kn/Ko)
|
1 — G(Kp/K,) — G( m/@p)"G( n/QP) )
T }
o€ G(Ko/Qp)

!

1

dessen Zeile und Spalte exakt sind, konnen Elemente 7 € G(K,,/K;) und
o € G(Ko/Qp) als Elemente von G(K,,/Q)) aufgefasst werden. Dabei wird die
Gruppe G(K(/Qp) mit der Untergruppe H C G(K,,/Q,) der Elemente, deren
Ordnung ein Teiler von p — 1 ist, identifiziert. Daraus ergibt sich die Enthalten-
seinsrelation G(K,,/K;,) x G(Ko/Qp) € G(K/Qp).

Fiir beliebiges y € K, gilt

wal(b’mn(y)):wa<Z ) 72)( (0)o~ (ZT(@/))
722)@1 O'O'_T 72)@; “y),

wobei p die Untergruppe G(K,,/Ky) x G(Ko/Qp) = G(Kp,/Ky) x H durchliuft
und xw~1(p) als xw™ (o) fir p = ¢ mod G(K,,/K,) definiert ist. Mit diesem
Ergebnis kann man die obige Rechnung weiterfithren

(@) = e ST xw*(p)((lT)f“T))

+1 5, _
prTp 1pec(Km/Kn>xH fu(T)

T=p~1(7m)

QED

Die Resultate dieses Abschnitts haben gezeigt, dass man durch Beschrinkung auf
Charaktere von G(K(/Q),) das Problem der Zerlegung von 1, zwar vereinfacht,
man dafiir aber nicht mehr so “schéne” Ergebnisse bekommt wie im Fall n = 0.
Zum Beispiel haben die erhaltenen Eigenrdume nicht mehr den Z,-Rang 1 und
man kann die Erzeugenden der Eigenrdume X, () nicht so leicht angeben.

Es ist zu vermuten, dass der Eigenraum X,,(1) ebenfalls, wie die anderen Eigen-
raume X,(x), den Z,-Rang p™ hat, so dass alle Eigenrdume X, (x) und X, (x)
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den gleichen Rang haben und fiir X,, und X,, gilt
rkz, Xn =1kz, X, = (p—1)p".
Aufserdem ist anzunehmen, dass sogar die Gleichheit
(1+my)' (1) ={y € (L +mn)": Nno(y) = 1}

gilt (vgl. Satz 6.24). Daraus wiirde sich ergeben, dass {y € (1+m;)" : Nyo(y) = 1}
den Z,-Rang p™ — 1 hat.
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Bezeichnungen

. Korper der rationalen Zahlen
. Ring der ganzen Zahlen
. grofter gemeinsamer Teiler
. Korper der p-adischen Zahlen
. Ring der ganzen p-adischen Zahlen
.. p-adische Bewertung auf Q,
. projektiver Limes der Gruppen Z/nZ

. endliche Erweiterung lokaler Kérper

. normierte Bewertung auf K

.={x € K:vg(x) >0} Bewertungsring von K
. Primelement in Ok, d.h. vg(7mg) =1

.={r € Ok :vig(z) >0} =10k

maximales Ideal von Og

. endliche Zahlkorper-Erweiterung

. Ring der ganzen Zahlen von F

. ein Primideal in Op

. zu p gehorige Bewertung

. Komplettierung von F' beziiglich v,
. der Bewertungsring von Fj,

. Galoisgruppe einer Galoiserweiterung L/K

HO'SU

UGG (L/K)

ZO’SE

UEG (L/K)

Normabbildung N, / k(z

Spurabbildung Sy k(@

. Gruppe der m-ten Einheitswurzeln (im Korper K)
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Bezeichnungen

mp
Dn
"
Ny, Sy Ky — @p
Ny Smn - Koy — Ky ...

. primitive p

) .= Qp(gn)

. normierte Bewertung auf K,
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"+1_te Einheitswurzel

. Bewertungsring

.:=1—¢(, Primelement in O,
... =m0, maximales Ideal

. die Differente von K,/Q,

i=1—7

. Norm- bzw. Spurabbildung

Norm- bzw. Spurabbildung, fiir m > n

.. m-tes Hilbertsymbol

.. p"*tl-tes Hilbertsymbol

.. Exponent fiir das p"*!-te Hilbertsymbol
. Produkt, definiert in Definition 5.13

... Charaktergruppe der Gruppe G
. Teichmiiller-Charakter auf der Gruppe G(Ko/Q))
. additiver bzw. multiplikativer Projektor zum Charakter x

L G
pn+1 Tn

1 n
P -1
3G
Jj=0
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