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0 Einleitung

Formale Gruppengesetze werden in verschiedenen Bereichen der Mathematik, wie zum
Beispiel in der Zahlentheorie, algebraischen Topologie und Lie-Theorie benutzt. Man
konnte sich sehr lange mit ihnen beschéftigen, wir werden uns im Rahmen dieser Ba-
chelorarbeit daher nur einzelne Aspekte anschauen. Kurz gesagt, ist ein eindimensio-
nales formales Gruppengesetz F' eine formale Potenzreihe in zwei Variablen der Form
F(X,Y)=X+Y + (Terme mit Grad > 2), die sich assoziativ verhalt (F(F(X,Y),Z) =
F(X,F(Y,Z))). Wir werden uns zuerst mit der grundlegenden Theorie formaler Grup-
pengesetze beschaftigen und uns mit einigen Beispielen vertraut machen.

Um Eigenschaften und Sétze iiber formale Gruppengesetze zu zeigen, bietet es sich haufig
an, eine vollstdndige Induktion iiber den Grad der vorliegenden Potenzreihen zu fithren.
Tatséchlich ist dies die haufigste Technik, die wir benutzen werden.

Nachdem wir die grundlegende Theorie formaler Gruppengesetze verstanden haben und
wissen, wie Homomorphismen bzw. Isomorphismen zwischen zwei formalen Gruppengeset-
zen definiert sind, beschéftigen wir uns mit eindimensionalen formalen Gruppengesetzen,
die iber Korpern definiert sind. Wir werden zeigen, dass alle formalen Gruppengesetze
iiber einem Korper der Charakteristik null isomorph sind.

In Kapitel drei klassifizieren wir formale Gruppengesetze tiber algebraisch abgeschlossenen
Koérpern mit positiver Charakteristik. Dazu fithren wir eine Invariante ein, die Héhe eines
formalen Gruppengesetzes. Wir erhalten, dass alle formalen Gruppengesetze der selben
Ho6he isomorph sind.

In den letzten beiden Kapiteln der Arbeit beschéftigen wir uns mit interessanten Beispielen
formaler Gruppengesetze. Diese stammen von Gruppenstrukturen auf Mannigfaltigkeiten
oder algebraischen Varietéten.

So koénnen wir Koordinaten in einer Umgebung des neutralen Elements einer Lie-Gruppe
wahlen und die Multiplikationsabbildung durch eine Taylorreihenentwicklung ausdriicken.
Das fiithren wir konkret durch und beweisen anschlieffend, dass die entstandene formale
Taylorreihe auch tatséchlich ein formales Gruppengesetz ist. Wir erhalten somit, dass
sich aus jeder Lie-Gruppe ein formales Gruppengesetz konstruieren liasst. Um die Angele-
genheit etwas zu vereinfachen, werden wir uns dabei auf eindimensionale Lie-Gruppen
beschranken.

Zum Schluss fithren wir das selbe in ganz dhnlicher Art und Weise fiir affine algebraische
Gruppen durch. Auch hier kann man am neutralen Element eine Taylorreihenentwicklung
durchfithren und erhélt ein formales Gruppengesetz.



1 Formale Potenzreihen und Notation

Dieses Kapitel ist eine Einfiilhrung und erklart einige Begriffe und Konventionen, die wir
spater benutzen werden.

In der vorliegenden Arbeit ist ein Ring R stets ein kommutativer Ring mit Einselement.
Wir schreiben R[[X7,...,X,]] fiir den formalen Potenzreihenring in n Variablen. Die
Definition des formalen Potenzreihenrings wird als bekannt vorausgesetzt und findet sich
zum Beispiel in [ZS13, Kapitel V.II, Seite 129]. Dort wird auch bewiesen, dass dies wieder
ein kommutativer Ring mit Einselement ist.

Zur Notation von Elementen aus R[[X71, ..., X,]] benotigen wir Multiindizes. Sei dazu
im Folgenden X = (X1,...,X,),

i=(i,...,in) € NI, li| = i1 + ... +in,
il =iylig! ..y, Xi=X0Xx2.. . Xin
Fir f € R[[X]] = R[[X1,..., X,]] kann man dann schreiben: f(X) = 3 a; X%
|i]>0
Satz 1.1. Es gelten die folgenden Eigenschaften:
e Der Polynomring R[X] ist ein Unterring von R[[X]].

e f(X)= Y a;X!ist genau dann invertierbar (bzgl. der Multiplikation), wenn ag
i[>0
in R invertierbar ist. Dabei ist 0 = (0,...,0).

Beweis. Fir den ersten Punkt findet sich ein Beweis in [ZS13, Kapitel V.II, Seite 130]
und fiir den zweiten in [Lan05, Kapitel IV.9]. O

An einigen stellen der Arbeit wollen wir formale Potenzreihen differenzieren. Dafiir geben
wir an dieser Stelle eine Definition.

Definition 1.2. [Hen88, Kapitel 1.4] Sei f(X) = 30, a; X" € R[[X]] eine formale
Potenzreihe in einer Variablen. Dann ist die formale Differentiation definiert durch

f(X) = i ia; XL,
i=1

Genauso definieren wir die formale partielle Differentiation fiir eine Potenzreihe in n
Variablen. Sei dazu wieder X = (Xi,...,Xy) und f(X) = >2j;>0 a; X% € R[[X]]. Dann
ist

0

Djf(X):ain

(X) =3 djaXi - X7 X
li[>1

Unter Verwendung der Multiindizes schreiben wir:

ol

Di=D}...Din=—— "
oX1 - 0Xir



Fiir die formale Differentiation von Potenzreihen gelten die gewohnten Ableitungsregeln,
wie zum Beispiel die Faktor-, Summen und Produktregel. Ein Beweis steht in [Hen88,
Kapitel 1.6].

Ebenso gilt die Kettenregel fiir ineinander eingesetzte Potenzreihen. Das ineinander
Einsetzen ist fiir beliebige Potenzreihen f, g € R[[X1,..., X,]] aber nicht wohldefiniert.
Allerdings wird zum Beispiel in [Hen88, Kapitel 1.6] bewiesen, dass man g in f einsetzen
darf, wenn der konstante Term von ¢ null ist, also g(0) = 0. Mit anderen Worten kann
man sagen, dass in dieser Situation der Ausdruck f(Xi,...,9(X),...,X,), bei dem fur
die i-te Variable g(X) eingesetzt wurde, wohldefiniert ist. Fiir Potenzreihen in einer bzw.
zwei Variablen wollen wir die Kettenregel als Satz formulieren, da wir sie in dieser Form
spater anwenden werden.

Satz 1.3 (Kettenregel in einer bzw. zwei Variablen). [Hen88, Kapitel 1.6] Seien f,g €
R[[X]] Potenzreihen in einer Variablen mit ¢(0) = 0. Dann gilt:

D(f o g)(X) = Df(9(X)) - Dg(X).
Und fiir Potenzreihen f,g € R[[X,Y]] in zwei Variablen mit g(0,0) = 0 gilt:
Di(f(9(X,Y), Z)) = (D1f)(9(X,Y), Z) - (D1g)(X,Y).
Beweis. [Hen88, Kapitel 1.6] O

Zum Schluss dieses einfithrenden Kapitels notieren wir noch einige Abkiirzungen, die wir
spater benutzen werden:

(mod degn) Modulo Grad n bei Polynomen oder Potenzreihen.
Es gilt: Y a; Xt = nzl a; Xt (mod degn).
li|>0 |£|=0
F, Der endliche Kérper mit ¢ = p™ Elementen. (p prim, n € N).
Wir erinnern daran, dass alle endlichen Kérper mit ¢ = p™ Elementen
isomorph sind. [F, hat Charakteristik p > 0.
Eine gute Quelle ist zum Beispiel [Lan05, Kapitel V.5].

n.V. nach Voraussetzung
LV. nach der Induktionsvoraussetzung/ -annahme
fGG formales Gruppengesetz

B(0,0) CR™ Die offene Kugel im R um den Nullpunkt mit Radius 6.



2 Grundlegende Theorie formaler Gruppengesetze

Formale Gruppengesetze der Dimension eins

Wie wir in der Einleitung erkldrt haben, werden formale Gruppengesetze in vielen
Bereichen der Mathematik benutzt. Aus diesem Grund gibt es auch zahlreiche Biicher, in
denen sie eingefiithrt werden. Zum Beispiel in [Sil09], [Fro68] oder [Haz12]. Wir halten
uns in diesem Abschnitt an die Darstellung in [Sil09, Kapitel IV.2].

Definition 2.1. [Sil09, Kapitel IV.2] Sei R ein Ring. Ein (eindimensionales) formales
Gruppengesetz ist eine Potenzreihe F' € R[[X, Y]] mit den folgenden Eigenschaften:

(a) F(X,Y)=X+Y (mod deg2),
(b) F(X,F(Y,Z)) = F(F(X,Y),Z) (Assoziativitat).
Gilt zusétzlich F(X,Y) = F(Y, X), so nennt man F' kommutativ.

Wir geben zunéchst zwei einfache, aber schon duflerst wichtige Beispiele. Beide sind aus
[Sil09, Kapitel IV.2] entnommen, werden dort aber nicht nachgerechnet.

Beispiel 2.2. G,(X,Y) = X +Y (formales additives Gruppengesetz).
Um zu tberpriifen, dass G, tatsdchlich ein formales Gruppengesetz ist, miissen die beiden

Eigenschaften aus Definition 2.1 nachgerechnet werden. (a) ist aber offensichtlich, also
bleibt nur noch (b):

Ga(X,Go(Y,2)) = Go(X,Y+2)=X+(Y+2)=(X+Y)+Z
= Gu(X +V,2) = Ga(Gu(X,Y), 2).

Wir haben dabei benutzt, dass im Ring R[[X, Y]] die Addition assoziativ ist.

Beispiel 2.3. G,,(X,Y) = X +Y + XY (formales multiplikatives Gruppengesetz).
Wie im letzten Beispiel {iberpriifen wir, dass G, ein formales Gruppengesetz ist. Eigen-
schaft (a) ist wieder klar, (b) folgt aus einer kurzen Rechnung, wobei die Eigenschaften
von R[[X,Y]] ausgenutzt werden:

C(X,G(Y,Z)) = Gu(X,Y +Z+YZ)
= X+ (Y +Z+YZ)+X(Y +Z+YZ)
= X4Y4Z+YZ+XY+XZ+XYZ
= X4Y4XYV)+Z4+(X+Y +XY)Z
= Gm(X+Y + XY, Z) = Gpn(Gn(X,Y), Z).

In der Definition einer Gruppe wird die Existenz von Inversen und eines neutralen
Elements gefordert. In der Definition eines formales Gruppengesetzes finden wir jedoch
dazu zunéchst kein analoges Axiom, da diese beiden Eigenschaften schon direkt aus (a)
und (b) folgen. In anderen Worten kann man sagen, dass fiir ein formales Gruppengesetz
stets F(X,0) = X und F(0,Y) =Y gilt und es auflerdem eine (eindeutige) Potenzreihe



i € R[[X]] gibt, sodass F(X,i(X)) = 0 gilt. Hieraus wird auch die Bezeichnung formale
Gruppengesetze deutlich. Fiir die Aussagen wollen wir zwei Lemmata formulieren, beide
sind Ubungsaufgaben in [Sil09, Kapitel IV.2].

Lemma 2.4. Sei F' € R[[X,Y]] ein formales Gruppengesetz. Dann gilt:
F(X,0) = X und F(0,Y) =Y.

Beweis. Wir beweisen nur F'(X,0) = X, F(0,Y) =Y folgt analog. Dazu schreiben wir

FX,)Y)=X+Y+ > ¢;jX'Y7 und definieren:
i+522 4,520

f(X)=F(X,0)=X+ Z a, X", wobei a, = cpo fir alle n > 2.
n>2
Es ist F(0,0) = 0 und wegen der Assoziativitit gilt:
f(f(X)) = F(F(X,0),0) = F(X, F(0,0)) = F(X,0) = f(X).

Wir nehmen an, dass f(X) # X ist. Sei also m € N die kleinste natiirliche Zahl > 2, sodass
am # 0. Dann ist f(X) = X + a,, X™ (mod degm + 1). Nach unseren Uberlegungen
oben ist

FX) = f(f(X)) = f(X) + amf(X)™  (mod degm + 1)

und somit muss a,, f(X)™ =0 (mod degm + 1) sein. Modulo degm + 1 erhalten wir:
0=an(X+apX™™ =a,X™.
Daraus folgt a,, = 0, was ein Widerspruch zu unserer Annahme ist. O

Das Lemma erlaubt uns, jedes eindimensionale formale Gruppengesetz F € R[[X,Y]]
folgendermaflen zu schreiben:

FX,Y)=X+Y+ > ¢; X'V,
i1

Lemma 2.5. Sei F' € R[[X,Y]] ein formales Gruppengesetz. Dann gibt es genau eine
Potenzreihe i € R[[T]], sodass gilt:

F(T,i(T)) = 0 = F((T),T).

Bewets. Wir beginnen mit der Existenz.

In [Sil09, Kapitel 4.2] wird in Lemma 2.4 eine andere Aussage tiber formale Gruppengesetze
bewiesen, die Idee des Beweises ist in diesem Fall jedoch die gleiche und wir haben sie von
dort iibernommen. Sie besteht darin, per Induktion eine Folge von Polynomen i,, € R [T]
zu konstruieren, sodass fiir alle n € N gilt:

F(T,in(T)) = 0 (mod degn+1),
F(in(T), T) = 0 (mod degn+ 1),

int1 = in (mod degn+1).



Wir definieren dann ¢ = i,, (mod degn + 1) € R[[T]], und sehen, dass i die gewiinschte
Eigenschaft hat. Fiir n = 1 setzen wir ¢;(7T") := —7. Dann gilt modulo deg 2:

F(T,iy(T)) = F(T,-T) =T - T = 0.

Mit der gleichen Rechnung folgt: F'(i1(7"),T) =0 (mod deg?2).

Nun nehmen wir an, dass i, fiir ein n € N konstruiert wurde. Setze i,,11(T") = i,,(T") +
AT fiir ein A € R. Unser Ziel ist es, den Wert von \ so zu bestimmen, dass i, die
gewiinschten Eigenschaften hat. Dazu ist es sinnvoll folgende Rechnung zu betrachten, in
der die binomische Formel benutzt wird:

F(Tins1(T)) = F(T,in(T) + AT")
= T+in(T)+)\Tn+1+ Z CijTi(Z'n(T)—{—)\Tn—i_l)j

ij>1
i .
1,521 k=1

T+ in(T) + AT + > ¢jT"in(T)?  (mod degn +2)
3,j>1
= F(T,in(T)) + AT"™ (mod degn + 2).

Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass es ein a € R gibt, sodass F(T,i,(T)) =
aT™ 1 (mod degn + 2). Setze

X = —a und somit i, 1(T) = in(T) — aT™.

Nach der Rechnung oben gilt dann F(T,i,4+1(7)) = 0 (mod degn + 2) und natiirlich
auch i,41(T) = in(T) (mod degn + 1). Mit exakt der gleichen Rechnung lasst sich nach-
rechnen, dass fiir i,,1(7T) = i,(T) — aT™"! ebenfalls F(i,1(T),T) =0 (mod degn + 2)
gilt. Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von ¢(7") zu zeigen. Seien dazu i,j € R[[T]], sodass
F(T,i(T)) = F(i(T),T) = 0 und F(T,j(T)) = F(j(T),T) = 0. Dann gilt wegen der
Assoziativitat von F':
Ji(T) = F((T),0) = F((T), F(T,i(T)) = F(F((T),T),i(T))
= F(0,i{T)) =14(T).

Homomorphismen

Nun wollen wir Homomorphismen zwischen zwei Gruppengesetzen einfithren und Beispiele
dazu geben. Dazu brauchen wir zunéchst noch einen anderen wichtigen Begriff.



Definition 2.6. [Sil09, Kapitel IV.2] Eine formale Potenzreihe f € R [[T]] heif3t inver-
tierbar, wenn f keinen konstanten Term besitzt und es g € R[[T]] gibt, sodass

flg(T)) =T = g(f(T)).
In diesem Fall nennen wir g ein Inverses von f und schreiben g = f~1.

Bemerkung 2.7. Diese Definition ist leicht zu verwechseln mit der Invertierbarkeit
von Potenzreihen beziiglich der Multiplikation. Man hétte fiir diese Eigenschaft einen
anderen Namen wihlen konnen, zum Beispiel neutralisierbar. Fast alle Autoren benutzen
aber invertierbar, daher wollen wir uns dem anschliefen. Man muss sich immer bewusst
sein, ob mit f~! die inverse Potenzreihe beziiglich der Multiplikation oder das Inverse
beziiglich der Definition oben gemeint ist. In dieser Arbeit bezeichnen wir jedoch zur

Unterscheidung das Inverse beziiglich der Multiplikation stets mit %

Aus der Definition folgt direkt, dass g auch keinen konstanten Term besitzt, da sonst
g(f(T)) # T wire.

Definition 2.8. [Sil09, Kapitel IV.2] Seien F,G € R [[X, Y]] zwei formale Gruppengeset-
ze. Ein R-Homomorphismus f : F — G ist eine Potenzreihe f(T) = a1T + asT? + ... €
R|[[T]] (ohne konstanten Term), sodass

FF(X,Y)) = G(f(X), f(Y))
gilt. Man nennt F' und G R-isomorph, falls es einen invertierbaren Homomorphismus
f: F — G gibt. Ein R-Isomorphismus f heifit strikt, falls a1 = 1.
Wir schreiben Hompg(F,G) fir die Menge aller R-Homomorphismen zwischen F' ung G.
Fir f € R[[X]] und F € R[[X,Y]] benutzen wir die Notation:
(fo F)(X,Y) = f(F(X,)Y)) baw. (Fof)(X,Y)=F(f(X),f(Y).

Falls f ein Homomorphismus zwischen zwei formalen Gruppengesetzen £’ und G ist, so
koénnen wir also abkiirzend schreiben:

foF=Gof.

Lemma 2.9. Seien F, G € R[[X, Y]] zwei formale Gruppengesetze und f € Hompg(F, Q)
invertierbar. Dann ist f~! € Homg(G, F).

Beweis. In Bemerkung 2.7 haben wir festgestellt, dass f~! keinen konstanten Term hat.
Nach Voraussetzung ist f(f~1(X)) = f~1(f(X)) = X und da f ein Homomorphismus
ist, gilt f(F(X,Y))=G(f(X), f(Y)). Daraus folgt:

fFHExY)) = f’l(G(f
-1



Bemerkung 2.10. Wir behaupten: Wenn f ein Isomorphismus zwischen zwei formalen
Gruppengesetzen F' und G ist, so gilt:

foFof =

Nach Lemma 2.9 ist f~! € Hompg(G, F), also gilt f1oG = Fo f~!. Wenn wir nun beide
Seiten der Gleichung in f einsetzen, erhalten wir wegen f(f~!(T)) = T die Behauptung.

Beispiel 2.11. f(T) = T. Offensichtlich ist f € Hompg(F, F) fir jedes formale Grup-
pengesetz ' € R[[X,Y]], da
foF=F=Fof.

Auflerdem gilt fiir alle g € Hompg(F, F):

(9o f)=g und (fog)=y.
Daher wird f auch oft mit ¢d bezeichnet.

Beispiel 2.12. Dieses Beispiel brauchen wir in Kapitel 3. Es wird in [Fro68, Kapitel
3, §2] ohne Beweis benutzt. Sei F' € R[[X, Y]] formales Gruppengesetz und u € R[[T]]
invertierbar. Dann ist (u~' o F o u) ein formales Gruppengesetz und R-isomorph zu F.
Wir rechnen modulo deg 2:

(uloFou)(X,Y) =

AuBerdem ist u~! o F o u assoziativ:

(woFou)((utoFou)(X,Y),Z2) = (u'oF)(F(u(X)uY)),uZ))

= (o F)u(X), F(u(Y).u(2))
= (o Fou)(X, (™ o Fou)(Y, 2)).

u~! o F ow ist somit ein formales Gruppengesetz. Weiter ist u € Homp(u™' o F o u, F),
da

wo(utoFou)=(uout)oFou=Fou.

Nach Voraussetzung ist u invertierbar, also sind 4~ o F o u und F isomorph.

Wir haben in diesem Beispiel gezeigt, dass jede invertierbare Potenzreihe v € R[[X]]
schon ein Isomorphismus von formalen Gruppengesetzen ist. Genauer gesagt, ist u ein
Isomorphismus zwischen u~! o F o u und F fiir jedes beliebige formale Gruppengesetz E.

Beispiel 2.13. Das Beispiel ist aus [Sil09, Kapitel IV.2], allerdings dort ohne Beweis.
Es wird ebenfalls in Kapitel 3 wichtig werden. Sei F' € R[[X,Y]] ein kommutatives
formales Gruppengesetz. Wir definieren induktiv fiir alle n € N einen Homomorphismus
[n|p: FF — F, den wir die Multiplikation mit n nennen:

[0]p(T) =0, [n+1]p(T) = F([n]p(T),T).



Im Folgenden zeigen wir, dass [n]p fiir alle n € N tatsdchlich ein Homomorphismus ist
und dass gilt:
[n)(T) =nT (mod deg2).

Es ist offensichtlich, dass [n]r keinen konstanten Term besitzt. Wir zeigen [n]p(F(X,Y)) =
F([n]p(X), [n]rp(Y)) fir alle n € N per Induktion und beginnen mit n = 0. Es folgt aus
der Definition:

0lF(F(X,Y)) = 0= F(0,0) = F([0]»(X), [0]r(Y)).

Wir nehmen an, dass fir n € N gilt: [n]p(F(X,Y)) = F([n|r(X),[n]r(Y)). Nun wollen
wir diese Identitdt fiir n + 1 tiberpriifen. Dazu benutzen wir, dass F assoziativ und
kommutativ ist:

= F
= F
= F

Im vorletzten Schritt wurde die Induktionsvoraussetzung benutzt.

Auch den zweiten Teil zeigen wir per Induktion nach n.

Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Sei die Aussage also fiir n € N bewiesen. Dann folgt fiir
n+ 1:

[n+1(T) = F([n(T),T)
nT+T (mod deg?2)
(n+1)T (mod deg?2).

Beispiel 2.14. Das Beispiel ist aus [Haz12, Kapitel 1.4], allerdings dort wieder ohne
Beweis. Man betrachte folgende Potenzreihen in Q [[T]:

E(T)= i % =exp(T)—1 und L(T)= i(—l)”“jz =log(1+T).
n=1 """ n=1

Wir erinnern uns an das additive formale Gruppengesetz G, aus Beispiel 2.2 und an das
multiplikative formale Gruppengesetz G,, aus Beispiel 2.3. Beides sind rationale formale
Potenzreihen und wir kénnen folgende Behauptung formulieren:

Fir G,, Gy, € Q[[X,Y]] ist L : G, = G, ein Isomorphismus mit Inverse E : Gg — Gyy,.
Beweis. L(T) ist eine Potenzreihe ohne konstanten Term, fiir die gilt:

L(Gn(X,Y)) = log(l+G,(X,Y))=log(l1+ X +Y + XY)
= log(1+X)(1+Y)) =log(l+ X)+1log(1+Y)
= L(X)+ L(Y) = Gu(L(X), L(Y)).



Also ist L ein Homomorphismus. Weiter ist
L(E(T)) =log(1+ E(T)) =log(1 + exp(T) — 1) = log(exp(T) =T,
E(L(T)) =exp(L(T)) — 1 =exp(log(1+T)) —1=1+T—-1="1T.

Damit ist L ein Isomorphismus mit Inverse E. Wir haben die aus den Analysisvorlesungen
bekannten Rechenregeln fiir exp und log benutzt. O

Nun zeigen wir noch ein niitzliches Lemma, das uns ein Kriterium fir die Invertierbarkeit
von Potenzreihen gibt.

Lemma 2.15. [Sil09, Kapitel 4.2] Sei a € R* und f € R][[T]] eine Potenzreihe der
Form f(T) = aT (mod deg2). Dann gibt es genau eine Potenzreihe g € R[[T]], die die
Identitat

flg(T) =T
erfiillt. Fiir die Potenzreihe ¢ gilt auBerdem g(f(7)) =1T.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [Sil09, Kapitel 4.2] und wir beginnen mit der
Existenz. Wir konstruieren eine Folge von Polynomen g,, € R[T], sodass gilt:

flgn(T) =T (mod degn+1) und gp41 =g, (mod degn +1).

Wir definieren dann g = g, (mod degn + 1) € R[[T]] und g erfiillt die Eigenschaft
flg(T) =T.

Fiir n = 1 setzen wir ¢1(T) = o 'T, da dann f(g1(T)) = aa 'T =T (mod deg?2) gilt.
Wir nehmen an, dass g,—1 konstruiert wurde und die gewiinschten Eigenschaften hat.
Setze

gn (T) = gnfl(T) + AT

fiir ein A € R. Unser Ziel ist es, den Wert von A so zu bestimmen, dass g, die gewiinschten
FEigenschaften hat. Man betrachte folgende Rechnung;:

f(gn(T)) = flgn—1(T) + AT")
= flgn-1(T)) + aXT" (mod degn + 1)
= T+bT" +aXT" (mod degn +1) fiirein b€ R.

Setze A := —a~'b. Dannist f(g,(T) =T (mod degn+1)und g,+1 = g, (mod degn+1).
Nun ist noch g(f(T)) = T zu zeigen. Dazu benutzen wir fiir die Potenzreihe ¢(T') = a='T

(mod deg?2), was wir gerade gezeigt haben. Es ist a~! € R*, also gibt es eine Potenzreihe
h € RI[[T]], fir die g(h(T')) = T gilt. Daraus erhalten wir die Gleichung;:

9(f (1)) = g(f(g(M(T)))) = g(f 0 g(M(T))) = g(A(T)) = T.

Zum Schluss zeigen wir die Eindeutigkeit von g. Wir nehmen also an, dass es eine andere
Potenzreihe G € R[[T]] gibt, sodass f(G(T')) = T. Dann folgt aber:

9(T) = g(f(G(T))) = (g0 ) (G(T)) = G(T).
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Lemma 2.16. Seien F,G € R[[X,Y]] formale Gruppengesetze, f € Hompg(F,G) mit
1/(0) = 0. Dann ist f' =0.

Beweis. Es gilt f(F(X,Y)) = G(f(X), f(Y)). Wir leiten nach Y ab, wobei wir die
Kettenregel benutzen:

F(F(X,Y)) D2F(X,Y) = DoG(f(X), f(Y)) - f/(Y).
Y = 0 einsetzen:

f(F(X,0))-DaF(X,0) = DoG(f(X), £(0)) - f'(0) = 0.
o =y

Esist DoF(X,Y) =1 (mod degl) und daher gilt auch fir Y = 0:
DyF(X,0) =1 (mod degl).
Insbesondere ist Do F'(X,0) # 0, daher muss f/'(X) = 0 sein. O

Bemerkung 2.17. Ist f ein Homomorphismus iiber einem Koérper der Charakteristik
null, so folgt aus f’ = 0, dass auch f = 0 ist. Tatsichlich gilt fir f(X) = > 02, ap X"
mit Ableitung f/(X) = 3%, na, X" ! = 0, dass na, = 0 sein muss fiir alle n > 1. In
einem Korper der Charakteristik null bedeutet das, a, = 0 fiir alle n > 1.

Insgesamt folgt aus f/(0) = 0 in diesem Fall somit schon f = 0.

In Charakteristik p > 0 gelten diese Folgerungen nicht, sieche dazu Lemma 3.7 (i).

Formale Gruppengesetze iiber einem Korper der Charakteristik null

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass jedes eindimensionale formale Gruppengesetz iiber
einem Korper k mit char(k) = 0 strikt isomorph zum formalen additiven Gruppengesetz
G, tber k ist.

Theorem 2.18. [FS15, Theorem 5] Sei k ein Korper mit char(k) = 0und F € k[[X,Y]]
ein formales Gruppengesetz der Dimension eins. Sei G, € k [[X, Y]] das formale additive
Gruppengesetz. Dann gibt es genau eine Potenzreihe f € k[[T]] der Form f(T) =T
(mod deg?2), sodass f : F — G, ein strikter Isomorphismus ist.

Beweis. Wir folgen der Darstellung in [F'S15, Theorem 5|. Fiir f muss gelten:
JIF(X,Y)) = Ga(f(X), f(Y)) = F(X) + f(Y).

Nach X partiell differenzieren ergibt mit der Kettenregel f'(X) = f/(F(X,Y))D1F(X,Y).
Fiir X = 0 folgt 1 = f'(Y)D1F(0,Y), da F(0,Y) =Y und f'(0) = 1. Es ist D1 F(X,Y) =
1 (mod deg1) und daher gilt auch fiir X = 0:

D1F(0,Y)=1 (mod degl).

11



Da 1 € k eine Einheit ist, ist auch D; F(0,Y) eine Einheit in k[[Y]]. Es ist also

, B 1
(Y = DIF(0.Y) und damit f(Y / D1F

Mit dem Integralzeichen ist gemeint, dass wir jedes Monom in W einzeln integrieren.

Da f(0) = 0 gelten muss, ist f schon eindeutig bestimmt.

Einschub. An dieser Stelle geht ein, dass die Charakteristik von k gleich null ist. In
Charakteristik p > 0 ist es moglich, dass wir weder einen strikten Isomorphismus noch
irgendeinen anderen Isomorphismus zwischen F und G, finden. Dafiir wollen wir hier
zwei Argumente geben. Ein allgemeiner Isomorphismus f € Homy(F, G,) hat die Form
f(T) = a1T (mod deg?2) mit a; # 0. Mit den gleichen Rechnungen wie oben erhalten

wir, dass in diesem Fall
1

f/(Y) = alm (1)

gelten muss. Wir schreiben m = Z b, Y™ € E[[Y]].

Beim integrieren erhalten wir die Reihe Z Jrlb Y"*1 Das multiplikative Inverse 113 von
=0

p ist in einem Korper der Charakterlstlk p > 0 jedoch nicht wohldefiniert.
Ein anderes Argument, warum wir in Charakteristik p > 0 eventuell keinen Isomorphismus

[ee)
finden, ist folgendes: Wir schreiben f(Y) = Y a,Y" und erhalten wegen Gleichung 1:
n=0

o0

Z n+1ap YY" = Z bpa1Y™.

n=0
Ein Koeffizientenvergleich ergibt: (n + 1)ap+1 = bpai. Fir n =mp — 1 (m € N) erhalten
wir in Charakteristik p > 0: bya; = 0. Falls fiir eines dieser n gilt b, # 0, so folgt
a1 = 0. Dann ist f aber in keinem Fall invertierbar, also auch kein Isomorphismus. In
Charakteristik null tauchen diese Probleme nicht auf.

Wir machen nun mit dem Beweis weiter und benutzen dieses f, um die Existenz zu zeigen.
Es hat nach Konstruktion die Form f(Y) =Y (mod deg2). Wir zeigen G(X,Y) =
f(F(X,Y)) — f(X)— f(Y) =0. Nach dem vorangegangen Lemma 2.15 ist f : FF — G,
dann ein strikter Isomorphismus.

Aus der Assoziativitat F(X, F(Y,Z)) = F(F(X,Y), Z)) folgt erneut mit der Kettenregel:

Da F(0,Y) =Y, folgt mit X = 0:

DyF(0,F(Y,Z)) = D\F(Y,Z)D1F(0,Y).

12



Exsetzen mit 4y = D1F(0,Y) ergibt prpyyy = 2G5 baw. f/(Y) = DiF(Y, 2)f'(F(Y, Z)).

Wenn wir die Variablen wechseln erhilt man
F(X) = f(F(X,Y)D1 F(X,Y).
Jetzt leiten wir G partiell nach X ab, wobei wieder die Kettenregel benutzt wird:
DiG(X,)Y) = f(F(X,Y)) D1 F(X,Y) - f(X) = f/(X) = f'(X) = 0.

Das heifit G € EK[[Y]], bzw. G(X,Y) = G(0,Y). Aber G(0,Y) = f(F(0,Y)) — f(0) —
fY)=f(Y)=0—- f(Y)=0. Also ist G = 0, was zu zeigen war. O

Bemerkung 2.19. (siehe Aussagen in [Sil09, Kapitel IV.5])

Der eindeutig durch F' bestimmte Homomorphismus f : FF — G, aus 2.18 heiit Loga-
rithmus von F. Er wird als logp notiert. Nach Lemma 2.15 ist die Umkehrabbildung
f~1: G, — F ebenfalls eindeutig bestimmt. Diese wird als expp notiert. F' € k[[X, Y]]
lasst sich also eindeutig schreiben als

F(X,Y) = expp(Ga(logr(X),logp(Y))) = expr(logr(X) + logp(Y)).
Beispielsweise ist logg = log(1 + T'). Das haben wir in Beispiel 2.14 nachgerechnet.
Aus Theorem 2.18 ergibt sich noch eine wichtige Folgerung:

Korollar 2.20. [Sil09, Kapitel IV.5, Folgerung 5.3] Jedes formales Gruppengesetz F' €
k[[X,Y]] der Dimension eins iiber einem Koérper k mit char(k) = 0 ist kommutativ.

Beweis. G ist kommutativ. Daher gilt:
F(X,Y) = expp(Ga(logr(X),logp(Y))) = expp(Ga(logr(Y), logp(X))) = F(V, X).

O]

Formale Gruppengesetze der Dimension n

Der Vollstandigkeit halber fithren wir in diesem Abschnitt formale Gruppengesetze der
Dimension n ein. Da wir aber in dieser Arbeit nur eindimensionale formale Gruppengesetze
behandeln werden, ist die Darstellung knapp gehalten und es werden keine Sétze bewiesen.
Wir iibernehmen die wichtigsten Punkte aus [Haz12, Kapitel 2]|. Es seien im Folgenden
X =(X1,....,X,) und Y = (Y3,...,Y,) jeweils Vektoren von n Variablen. Dann ist
R[[X,Y]] = R[[X1,...Xn, Y1,...Y,]] der formale Potenzreihenring in 2n Variablen.

Definition 2.21. [Haz12, Kapitel 2] Sei R ein Ring. Ein formales Gruppengesetz F der
Dimension n ist ein n-Tupel von Potenzreihen F' = (Fi,..., F,), F; € R[[X,Y]] fir alle
i=1,...,n, sodass folgende Eigenschaften erfillt sind:

(a) Fi(X,Y)=X;+Y; (mod deg2) firallei=1,...,n.
(b) Fy(F(X,Y),Z) = F(X,F(Y,2)) firalle i = 1,...,n.
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Gilt zusétzlich F;(X,Y) = F;(Y, X) fir alle i = 1,...,n, so nennt man F kommutativ.

Betrachtet man F(X,Y), X und Y als Spaltenvektoren, so schreiben sich (a) und (b)
kiirzer:

FX,)Y)=X+Y (mod deg2),
F(F(X,Y),Z) = F(X,F(Y, Z)).

Beispiel 2.22. [Haz12, Kapitel 2] G (X,Y) = X+Y (n-dimensionales formales additives
Gruppengesetz). Die Rechnung, die die Eigenschaften (a) und (b) nachweist, ist die gleiche
wie in 2.2 fiir das eindimensionale formale additive Gruppengesetz.

Bemerkung 2.23. [Haz12, Kapitel 2] Auch fiir n-dimensionale formale Gruppengesetze
F € R[[X,Y]] gilt F(X,0) =X und F(0,Y) =Y. Der Beweis ist (wenn man die Schreib-
weise der Multiindizes benutzt) exakt analog wie im eindimensionalen Fall in Lemma 2.4.
Wir kénnen daraus folgern, dass alle Monome von F' mit Grad > 2 ,,gemixt“ sind, d.h.
es kommt in jedem Monom mindestens ein X; und ein Y; vor, wobei ¢,j € {1,...,n}.

Auflerdem gibt es genau ein n-Tupel von Potenzreihen i = (i1, ..., iy,) (wobei iy € R[[T]]
fir alle k = 1,...n), sodass F(T,i(T)) = F(i(T),T) = T. Der Beweis ist wieder analog
zum eindimensionalen Fall in Lemma 2.5.

Definition 2.24. [Haz12, Kapitel 2] Sei F' € R[[X,Y]] ein n-dimensionales formales
Gruppengesetz und sei G € R[[X, Y]] ein m-dimensionales formales Gruppengesetz. Ein

Homomorphismus f : F — G ist ein m-Tupel von Potenzreihen f = (f1,..., fn) in n
Variablen (d.h. f; € R[[T]] fir alle i = 1,...,m), sodass f(T) =0 (mod T') und

FF(X,Y)) = G(f(X), £(Y)).

Man nennt F und G isomorph tber R, falls es Homomorphismen f : F' — G und
g : G — F gibt, fiir die gilt:
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3 Klassifikation von eindimensionalen kommutativen formalen
Gruppengesetzen iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteristik p

In diesem Kapitel ist k stets ein Korper der Charakteristik p > 0. Aulerdem sind alle
formalen Gruppengesetze eindimensional und kommutativ.

Zuerst werden wir eine Invariante, die Hohe eines formalen Gruppengesetzes, einfiihren.
Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass k algebraisch abgeschlossen ist, wollen wir
dann beweisen, dass zwei formale Gruppengesetze F, G € k[[X, Y]] genau dann k-isomorph
sind, wenn die Hohe von F' gleich der Hohe von G ist. Wir halten uns dabei im Wesentlichen
an die Darstellung in [Fro68, Kapitel 3]. Man beachte, dass wir zu Beginn in allgemeinen
Korpern der Charakteristik p > 0 arbeiten, die Voraussetzung algebraisch abgeschlossen
fordern wir erst ab Lemma 3.19.

Die Hohe eines formalen Gruppengesetzes

Die Aussagen unserer ersten zwei Lemmata in diesem Abschnitt (Lemma 3.1 und Lemma
3.3) werden in [Fro68, Kapitel 3] haufig benutzt, jedoch nicht bewiesen. Wir wollen das
an dieser Stelle nachholen.

Lemma 3.1. Uber k gilt:
(X+Y)?=X9+Y? genau dann, wenn ¢ =p",ne€N.

Beweis. Sei zuerst ¢ = p™ mit n € N. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1 erhalten
wir mit der binomischen Formel:

(X +Y)P = zp: (Z) xpkyk,
k=0

Dabei gilt:

py_ p  (p-1)
(k) -k Pk

Fir 0 < k < p teilt kein Faktor von (p — k)!k! die Primzahl p. Wir sind in einem
Korper der Charakteristik p, daher ist (7) = 0. Fiur k € {0,p} ist (}) = 1. Es folgt
(X+Y)P=XP4+YP

Nun nehmen wir an, dass sie Aussage fiir n € N bewiesen ist. Dann folgt fiir n + 1:

n+1 n+1 n—+1

(XY = (X VPP = (X7 Y7 = (X0 4 (" =y

Jetzt nehmen wir ¢ # p™ an. Dann ist ¢ = p™s mit s € N und ggT'(p, s) = 1. Wir nehmen
an, dass (X +Y)? = X7+ Y1 gilt. Daraus folgt:

(X7 YP) = (X +Y)) = (X + V)T = X+ YT = X" 4 Y7,
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Es folgt mit X?" =T und Y?" = U:
(T+U)=T°+U".
Dies ist ein Widerspruch, da () = (3—871')'1' = s # 0 und ggT(p,s) = 1. O

Bemerkung 3.2. Dieses Lemma sagt auch aus: Fiir ¢ = p” ist (Z) fiir 0 < k < ¢ stets
durch p teilbar.
Man sieht leicht, dass mit ¢ = p™ fiir alle m € N gilt:

m q m
(Z Xi> => X1
i=0 i=0
Insbesondere erhalten wir:
00 q (%)
(Z XZ»> => X7
i=0 i=0

Fiir ein kommutatives formales Gruppengesetz F' € k[[X, Y]] erinnern wir uns an die
Multiplikation mit n aus Beispiel 2.13. Die Abbildung ist in diesem Kapitel sehr wichtig,
daher wollen wir unsere bisherigen Kenntnisse an dieser Stelle wiederholen. [n]p : F' — F'
ist ein k-Homomorphismus und fiir alle n € N induktiv definiert:

0]p(T) =0, [n+1]r(T) = F([n]r(T),T).

AuBlerdem haben wir [n]rp(T) = nT (mod deg?2) nachgerechnet. Daraus folgt fiir in
Charakteristik p:
[p]F(T) =0 (mod deg?2).

Im folgenden Lemma beweisen wir zwei weitere Eigenschaften der Multiplikation mit n -
Abbildung.

Lemma 3.3. Seien F,G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze. Dann gilt fiir alle n € N:
() [l o f = f o [nlr fiix f € Homy(F,G).
(ii) u™t o [n]r ou = [n]y-10p0y filr u € k[[X]] invertierbar.

Beweis. Wir zeigen beide Aussagen durch Induktion nach n und beginnen mit (i).
Da [0]g(X) = [0]p(X) = 0und f(0) = 0 ist (i) klar fir n = 0. Wenn (i) fir n € N stimmt,
dann folgt fir n + 1:

(foln+1r)(X) = fF(nlr(X

Dabei haben wir benutzt, dass f ein Homomorphismus ist.
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Um Aussage (ii) zu bewiesen stellen wir zuerst fest, dass u~! o F' o u nach Beispiel 2.12
wieder ein formales Gruppengesetz ist. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Wenn (ii) nun fiir
n € N stimmt, dann folgt fiir n + 1:

[n—i_l]u*loFou(X) u- OFOU’)([ ]u 10Fou(X)7X)
)(u™" o [n]p ou)(X), X)

(
(u”

= (u_1 o F)(([n]F o u)(X),u(X))
(

Wir kommen zur wichtigsten Definition des Kapitels:

Definition 3.4. [Sil09, Kapitel IV.7] Seien F,G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze,
f € Homy(F,G). Die Hohe von f ist die grofite natiirliche Zahl h € Ny, sodass

F(T) = g(T"")

fir ein g € k[[T]], wobei p = char(k). Wir notieren sie als ht(f). Falls f = 0 ist, so setze
ht(f) = oo.

Die Hdéhe eines formalen Gruppengesetzes F' definieren wir durch die Hohe von [p]p €
Homy(F, F) und notieren sie als Ht(F).

Bemerkung 3.5. Die Hohe eines formalen Gruppengesetzes ist nur fiir kommutative
formale Gruppengesetze definiert, da im Allgemeinen nur fiir diese [n]r ein Homomor-
phismus ist. In diesem Kapitel sind aber alle formalen Gruppengesetze kommutativ, die
Hohe ist also wohldefiniert.

Beispiel 3.6.

e Sei F' € k[[X,Y]] ein formales Gruppengesetz und f(X) = X. In Beispiel 2.11
haben wir gezeigt, dass f € Homy(F, F) ist. Es gilt:

F(X)=X=Xx"".
Daher ist ht(f) = 0.

o Fir G, € k[[X,Y]] gilt: Ht(G,) = oc.
Wir zeigen per Induktion [n]g,(T") = nT fiir alle n € N. Daraus folgt [p|g,(T) =0,
da char(k) = p und das heifit Ht(G,) = ht([p]g,) = co. Der Fall n = 0 ist klar, da
[0]g,(T) = 0 per Definition. Es gelte die Aussage fiir n € N, dann erhalten wir fiir
n+ 1:

[n+1]g,(T) = Gu([n]g, (T),T) = Go(nT, T) =nT +T = (n+1)T.
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o Fir G, € k[[X,Y]] gilt: Ht(G,,) = 1.
Wir zeigen wieder per Induktion: [n]g,, (X) = (1 + X)"™ — 1 fiir alle n € N. Daraus
folgt mit Lemma 3.1:

Plo, (X)=(1+X)P-1=17+XP —1= X"

Das heifit Ht(G,,) = ht([plg,,) = 1.
Fir n = 0 ist die Aussage klar und fiir n = 1 gilt:

[e,.(X) = Gu([0]c,,(X),X) =Gn(0,X) = X = (1 + X)' —
Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n € N wahr ist und erhalten fiir n 4 1:

[n+1]Gm(X) = Gm([n]Gm(X)>X):Gm((l"i'X)n_laX)
1I+X)"—-1+X+(1+X)"-1X
(1+X)"+(1 +X)'”X—1

_ (1) i N\ yritl
- R e
n+1

— <n>XZ+Z< )X"—l

_ n+1 S n i
= 1+¢Zl<i) + X +izl<i_1>X 1
_ n+1 = n+1 i

= 1+X +Z< . )X 1

i=1
n+1
1
= Z( n >X’—1 (1+Xx)"* —1.
o\ ¢

Dabei haben wir im vorletzten Schritt die Identitat (7) + (,";) = (”H) benutzt.

Lemma 3.7. [Sil09, Kapitel IV.7] Seien F,G € k[[X,Y]] formale Gruppengesetze, f €
Homy(F,G).

(i) Falls f'(0) =0, dann ist f(X) = f(XP) fiir ein f € k[[X]].
(ii) Wir schreiben f(X) = g(XP") fiir ein g € K[[X]] und h = ht(f). Dann ist ¢’(0) # 0.
Das Lemma bedeutet, dass fiir einen Homomorphismus f der Hohe h gilt:
F(X) = aX?" +bX2" 4

wobei der erste Koeffizient a # 0 ist.
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Beweis. Der Beweis fur (ii) orientiert sich an [Sil09, Kapitel IV.7], (i) beweisen wir anders.
(i) Wegen Lemma 2.16 folgt aus f/(0) = 0, dass f/(X) = 0 ist. Fir f(X) =372, a, X"
ist also >.°°; na, X" ! = 0, woraus na, = 0 fiir alle n > 1 folgt. Dies bedeutet, dass
entweder a,, = 0 oder n = pm fiir ein m € N. Insgesamt gilt:

o
FX) =) apmXP™ = f(XP) fiir f Zapm
m=1
Nun zeigen wir (ii). Sei ¢ = p" und F(X,Y) = 2ij>0 ai; X'Y7das formale Gruppengesetz.
Wir setzen F(9(X,Y) = 200350 aq X%YJ und behaupten, dass dies ein formales Grup-
pengesetz ist. Es sind die Elgenschaften (a) und (b) aus Definition 2.1 nachzurechnen.
Wir sehen sofort:

Aus a;p =1 folgt af, =1 (genauso fiir ap).
Aus ago =0 folgt ad, =0.
Also ist F(O(X,Y) =X +Y (mod deg?).

Um die Assoziativitit zu zeigen, substituieren wir mit S9 = X, 7?9 =Y und U? = Z und
stellen zuerst fest, dass F(9(X,Y) = F(S,T)? gilt. Dabei benutzen wir Bemerkung 3.2:

FOXY) = Y afX'yvi=3%" agj(SQ)i(TQ)j
i,j>0 i,5>0
= Z (awS TJ) Z aijS'T7 | = F(S,T)".
i,j>0 3,5>0

Daraus folgt wieder mit Bemerkung 3.2:

FOF9D(XY),Z) = FOF(S, =Y alF(S,T)"U%
4,7>0
> (aijF(S, T)in)q = F(F(S,T),U)".
i,j>0

Cenauso ist F(@ (X, F(Y,Z)) = F(S, F(T,U))? und deshalb ist F(9(F@(XY), Z) =
FO(X, F9(Y,Z)). F9 ist somit ein formales Gruppengesetz.

Wir zeigen jetzt, dass g ein Homomorphismus von F(@ nach G ist. Da nach Voraussetzung
f € Homy(F,G) und f(X) = g(X1) ist, gilt:

JFOXY)) = g(F(S,T)) = f(F(S.T))
= G(f(9), [(T)) = G(9(59),9(T")) = G(9(X), g(Y))-
Nun nehmen wir ¢’(0) = 0 an. Wegen (i) wissen wir, dass es dann § € k[[X]] gibt, sodass

g9(X) = g(XP). Daraus folgt:
hy o
f(X) =g(X") = g(X?
Dies ist ein Widerspruch zu ht(f) = h. Daher muss ¢’'(0) # 0 gelten. O
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Aus diesem wichtigen Lemma wollen wir einige Folgerungen ziehen. Die erste ist, dass die
Hohe eines formalen Gruppengesetzes, das {iber einem Korper mit positiver Charakteristik
definiert ist, stets grofler gleich eins ist.

Korollar 3.8. Sei F' € k[[X, Y]] ein formales Gruppengesetz. Dann ist Ht(F') > 1.

Beweis. Wir haben nachgerechnet, dass [p]r(X) =0 (mod deg?2) ist. Daher ist [p]}(0) =
0. Mit (i) aus Lemma 3.7 erhalten wir:

[Pl (X) = g(XP) fiir ein g € K[[X]].
Also ist Ht(F') = ht([p]r) > 1. O

Die néachste Proposition ist auch eine Folgerung aus Lemma 3.7 und gibt uns eine
Rechenregel fiir die Héhe von Homomorphismen.

Proposition 3.9. [Fro68, Kapitel 3, §2] Seien F, G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze,
fyg € Homy(F,G). Dann ist

hi(f o g) = ht(f) + hit(g).
Beweis. Der Beweis ist nach [Fr668, Kapitel 3, §2]. Mit Lemma 3.7 (ii) erhalten wir:
f(X)=aXP" + ... ist eine Potenzreihe in XP" mit n = ht(f) und a # 0.
Und genauso:

g(X) =bXP" + ... ist eine Potenzreihe in X?" mit m = ht(g) und b # 0.

n—+m

Daraus folgt, dass f(g(X)) = ab?" X" + ... eine Potenzreihe in X?"™™ ist. Das heiBt:
ht(f o g) > n + m. Andererseits ist ab?" # 0, da k nullteilerfrei ist. Somit erhalten wir
auch: ht(fog) <n+m O

Korollar 3.10. [Fro68, Kapitel 3, §2] Seien F,G € k[[X,Y]] formale Gruppengesetze,
fru € Homy(F,G). Wenn u ein Isomorphismus ist, dann gilt:

ht(u) =0 und ht(uo fou™t) = ht(f).

Beweis. Es ist uou™! =id. (Dabei ist id(X) = X, siehe Beispiel 2.11.) Daraus folgt mit
Proposition 3.9:

0 = ht(id) = ht(uou™t) = ht(u) + ht(u™t).
>0 >0

Daher ist ht(u) = ht(u~') = 0 und nochmal folgt aus Proposition 3.9:

ht(uo fou™t) = ht(u) + ht(f) + ht(u™') = ht(f).
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Korollar 3.11. [Fro68, Kapitel 3, §2] Seien F,G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze
mit Ht(F) # Ht(G). Dann ist Homy(F,G) = 0.

Insbesondere sind F' und G nicht isomorph. Oder andersherum gesagt: Wenn F' und G
isomorph sind, so miissen sie die gleiche Hohe haben.

Beweis. Wir beweisen wieder nach [Fro68, Kapitel 3, §2]. Sei f € Homy(F, G). Wegen
Lemma 3.3 wissen wir: f o [p|r = [p]g o f. Es folgt mit Proposition 3.9:

ht(f) + Ht(F) = Ht(G) + ht(f).
Da Ht(F) # Ht(G) muss ht(f) = co. Also ist f = 0. O

Beispiel 3.12. Seien G,, G, € k[[X, Y]] das formale additive und formale multiplikative
Gruppengesetz. Dann sind G, und G,,, nicht isomorph. Wir haben ndmlich in Beispiel
3.6 nachgerechnet: Ht(G,) = oo # 1 = Ht(G,).

Ein Satz von Lazard und seine Folgerungen

In diesem Abschnitt gelten die Sétze und Lemmata im Allgemeinen auch {iber einem
kommutativen Ring mit Einselement. Uns interessiert aber nur der Fall fiir einen Korper
mit positiver Charakteristik.

Definition 3.13. [Fr668, Kapitel 3, §1] Wir definieren die Lazard-Polynome B, und
C, € k[X,Y] fir alle n € N:

B,(X,)Y) = (X4+Y)"—-X"-Y",
1 AN / :
o = ) > 07 )
Co(X,Y) = e,Bu(X,Y), wobei e, = {P n= ()7 r>0,p prim
1 sonst.

Da wir in einem Korper der Charakteristik p > 0 sind, kann man sich an dieser Stelle

die Frage nach der Wohldefiniertheit von C), stellen. Fir n # p” ist dies klar, da jede

Primzahl p’ # p invertierbar in k ist. Das multiplikative Inverse 1% existiert also.

Fiir n = p” betrachten wir:
n—1 n
B,(X,Y) = X"Ry R,
xn-£(;)

In Bemerkung 3.2 haben wir festgestellt, dass in (}) fiir 0 < k < n stets der Faktor p
vorkommt. Wir kénnen in C,, = %Bn also kiirzen und somit ist C,, wohldefiniert.

Satz 3.14 (Lazard). [Fro68, Kapitel 3, §1] Seien F, G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze
tiber k mit F' = G (mod degn). Dann ist

F=G+aC, (mod degn+1)

fir ein a € k.
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Beweisskizze. Der Beweis des Satzes ist elementar, aber sehr lang und wiirde im Umfang
iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. Da der Satz aber zentral ist und wir ihn
im Folgenden oft verwenden werden, wollen wir zumindest eine Beweisskizze geben.
Diese orientiert sich am Beweis von Theorem 1 in [Fr668, Kapitel 3, §1], wo auch der
ausfiihrliche Beweis nachzulesen ist.

Wir schreiben F' = G 4+ I' (mod degn + 1), wobei I' € k[[X, Y]] ein homogenes Polynom
vom Grad n ist. Das Polynom T" erfiillt dann die folgenden Eigenschaften:

F(X7Y) - F(Y7X)7
(P){ T(X,0)=0=T(0,X),
T(X,Y)+T(X +Y,2) = T(X,Y + Z) + (Y, Z).

Nun reicht zu zeigen, dass jedes homogene Polynom I' von Grad n, dass die Eigenschaften
(P) erfiillt, von der Form aC,, fiir ein a € k ist. Dazu ist es sinnvoll, die Menge der
homogenen Polynome von Grad n als k-Vektorraum aufzufassen und zu zeigen, dass die
Menge aller Polynome, die zusétzlich die Bedingungen (P) erfiillen, einen Untervektorraum
S der Dimension < 1 bildet. Wenn dies bewiesen ist, stellen wir fest, dass C, in S liegt
und rechnen nach, dass C,, # 0 gilt. Es ist somit (C),) eine Basis von S wir erhalten:

I'=aC, firein a € k.

Dass S fiir alle n € N ein Untervektorraum ist, ist leicht zu sehen. Allerdings ist es
aufwendig, die Dimensionsaussage zu zeigen. Dazu schreiben wir

n
I(X,Y)=> aX'Y" " €8
r=0

und nutzen die Eigenschaften in (P) aus. Schlussendlich erhalten wir, dass durch die
Kenntnis von aq schon alle anderen Koeffizienten bestimmt sind. Das beendet den Beweis.
Aus dem Satz folgen mit leichten Rechnungen zwei Lemmata, die wir spéater noch oft
zitieren werden.

Lemma 3.15. [Fro68, Kapitel 3, §1] Seien F, G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze und
F =G+ aB,, (mod degn+ 1) fiir ein a € k. Dann gibt es ein invertierbares f € k[[X]]
mit f(X) =X (mod degn), sodass

FE(FTHX), FHY) =G((X,Y)  (mod degn +1).
In diesem Fall schreiben wir wieder abkiirzend f o F o f~! =G (mod degn + 1).

Beweis. Der Beweis ist nach [Fro68, Kapitel 3, §1]. Setze f(X) = X —aX"™ (mod degn+
1). Wir zeigen mit diesem f:

fIF(X,Y))) = G(f(X), f(Y))  (mod degn +1).
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Da f nach Lemma 2.15 invertierbar ist, zeigt dies unsere Behauptung. Wir rechnen
modulo degn + 1:

FFX,Y)) = FX,Y) —a(X +Y)"
= G(X,Y)+aB,(X,Y)—a(X+Y)"
= GX,)Y)+aX+Y)"—aX" —aY" —a(X +Y)"
= GX,)Y)—aX" —aY"
= G(X —aX"Y —aY")
= G((X), f(Y)).

O]

Lemma 3.16. [Fro68, Kapitel 3, §1] Seien F, G € k[[X, Y]] formale Gruppengesetze und
F =G+ aC, (mod degn + 1) fiir ein a € k. Dann gilt fiir alle m € N:

[m]p(X) = [mlg(X) + agp,(m™ —m)X"™  (mod degn + 1).

In Definition 3.13 haben wir g,, definiert. Man kann sich wieder die Frage stellen, ob der
Ausdruck e, (m™ — m) wohldefiniert ist fiir n = p". Dies folgt aus dem kleinen Satz von
Fermat, der fur alle m € N aussagt: m? = m (mod p). Mit einer Induktion iiber r zeigt
man leicht, dass auch m®") = m (mod p) gilt, also m®") —m = 0 (mod p). Somit ist
die natiirliche Zahl m(") — m ein Vielfaches von p. Der Ausdruck %(m(pr) —m) ist in
einem Korper der Charakteristik p somit wohldefiniert, da wir p herauskiirzen.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [Fro68, Kapitel 3, §1]. Wir halten ein n € N fest
und fihren Induktion nach m. Fur m = 1 ist [1]p(X) = [1]g(X) = X und 1" — 1 =0,
die Aussage ist also wahr. Wir nehmen an, sie gilt fiir m € N und schreiben [,,(X) =
aen,(m"™ —m)X™. Fir m + 1 erhalten wir modulo degn + 1:

m+1r(X) = F(Im]p(X),X)
"2 G(mlp(X), X) + aCh([m]p(X), X)
DL G ([m]p(X), X) + aCp(mX, X)
'Y GImle(X) + ln(X), X) + aCp(mX, X)
CEC GImle(X), X) + ln(X) + aCp(mX, X)

—

m~+ 1]g(X) + ln(X) + aCp(mX, X).

Es bleibt l,41(X) = [ (X) + aCp(mX, X) zu zeigen. Wir stellen fest:
By(mX,X) = (mX+X)"—(mX)" — X" = ((m+1)" —m" — 1)X".

Daraus ergibt sich:

Crn(mX, X) = ep((m+1)"—m" —1)X".
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Daraus folgt:
I (X) + aCp(mX, X) In(X) 4+ agn((m +1)" —m" — 1) X"
acp,(m" —m)X" + ag,((m+1)" —m" - 1) X"
= ag,(mM"—m+(m+1)" —m" -1)X"
= agp((mM+1)"—(m+1)X"

- lm+1-

1=

Formale Gruppengesetze unendlicher Hohe

Wir wollen formale Gruppengesetze mit endlicher und unendlicher Hoéhe getrennt bearbei-
ten. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass alle formalen Gruppengesetze unendlicher Héhe
iiber einem Korper mit positiver Charakteristik isomorph sind. Dies ist der einfachere
Teil. Gruppengesetze endlicher Hohe behandeln wir im néchsten Abschnitt, das ist um
einiges komplizierter.

Satz 3.17. [Fro68, Kapitel 3, §1] Sei F' € k[[X, Y]] ein formales Gruppengesetz. Dann
ist F' k-isomorph zu G, genau dann wenn Ht(F') = occ.

Da Ht(G,) = oo ist, sind somit alle formalen Gruppengesetze unendlicher Hohe k-
isomorph.

Beweis. In [Fro68, Kapitel 3, §1] wird dies etwas allgemeiner bewiesen, wir beschranken
uns aber auf den fiir uns relevanten Fall.

Wenn F' und G, isomorph sind, so folgt mit 3.11, dass sie die gleichen Héhen haben
miissen. Da Ht(G,) = oo ist auch Ht(F') = oo.

Nun nehmen wir Ht(F') = oo an und konstruieren eine Folge g,, € k[T, sodass

gnoF = Ggog, (mod degn+1),

gn = Gn-1 (mOd degn)'

Wir definieren g € R[[T]] durch g = ¢,(T) (mod degn + 1). Dieses g erfiillt dann die
Identitdt g o F' = G, o g und ist somit ein Homomorphismus von F nach G,. Auflerdem
wird durch unsere nachfolgende Wahl von g; sichergestellt, dass jedes g, und somit auch
g invertierbar ist (Lemma 2.15).

Wir definieren ¢;(X) = X. Die Aussage folgt aus F(X,Y) = X +Y (mod deg2). Nun
nehmen wir an, dass wir g1, ..., gn—1 schon konstruiert haben und somit gilt:

gn10Fog i =H=G, (mod degn).

Mit Satz 3.14 von Lazard folgt H = G, + aC,, (mod degn+1) fiir ein a € k. Wir stellen
sogar folgende Behauptung auf:
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Es gibt b € k, sodass H = G, + bB,, (mod degn + 1).

Sei r € N und n # p". Dann folgt aC,, = bB,,, da alle Primelemente p’ # p Einheiten in k
sind. (Man betrachte dazu Definition 3.13 der Lazard-Polynome.)
Fiir n = p” behaupten wir, dass aC,, = 0 ist. Mit Lemma 3.16 gilt nédmlich:

(bl (X) = [ple, (X) +a;<p” ~p)X™ (mod degn + 1),

Da H und F nach unserer Konstruktion isomorph sind, folgt mit Korollar 3.11, dass sie
die gleiche Hohe haben. Also ist Ht(H) = oo, bzw. [p|g = 0. Insgesamt haben wir somit:
0=a(p" ' —1)X" =a(-1)X" (mod degn + 1).

——
=0

Daher ist a = 0 und die Behauptung ist bewiesen.
Nun gibt es wegen Lemma 3.15 ein invertierbares f € k[X] mit f(X) = X (mod degn),

sodass fo Ho f~! = G, (mod degn + 1). Wir setzen g, = f o g, 1. Dann gilt:
gn = foGgn-1=gn-1 (mod degn) und modulo degn + 1:

gnOFOg;1 = fogn_loFog;_ll Ofil
— foHof
= Gq.
Dies beendet den Induktionsschritt und somit den Beweis. O

Formale Gruppengesetze endlicher Hohe

AbD jetzt sei h > 1 eine natiirliche Zahl und g = p”, wobei p > 0 weiterhin die Charakte-
ristik von k ist. Wir erinnern uns an Korollar 3.8, in dem wir bewiesen haben, dass die
Hohe eines formalen Gruppengesetzes tiber einem Korper mit positiver Charakteristik
stets grofler gleich eins ist.

Lemma 3.18. [Fr668, Kapitel 3, §2] Sei F' € k[[X,Y]] ein formales Gruppengesetz der
endlichen Hohe h. Dann ist F' k-isomorph zu einem formalen Gruppengesetz G € k[[ X, Y]]
der Form

GX,)Y)=X+Y +cCy(X,Y) (mod degg—+ 1) mit c € k.
Dabei meinen wir mit C; das Lazard-Polynom mit ¢ = p" aus Definition 3.13.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [Fr668, Kapitel 3, §2], wo er allerdings um einiges
knapper ist.

Wir wissen F'(X,Y) = X+Y (mod deg2) und nehmen an: F(X,Y) = X4Y (mod degn)
mit n < ¢. Mit Satz 3.14 von Lazard folgt F' = G, + ¢C,, (mod degn + 1) fiir ein ¢ € k.
Es gilt sogar folgende Behauptung:
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Es gibt b € k, sodass F = G, + bB,, (mod degn + 1)

Sei r € N und n # p". Dann folgt ¢C,, = bB,,, da alle Primelemente p’ # p Einheiten in k
sind. (Man betrachte dazu wieder Definition 3.13 der Lazard-Polynome.)
Fiir n = p” mit r < h ist ¢C), = 0. Mit Lemma 3.16 gilt ndmlich:

P (X) = [Pl (X) +c;<p” —p)X™ (mod degn +1).

Also:
[plp(X) = c(p" ' —1)X" = ¢(-1)X" (mod degn +1).
——
=0
Nach Voraussetzung ist Ht(F) = h und somit [p]p(X) = aX?" +... = aX74... =0

(mod deggq). Dies gilt insbesondere auch modulo degn + 1, da n < ¢. Wir erhalten
0=c¢(—1)X" (mod degn + 1), und das bedeutet ¢ = 0. Die Behauptung ist bewiesen.

In Lemma 3.15 haben wir gezeigt, dass es ein f € k[X] gibt mit f(X) = X (mod degn),
sodass f(F(f~1(X),f71(Y))) = X +Y (mod degn + 1). Wenn wir diesen Schritt fiir
n < q wiederholen, erhalten wir, dass F' k-isomorph ist zu G = X +Y (mod deggq). Nun
wenden wir noch einmal den Satz von Lazard (3.14) an und erhalten G = X +Y + ¢C,
(mod degq + 1). Es bleibt ¢ # 0 zu zeigen.

Sei ¢ =0, also G = G, (mod degq + 1). Dann folgt mit Lemma 3.16:

[plc

[plg, (mod degq+1).

——

=0
Das heifit aber Ht(G) = ht([p]¢) > h. Insbesondere ist Ht(G) # Ht(F), also sind G und
F' nicht isomorph. Dies ist ein Widerspruch. O

Bis hierhin waren alle Sétze und Lemmata iiber einem beliebigen Korper der Charakteris-
tik p > 0 giiltig. Fiir alle folgenden Behauptungen brauchen wir jedoch, dass k zusétzlich
algebraisch abgeschlossen ist. Zunéchst zeigen wir folgendes Hilfslemma:

Lemma 3.19. [Fro68, Kapitel 3, §2] Sei k algebraisch abgeschlossen und g € k[[X]] eine
Potenzreihe mit g(X) = f(X49), g(0) = 0 und f’(0) # 0. Dann gibt es eine invertierbare
Potenzreihe v € k[[X]], sodass

(U_l ogow)(X)=X1

Beweis. Wir folgen der Darstellung in [Fro68, Kapitel 3, §2] und zeigen zuerst, dass
es vy € k[[X]] gibt, sodass v; ' o gov; = X7 (mod deg2q) ist. Nach Voraussetzung ist
g9(X) =aX? (mod degq+ 1) mit a # 0. Da k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es ein
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¢ € k, sodass ¢! = a. Setze vy = ¢X und go(X) == (v; ' ogowv)(X). Esist ;! = ¢ 1 X.
Wir rechnen modulo degq + 1:

92(X) = o' (9(eX))
vy Hac?X9)
vl_l(cl_ch X7)

= ¢ leX?= X1,

Das gilt auch modulo deg2q, da go ebenfalls eine Potenzreihe in X ist.

Jetzt zeigen wir induktiv fiir alle » > 2: Wenn g,(X) eine Potenzreihe in X9 ist mit
gr(X) = X? (mod degrg), dann finden wir ein b € k, sodass fiir v,(X) = X + bX" gilt:

(o7 0 gr 0u)(X) = X7 (mod deg(r +1)q).

Wir setzen gr41 = v, ' og,ov, =vlo---ovy ogowv; o---0u,. Dies ist wieder eine

Potenzreihe in X7 und es ist g,+1 = X? (mod deg(r + 1)g). Auerdem erhalten wir eine
unendliche Kette v; o vy o ..., fiir die gilt:

(vio---ovp_jov)(X) = (vio---0v_1)(X+bX") = (vi0---0v,—1)(X) (mod degr).

Wir kénnen also v € k[[X]] durch v(X) = (v1 0+ 0v,—1)(X) (mod degr) definieren
und erhalten, was zu zeigen war:

(vl ogov)(X) = X1

Wir fithren nun den Induktionsschritt durch. Nach Voraussetzung ist ¢,(X) = X4+ a X"
(mod degrg+ 1). Wir rechnen modulo degrq + 1:

gr(vr(X)) = v (X)) 4 av, (X)™
(X +bX")? +a(X +bX")"1
Lemma 3.1

= XT+bIX" +aX"
= X4 (a+b7) X",
v (X9) = X9+ bpX"1,
Um nun g,(v,(X)) = v,(X?) zu zeigen, ist die Gleichung
b —b+a=0
zu losen. Da k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es eine Losung b € k. Wir erhalten:
(v, ogrov,)(X)=X? (mod degrq+1).

Das gilt auch modulo deg(r + 1)q, da v, ! o g, o v, wieder eine Potenzreihe in X7 ist. [
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Definition 3.20. [Fro68, Kapitel 3, §2] Sei k algebraisch abgeschlossen und F' € k[[X, Y]]
ein formales Gruppengesetz mit endlicher Hohe h. Das formale Gruppengesetz F' ist in
Normalform, falls gilt:

(i) [PIF(X) = X9 (¢ =p"),

(ii) F(X,Y)=X+Y 4+ cCy(X,Y) (mod degq+ 1) fiir ein c € k*.
Wir zeigen in der néchsten Proposition (3.23), dass in einem algebraisch abgeschlossenen
Korper mit positiver Charakteristik jedes formale Gruppengesetz endlicher Hohe isomorph
zu einem formalen Gruppengesetz in Normalform ist. Der Beweis ist etwas technisch, wir
zeigen zur Vorbereitung zwei Lemmata.
Da k ein algebraisch abgeschlossener Koérper mit Charakteristik p ist, enthélt er einen
endlichen Kérper mit ¢ = p Elementen (Nullstellen von X9 — X). Dieser Korper ist

isomorph zu F,, wir kénnen also schreiben: F, = {a € k|a? = a}. Wir sagen, dass eine
Potenzreihe tiber [, definiert ist, wenn ihre Koeffizienten in [, liegen.

Lemma 3.21. Sei k algebraisch abgeschlossen. Eine formale Potenzreihe ¢(X) =
9(X1,...,X,) € k[[X1,...,X,]] ist genau dann iiber F, definiert, wenn g(X)? = g(X9)
gilt. Dabei ist X9 = (X{,..., X9).
Insbesondere sagt dieses Lemma aus, dass fir g € F,[[X]] gilt: g(X)? = g(X9).
Beweis. Da F, = {a € k|a? = a}, erhalten wir fiir g(X) = (X a;X%) € F,[[X]] aus
Bemerkung 3.2:

g(X)7 = (P aXH)" E Y al (X1 =3 (X1 = g(X).

Sei jetzt g(X) € k[[X]] und g(X)? = g(X?). Es folgt:

> af (Xt = 37 (X)" 2 (P aixt)" = g(X)? = 9(X%) = 3 as(X7)%

Somit muss az = q; fiir alle ¢ € Njj gelten und das heifit, dass g iiber I, definiert ist. [

Unser néchstes Lemma zeigt, dass wir mit formalen Gruppengesetzen in Normalform
iber F,, an Stelle von k, arbeiten kénnen.

Lemma 3.22. [Fro68, Kapitel 3, §2] Sei k algebraisch abgeschlossen, F' € k[[X, Y]] ein
formales Gruppengesetz mit endlicher Héhe h und [p]p(X) = X9. Dann ist F' iiber F,
definiert und jeder Endomorphismus f € Homy(F, F) ist iiber F, definiert.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [Fro68, Kapitel 3, §2], er ist dort allerdings wieder
sehr knapp. Da [p|p € Homy(F, F) gilt:

Plr(F(X,Y)) = F([plr(X), [plr(Y))-

Dies ist dquivalent zu F(X,Y)? = F(X?,Y?). Wir wenden das vorangegangene Korollar
an und erhalten, dass F' tiber [F, definiert ist.
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Weiter gilt fir f € Homy(F, F) mit Lemma 3.3:

[plro f=folplr.

Dies bedeutet f(X)? = f(X?) und mit unserem Korollar folgt, dass f iiber F, definiert
ist. O

Wir sind jetzt so weit, dass wir die angekiindigte Proposition zeigen kénnen. Dort bringen
wir die Lemmata 3.18, 3.19 und 3.22 zusammen. Wir haben nur fir Lemma 3.19 und
Lemma 3.22 gefordert, dass k algebraisch abgeschlossen ist. Lemma 3.18 gilt allgemein
iiber Korpern der Charakteristik p > 0, also insbesondere auch fiir ;. Fiir Potenzreihen
v € Fy gilt v(X)? = v(X9) (siche Lemma 3.21). Dies wollen wir ausnutzen, um die
Proposition zu beweisen.

Proposition 3.23. [Fro68, Kapitel 3, §2] Sei k algebraisch abgeschlossen. Dann ist jedes
formale Gruppengesetz F' € k[[X, Y]] mit endlicher H6he h k-isomorph zu einem formalen
Gruppengesetz in Normalform.

Beweis. Wir halten uns wieder an die Darstellung in [Fr668, Kapitel 3, §2]. Wir haben
gezeigt, dass [p]p die Voraussetzungen von Lemma 3.19 erfiillt. Damit erhalten wir ein
invertierbares u € k[[X]], sodass

uto[plpou= X9

Nun benutzen wir Lemma 3.3 (ii):

u_l © [p]F ocu = [p]u_loFou'

AuBerdem ist u~! o F o u nach Beispiel 2.12 ein formales Gruppengesetz iiber k und
k-isomorph zu F. Wir kénnen somit [p]r = X9 annehmen. Nun benutzen wir das
vorangegangene Lemma und erhalten, dass F' iiber F, definiert ist. I, ist ein Korper der
Charakteristik p. Somit existiert nach Lemma 3.18 ein invertierbares v € Fy[[X]], sodass

(vloFov)(X,Y)=X+Y +¢C, (mod degq+ 1) mit ¢ # 0.

Da v iiber I, definiert ist, gilt v(X)? = v(X?). Wir erhalten:

Plo-toron(X) £ (070 [p]p 0 v)(X)
L(o(X)9)
L(o(X))
= (v owo[p]p)(X)
= [plr(X)= X7

v
= v

Die formale Potenzreihe v~ o F o v ist also ein formales Gruppengesetz in Normalform
und ist (wieder mit Beispiel 2.12) isomorph zu F'. O
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Wir kénnen ab jetzt annehmen, dass alle formalen Gruppengesetze endlicher Hohe h iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper mit Charakteristik p > 0 in Normalform sind.

Wir definieren einen k-Vektorraum M mit der gewohnlichen Addition als die Menge aller
Polynome der Form a(X) = Z?:_ol a; XP", wobei a; € k.

AuBlerdem definieren wir fir f,g € Homy(F,G) folgende Notation:

(f +a 9)(X) = G(f(X), 9(X)).

Proposition 3.24. [Fro68, Kapitel 3, §2] Sei k algebraisch abgeschlossen und seien
F,G € k[[X,Y]] formale Gruppengesetze in Normalform der gleichen (endlichen) Héhe h.
Wir definieren:

¢:Homyp(F,G) — M
Z ;X7 — o(f Z fiX7
j=1
Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert und es gelten die folgenden Eigenschaften:
(i) o(f +a 9) = o(f) + o(9),
(ii) ¢ ist surjektiv.

Beweis. Der Beweis orientiert sich auch diesmal an [Fro68, Kapitel 3, §2]. Zuerst ist die
Wohldefiniertheit von ¢ zu zeigen, also ¢(f) € M fir f € Homy(F,G).

Wir betrachten (ii) in Definition 3.20 eines formalen Gruppengesetzes in Normalform,
woraus F(X,Y)=X+4+Y =G(X,Y) (mod degq) folgt. Da f ein Homomorphismus ist,
erhalten wir:

X +Y) = f(F(X,Y)) =G(f(X), f(Y)) = f(X)+ f(Y) (mod deggq).
Dies bedeutet:

q—1 q—1
SN HX Y)Y =D £(XT + YY)
§=0

j=0

Also muss fiir alle j € {0,...,q — 1} entweder f; =0 oder (X +Y)J = X7 + Y7 gelten.
Wegen Lemma 3.1 ist f; = 0 fiir j # p*. Das heifit ¢(f) € M.

Um (i) zu zeigen, betrachten wir:

(f +e 9)(X) = G(f(X),9(X)) = f(X) + g(X) (mod degq).

Da deg ¢(f) < q und deg ¢(g) < g folgt aus der Definition von ¢:

O(f +a 9)(X) = o(f(X) + 9(X)) = o(f)(X) + ¢(9)(X).
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Es fehlt noch die Surjektivitdt von ¢. Dafiir reicht zu zeigen, dass es fiir ein gegebenes
a € M mit erstem Koeffizient ag # 0 ein f € Homy(F, G) gibt, sodass ¢(f) = a. Diese
Elemente erzeugen schon M als additive Gruppe, Eigenschaft (i) sichert uns dann die
Surjektivitat.

Fiir n > ¢ konstruieren wir eine Folge f,, € k[[X]] von Potenzreihen mit den folgenden
Eigenschaften:

fq = CL,
fnoF = Gof, (mod degn),

fot1 = fo (mod degn).

Nach Voraussetzung ist ag € k* und daher ist bei dieser Konstruktion fiir jedes n > ¢ die
Potenzreihe f,, invertierbar. (Lemma 2.15.)

Wir definieren f € k[[X]] durch f = f, (mod degn), dann gilt f € Homy(F,G) und
o(f) = a.

Sei n = ¢. Dann ist f; = a und wie oben gilt wieder F(X,Y) = X +Y = G(X,Y)
(mod deggq). Daher ist a(F(X,Y)) = G(a(X),a(Y)) (mod degq) genau dann, wenn
a(X+Y)=a(X)+a(Y). Diese Identitdt gilt wegen der Definition von M und Lemma
3.1 aber fiir alle a € M.

Nehmen wir also an, dass f,, schon konstruiert ist. Nun konstruieren wir f,,4+1 und setzten
dazu H := f; oG o f,. Dies ist (wegen Beispiel 2.12) wieder ein formales Gruppengesetz.
Nach Voraussetzung ist F' = H (mod degn). Jetzt benutzen wir Satz 3.14 von Lazard
und erhalten ein ¢ € k, sodass

F=H+cC, (mod degn+1).

Wieder behaupten wir:
F =H+bB, (mod degn + 1), fiir ein b € k.

Wenn n # p!, dann folgt wie im Beweis von Lemma 3.18: ¢C,, = bB,, fiir ein b € k.

Fiir n = p ist ¢C,, = 0. Wir erhalten nimlich (mit Lemma 3.16):
pPlr(X) = [plu(X)+c(-1)X" (mod degn +1).

Es sind aber G und H isomorph (da f,, invertierbar) und daher haben sie nach Korollar
3.11 die gleiche Hohe. Nach Voraussetzung hat auch F' die gleiche Hohe. Auflerdem
konnen wir H in Normalform annehmen, daher ist [p|p(X) = [pla(X) = [p]a(X) = X9.
Wir erhalten ¢ = 0 und somit ¢C,, = 0. Dies zeigt die Behauptung.

Lemma 3.15 sichert uns jetzt die Existenz einer invertierbaren Potenzreihe u € k[[X]]
mit u(X) = X (mod degn), sodass uo Fou™! = H (mod degn + 1). Wir setzen
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frot1 = fnou. Dann ist f,4+1 = fn, (mod degn) und es gilt modulo degn + 1:

fax10Fofily = faoouoFoultof,*
= anHOfgl
= foofy oGofuofil=G.

Das beendet den Induktionsschritt und damit den Beweis. O

Mit dieser Proposition kénnen wir nun unser Theorem formulieren und es relativ schnell
beweisen.

Theorem 3.25. [Fro68, Kapitel 3, §2] Zwei formale Gruppengesetze F und G iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k der Charakteristik p > 0 sind genau dann
k-isomorph, wenn die Héhe von F gleich der Héhe von G ist.

Beweis. Der Beweis ist kurz und orientiert sich an [Fro68, Kapitel 3, §2].
Seien F' und G isomorph. Dann ist nach Korollar 3.11 Ht(F) = Ft(G).

Nun nehmen wir an, dass F' und G gleiche Hohe haben. Den Fall, dass die Hohe unendlich
ist, haben wir in Abschnitt 3 bewiesen. Wir kénnen also Ht(F) = Ht(G) =h e NJh > 1
annehmen.

Da k algebraisch abgeschlossen ist, konnen wir weiter annehmen, dass F und G in
Normalform sind (Proposition 3.23). Die Voraussetzungen der Proposition 3.24 sind
somit erfiillt und nun nutzen wir die Surjektivitat der Abbildung ¢ aus. Da h > 1 ist, ist
X € M. Damit existiert ein Homomorphismus f € Homy(F,G), sodass ¢(f)(X) = X.
Wegen der Definition von ¢ bedeutet das f(X) = X (mod deg2) und daher ist f ein
Isomorphismus (siche Lemma 2.15). O
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4 Formale Gruppengesetze von Lie-Gruppen

In diesem Kapitel lassen wir die Theorie der Klassifizierung von formalen Gruppengesetzen
hinter uns und widmen uns einem anderen Thema. Formale Gruppengesetze wurden
1946 von Salomon Bochner im Artikel [Boc46] anhand von Lie-Gruppen eingefiihrt, wo
sie natiirlicherweise auftreten. Wenn man bei der Multiplikation einer Lie-Gruppe am
neutralen Element Koordinaten wéhlt und dann eine Taylorreihenentwicklung durchfiihrt,
so verhdlt sich die entstandene Potenzreihe wie ein formales Gruppengesetz. Das wird
in einigen Texten, zum Beispiel in [Haz12, Einleitung] behauptet, jedoch nie explizit
nachgerechnet. Daher wollen wir das im Rahmen dieser Bachelorarbeit tun. Es stellt sich
schnell heraus, dass es nicht trivial ist und wir etwas Vorarbeit brauchen.

Der Einfachheit halber beschranken wir uns in dieser Arbeit auf eindimensionale Lie-
Gruppen und erhalten somit auch eindimensionale formale Gruppengesetze.

Zu Beginn wollen wir die Definition einer Lie-Gruppe geben. Dazu wird vorausgesetzt,
dass der Begriff einer glatten (reellen) Mannigfaltigkeit bekannt ist. Eine gute Referenz
ist [Leel2, Kapitel 1].

Lemma 4.1. [Leel2, Beispiel 1.8] Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ¢ : U —
d(U) C R™ eine Karte. Dann ist M x M wieder eine glatte Mannigfaltigkeit und

px¢:UxU — ¢U)xoU)CR™
(@,y) — (6(x),9(y))
eine Karte auf M x M.
Beweis. [Leel2, Beispiel 1.8] O

Definition 4.2. [Leel2, Kapitel 2] Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei
f: M — N eine Abbildung. Wir sagen, dass f eine glatte Abbildung ist, wenn es fiir
jedes p € M eine Karte (U, ¢) mit p € U und eine Karte (V,4) mit f(p) € V gibt, sodass
f(U) C V und die Abbildung o fo ¢! : ¢(U) — (V) glatt ist.

Definition 4.3. [Leel2, Kapitel 7] Eine Lie-Gruppe G ist eine glatte Mannigfaltigkeit,
die mit einer Gruppenstruktur versehen ist, sodass die Multiplikation m: G x G — G
und die Inversenbildung i : G — G, x — 2~ ! glatt sind. Das neutrale Element in G wird
mit e notiert.

Bemerkung 4.4. Fiir die Multiplikationsabbildung m einer Lie-Gruppe miissen folgende
Eigenschaften gelten:

(1) mle,e) = e,
(2) m(z,e) = m(e,x) = e fir alle x € G,

(3) m(z,m(y, z)) = m(m(x,y), 2) fir alle z,y, 2z € G.
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Es gibt eine Karte (U, ¢), sodass e € U und ¢(e) = 0. Weil m insbesondere eine stetige
Abbildung ist, gibt es eine Umgebung V' C U von e, sodass m(x,y) € U fir alle x,y € V.
Dann ist (V x V,¢ x ¢) nach Lemma 4.1 eine Karte auf der glatten Mannigfaltigkeit
G x G und es gilt (¢ x ¢)(e,e) = (¢(e), d(e)) = (0,0). Wir haben also im eindimensinalen
Fall folgendes Diagramm:

miyxv
L (e,€) — s

e
¢ ¢><¢l %5
0

m

¢ x o
¢(V) x ¢(V) C R?

m

Satz 4.5. Die Abbildung m = ¢omo (¢ x )~ : ¢(V) x ¢(V) C R? — R ist eine
glatte Abbildung, fiir die wie in Bemerkung 4.4 gilt:

(1) 7(0,0) = 0,
(2) m(z,0) =m(0,z) =0 fir alle z € ¢(V).

(3) Sei W C ¢(V) eine Umgebung von Null, sodass m(z,y) € ¢(V) fir alle x,y € W.
Dann ist m(x,m(y, z)) = m(m(x,y), z) fur alle z,y,z € W.

Beweis. Nach Definiton 4.2 ist /m wieder eine glatte Abbildung. Nun rechnen wir nach,
dass die Eigenschaften (1), (2) und (3) gelten:

m(0,0) = ¢(m((¢ x ¢)7(0,0))) = ¢(m(¢~1(0), ¢~ (0))) = ¢(m(e, €)) = d(e) =0,

m(z,0) = o(m((¢x ¢) (z,0))) = ¢(m(¢~ (), 1(0)))
= ¢(m(¢~'(z),e)) = $(¢ " (2)) = .

Die Rechnung fiir m(0,z) = x geht analog.

pomo (¢ x ) )((pomo(dx ) )(x,y),2)
((mo(¢x ) N(z,y), ¢ " (2))
(m(o~ (@), 0~ (1)), 6 (2))

(¢~ (@), m(o~ (y), 6 (2)))
¢pom)(¢~ (x), (mo (¢ x &) )(y,2))
pomo (¢ x ) )z, (pomo(dx ) )(y,z2))
= m(z,m(y, 2)).

m(m(z,y),z) =

$om

¢om

pom

I
~— — ~—

(
(
(
(
(
(
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Unser Ziel ist es zu beweisen, dass die formale Taylorentwicklung von 7 am Nullpunkt ein
formales Gruppengesetz ist. Dafiir benétigen wir etwas Vorarbeit, die wir ganz allgemein
im Mehrdimensionalen erledigen.

Sei U C R¥ offen, 0 € U und f € C°*°(U). Nach dem Satz iiber die Taylorsche Formel
(z.B. in [For13, Kapitel 1.7, Satz 2]), gibt es B(0,60) C U, sodass fiir alle x € B(0,0) gilt:

f(@) =Tin(z) + ¢fn(x),

wobei

und

Spa(x) = Y, Df(&)at, mit & € B0, ).

|i|=n+1

Es ist Di¢f7n(0) = 0 fiir alle ¢ € N’g mit |i| < n und aus Dif(0) = O fiir allei €
N§ mit |i| < n folgt Tip =0und f = ¢ryp.
Die formale Taylorentwicklung von f an der Stelle Null ist gegeben durch:
— D'f(0)
T(X) = > —

li=0 =

Xt e R[[X]].

Seien V C R* und U C R™ offene Umgebungen von Null und sei g : V — U glatt. Dann
ist T, == (Ty,, ..., Ty, )-

Unser néchstes Zwischenziel ist fiir g € C*°(V,U) und f € C>*°(U) mit f(0) = ¢g(0) =0
zu beweisen, dass Ty = T o Ty gilt. (Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass
T4(0) = 0 ist und somit T’ o T, wohldefiniert ist, siche Kapitel 1.) Das benétigen wir, um
die Assoziativitdt der formalen Taylorentwicklung von m zu zeigen. Die Aussage wird in
der Literatur sehr oft benutzt, allerdings ist es schwierig in den gédngigen Analysisbiichern
eine Referenz zu finden. Wir haben die Aussage im Vorlesungsskript [Pro, S. 209ff]
gefunden, wo sie auch bewiesen wird. Die Beweise von Lemma 4.6, Lemma 4.7 und Satz
4.8 orientieren sich an der Darstellung in diesem Skript.

Lemma 4.6. Sei U C R* Umgebung von Null und seien f, g € C*°(U). Dann gilt:
(i) Tpyg =Tr+ Ty und To.p = X- T,
(i) Tpy =Ts-T,.

Beweis. Die Aussage (i) folgt aus

DY(f + g)(x) = D*f(z) + D'g(x) ~ und  AD'f(x) = D'Af(x).
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Um (ii) zu beweisen berechnen wir fiir n € N:

fr9 = Trn+opn) (Tyn+ dgn)
= Tf’n 'Tg,n+¢f,n'Tg,n+Tf,n’¢g,n+¢f,n‘¢g,n-

Wir erinnern uns an die Leibnizformel fiir die Ableitung von Produkten von Funktionen
in einer Variablen:

it =3 (S

p=0

Das kann man fiir mehrere Variablen verallgemeinern, indem man die Faktoren Dj’ =9 r
ox
J

von D! nacheinander anwendet:
D%(hihy) = Z Z ( ) ( )D”(hl) “P(hy) = Z( >Dp(h1) “P(hy).
p1=0 pr=0 Pk p<i p

Da D2¢;,,(0) = 0 = D2, ,(0) fiir alle p € Nf mit |p| < n, kann man fiir [i| < n einfach
ablesen:

D¥¢gp - Tyn)(0) = 0, DTy - $g,n)(0) = 0 und DXy, - dg.n)(0) = 0.

Es gilt also
Tygn =Tin Tgn (mod degn+1)

fiir alle n € N. Damit ist die Aussage bewiesen. O

Lemma 4.7. Seien V C R*¥ und U C R™ offene Umgebungen von Null und seien
g:V = Uund f:U — R glatt mit f(0) = g(0) = 0. Sei weiter n € N und Dif(0) =0
fir alle ¢ € Ni* mit |¢] < n. Dann folgt:

DY(f 0 ¢)(0) = 0 fiir alle 4 € NE mit [i| < n.
Beweis. Wir zeigen das durch Induktion nach n fiir alle Funktionen f € C>*(U) gleich-
zeitig. Fiir n = 0 folgt die Aussage aus (f o g)(0) = f(g(0)) = f(0) = 0. .
Nun nehmen wir die Behauptung fiir n—1 an, d.h. fiir alle f € C*°(U) gilt: Aus Dif(0) =0
fiir alle 4 € NJ* mit |i| < n — 1 folgt Di(f o g)(0) = 0 fiir alle i € NE mit |i| <n — 1.

Wir erinnern uns an die Kettenregel:

D;(f 0 g)(x) = af £)= 3" (Dif)o(a) - Dyano)
=1
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Ist nun |7| = n und ¢; > 0, so erhalten wir mit der Leibnizformel aus dem Beweis von
Lemma 4.6 und der Kettenregel:

m

Di(fog)(0) = D“D;(fog)(0)=> D ((Di(f)og)- Dig)0)
=1

D> (;) D2(Di(f) 0 g)(0) D*2(g1)(0).

I=1p<i—e; ~

Dabei ist e; der j-te Einheitsvektor. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf f=
Dy(f) an, da nach Voraussetzung DE(D;(f))(0) = 0 fiir alle p € N§* mit |p| < n—1. Damit
ist Di(f og)(0) = 0. Fiir |i| < n folgt die Aussage direkt aus der Induktionsvoraussetzung.

O

Satz 4.8. Scien V C R* und U C R™ offene Umgebungen von Null. Weiter seien
g:V = Uund f:U — R glatt mit f(0) = g(0) = 0. Dann ist

Tfog = Tf o} Tg.

Beweis. Zuerst sei f = f1+ found Ty, og = Ty, 0Ty und T,0q = T, 0 Ty, d.h. die Aussage
ist fiir f1 und f2 schon bewiesen. Es ist (f1 + f2) og = f1 0 g+ f2 0 g und mit Lemma 4.6
folgt:

Ttog = Ttiog+frog = Tiog + Thyog = Ty 0 Tg + Ty, 0 Ty = (T, +Tpy) 0o Ty =Ty o T

Wir haben also gezeigt, dass die Aussage vertriglich mit Summenzerlegung in f ist. Nun
zeigen wir die Aussage fiir f = Xt = X|' -+ Xim fiir i € NJ.

Dann ist fog =g ---gim und Ty = f. Wegen g; € C=(V) folgt:
L 4.6 v ;
Trog = VT Tim = foTy=TyoT,.

Da die Aussage vertraglich mit der Summenzerlegung in f ist, gilt sie somit auch fiir
f = Z az-X i.

li|<n
Sei nun n € N und h = ¢y,,. Dann ist Tj,eq, = 0.
Dazu miissen wir Di(h o g)(0) = 0 fiir s € N mit |i| < n zeigen. Aus der Voraussetzung
wissen wir aber: Fiir 4 € NJ* mit |i| < n ist Dth(0) = 0. Jetzt kénnen wir Lemma 4.7
anwenden.

Wir sind jetzt so weit, dass wir fiir alle n € N zeigen konnen: Ttog, = Ty 0 Tyn

(mod degn + 1). Dies beweist den Satz.
Dazu schreiben wir f = f1 + fo, wobei f1 = T}, und fo = ¢y,. Offensichtlich ist
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T n = Tsy. Es folgt mit unseren vorangegangenen Uberlegungen:

Tfog,n = Tflog,n + Tf2°97n
=0
Tflogvn

Tf noTyn (mod degn+1)
= Tyno0Ty, (mod degn+1).

O

Wir erinnern uns Satz 4.5, in dem wir die glatte Abbildung m : ¢(V) x ¢(V) C R? — R
konstruiert haben. Jetzt sind wir so weit, dass wir folgendes Theorem beweisen kénnen:

Theorem 4.9. T (X,Y) € R[[X, Y]] ist ein formales Gruppengesetz.
Beweis. Wir rechnen die Eigenschaften (a) und (b) aus Definiton 2.1 nach.

50 . i i i
Tr(X,0) = S X190 it a0 = ——r(a, = e, 0, = La .
(X, 0) ;0 g mitao =5Em@ ) e 8 MO = 50,
Also ist agp = 0 und ajp = 1. Genauso zeigt man ag; = 1. Somit haben wir T\ (X,Y) =

X +Y (mod deg?2).

Um (b) nachzurechnen sei W C ¢(V') eine Umgebung von Null, sodass m(z,y) € ¢(V)
fiir alle z,y € W. Dann sind die folgenden Abbildungen wohldefiniert:

(z,y,2) — (m(z,y),2)
(z,y)  —m(z,y).
Die Abbildung g ist glatt, es gilt T4(X,Y,Z) = (T (X,Y),Z) und (f o g)(x,y,2) =

m(m(z, y), z).

REDWS - g(v)2cR? LR
(z,y,2) — (2,7m(y, 2))
(z,y) > m(z,y).
Auch die Abbildung h ist glatt und es gilt T3(X,Y,Z) = (X, Tx(Y,Z)) und (f o

h)(l‘, Y, Z) - m($7 m(ya Z))
Wir haben nachgerechnet, dass f o g = f o h ist. Deshalb muss auch Ttoq = Top sein.
Jetzt wenden wir Satz 4.8 an:

Tr(Tw(X,Y), Z) = (TpoTy)(X,Y,Z) =Tpe(X,Y, Z)
= Tth(X7Y7Z):<TfoTh)(X7KZ)
Ta(X, Ta(Y, 2)).
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5 Formale Gruppengesetze von affinen algebraischen Gruppen

In diesem Kapitel machen wir im Wesentlichen das gleiche wie im vorangegangenen
Kapitel, nur fiir affine algebraische Gruppen. Wieder werden wir am neutralen Element
Koordinaten wahlen, was in der Sprache der Varietédten heif3t, einen lokalen Parameter zu
wahlen. Dann werden wir auch hier die formale Taylorreihe der Multiplikationsabbildung
betrachten und zeigen, dass diese ein formales Gruppengesetz ist.

Wir beginnen mit der Definition einer affinen algebraischen Gruppe. Dabei wird voraus-
gesetzt, dass die Begriffe affiner Raum A™ und affine Varietdt V' C A™ bekannt sind. Wir
meinen in diesem Kapitel mit einer Varietét stets eine affine algebraische Varietédt im
Sinne des Vorlesungsskriptes [HK] {iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k.

Affine algebraische Gruppen

Definition 5.1. [SR13, Kapitel 3.4.1] Eine (affine) algebraische Gruppe ist eine (affine)
Varietdt G C A", die mit einer Gruppenstruktur versehen ist, sodass die Multiplikation
m: G x G — G und die Inversenbildung i : G — G, x — x~! Morphismen von Varietiten
sind. Das neutrale Element in G wird mit e notiert.

Wir meinen mit einer algebraischen Gruppe stets eine affine algebraische Gruppe.

Lemma 5.2. Seien G und H zwei algebraische Gruppen. Dann ist das direkte Produkt
G x H wieder eine algebraische Gruppe.

Beweis. Es ist klar, dass G x H wieder eine Varietét ist. Sei mg die Multiplikation auf
G, my die Multiplikation auf H. Die Multiplikation m auf G x H ist gegeben durch:

¢»:(GxH)x(GxH) — GxH
(z1,91)s (22,92)) > (ma(z1,22), mu (Y1, y2))-

Weiter seien i und ip die Inversenbildung in G und H. Dann ist das Inverse von (z,y)
in G x H gegeben durch:

i1:GxH — GxH
(@,y) — (ic(@),in(y))

Beide Abbildungen sind wieder Morphismen von affinen Varietéiten (siehe dazu [HK, Satz
5.15]). Neutrales Element in G x H ist (eq,ep). O

Wir zitieren an dieser Stelle noch einen wichtigen Satz:
Satz 5.3. [SR13, Kapitel 3.4.1] Die Varietét einer algebraischen Gruppe ist nicht-singulér.

Beweis. Theorem 3.14 in [SR13, Kapitel 3.4.1].
O
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Da der Ausgangsraum des Morphismus m eine Produktvarietdt ist, miissen wir uns mit
Produktvarietdten ndher beschéftigen. Der néchste Abschnitt soll klaren, wie lokale Ringe
auf Produktvarietiten aussehen. Damit das nicht zu ausfiihrlich wird, werden wir die
wichtigsten Sétze nur zitieren und uns auf die eigentliche Aufgabe konzentrieren, das
formale Gruppengesetz einer algebraischen Gruppe auszurechnen.

Lokale Ringe von Produktvarietaten

Sei V' C A" eine Varietdt, P € V. Wir schreiben k[V] fir den Koordinatenring von V'
und Op fiir den lokalen Ring in P mit maximalem Ideal mp C Op. Sei W C A™ eine
weitere Varietdt, @ € W. Wir definieren folgende Abbildung:

¢ k[V] x kW] — K[V x W]
(g,h) — g-h.

Dies ist eine k-bilineare Abbildung in g und h. Wegen der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukt gibt es genau eine k-lineare Abbildung:

O k[V] @k kW] — K[V x W]
g®h — g-h.

Wir erhalten folgenden Satz, den wir aus [Hum12, Kapitel 2.4] entnommen haben:
Satz 5.4. (i) @ ist ein Isomorphismus.

(ii) Op) ist die Lokalisierung von Op ®) Og am maximalen Ideal mp ) = mp @
OQ + Op ® mqQ.

Beweis. Proposition in [Hum12, Kapitel 2.4]. O
Daraus folgen drei wichtige Tatsachen, die wir in einem Lemma festhalten wollen:
Lemma 5.5. (i) Op ®; Og C Opg)-

(i) mp @k mq C m(pg)-

(iii) mi ®p mi) C mllp o) fiir 4, j € Nmit i + j = n.

Beweis. (i) und (ii) sind wegen Satz 5.4 klar und fiir (iii) stellen wir fest:

n
i=0
Dabei ist mOP = Op und m% = 0g. ]

Als néchstes beweisen wir einen elementaren Satz, fiir den es allerdings sehr schwierig ist,
eine Referenz zu finden. Wir werden im Beweis zwei Lemmata des Stacks Project [Stal7]
zitieren.
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Satz 5.6. Es gilt:
mp/mp S mq/my = mpg)/mip o).

Beweis. Fiir eine Varietit X und x € X ist m,/m2 ein k-Vektorraum. Wir betrachten den
Dualraum (m,/m?2)*. Wegen [Stal7, Tag 0B2E] ist dieser isomorph zum Tangentialraum
in z, den wir T}, notieren. In [Stal7, Tag 0BEB| wird bewiesen:

Tipg) ETp @1y
Fiir zwei k-Vektorrdume V und W ist aus der linearen Algebra bekannt:
(VeW) =V e W" und aus V=W folgt V* = W*.
Dies beweist unseren Satz. O

Wir fithren nun lokale Parameter ein. Dabei halten wir uns an die Darstellung in [SR13].

Lokale Parameter in einem Punkt
Definition 5.7. [SR13, Kapitel 2.1.4] Sei V' C A" eine algebraische Varietit. Dann heift:
dimp(V) = max {dim(Z)|P € Z, Z irreduzible Komponente von V'}
die lokale Dimension von V im Punkt P.
Bemerkung 5.8. [SR13, Kapitel 2.1.4] Fiir P € V nicht-singulér gilt nach Theorem 2.3
in [SR13, Kapitel 2.1.4]: dim(7p) = dimp (V). Daher gilt auch:
dim (mp/m%) = dimp(V).
Diese Bemerkung brauchen wir, damit wir die folgende Definition formulieren kénnen:

Definition 5.9. [SR13, Kapitel 2.2.1] Sei V' C A" eine Varietit, P € V nicht-singular,
dimp(V) = s. Dann heiflen uy,...,us € Op lokale Parameter von P, falls jedes u; € mp
und die Bilder von uy,...,us eine Basis des k-Vektorraums mp/ m%; bilden.

Satz 5.10. Seien V C A", W C A™ zwei Varietiten, P € V,Q € W nicht-singuldr und
dimp(V) = s, dimg(W) = [. Seien weiter vq,...,v, lokale Parameter in P € V und
w1, . ..,w; lokale Parameter in () € W. Dann sind

1®L ..., 1Qwy,...,1 Q0w
lokale Parameter in (P,Q) € V x W.

Beweis. Offensichtlich sind v1 ® 1,...,0s ® 1,1 @ w1,...,1 @w; € mpg) =mp @ Og +
Op ® mg. Wir erinnern uns an die Aussage von Satz 5.6:

mp/mp & mq/my = m(pg)/mipq)-

Nach Voraussetzung bilden die Bilder von vy, ..., vs eine k-Basis von mp/ m% und ebenso
bilden die Bilder von w, ..., w; eine k-Basis von mg/ m2Q Daher miissen auch die Bilder
vonv1®1,...,0s®1,1 ®wq,...,1 ®w; eine k-Basis von m(p’Q)/m%PQ) bilden. O
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Wir zitieren noch einen niitzlichen Satz tiber lokale Parameter:

Satz 5.11. [SR13, Kapitel 2.2.1] Seien uy,...,us € Op lokale Paramter in P € V. Dann
gilt:

mp = <U1, .- 'aus>(9p :
Mit den eckigen Klammern ist dabei das von wui,...,us erzeugte Ideal im Ring Op
gemeint.
Beweis. Theorem 2.5 in [SR13, Kapitel 2.2.1]. O

Taylorreihenentwicklung

Definition 5.12. [SR13, Kapitel 2.2.2] Sei V' C A™ eine Varietit, dimp(V) = s und
P €V nicht-singuldr mit wy, ..., u, lokalen Parametern. Sei ' =377 a;Tt € K[[T)] =
k[[T1,...,Ts]] eine formale Potenzreihe. Wir nennen F' eine Taylorreihe von f € Op, falls
fiir jedes n > 0 gilt:

n
f—Fy(u1,...,us) € m?,“, mit F,, = Z al-Ti.
|i]=0

Satz 5.13. [SR13, Kapitel 2.2.2] Sei V' C A™ eine Varietdt, P € V nicht-singuldr. Dann
gibt es fiir alle f € Op genau eine Taylorreihe F.

Beweis. Fiir die Existenz Theorem 2.6 und fiir die Eindeutigkeit Theorem 2.7 in [SR13,
Kapitel 2.2.2]. Der Beweis der Existenz ist dort konstruktiv und es wird beschrieben, wie
man die Taylorreihe fiir ein gegebenes f € Op entwickelt. O

Fiir einen nicht-singuldaren Punkt P einer Varietdt und ein Element f € Op schreiben
wir ' =T} und F,, = Ty, und kénnen f fiir alle n € N eindeutig darstellen:

f=Tpn(ut, ... us) + opn(ui,... us),

; 1
wobei ¢ (ut, ..., us) € mptt.

Wir kommen zur eigentlichen Motivation dieses Kapitels. Fiir eine algebraische Gruppe
wollen wir eine formale Taylorreihe am neutralen Element der Multiplikation konstruieren
und dann beweisen, dass dies ein formales Gruppengesetz ergibt. Wir werden dabei die
vorangegangenen Lemmata und Satze verwenden.

Sei also G eine algebraische Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k.
Wir beschranken uns zur Vereinfachung darauf, dass die lokale Dimension im neutralen

Element eins ist, d.h. dim.(G) = 1.

m : G x G — G ist die Multiplikation auf G. Dies ist ein Morphismus von Varietdten mit
den folgenden Eigenschaften:
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(1) m(e,e) =e,
(2) m(z,e) =m(e,x) = e fir alle x € G,
(3) m(z,m(y,z)) =m(m(x,y),z) fir alle z,y, 2z € G.

Nach Satz 5.3 ist G in e nicht-singuldr. Wir wéhlen in e einen lokalen Parameter
u € me C O, und erhalten eine Abbildung f:=wuom € m( ) C Oc)-

Nach Lemma 5.2 ist G x GG wieder eine algebraische Gruppe, also insbesondere nicht-
singulér in (e, e). Es gibt somit nach Satz 5.13 genau eine Taylorreihe Tt € k[[X, Y]], fiir
die fiir alle n > 0 gilt:

f = Tpnlur,u) + dpn(ur, ug) mit ¢p(ur, uz) € mits.

Dabei definieren wir: uq := u®1 und us := 1®u. Dies sind nach Satz 5.10 lokale Parameter
in (e,e) € GXG. Es gilt ui(z,y) = u(r)®1 = u(x)-1 = u(zr) und genauso uz(z,y) = u(y).

Theorem 5.14. Ty € k[[X, Y]] ist ein formales Gruppengesetz.

Beweis. Es sind die Eigenschaften (a) und (b) aus Definiton 2.1 nachzurechnen.

Wir zeigen T¢(X,0) = X. Analog folgt 7¢(0,Y) = Y und zusammen bedeutet das
TH(X,Y) =X +Y (mod deg2).

Es ist nach Definition f(z,e) = u(m(z,e)) = u(z). Wie wir uns oben iiberlegt haben gilt
fir alle n € N:

f(.%', 6) = (Tfﬂ"b(ula UQ))(m? 6) + (¢f,n(ula UQ))(xa 6).
Da uj(x,e) = u(x) und us(z,e) = u(e) = 0 ist dies dquivalent zu:
u(z) = Tf,n(u(‘r)a 0) + ¢f,n(u(z)a 0).
Daraus folgt X = T¢(X,0).

Um die Assoziativitdt zu zeigen, betrachten wir zuerst die Varietit G x G x G, die
nach Lemma 5.2 wieder eine algebraische Gruppe ist, also insbesondere nicht-singular in
é := (e, e,e). Noch einmal benutzen wir Satz 5.10 und erhalten, dass

1M=u®1®Lvy=1u®lundvs=11xu

lokale Parameter in € sind. Es gilt wieder vy (z,y,2) =u(z) @ 1 ® 1 =u(x)-1-1 = u(z)
und genauso va(x,y,z) = u(y), bzw. v3(z,y,z) = u(z). Wir definieren die folgende
Abbildungen, die offensichtlich Morphismen von affinen Varietéten sind:

hi:GxGxGE — GxdG

(z,y,2) — (m(z,y),2),
hy : GxGxG — GxG
(z,y,2) — (z,m(y,2)).



Dann gilt:

uomohy = fohy €me COg,
uomohg = fohy €megC Os.

Und nach Voraussetzung;:

(f o m)(z,y,2) = u(m(m(z,y), 2)) = u(m(z,m(y, 2))) = (f © ha)(z,y, 2).

€ ist wieder nicht-singulér in G x G x G. Da die Taylorreihe nach Satz 5.13 eindeutig ist,
ist Tton, = T'fon,- Also reicht zu zeigen:

(1) Tyon, (X, Y, Z) = T§(Ty(X,Y),Z) und  (ii) Tfon,(X,Y, Z2) = Ty(X, T4 (Y, Z)).

Wir zeigen nur den ersten Teil, (ii) folgt analog. Dazu werden wir nacheinander drei
Behauptungen aufstellen und jeweils beweisen. Sei n € N.

n+1

é .

Behauptung 1: ¢y, (u1,u2) 0o hy € m
Nach Satz 5.11 ist me) = (u1,u2) und daher gilt:

¢f,n(u1,uQ) S m?;el) = <U1,U2>n+1, d.h. (bf’n(ul,ug) = Z @]uzlu% mit (ﬁij S O(e,e)-
itj=n+1

Wir erinnern uns, dass nach nach Satz 5.4 Og die Lokalisierung von O ¢y ®% Or am
maximalen Ideal mg = m( ) @k Oc + O(,e) ® M, ist. Nun erhalten wir:

(brn(uruz) o hn)(wy,2) = > ((yuiub)ohn) (z,y,2)
it+j=n+1
i+j=n+1
= > (byoh) (2] [utm(z, ) u(=)]
i+j=n+1
= > yoh)-( f1 ®w )2y, 2).
Wir wenden Lemma 5.5 (iii) an und erhalten ¢y, (u1, uz) o hy € m2*.
Behauptung 2: Aus ¢y n(ui,uz) € m?;'el) = <u1,u2>"+1 folgt ¢pn(v1,v2) € m?“ —
<v17v27v3>n+1 .

Wie in Behauptung 1 schreiben wir:

(bf,n(ul, UQ) = Z (zﬁwuzlu% mit (Z)Z‘j S O(e,e)'
i+j=n-+1
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Wir definieren: ¢;; = ¢i; @ 1 € O, d-h. ¢4(w,y,2) = ¢ij(z,y). Da vy = u3 ® 1 und
v9 = ug ® 1, folgt:

Grn(vi,v2) = > dvivd.
i+j=n+1

+1 _ n+1

Dies ist offensichtlich in mZ™" = (vy, v2, v3)

Behauptung 8: T (u1,u2) 0 hy = Ty n(Ttn(vi,v2) + ¢5n(v1,v2),v3).

(Tyn(ur,uz) o ha) (z,y,2) (u1, uz)(m(z,y), 2)

n (u(m(z,y)), u(2))

(f(z,y),u(2))

= Trn[(Trn(ur,u) + ¢pn(ur, uz))(w,y), u(2)]
Ty [Trn(v1,v2) + dpn(ve,v2), v3] (2,9, 2).

+

Tt
Tf,

Jetzt erhalten wir im Ring O modulo m7 ! unter Benutzung der drei Behauptungen:

fohi = Tppur,ug)ohy + ¢ppn(ur, uz) o hy

Emg+1 (Beh. 1)

Tpn(ui,uz) o hy

Beh
eE Tfyn(Tfﬂ(Ul’ UQ) + Qbf,n(vlv UQ) 703)
—_——
emZt! (Beh. 2)
= Tf7n(Tf7n(U1,U2)7U3).
Dies gilt fir alle n € N. Also ist Tyop, (X,Y, Z) = T§(T§(X,Y), Z). O

Zum Schluss geben wir zwei Beispiele fiir algebraische Gruppen mit zugehorigem formalen
Gruppengesetz.

Beispiel 5.15. Wir betrachten die algebraische Gruppe G = A! mit der iiblichen
Addition m(X,Y) = X + Y. Das neutrale Element ist e = 0. Als lokalen Parameter v in
e konnen wir u(X) = X wihlen. Wir behaupten, dass

TH(X,Y) =Go(X,Y) =X +Y

die formale Taylorreihe von f(X,Y) = u(m(X,Y)) = X +Y € m ) C O ist.

Wie in der Konstruktion oben ist u1(X,Y) = u(X) = X und u2(X,Y) =u(Y) =Y. Es
ist zu zeigen, dass fiir alle n > 0 gilt: f — T, (u1,u2) € m?+1) Fiir n = 0 ist dies klar, da
J €meeyund Ty = 0. Fiir n > 1 gilt:

Trn(ut,ug)(X,Y) =T p(X,Y)=X4+Y = f(X,Y).

Also ist f — Ty (u1,u2) =0 und es ist 0 € m?:el) fur alle n € N.
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Beispiel 5.16. Wir betrachten die algebraische Gruppe G = V(X1 X3 — 1) € A2 mit der
Multiplikation:

m:GxG — G
Xl Yl Xl}/l
o= (()6)) — ()

Das neutrale Element ist e = (i)

Als lokalen Paramter u in e wihlen wir u(X) = X; — 1. Wir erhalten also f(X,Y) =
u(m(X,Y)) = X1Y1 — 1 € mce) € O(c,) und behaupten:

TH(X,Y) = Gp(X,Y) = X +Y + XY.

Mit u (X,Y) = u(X) = X1 —1und up(X,Y) = u(Y) = Y1 —1ist wieder f—T¥(u1,uz) €
m?;rel) fiir alle n > 0 zu zeigen. Fir n = 0 gilt dies mit der gleichen Argumentation wie in
Beispiel 5.15. Fiir n = 1 erhalten wir:

f(X, Y) — Tf}l(ul,ug)(X, Y) = X1Y1 -1 TfJ(Xl — 1,3/1 — 1)
= X1Y1—1—(X1—1+Y1—1)
= X1 -Xi—-Y"1+1
= (Xi—-1)(Vi—1)emf,.

——— — —
em(e,e) em(e,e)

Und fiir n > 2 gilt:

Tpp(ur,u2)(X,Y) = Tf,n(Xl -1L,Y1-1)
= M -D+M-D+ X -1 -1)
= X1+ 24 X1 -X;1 -1 +1
— X1V —1=f(X,Y).

Also ist f — Ty (ui,uz) =0 € m?jel)‘
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Das néchste typische Beispiel waren elliptische Kurven. Das sind grob gesagt spezielle
algebraische Kurven, auf denen eine Addition definiert ist. Auch hier kann man am
neutralen Element die formale Taylorreihe entwickeln, die dann wieder ein formales Grup-
pengesetz ist. Fiir elliptische Kurven, die iiber einem Ko6rper mit positiver Charakteristik
definiert sind, erhélt man, dass die Hohe des zugehorigen formalen Gruppengesetzes stets
eins oder zwei ist. Wer die Theorie der elliptischen Kurven genauer studieren méochte,
dem sei das Buch von Silverman - The Arithmetic of Elliptic Curves [Sil09] empfohlen.
Dort werden auch Teile der Theorie {iber formale Gruppengesetze benutzt, die wir in
Kapitel zwei und drei entwickelt haben.
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Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit ohne fremde Hilfe selbststédndig
verfasst und nur die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe. Wortlich oder
dem Sinn nach aus anderen Werken entnommene Stellen habe ich unter Angabe der
Quellen kenntlich gemacht. Die vorliegende Arbeit ist oder war weder vollstdndig noch in
wesentlichen Teilen Gegenstand eines anderen Priifungsverfahrens.

Ort, Datum Nils Sturma
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