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Übungen zu Darstellungstheorie – Blatt 8

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei G = SU(n;C) mit dem maximalen Torus T ⊂ G der Dia-
gonalmatrizen, und sei V = Cn die tautologische Darstellung. Man zeige, dass die G-
Wirkung auf V ⊗i eine natürliche Struktur von G-Darstellungen auf die alternierenden
Potenzen

∧i V induziert. Man bestimme ihre Charakteren und man zeige, dass sie für
0 ≤ i ≤ n irreduzibel sind.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Man zeige mithilfe einer Streckung der Nennerformel für eine
beliebige kompakte Lie Gruppe die Formel

chL(nρ) = enρ
∏
α∈R+

(1 + e−α + · · ·+ e−nα).

Aufgabe 3 (8 Punkte). Sei G = SO(5;R) mit dem maximalen Torus T = SO(2;R) ×
SO(2;R) (cf. Aufgabe 3 auf Blatt 7). Wir bezeichnen durch ε1, ε2 : T → SO(2;R) ∼= S1

die Projektionen auf den zwei Komponenten. Sie bilden eine Basis der Charakteren X(T ),
die wir als additive Gruppe notieren. Man zeige:

(i) Die Wurzeln von G sind R = {±ε1,±ε2,±ε1 ± ε2,±ε1 ∓ ε2}.
(ii) R+ = {α1 = ε1−ε2, α2 = ε2} bildet ein System positiver Wurzeln mit ρ = 3

2
ε1+

1
2
ε2.

(iii) Die zugehörigen Kowurzeln α∨1 , α
∨
2 : X(T )→ Z sind bestimmt durch

〈ε1, α∨1 〉 = 1, 〈ε2, α∨1 〉 = −1, 〈ε1, α∨2 〉 = 0, 〈ε2, α∨2 〉 = 2.

(iv) Seien $1 = ε1, $2 = ε1 + ε2. Es gilt X(T )
+ = Z≥0$1 + Z≥0$2.

(v) Sei L(m1,m2) der einfache Modul zum Höchstgewicht m1$1 +m2$2. Es gilt

dimL(m1,m2) =
1

6
(m1 + 1)(2m2 + 1)(m1 + 2m2 + 2)(2m1 + 2m2 + 3). (†)

(vi) Die triviale Darstellung C, die tautologische Darstellung C5 und die adjungierte
Darstellung gC sind irreduzibel. Man bestimme ihre Höchstgewichte und man prüfe
die Formel (†) nach.

Abgabefrist: Donnerstag, den 23. Juni.


