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Ubungen zu Analysis I1I — Blatt 9

Aufgabe 1 (3 Punkte). Sei (X, ) ein Maraum und sei f: X — [0, 00] meBbar. Sei ¢(t) =

p({x € X | f(x) > t}). Man zeige:
= A
/X Ju /[o,oo) PA,

wobei A\ das Lebesguemaf ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei (X, p) ein Mafiraum und sei f: X — [0, co] meBbar.
(i) Fiir alle a € (0,00) zeige man p({z € X | f(z) >a}) <1 [, fu
(ii) Es gilt [y fu = 0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall (alias, wenn p({z € X | f(z) #
0}) =0).

Aufgabe 3 (4 Punkte). Gegeben eine mefibare nichtnegative Funktion g auf einem Mafiraum
(X, M, p) mit [y gu < oo gibt es fiir jedes € > 0 ein § = dc > 0 derart, dass fiir alle A € M gilt

p(A) <6 = /g,u<e.
A

(Hinweis: Es gibt sicher eine mefibare Stufenfunktion h: X — [0,00) mit h < g und [gp <
[ hp+e/2.)

Aufgabe 4 (2 Punkte). Man zeige: ist (X, p) ein Maraum und g: X — [0, 00] messbar, so
erhalten wir ein neues Mafl gu auf X durch die Vorschrift (gu)(A) = [, gp, und fiir jede weitere
mefibare Funktion f: X — [0, 00] gilt mit der Konvention 0 - 0o = 0 = oo - 0 die Identitét von

MaBen (fg)u = f(gp).

Aufgabe 5 (4 Punkte). Sei (X, p) ein Mafiraum und I C R halboffen und f: X x I — R eine
Abbildung derart, dass x — f(z,t) integrierbar ist fiir alle t € [ und f — f(z,t) differenzierbar
fiir alle x € X. Existiert eine integrierbare Abbildung g: X — R mit g(z) > [0:f(x,t)]| fiir alle
x und ¢, so ist x — Oy f(z,t) integrierbar fiir alle ¢ und es gilt

0 [ £ty uta) = [ 0us(w.0) ta).

(Hinweis: Dominierte Konvergenz und Mittelwertsatz.)

Aufgabe 6 (4 Punkte). Man zeige: Gegeben metrische Rdume X, Y mit abzdhlbaren dichten
Teilmengen fillt das Produkt der o-Algebren der jeweils topologisch mefibaren Mengen zusam-
men mit der o-Algebra der topologisch melbaren Mengen des Produkts, in Formeln

Borel(X) X Borel(Y') = Borel(X x Y).

Abgabefrist: Donnerstag, den 14. Januar 2016 zu Beginn der Vorlesung.



