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Aufgabe 1 (3 Punkte).

Die Bellschen Zahlen B,, geben die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge an. Eine
Partition einer Menge ist eine Aufteilung in disjunkte Teilmengen. Beispielsweise gilt Bs = 5,
da sich eine 3-elementige Menge {1,2,3} auf 5 verschiedene Arten zerlegen ldsst (nédmlich in die
Einermengen {1}, {2}, {3} oder in die Menge {1, 2,3} oder auf drei verschieden Arten in eine ein-
und eine zweielementige Menge).

Man definiert zudem By = 1, dann gilt ndmlich die folgende Rekursionformel: By, 11 = EZ:O (Z’) By.
(Uberlegen Sie sich, warum die Formel gilt!)

Beweisen Sie sauber, dass die Funktion n — B, primitiv rekursiv ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte).

a) Zeigen Sie, dass die Funktion N2 = N
(k,n) w— (k,xo,...,Tm), wobein = (zg,...,ZTm)
primitiv rekursiv ist.

b) Sei nun .Z eine feste endliche Sprache. Zeigen Sie, dass die Funktion
N — N
T=p™, falls n ="T¢ ' mit ¢ eine Z-Formel.
n
0, sonst.

primitiv rekursiv ist.

Aufgabe 3 (2 Punkte).
Wir erweitern eine entscheidbare Theorie T' um ein weiteres Axiom ¢. Begriinden Sie, warum
die Theorie T'U {¢} auch entscheidbar ist. Sie miissen keine Details beweisen.

(Hieraus folgt, dass jede Erweiterung einer entscheidbaren Theorie 7" um endlich viele Axiome
wieder entscheidbar ist.)

Aufgabe 4 (7 Punkte).

Wir betrachten die endliche Sprache . = {E'}, welche aus einem zweistelligen Relationszeichen
E besteht.

Fiir jede natiirliche Zahl k& > 1 sei T} die .Z-Theorie, deren Modelle genau die £-Strukturen
A sind, in denen E* eine Aquivalenzrelation auf A ist mit genau k vielen Aquivalenzklassen, und
sdmtliche Aquivalenzklassen sind unendlich. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Theorie
T}, fiir jedes k vollstéindig ist.

a) Zeigen Sie, dass T} rekursiv axiomatisierbar ist. Insbesondere ist T}, entscheidbar.

(Bitte wenden!)



Sei nun T die £-Theorie, deren Modelle genau die £-Strukturen A sind, in denen E- eine Aqui-
valenzrelation auf A ist mit hochstens zwei Aquivalenzklassen, und sidmtliche Aquivalenzklassen
sind unendlich.

b) Ist T rekursiv axiomatisierbar?

¢) Gilt die Aquivalenz
Ty <— TiFxund Ty + x

fiir jede L£-Aussage x?

d) Ist T entscheidbar? Ist T vollstindig?

DiE UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
NACH UBUNGSGRUPPE ENTWEDER IM FACH 3.02 ODER 3.03 IM KELLER DES MATHEMATISCHEN
INSTITUTS.



