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Anmerkung: Die Hälfte der Aufgaben auf diesme Übungsblatt zählen in die zu ereichende Punkt-
zahl hinein, die andere Hälfte sind Bonusaufgaben!

Definition. Eine L -Formel heißt existenziell, wenn sie von der Form ∃vi1 . . . ∃vikϕ für eine quan-
torenfreie Formel ϕ ist.

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Zeigen Sie, dass alle in der vollen Arithmetik N mit quantorenfreien LAr-Formeln definierbaren

Teilmengen von Nk primitiv rekursiv sind und alle mit existentiellen LAr-Formeln definierbaren
Teilmengen rekursiv aufzählbar.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Die Menge N×N wird zu einer LAr-Struktur N2 durch komponentenweise Addition, durch die

Definitionen (n,m) ·N2 (n′,m′) := (nm′ + n′,mm′), sN2(n,m) = (n,m + 1) sowie 0N2 = (0, 0) und
mit der lexikografische Ordnung.

a) Zeigen Sie N2 |= Q.

b) Zeigen Sie, dass PA beweist, dass die Ordnung < diskret ist.

c) Folgern Sie N2 6|= PA.

Bonusaufgabe 1 (2,5 Bonuspunkte).
Wenn rn : N → N, n ∈ N, jeweils rekursiv ist, ist dann auch r : N2 → N, (m,n) 7→ rn(m)

rekursiv? Begründen Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Es gibt nicht-rekursive Teilmengen von N.

Bonusaufgabe 2 (3 Bonuspunkte).
Sei M |= PA und seien m,m′ ∈ M Nicht-Standard-Elemente mit m <M m′. Wir nennen das

Element m′ von m aus erreichbar, wenn m′ in endlich vielen Nachfolgerschritten aus m entsteht,
also m′ = sM (. . . sM (m) . . . ).

Zeigen Sie: Wenn m′ von m aus nicht erreichbar ist, dann gibt ein m′′ mit m <M m′′ <M m′,
so dass weder m′′ von m aus erreichbar noch m′ von m′′ aus erreichbar ist.

Hinweis: Benutzen Sie eine Instanz des Induktionsschemas aus PA für Formeln mit Parametern.

Bonusaufgabe 3 (2,5 Bonuspunkte).
Zeigen Sie, dass PA die Kommutativität der Multiplikation beweist, also

PA |= ∀v0∀v1 v0 · v1 =̇ v1 · v0 .

Die Übungsblätter können zu zweit eingereicht werden. Abgabe der Übungsblätter
nach Übungsgruppe entweder im Fach 3.02 oder 3.03 im Keller des mathematischen
Instituts.


