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Aufgabe 1 (5 Punkte).

Sei & = {+, %, —,cp,c1,<} eine Sprache mit den zweistelligen Funktionszeichen + und *, dem
einstelligen Funktionszeichen —, den Konstantenzeichen ¢y und ¢; sowie dem zweistelligen Relati-
onszeichen <.

a) Welche der folgenden Ausdriicke (in polnischer Notation) sind .Z-Terme?
i) *v3 4+ —vauov1
i) < 4wvico*vicy
i) 4 —co*vs + vyvs

b) Welche der folgenden Ausdriicke (in gemischter Notation) sind .Z-Formeln?

i)  *vp —cp =2 — ¢

ii) Veo(mer = co A +erer = va)

i)  (Vwgcop =w3 V Iug < v % vocg)

Nun sei . die Z-Struktur mit Universum Q und den Interpretationen 00//1 = 0 und C‘(/ =1,
+ " yund < als Addition, Multiplikation und strikte Ordnung auf Q sowie —# als Funktion
x — —x. Weiter sei 8 : N — Q die Belegung mit (i) = 2i.
c¢) Berechnen Sie die Auswertungen 3(7) der folgenden £-Terme.

i) Fir 7 = *c; + ¢p + —ci10.

ii) Fiir 7 = + % v1v3 — ve.

d) Gilt (A,B) = Jva xvovg =y 7
Gilt (A ,8) E< *cpug++v4—c1 —c1 7

Definition. Seien .# und .4 Strukturen in derselben Sprache .. Eine Abbildung F': M — N
zwischen den Universen von .# und .4 heifit Isomorphismus, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

e Die Abbildung F' ist bijektiv.

e Fiir alle k-stelligen Funktionszeichen g aus .Z und alle myq, ..., mg aus M ist
F(g”(mi,...,my)) =g (F(m1),...,F(my)).

o Fiir alle k-stelligen Relationszeichen R aus .Z und alle mq, ..., mg aus M gilt
(mi,...,mg) € R genau dann, wenn (F(my),...,F(mg)) € R .

Aufgabe 2 (3 Punkte).
Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, dass die folgenden Strukturen .# und .4 isomorph sind.

a) In der Sprache . = {e, o}, welche aus einem Konstantenzeichen e und einem zweistelligen
Funktionszeichen o besteht, die Struktur .# = (R,e”, o) mit Interpretationen e’ = 0 und
o der iiblichen Addition sowie die Struktur 4 = (Rsq,e”, o ) mit Interpretationen e’ =1
und o"" als Multiplikation.

(Bitte wenden!)



b) Sei £’ = {c, <} die Sprache mit einem Konstantenzeichen ¢ und einem zweistelligen Relations-
zeichen <. Weiter sei .# = (N,¢?, <) mit ¢” = 2 und <# der iiblichen strikten Ordnung
sowie A = (N, ¢, <) mit ¢ = 3 und < wieder der strikten Ordnung auf N.

¢) In derselben Sprache .#’ aus Teil b) nun die Strukturen .# = (Z,c?, <) mit ¢ = 2 und
< der iiblichen strikten Ordnung sowie A" = (Z, ¢, <) mit ¢ = 3 und <" ebenfalls der
strikten Ordnung auf Z.

Aufgabe 3 (5 Punkte).
Seien in der Sprache . die Strukturen .# und .4 sowie ein Isomorphismus F : M — N
gegeben. Zu einer Belegung 8 : N — M sei Br = F o 8 die durch F auf N induzierte Belegung.

a) Zeigen Sie induktiv iiber den Aufbau der Terme, dass fiir jeden .Z-Term 7 und jede Belegung
B auf M gilt F(B(1)) = Br(T).

b) Folgern Sie, dass fiir jede Z-Formel ¢ und jede Belegung 5 : N — M gilt:

(%7/8)):90 g (=/V76F)’:SO

Aufgabe 4 (3 Punkte).

Sei .Z die Sprache, welche aus zwei einstelligen Relationszeichen P; und P» besteht. Finden Sie
zu den unten genannten Eigenschaften jeweils eine Aussage 1 (oder eine Menge von Aussagen T')
derart, dass fiir jede Z-Struktur .# gilt: # = ¢ (bzw. .# |= 9 fiir alle ¢ aus T) genau dann,
wenn die Eigenschaft in .# erfiillt ist.

a) Die Pridikate Py und Py” {iberdecken ganz M, d.h. M = Py’ U Py”
b) Es gilt Pi” N Py =, d.h. die Pridikate sind disjunkt.

¢) Die Menge P;” ist unendlich gro8.

DiE UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
NACH UBUNGSGRUPPE ENTWEDER IM FACH 3.02 ODER 3.03 IM KELLER DES MATHEMATISCHEN
INSTITUTS.



