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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Sei A eine Z-Struktur. Die vollstindige Theorie von .# ist definiert als

Th(A) = {¢ | ¢ L-Aussage mit 4 = ¢}
Es ist klar, dass die vollstdndige Theorie einer Struktur vollsténdig ist. Zwei .Z-Strukturen .# und
A heilen elementar dquivalent, falls Th(.#) = Th(.A").
a) Zeigen Sie, dass isomorphe .Z-Strukturen elementar dquivalent sind.

b) Sind (Z, <) und (2Z, <) elementar dquivalent als Strukturen in der Sprache .2 = { R} mit einem
zweistelligen Relationszeichen, welches jeweils als strikte Ordnung interpretiert wird?

¢) Was ist mit (Z, <) und (Q, <) in derselben Sprache?

d) Sei nun £ = {+,-,—,co,c1} und AZ = (R, +g, R, —R,0,1) sowie A = (Q,+q, 0, —q,0,1).
Zeigen Sie, dass .# und .4 nicht elementar dquivalent sind.

Aufgabe 2 (5 Punkte).

Sei & = {P; | i € N} die Sprache mit abzdhlbar unendlich vielen Prédikaten (also einstelligen
Relationszeichen). Die Prédikate heifilen unabhéngig in der Struktur .#, falls fiir alle disjunkten,
endlichen Teilmengen A und B von N ein m € M existiert mit m € P// fiir alle ¢ aus A und
m ¢ P// fiir alle j aus B.

a) Axiomatisieren Sie die Klasse der Strukturen mit unabhingigen Pridikaten, d.h. geben Sie
eine .Z-Theorie T an, deren Modelle gerade die .Z-Strukturen .# sind, in denen die Pradikate
unabhéngig sind.

b) Zeigen Sie mithilfe des Kompaktheitssatzes, dass T konsistent ist.
c) Zeigen Sie, dass T' ein abzihlbares Modell besitzt.

d) Bonusfrage (3 Bonuspunkte) Gegeben Sie ein konkretes ({iberabzihlbares) Modell von T" an.
Etwas schwerer: Finden Sie auch ein konkretes abzéhlbares Modell von T7

Fiir die folgenden Aufgaben schreiben wir ¢ 6 fiir beliebige .Z-Formeln 6 und meinen damit
ko 6 fiir eine zu 6 logisch dquivalente Formel 6, welche keine anderen Junktoren als — und keine
anderen Quantoren als V enthilt (insbesondere kein A, V oder «»). Wie im Skript nutzen wir —¢
als Abkiirzung fir (¢ — L).

Aufgabe 3 (3 Punkte).
Zeigen Sie, dass die folgende .Z Formel beweisbar ist, und leiten Sie sie aus dem in der Vorlesung
betrachteten Kalkiil K & fiir die Sprache .Z ab, wobei ¢ und 1 beliebige .Z-Formeln seien.

(Vvi (p = ) — Y () — —mp))

(Bitte wenden!)



Aufgabe 4 (4 Punkte).
In der Sprache .Z sei T eine .Z-Theorie.

a) Zeigen Sie: Wenn es Aussagen @1, ..., @, gibt mit T Fg ¢; fir alle i aus {1,...,m}, so folgt
Trey /\7;1 Pi-

b) Sei nun T deduktiv vollstéindig und derart, dass T' die Aussage \/!_; x; beweist. Folgern Sie
ohne den Vollstédndigkeitssatz zu benutzen, dass T ¢ y; fiir ein ¢ < n.

DiE UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
NACH UBUNGSGRUPPE ENTWEDER IM FACH 3.02 ODER 3.03 IM KELLER DES MATHEMATISCHEN
INSTITUTS.



