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Aufgabe 1 (3 Punkte).

In der Sprache . = {+,-,—,co,c1,<} sei 4 = (R, +g, r,—R,0,1,<r). Beachten Sie, dass
es in jedem Modell 4" von Th(.#) fiir jede natiirliche Zahl n ein eindeutiges Element x mit
(e +7 (.. +7 ¢f")) = ¢ gibt. Dieses bezeichnen wir als 1

n mal
Nun heif3t ein positives Element y aus einem solchen Modell .4 infinitesimal, falls 0 < y und

y < % fiir alle n € N> gilt. Zeigen Sie, dass es ein Modell .4 von Th(.#) mit einem infinitesimalen
Element gibt.

Hinweis. Fiigen Sie eine Konstante zur Sprache hinzu und zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheits-
satzes die Konsistenz einer geeigneten Theorie.

Definition. Eine Klasse K von .£Z-Strukturen heif3t axiomatisierbar, wenn es eine .Z-Theorie T
gibt, so dass
K =Modyg(T) =1« | & L-Struktur mit &7 =T'}.

Sie heiit endlich aziomatisierbar, wenn es eine endliche Menge von Aussagen {¢1, ..., vy} gibt mit

K= MOdg({ng, cee a‘Pn})'

Aufgabe 2 (7 Punkte).
Es sei L = {<} die Sprache mit einem zweistelligen Relationszeichen.

a) Zeigen Sie: Die Klasse aller unendlichen .Z-Strukturen, auf denen die Interpretation von < eine
strikte lineare Ordnung definiert, ist axiomatisierbar.

b) Zeigen Sie: Die Klasse aller endlichen .£-Strukturen, auf denen die Interpretation von < eine
strikte lineare Ordnung definiert, ist nicht axiomatisierbar.

Hinweis: Widerspruch per Kompaktheitssatz
c¢) Folgern Sie: Die Klasse aus a) ist nicht endlich axiomatisierbar.

d) Betrachten Sie nun die Klasse aller .Z-Strukturen mit mindestens zwei Elementen auf denen die
Interpretation von < eine dichte strikte lineare Ordnung definiert. Zeigen Sie, dass diese endlich
axiomatisierbar ist und dennoch alle Strukturen dieser Klasse unendlich grof} sind.

Aufgabe 3 (6 Punkte).
Es sei & eine Boole’sche Algebra in der Sprache £p4 = {M,U,¢,0,1}.

a) Zeigen Sie, dass aus den Axiomen in Definition 5.1 im Skript auch das Doppelnegationsgesetz
¢ = ¢ folgt.

Ab hier diirfen Sie ohne Beweis alle im Skript genannten weiteren Regeln (z.B. de Morgan’sche
Regeln, Absorptionsgesetze,...) benutzen.

(Bitte wenden!)



b) Zeigen Sie, dass die Bedingungen zMy = z und x Uy = y dquivalent sind und eine (nicht strikte)
partielle Ordnung = C y auf & definieren.

c) Zeigen Sie, dass beziiglich dieser Ordnung 0 minimal und 1 maximal ist. Aulerdem ist x My ein
Infimum (groéBte untere Schranke) der Menge {x,y}.

Definition. Ein Element x der Boole’schen Algebra % heifit Atom, falls x # 0, aber kein Element
y # 0, y # x aus & existiert mit y C x. Die Boole’sche Algebra heifit atomar, wenn es zu jedem
Element y # 0 ein Atom x mit x C y gibt.

d) Zeigen Sie, dass die Potenzmengenalgebra (B(N), N, U, C, #, N) atomar ist.

e) Inder Sprache . = { P} mit einem einstelligen Relationszeichen sei nun % die Tarski-Lindenbaum-
Algebra .7 (£). Weiter sei ¢ die .Z-Formel 3v13vy —v; = vy, auch abgekiirzt als 32%vv = v.
Zeigen Sie, dass es kein Atom [¢] gibt mit [¢] C [¢].

Es gibt auch atomare Tarski-Lindenbaum-Algebren. Dies gilt beispielsweise fiir .%y(.%) in der Spra-
che von Aufgabe e). Hierzu nutzt man, dass alle .#-Aussagen bis auf Aquivalenz durch =, A und V
aus .Z-Aussagen der Form 3%y Pv beziehungsweise 32Fv—Pv entstehenm Wenn Sie in der Pfingst-
pause ein bisschen knobeln mochten, kénnen Sie sich iiberlegen, wie die Atome von .%y(.%) aussehen.
Hierzu kann es hilfreich sein, die .Z-Strukturen (bis auf Isomorphie) zu verstehen.

DiE UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
NACH UBUNGSGRUPPE ENTWEDER IM FACH 3.02 ODER 3.03 IM KELLER DES MATHEMATISCHEN
INSTITUTS.

!Dies kann man mit Methoden zeigen, welche in der Vorlesung Modelltheorie erlernt werden



