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Aufgabe 1 (2 Punkte). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene Menge
eine Gδ Menge ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte).

a) Seien X, Y topologische Räume, h : X → Y ein Homöomorphismus und x ∈ X. Wir definieren
h̃ : X \ {x} → Y \ {h(x)} durch h̃(z) = h(z) für alle z ∈ X \ {x}. Ist dann h̃ immer noch ein
Homöomorphismus?

b) Wir definieren die Kreislinie S1 ⊆ R2 durch:

S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Sind S1 und das Einheitsintervall [0, 1] ⊆ R homöomorph?

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei X ein T4-Raum, ∼ eine Äquivalenzrelation auf X und die Projektion
p : X → X/∼, definiert durch p(x) = [x]∼, sei abgeschlossen. Zeigen Sie, dass dann der Quotient
X/∼ auch ein T4-Raum ist.

Aufgabe 4 (6 Punkte). Ein komplexes Polynom ist eine Funktion f : Cn → Cn der folgenden
Gestalt. Es gibt k1 . . . kn ∈ N und ai1,...in ∈ C, so dass für alle (z1, . . . , zn) ∈ Cn

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
k1∑
i1=0
· · ·

kn∑
in=0

ai1...inzi11 · · · z
in
n .

Sie können ohne Beweis annehmen: Wenn für ein komplexes Polynom f : Cn → C eine nicht leere
offene Menge U ⊆ Cn existiert, auf der f konstant 0 ist, so gilt schon f [Cn] = {0}.

Eine Menge A ⊆ Cn heißt Zariski-abgeschlossen, falls es eine Menge P von komplexes Polyno-
men gibt, so dass

A = N(P) := {z ∈ Cn : ∀f ∈ P (f(z) = 0)}
gilt. Eine Menge U ⊆ Cn heißt Zariski-offen, falls Cn \ U Zariski-abgeschlossen ist.

a) Zeigen Sie, dass das System der Zariski-offenen Mengen eine Topologie auf Cn bildet.

b) Sei U ⊆ Cn Zariski-offen und nicht leer. Gilt dann

i) U ist offen in Cn bzgl. der üblichen Topologie auf Cn?
ii) U liegt dicht in Cn bzgl. der üblichen Topologie auf Cn?

c) Ist Cn zusammen mit der Zariski-Topologie ein T1-Raum?

d) Ist Cn zusammen mit der Zariski-Topologie ein T2-Raum?

Bitte wenden.
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Bonus-Aufgabe (4 Punkte). Wir statten S := [0, 1] × R ⊆ R2 mit der Unterraumtopologie aus.
Sei f : (−1, 1)→ R die Abbildung x 7→ 1

1−x2 . Wir definieren eine Relation ∼ auf R2 durch

(x1, y1) ∼ (x2, y2) :⇔
{

y1 − f(x1) = y2 − f(x2) falls x1, x2 ∈ (−1, 1)
x1 = x2 falls x1, x2 ∈ {−1, 1}.

a) Zeigen Sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf S definiert.

b) Ist S/∼ zusammen mit der Quotiententopologie ein T1- oder sogar ein T2-Raum?
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