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Aufgabe 1 (4 Punkte).
a) Bestimmen Sie alle kompakten Teilmengen von R in der kofiniten Topologie.

b) Sei X = [0,1]" der Raum der Folgen (z,)nen mit der Topologie der Metrik d((x,)(yy)) =
sup{|zn — yn| : n € N}. Geben Sie eine Folge an, die keinen Hiufungspunkt hat.

c) Gibt es auch eine Cauchyfolge bzgl. der Metrik d, die keinen Haufungspunkt hat?

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei X ein Hausdorff-Raum, der eine abzdhlbare Basis hat. Welche der
folgenden Aussagen sind dquivalent?

a) X ist kompakt.
b) Jede abzihlbare, offene Uberdeckung von X hat eine endliche Teiliiberdeckung.
c¢) Jede unendliche Teilmenge von X hat einen Haufungspunkt.

d) Jede Folge hat eine konvergente Teilfolge.
Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien X ein topologischer Raum und Y ein kompakter Hausdorff-Raum.

a) Beweisen Sie: Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn ihr Graph
Gy ={(z,f(x)) rz e X} CXxY

eine abgeschlossene Teilmenge des Produktraums X X Y ist.
Hinweis: Es kénnte niitzlich sein zu zeigen, dass f~![V] C X offen ist, falls jedes z € f~![V]
eine Umgebung W C X hat, so dass (W x (Y \V)) NGy = 0.

b) Geben Sie fiir jede Richtung der Aquivalenz gegebenenfalls Gegenbeispiele fiir den Fall an,
dass man eine der Voraussetzungen an Y weglasst.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Ein topologischer Raum X heiit lokalkompakt, falls X hausdorffsch ist
und es fiir jeden Punkt 2 € X eine offene Umgebung U € % (x) und eine kompakte Menge K C X
gibt, so dass x € U C K.

Vorsicht: Es ist Ublich, die Hausdorff-Eigenschaft zur Lokalkompaktheit hinzuzunehmen.

a) Ist jeder lokalkompakte Raum X regular?

b) Sei X lokalkompakt. Gibt es zu jedem Punkt z € X und zu jeder offenen Umgebung U € % (x)
eine kompakte Umgebung K € % (x), so dass x € K C U?

Bitte wenden.
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Definiton. Seien X,Y topologische Rdume und C(X,Y) bezeichne die Menge der stetigen Ab-
bildungen von X nach Y. Zu einer kompakten Menge K C X und einer offenen Menge O C Y
definieren wir

U(K,0) = {f € C(X,Y) : fIK] O}.
Die kompakt-offene Topologie auf C(X,Y) ist die von der Subbasis

& ={U(K,0) : K C X kompakt,O CY offen}
erzeugte Topologie.
Bonus-Aufgabe (8 Punkte). Seien X und Y topologische Ridume. Zeigen Sie:

a) Ist Y ein Hausdorff-Raum, so ist C'(X,Y) mit der kompakt-offenen Topologie ein Hausdorff-
Raum.

b) Ist X lokalkompakt, so ist die Auswertungsabbildung ¢ : C(X,Y) x X = Y, e(f,z) = f(x)
stetig.

¢) Nun seien (X, Ox), (Y, Oy), (Z, 0z) topologische Raume. Die Mengen C(Y, Z), C(X xY, Z),
C(X,C(Y,Z)) seien mit der jeweiligen kompakt-offenen Topologie ausgestattet.
Wir definieren die kanonische Abbildung hy,, wie folgt:

hyan: C(X x Y, Z) = C(X, C(Y, 2))
hkan(f)(m)(y) = f(m,y)

Uberpriifen Sie, dass der Bildbereich von hy,, Teilmenge von C(X,C(Y, Z)) ist, d.h., iiber-
priifen Sie:

i) Sei x € X. Ist hyan(f)(z) € C(Y, Z2)?

11) Ist hkan(f) € C(Xa C(Yv Z))?

Auflerdem fragen wir:
iii) Ist hya, stetig?
iv) Ist hyapn injektiv?
d) Nun sei Y lokalkompakt. Ist die kanonische Abbildung hy,, surjektiv?

e) Nun seien X hausdorffsch und Y lokalkompakt. Ist die kanonische Abbildung hy,, ein Ho-
moomorphismus? Im bejahenden Fall spricht man von einem Exponentialgesetz.

Ein bekanntes Beispiel ist Fun(X x Y, Z) = Fun(X, Fun(Y, 7)) fiir die Mengen der Funktionen
Fun(X,Y)={f: f: X - Y}

Bemerkung: Das Arbeiten mit den zahlreichen verschiedenen Voraussetzungen ist technisch
schwierig. Man wahlt daher oft eine geniigend enge Kategorie von Rdumen, in denen alle Voraus-
setzungen stets erfiillt sind.



