Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II (SS 2012) 3.7.2012
Prof. Dr. Martin Ziegler
Dr. Juan Diego Caycedo

Blatt 10
Abgabe bis Mittwoch 11.7.12 um 12 Uhr im UG, Math. Inst., Eckerstr. 1.

Aufgabe 1. V sei ein Vektorraum mit einer Bilinearform (-, -). Zeigen Sie, daf jede orthonormale
Familie (das ist eine Familie von Vektoren {z; | i € I}, so dak (x;,2;) = d;;) linear unabhéngig ist.

Aufgabe 2. Der R? sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Geben Sie fiir den durch die
Matrix

8§ 4 -1
A= 4 -7 4
-1 4 8

beschriebenen Endomorphismus eine ON-Basis aus Eigenvektoren an.

Aufgabe 3. Durch die Gleichung
x7 + (372)? + 321 + 529 + 23 +8 =0

wird eine Quadrik im R3 beschrieben. Bringen Sie die Gleichung (durch Verschieben) auf Normal-
form.
Skizzieren Sie die Menge {(x1,z2,73) € R? | 22 + (322)? + 321 + 529 + 23 + 8 = 0}.

Aufgabe 4. V sei ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit Basis z1,...,2,. (-,-) sei eine
symmetrische Bilinearform auf V. Zeigen Sie, dak die folgenden Aussagen dquivalent sind (Das ist
ein Spezialfall des sogenannten Hurwitzschen Kriteriums):

(i) (-,-) ist positiv definit.
(i)

(x1,21) -+ (21,25)

(Tisz1) - (w4, 2)

Hinweis fir (11) = (i): Versehen Sie V' mit dem Standardskalarprodukt, und schliefien Sie dann
durch Induktion nach dimV und mit Aufgabe 4 von Blatt 9.

Aufgabe 5. (bis 8 Bonuspunkte) Die Quaternionenalgebra H.
H sei ein 4-dimensionaler reeller Vektorraum mit der Basis 1,4, 7, k. Auf H wird eine Multiplikation
definiert, indem die Produkte je zweier Basisvektoren festgelegt werden geméfs
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Zeigen Sie, daf H mit dem so definierten Produkt zu einer assoziativen R-Algebra mit dem
Einselement 1 wird. H heift (reelle) Quaternionenalgebra.

Hy sei der 3-dimensionale reelle Untervektorraum, der von ¢, j, k erzeugt wird. Die Elemente
von Hy heiffen reine Quaternionen. Jedes Element z € H besitzt also eine eindeutige Darstel-
lung z =a+v, a € R, v € Hy. Es sei

Re(z) :=a, Pu(z):=v (der ,reine Anteil),

zZ:=a—v, (das Konjugierte von z).

Zeigen Sie, daf

Ho={scH|z=—-2}={zcH|z¢R\{0}, 2> €R}.

Zeigen Sie, dal die Abbildung z — z (Konjugation), ein Antiautomorphismus ist, d.h. ein
Automorphismus des Vektorraums H, so dak gilt Ty = gz fiir z,y € H.

Zeigen Sie, daf H eine Divisionsalgebra ist, d.h., daf jedes z € H \ {o} ein Inverses besitzt.
Hinweis: Rechnen Sie zZ aus.

Zeigen Sie, dafs durch

() := 5(oj + y) = Re(zg) € R

eine symmetrische Bilinearform auf dem reellen Vektorraum H definiert wird, fiir deren zuge-
horige Norm (definiert durch ||z|| := \/(z, x)) gilt: ||z||> = xZ. Geben Sie eine Diagonalisierung
von (-,-) an, und folgern Sie, daf Hy mit (-,-) [ Hy x Hy ein 3-dimensionaler Euklidischer
Raum ist.

Zeigen Sie, dall Hp unter Automorphismen der Algebra H invariant ist. (Zur Erinnerung:
f € AutH genau dann, wenn f € AutgH, d.h. f ist Automorphismus des reellen Vektorraums
H, und zusétzlich f(zy) = f(z)f(y) fir x,y € H. Sie sollen zeigen, dak fiir solche f und
v € Hyp gilt: f(v) € Hy.) Schliefen Sie, daf fiir f € AutH und z € H gilt:

f(2) = f(2), Re(f(2)) = Re(z) = f(Re(z)), Pu(f(2)) = f(Pu(z)).

Fassen Sie die reinen Quaternionen vy = at+ 3§ +~k bzgl. der Basis i, j, k als Spaltenvektoren
auf. Zeigen Sie, dak fiir vy, v9, v3 € Hy gilt:

det(vy, va, v3) = —Re(vivav3).

(Hier ist (v1,v2,v3) als 3 x 3-Matrix zu verstehen.)
Hinweis: Zeigen Sie, dafs
(vla V2, U3) = _Re(UIUQ’U?))

eine 3-Form ist, die fiir ¢, j, k den richtigen Wert liefert.
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