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Keine Abgabe. Dieses Blatt wird nicht korrigiert oder bewertet.

Aufgabe 1. {e1,ea,e3} bzw. {€],¢€), e}, €} seien die Standardbasen von R3 bzw. R, Betrachten
Sie die Basis

1 1 3

ap:=\| 2 |, ag:= 1], a3:=1 0

0 -1 2

des R3 bzw. die Basis

1 2 3 0
1 0 2 1
by = K by := K bs := E by = 1
-1 0 1 0

des R*, und stellen Sie die a; ® bj € R3 ® R* als Linearkombination der ej ® e dar, 1 < i,k < 3,
1<jl<4

Aufgabe 2. f sei der Endomorphismus des R? mit Matrix
2 01
1 1 1
1 20

bez. einer Basis ey, e2, e3, und g sei der Endomorphismus des R?*, der bez. einer Basis €], €}, €}, €}
durch

1 01 0
2 01 1
11 2 -1
-3 2 0 1

gegeben wird. Berechnen Sie die Matrix von f ® g bez. der Basis {e; ® e;. |1<i<3,1<j<4}.

Aufgabe 3. V sei ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis ey, ..., e, W entsprechend
mit Basis e}, ..., e,. Beziiglich der Basis {e; @ e’ [i € {1,...,m}, j € {1,...,n}} von V@ W lift

sich jedes Element z € V @ W schreiben als
x = Zaijq@eg (%).
4,3

Ein Element € V ® W heiftt reiner Tensor (auch: zerleghar), falls er von der Gestalt v@w, v € V,
w € W, ist.

(a) Zeigen Sie, dafs  genau dann ein reiner Tensor ist, wenn Rang(o;);; < 1 gilt, wobei ay; durch
(%) bestimmt sei.



(b) Schliefen Sie, daf i.a. nicht alle Elemente von V ® W die Form v ® w haben.

(c) Betrachten Sie fiir K = R, V = W = R? und Basen ey, eg, e3 bzw. e}, e, €4 die Matrix

2 4 6
(aij)i,j = 0 0 O s
3 6 9

und schreiben Sie das geméf (%) entsprechende z als v @ w, v € V, w € W.

Aufgabe 4. Es seien U, V,W Vektorrdume. Die Komposition von linearen Abbildungen ist eine
bilineare Abbildung
o: L(V,W) x L(U,V) — L(U,W).

Zeigen Sie, dafs sie der Vejlingung

WR VIRV RU*) = (W R U

enspricht.

Aufgabe 5. Die Quaternionenalgebra H, Teil IV.
Sie haben in Teilen II und III einen surjektiven Gruppenhomomorphismus E(H) — SO3(R) mit
2-elementigen Fasern kennengelernt. In dieser Aufgabe wird abschliefend gezeigt, daft E(H) ~ SUj.

(a) Sei v € Hy, ||v]] = 1. Zeigen Sie, daf R- 1+ R-v C H (mit der iiblichen Addition und
Multiplikation von Quaternionen) ein Korper ist, der vermoge
Cor+simr-1+4s-veR-1+R-v
zum Koérper C der komplexen Zahlen isomorph ist.

Dies gilt insbesondere fiir v = 4. Wir identifizieren von nun an C mit R-14+R.¢ C H.

Im folgenden ist es giinstig, sogenannte Rechtsvektorrdume zu betrachten: Die Axiome fiir einen K-
Vektorraum, genauer fiir einen K-Linksvektorraum, kennen Sie. Ein K-Rechtsvektorraum ist eine
abelsche Gruppe M mit einer Multiplikation M x K — M, so daf

1. (z4+y)a=za+ya

2. z(a+B) =za+yp
3. z(af) = (za)p
4. z-1=uz.

(b) Zeigen Sie, dak H mit der {iblichen Addition und der Festsetzung
z-a:=za, z€H, aeC=R-1+R-iCH

(auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht die Multiplikation von Quaternionen) zu
einem C-Rechtsvektorraum mit Basis {1, 7} wird. Dieser Vektorraum sei nun mit H¢ bezeich-
net.



(c) Zeigen Sie, daf fiir x € H die Abbildung
feiz— 22
ein Endomorphismus von Hg ist und daf
H — Endc(Hg) ~ Mo (C), x> fo,
ein injektiver Homomorphismus von R-Algebren ist.

(d) Rechnen Sie fiir z € H die bez. der Basis {1,;} von H¢ zu f; gehdrende Matrix aus.
Hinweis: Rechnen Sie am besten erst fi, f;, fj, fr aus, dann fiir r,s € R frig = fr + fofi =
rf1 + sfifi, schlieklich fiir o, € C=R-1+R-i CH foyjg = fo + fjfs

(e) Wegen (c) ist E(H) isomorph zu f(E(H)). Zeigen Sie, dak f(E(H)) gerade SUj ist.
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