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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei V ein Vektorraum, n > 1, aq,...,a, € V und

U:=< (a1,...,0p) ER" Z aja; =0
1<j<n
Weisen Sie nach, daf U ein Untervektorraum des R” ist. Wann ist U = {0}?

Aufgabe 2. (4 Punkte)
In dieser Aufgabe sei V' jeweils ein Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dafs ein minimales Erzeugendensystem B C V eine Basis von V darstellt. Gilt auch
die Umkehrung dieser Aussage?
(b) Sei {b1,...,b,} CV ein Erzeugendensystem von V und
I={ie{l,....n}|b; & (b1,...,bi—1)}.
Zeigen Sie, dafs {b; | i € I} eine Basis von V darstellt. Gilt eine entsprechende Aussage auch

dann noch, wenn ein Erzeugendensystem {a; | i € N} C V vorgegeben ist?

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Zeigen Sie, dafs die Menge

f::{fER(N)

> ) = o} c R

1€N

zusammen mit den auf F eingeschrinkten Verkniipfungen von R einen Untervektorraum von
RM) bildet. Bestimmen Sie eine Basis dieses Untervektorraumes.

Aufgabe 4. (8 Punkte)
Es sei V' ein Vektorraum mit dimV = n.

(a) Zeigen Sie, dafs es eine Kette {o} = Vp € Vi3 C ... C V,, = V von Untervektorrdumen von
V gibt mit dimV; = ¢, i € {0,...,n}. Lakt sich diese Kette noch verfeinern, d.h. gibt es ein
i €{0,...,n— 1} und einen Untervektorraum W von V mit V; C W C V117

(b) Sei nun {0} = Wy € W7 C ... C W,, = V eine beliebige Kette von Untervektorrdumen
von V', die sich nicht weiter verfeinern léft. Zeigen Sie, daft dann m = n und dimW; = i fir
i €{0,...,n} gilt.



(c) Wie unter (a) sei {o} =Vp C Vi C ... C V,, =V gewéhlt, und ferner setzen wir E; := (e, ..., €;)
firi e {1,...,n}, Ey := {0}, wobei ey, ..., e, die Standardbasis des R" bezeichne. Geben Sie
einen Vektorraumisomorphismus f : V' — R™ an, der f(V;) = E; erfiillt.

(d) Beschreiben Sie die folgende Menge OD von Matrizen auf einfache Weise

OD = {A € Mun(R) | Vi€ {0,...,n}: falE;) C Ei}.

Nicht abzugeben

Aufgabe 5.

Es sei V ein Vektorraum und S C T' C V. Begriinden Sie folgenden Aussagen:

(a) Ist S eine Menge linear abhéngiger Vektoren, so auch 7.

(b) Ist S eine Menge linear abhéngiger Vektoren, so gibt es eine endliche Teilmenge Sy linear

abhingiger Vektoren von S.

Aufgabe 6.
Sei eq,...,e, die Standardbasis des Vektorraumes R".

(a) Beschreiben Sie alle Vektoren x € R™, so dafs die Menge von Vektoren {z, e, ..., e,} eine Basis
des R™ darstellt.

(b) Bestimmen Sie nun alle Vektoren y € R™ mit der Eigenschaft, daf fiir jedes i € {1,...,n} auch
{e1,...,€i-1,Y,€i+1,--.,en} eine Basis des R™ darstellt.
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