
Algebraische Topologie — WS 14/15

Sebastian Goette





Inhaltsverzeichnis
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Einführung

Bevor wir mit dem eigentlichen Sto↵ der Vorlesung beginnen, möchte ich Ihnen ein paar Bei-
spiele geben, zum einen Aussagen, die sich in der Sprache der Topologie formulieren lassen, zum
anderen Aussagen aus anderen Gebieten der Mathematik, die sich aber topologisch beweisen lassen.
Nicht alle diese Beispiele werden in der Vorlesung tatsächlich auftreten, weil sie zum Teil etwas mehr
Hintergrundwissen brauchen — sei es topologisch, sei es aus einem anderen Gebiet der Mathematik
— als wir in dieser Vorlesung lernen können.

0.1. Beispiel. Sei
Bn =

�

x 2 Rn
�

� |x| < 1
 

die (o↵ene) Einheitskreisscheibe, und sei

Dn =
�

x 2 Rn
�

� |x|  1
 

ihr Abschluss.

Der Brouwersche Fixpunktsatz besagt:

0.2. Satz (Brouwer). Jede stetige Abbildung f : Dn ! Dn der abgeschlossenen Einheitskreis-
scheibe auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Das heißt, es existiert x
0

2 Bn mit

f(x
0

) = x
0

.

Hierbei bedeutet stetig das gleiche wie in der Analysis.
Vergleichen Sie diesen Satz mit dem Fixpunktsatz von Banach:

0.3. Satz (Banach). Sei X ein vollständiger normierter Vektorraum, und sei F : X ! X eine
Abbildung zu der ein � < 1 existiert, so dass

kF (x)� F (y)k  � kx� yk (*)

für alle x, y 2 X. Dann hat F einen eindeutigen Fixpunkt.

Wir vergleichen die Sätze von Banach und Brouwer.

(1) Der Satz von Banach ist insofern allgemeiner, als das er für mehr Räume funktioniert, denn
der Satz von Brouwer gilt nur für gewisse Teilmengen des Rn. Er ist schärfer, denn er liefert
einen eindeutigen Fixpunkt. Außerdem liefert der Beweis ein Verfahren zur approximativen
Bestimmung des Fixpunkts.

(2) Der Satz von Brouwer ist insofern allgemeiner, als er mehr Abbildungen zulässt. Wir
könnten nämlich den Satz von Brouwer auch für Abbildungen F : Rn ! Rn formulieren,
so dass F (Bn) ⇢ Bn. Aus dem Banachschen Satz folgt ja unter anderem, dass der Einheits-
kreis um den Fixpunkt in sich abgebildet wird. Auf der anderen Seite kann eine Abbildung
den Einheitskreis in sich abbilden, ohne dass sie die Lipschitz-Bedingung (*) erfüllt. Der
Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes sagt uns allerdings nicht, wie wir den Fixpunkt
au�nden können.
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Die Sätze sind also verschieden. Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein
”
metrischer“ Satz, während

der Brouwersche Fixpunktsatz ein
”
topologischer“ Satz ist.

0.4. Beispiel. Unter der n-dimensionale Einheitssphäre verstehen wir die Menge

Sn =
�

x 2 Rn+1

�

� |x| = 1
 

.

Ein Einheitsvektorfeld auf der Sn ist eine stetige Abbildung V : Sn ! Rn, so dass

|V (x)| = 1 und V (x) ? x .

0.5. Satz (vom Igel). Sei n gerade, dann existiert kein stetiges Einheitsvektorfeld auf Sn.

Mit anderen Worten: ein gerade-dimensionaler Igel ohne Glatzpunkt lässt sich nicht kämmen
(Igel lassen sich sowieso nicht kämmen — sie stellen ihre Stacheln auf, wenn man’s versucht).

Auf der anderen Seite existiert solch ein Vektorfeld immer, wenn n ungerade ist. In diesem Fall

identifizieren wir Rn+1 ⇠= C
n+1

2 und setzen einfach V (x) = ix.

0.6. Beispiel. Das folgende Beispiel ist mit dem zweiten verwandt, auch wenn man das nicht auf
den ersten Blick erkennen kann. Sei A eine Algebra über R, d.h., A ist ein reeller Vektorraum, und
es existiert eine R-bilineare Multiplikationsabbildung ⇤ : A ⇥ A ! A. Diese muss weder assoziativ
noch kommutativ sein.

Wir nennen A eine Divisionsalgebra, wenn zu jedem a 2 A \ 0 ein a0 2 A existiert, so dass

a0 ⇤ (a ⇤ b) = (b ⇤ a) ⇤ a0 = b

für alle b 2 A gilt.

0.7. Satz (Kervaire, Milnor). Die einzigen endlich-dimensionalen Divisionsalgebren über R
sind R, C, H (die Quaternionen) und Ca (die Oktaven).

Diesen Satz werden wir in der Vorlesung sicherlich nicht beweisen. Genau wie beim Fundamen-
talsatz der Algebra handelt es sich hier um einen rein algebraischen Satz, der sich aber nur mit
analytischen / topologischen Methoden beweisen lässt. Die Liste der algebraischen Resultate, die
mit topologischen Methoden bewiesen werden, wird immer länger.
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KAPITEL 1

Kapitel 1 — Grundbegri↵e

Wir lernen in diesem Kapitel den Begri↵ des topologischen Raumes und der stetigen Abbildun-
gen kennen. Außerdem definieren wir noch zahlreiche Eigenschaften von topologischen Räumen und
Abbildungen, und beweisen ein paar kleine Sätze, die wir in späteren Kapiteln benötigen werden.
Einiges sollte aus Analysis bekannt sein — zumindest im metrischen Fall.

1.a. Metrische Räume

Wir erinnern uns kurz an die Definition von metrischen Räumen und stetigen Abbildungen im
Sinne der Analysis. Wenn wir von einer Definition

”
im Sinne der Analysis“ sprechen, meinen damit

eine Definition, die mit
”
für alle " > 0 existiert . . .“ beginnt.

1.1. Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer Ab-
bildung d : X ⇥X ! [0,1], die

(1) positiv ist, das heißt, d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(2) symmetrisch ist, das heißt, d(x, y) = d(y, x), und
(3) die Dreiecksungleichung d(x, y) + d(y, z) � d(x, z) erfüllt,

jeweils für alle x, y, z 2 X.

1.2. Beispiel. Es folgen einige einfache Beispiele von Metriken.

(1) Z, Q, R und C, jeweils mit d(x, y) = |y � x|.
(2) Jeder normierte Vektorraum (V, k · k) ist metrisch mit d(x, y) = ky � xk.
(3) Jede Menge M trägt eine Metrik

d(x, y) =

(

0 falls x = y, und

1 sonst.

(4) Jede Teilmenge Y eines metrischen Raumes (X, d) ist wieder ein metrischer Raum mit der
induzierten Metrik d|Y = d|Y⇥Y .

Weitere Beispiele folgen in den Übungen 1.95 und 1.97.

Sei (X, d) ein metrischer Raum, " > 0 und x 2 X. Der "-Ball um x ist die Menge

B"(x) = {x0 2 X | d(x, x0) < " } .

1.3. Definition. Seien (X, d), (Y, d0) metrische Räume. Eine Abbildung F : (X, d) ! (Y, d0)
heißt stetig am Punkt x 2 X, falls für alle " > 0 ein � > 0 existiert, so dass

F
�

B�(x)
�

⇢ B"
�

F (x)
�

.

F heißt stetig, wenn F an allen Punkten x 2 X stetig ist.

Das ist genau die Definition, die Sie aus Analysis kennen. Wir erinnern uns an eine weitere
Definition. Im folgenden bezeichne PX die Potenzmenge von X. Da wir es in der Topologie häufig
mit Mengen von Mengen — wie der Potenzmenge — zu tun haben, verwenden wir für solche
Mengen kaligraphische Buchstaben, um sie zum Beispiel von Punktmengen zu unterscheiden.
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1.4.Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U ⇢ X heißt o↵en in X, wenn
zu jedem x 2 U ein " > 0 existiert, so dass B"(x) ⇢ U . Die Gesamtheit aller o↵enen Mengen Od ⇢
PX heißt die metrische Topologie. Sei x 2 X, dann heißt eine beliebige Teilmenge V ⇢ X eine
Umgebung von x, wenn es eine o↵ene Menge U gibt mit x 2 U ⇢ V .

1.5. Bemerkung. Die O↵enheit einer Menge U hängt ab vom umgebenden Raum X und der
gewählten Metrik d. So ist etwa die Menge [�⇡,⇡] \Q o↵en in Q, aber nicht in R.

1.6. Bemerkung. Zu Definition 1.4 äquivalent ist die folgende Charakterisierung o↵ener und
abgeschlossener Mengen in metrischen Räumen. Eine Teilmenge A ⇢ X ist genau dann abge-
schlossen, wenn für jede Folge (ai)i in A, die in (X, d) im Sinne der Analysis konvergiert, der
Grenzwert limi!1 ai in A liegt. Eine Teilmenge U ⇢ X ist o↵en, wenn X \ U abgeschlossen ist.

Zur Erinnerung: zwei Normen k · k und k · k0 auf einem Vektorraum V heißen äquivalent, wenn
es Konstanten 0 < c, C <1 gibt, so dass

c kvk  kvk0  C kvk
für alle v. Sei V ⇠= Rn endlich dimensional, dann sind alle Normen äquivalent. Auf unendlich-
dimensionalen Vektorräumen gibt es hingegen viele paarweise inäquivalente Normen, und entspre-
chend viele verschiedene Topologien.

1.7. Bemerkung. Zwei Normen auf einem R- oder C-Vektorraum induzieren genau dann die
gleiche Topologie, wenn sie äquivalent sind.

Begr

¨

undung. Seien k · k und k · k0 äquivalent. Aus

d(x, y) = ky � xk  1

c
ky � xk0 = 1

c
d0(x, y)

folgt B0c"(x) ⇢ B"(x), wobei B0c"(x) einen Ball bezüglich d0 bezeichne. Somit enthält jeder metrische
Ball bezüglich d0 einen metrischen Ball bezüglich d0. Die umgekehrte Behauptung zeigt man genauso.
Hieraus folgt die Gleichheit der Topologien.

Wir nehmen jetzt an, dass k · k und k · k0 die gleiche Topologie induzieren. Bälle Br(x) ⇢ V sind
o↵en, denn für jeden Punkt y 2 Br(x) folgt Br�kx�yk(y) ⇢ Br(x) aus der Dreiecksungleichung.

Insbesondere ist B
1

(0) ⇢ V o↵en. Da k · k0 die gleiche Topologie induziert, existiert r > 0, so dass
der k · k0-Ball B0r(0) vom Radius r um 0 in B

1

(0) enthalten ist. Aus kxk0 < r folgt also kxk < 1,
und mit c = 1

r erhalten wir daraus

c kvk  kvk0

für alle v 2 V . Die andere Ungleichung folgt entsprechend. ⇤
Wir wollen jetzt zeigen, wie man Stetigkeit auch definieren kann, wenn man nicht die Metrik

kennt, sondern nur ihre o↵enen Mengen.

1.8. Satz. Seien (X, d) und (Y, d0) metrische Räume. Eine Abbildung F : (X, d) ! (Y, d0) ist
genau dann stetig, wenn die Urbilder aller o↵ener Teilmengen von Y in X wiederum o↵en sind.

Zusammen mit Bemerkung 1.7 folgt, dass die Stetigkeit einer Abbildung F : (V, d) ! (W,d0)
zwischen zwei normierten Vektorräumen nur von den Äquivalenzklassen der Normen d und d0

abhängt. Dieses Faktum ist aus Analysis bekannt.

Beweis. Wir nehmen an, dass F stetig ist im Sinne von Definition 1.3. Sei V ⇢ Y o↵en, und
sei x 2 F�1(V ) ⇢ X beliebig. Da V o↵en ist, existiert ein " > 0, so dass B"(F (x)) ⇢ V . Aufgrund
der Stetigkeit von F existiert ein � > 0, so dass F (B�(x)) ⇢ B"(F (x)) ⇢ V gilt, insbesondere
folgt B�(x) ⇢ F�1(V ). Da x beliebig war, ist also F�1(V ) o↵en in X.
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Wir nehmen jetzt an, dass Urbilder o↵ener Mengen o↵en sind. Seien jetzt x 2 X und " > 0
beliebig vorgegeben. Da der Ball B"(F (x)) in Y o↵en ist, ist auch U = F�1

�

B"(F (x))
�

o↵en in X,
und natürlich liegt x in U . Also existiert ein � > 0, so dass B�(x) ⇢ U gilt. Es folgt F (B�(x)) ⇢
B"(F (x)). Da x und " beliebig waren, ist F also stetig im Sinne von Definition 1.3. ⇤

1.b. Topologische Räume

Wir erinnern uns an die Defition topologischer Räume und stetiger Abbildungen aus der Ana-
lysis.

1.9. Bemerkung. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Od die von d definierte Topologie
auf X.

(1) Die leere Menge ; und X selbst sind nach Definition 1.4 o↵en, gehören also zu O.
(2) seien U

1

, . . . , Uk o↵en, und sei x 2 U
1

\ · · ·\Uk. Da die Ui o↵en sind, existieren "i > 0, so
dass B"

i

(x) ⇢ Ui. Sei " = min("
1

, . . . , "k), dann ist " > 0, und es gilt B"(x) ⇢ U
1

\ · · ·\Uk.
Da x beliebig war, ist U

1

\ · · · \ Uk also wieder o↵en.
(3) Sei U ⇢ Od eine beliebig grosse Ansammlung o↵ener Mengen. Sei

x 2
[

U =
[

U⇢U
U ,

dann existiert also ein U 2 U , so dass x 2 U . Da U o↵en ist, existiert " > 0, so dassD"(x) ⇢
U ⇢

S

U . Da x beliebig war, ist
S

U also wieder o↵en.

Wir benutzen diese drei Beobachtungen über Od, um den allgemeinen Begri↵ einer Topologie
zu definieren.

1.10. Definition. Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge O der Potenz-
menge PX mit folgenden Eigenschaften.

(1) Die leere Menge ; und X selbst liegen in O.
(2) Seien U

1

, . . . , Uk 2 O, dann liegt auch U
1

\ · · · \ Uk 2 O.
(3) Sei U ⇢ O, dann liegt auch

S

U in O.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,O) aus einer Menge X und einer Topologie O auf X.

1.11. Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann definiert Od nach Bemerkung 1.9 eine
Topologie auf X. Umgekehrt heißt eine Topologie O auf X metrisierbar, wenn es eine Metrik d
auf X gibt, so dass O = Od. Die meisten topologischen Räume, denen wir später begegnen, wer-
den metrisierbar sein. Dennoch gibt es interessante und wichtige topologische Räume, die nicht
metrisierbar sind.

1.12. Beispiel. Sei X eine beliebige Menge. Wir definieren zwei “triviale“ Topologien auf X.

(1) Sei O� = PX, dann ist jede Teilmenge von X o↵en bezüglich O�. Wir nennen O� die
diskrete Topologie auf X. Die diskrete Topologie wird von der Metrik aus Beispiel 1.2 (3)
induziert.

(2) Das andere Extrem ist OK = {;, X} ⇢ PX. Diese Topologie heißt Klumpentopologie
(indiskrete Topologie). Diese Topologie ist nur metrisierbar, wennX höchstens einen Punkt
enthält, wie wir später sehen werden.

Die Topologie ist die Menge aller o↵enen Teilmengen. Wir definieren entsprechend die Begri↵e

”
Umgebung“ und

”
abgeschlossene Menge“ wie gehabt.

1.13. Definition. Sei (X,O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U ⇢ X heißt o↵en
bezüglich O, falls U 2 O. Sei x 2 X und V ⇢ X mit x 2 V , dann heißt V eine Umgebung von x
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bezüglich O, falls es eine o↵ene Menge U 2 O gibt, so dass x 2 U ⇢ V gilt. Sei A ⇢ X, dann
heißt A abgeschlossen bezüglich O, falls das Komplement X \A o↵en ist.

1.14. Definition. Sei (X,O) topologischer Raum, und sei Y ⇢ X eine beliebige Teilmenge.
Das Innere Y̊ von Y ist die größte o↵ene Teilmenge von X, die ganz in Y enthalten ist. Der
Abschluss Y von Y ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthält. Der Rand
von Y ist die Menge @Y = Y \ Y̊ .

1.15. Bemerkung. Sei (X,O) topologischer Raum, und sei Y ⇢ X eine beliebige Teilmenge.
Es gilt

Y̊ =
[

U2O
U⇢Y

U und Y =
\

X\A2O
A�Y

A .

Die erste Menge ist o↵en nach Definition 1.10 (3). Für die zweite zeigt man analog, dass das
Komplement abgeschlossen ist. Ausserdem ist

X \ Y = X \ Y̊ , (X \ Y )� = X \ Y , und @(X \ Y ) = @Y .

1.16. Beispiel. Das Innere und der Abschluss einer Menge hängen vom umgebenden Raum
und seiner Topologie ab. Sei V = [�⇡,⇡] \Q, dann gilt

in Q : V̊ = V , V = V , @V = ; ,
und in R : V̊ = ; , V = [�⇡,⇡] , @V = [�⇡,⇡] .

Falls es klar ist, von welcher Topologie O auf X wir reden, lassen wir den Zusatz
”
bezüglich O“

in der Regel weg. Wir haben in Satz 1.8 ein
”
topologisches“ Kriterium für die Stetigkeit von Abbil-

dungen zwischen metrischen Räumen kennengelernt. Wir erheben dieses Kriterium zur Definition.

1.17. Definition. Eine Abbildung F : (X,OX) ! (Y,OY ) zwischen topologischen Räumen
heißt stetig genau dann, wenn Urbilder o↵ener Mengen o↵en sind, wenn also F�1(U) 2 OX für
alle U 2 OY . Es bezeichne C(X,Y ) die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y .

Wenn eine stetige Abbildung F : (X,OX)! (Y,OY ) bijektiv ist und F�1 : (Y,OY )! (X,OX)
ebenfalls stetig ist, heißt F ein Homöomorphismus.

1.18. Beispiel. (1) Nach Satz 1.8 sind Abbildungen zwischen metrischen Räumen genau
dann im topologischen Sinne stetig, wenn sie im metrischen Sinne stetig sind.

(2) Seien (X,OX), (Y,OY ) topologische Räume, und sei y
0

ein Punkt in Y . Die konstante
Abbildung F : (X,OX) ! (Y,OY ) mit F (x) = y

0

für alle x 2 X ist immer stetig, denn
für jede o↵ene Menge U ⇢ Y gilt

F�1(U) =

(

; 2 OX falls y
0

/2 U , und

X 2 OX falls y
0

2 U .

1.19. Bemerkung. Seien (X,OX), (Y,OY ), (Z,OZ) topologische Räume, und sei y
0

2 Y .

(1) Die Identität idX : (X,OX) ! (X,OX) auf X mit idX(x) = x für alle x 2 X ist immer
stetig, denn für alle U 2 OX gilt

F�1(U) = U 2 OX .

(2) Seien F : (X,OX) ! (Y,OY ) und G : (Y,OY ) ! (Z,OZ) stetige Abbildungen, dann ist
auchG�F : (X,OX)! (Z,OZ) stetig. Sei nämlich U ⇢ Z o↵en in Z, dann istG�1(U) o↵en
in Y , und somit ist F�1

�

G�1(U)
�

o↵en in X. Da also (G�F )�1(U) = F�1
�

G�1(U)
�

2 OX

für alle U 2 OX , ist G � F stetig.
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Abbildung 1.1. Eine flächenfüllende Kurve

Mit einer Klasse bezeichnen wir eine beliebige Ansammlung von Mengen. Manche Klassen sind
Mengen, alle anderen nennt man echte Klassen. Ein Beispiel für eine echte Klasse ist die Klasse
aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Da Elemente von Klassen selbst bloß Mengen und
keine echten Klassen sind, erhalten wir hier kein Paradoxon.

1.20. Definition. Eine Kategorie C besteht aus

(1) einer Klasse von Objekten obj(C),
(2) zu je zwei Objekten X, Y 2 obj(C) einer Menge homC(X,Y ) von Morphismen,
(3) je einem ausgezeichneten Morphismus idX 2 homC(X,X) für jedes Objekt x 2 obj(C),

und
(4) zu je drei Objekten X, Y , Z 2 obj(C) einer Verkettung

� : homC(Y, Z)⇥ homC(X,Y )! homC(X,Z) mit (f, g) 7! g � f ,

so dass die folgenden zwei Axiome gelten.
Identität . Seien X, Y 2 obj(C) und f 2 homC(X,Y ), dann gilt

f = f � idX = idY � f .

Assoziativität . Seien X, Y , Z, W 2 obj(C) und f 2 homC(X,Y ), g 2 homC(Y, Z), h 2 homC(Z,W ),
dann gilt

h � (g � f) = (h � g) � f .

1.21. Beispiel. Es folgen einige typische Beispiele von Kategorien.

(1) Die Kategorie Set hat als Objekte alle Mengen, und als Morphismen alle Abbildungen
zwischen Mengen.

(2) Die Kategorie Grp hat als Objekte alle Gruppen, und als Morphismen alle Gruppenhomo-
morphismen.

(3) Sei k ein Körper, dann hat die Kategorie Veck als Objekte alle k-Vektorräume, und als
Morphismen alle k-linearen Abbildungen.

(4) Die Kategorie Top hat als Objekte alle topologischen Räume, und als Morphismen alle
stetigen Abbildungen, siehe Bemerkung 1.19.

In jedem dieser Beispiele ist die Identität die Identität der zugrundeliegenden Menge, und die
Komposition die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Schließlich wollen wir an ein pathologisches Beispiel erinnnern, das uns zeigt, dass stetige Ab-
bildungen mitunter unerwartete Eigenschaften an den Tag legen.

1.22. Beispiel. Es gibt stetige, surjektive Abbildungen vom Einheitsintervall I = [0, 1] in
die Menge I ⇥ I ⇢ R2. Zum Beispiel kann man zwei Kopien der Kochschen Schneeflockenkurve
aneinandersetzten, siehe Abbildung 1.1. Die entstehende Kurve � ist stetig, sogar 1

2

-Höldersch. In
jedem Schritt �i+1

wird jede Strecke der Kurve �i durch vier Strecken der halben Länge ersetzt.
Man überzeugt sich, dass die Folge (�i)i gleichmäßig konvergiert. Den Bildpunkt �(t) kann man
durch Intervallschachtelung bestimmen.
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Wir können auch verschiedene Topologien auf ein und demselben Raum vergleichen.

1.23. Definition. Seien O und O0 zwei Topologien auf einer Menge X. Dann ist O0 feiner
als O und O gröber als O0, wenn O ⇢ O0.

1.24. Bemerkung. Eine Topologie O0 auf X ist nach Definition 1.17 genau dann feiner als O,
wenn die Identität idX : (X,O0) ! (X,O) stetig ist. Mit Bemerkung 1.19 (2) folgt: Sei die Abbil-
dung F : (X,OX) ! (Y,OY ) stetig, sei O0X feiner als oder gleich OX , und sei O0Y gröber als oder
gleich OY , dann ist auch F : (X,O0X)! (Y,O0Y ) stetig.

1.25. Beispiel. Sei X = Rn, sei Od die metrische Topologie zur Standardmetrik, und sei Of

die Topologie zur französischen Eisenbahnmetrik. Dann ist die diskrete Topologie O� = P(Rn) aus
Beispiel 1.12 (1) feiner als Of , die Topologie Of ist feiner als Od, und Od ist wiederum feiner als
die Klumpentopologie OK = {;,Rn} aus Beispiel 1.12 (2).

1.c. Trennungseigenschaften

Wir untersuchen die Frage, ob es in einem topologischen Raum genug o↵ene Mengen gibt, so
dass man vorgegebene Punkte oder Teilmengen voneinander

”
trennen“ kann.

Wir beantworten diese Frage zunächst für metrische Räume. Sei dazu I = ([0, 1],Od) das reelle
Einheitsintervall, wie üblich versehen mit der metrischen Topologie.

1.26. Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt bezüglich Od:

(1) einpunktige Teilmengen von X sind abgeschlossen;
(2) seien A

0

, A
1

⇢ X abgeschlossen und disjunkt, dann existieren disjunkte o↵ene Mengen U
0

,
U
1

2 O mit A
0

⇢ U
0

und A
1

⇢ U
1

;
(3) seien A

0

, A
1

⇢ X abgeschlossen und disjunkt, dann gibt es eine stetige Funktion f : X ! I
mit A

0

= f�1{0} und A
1

= f�1{1}.

Beweis. Zu (1). Zu zeigen ist die O↵enheit von X \ {x} für ein beliebiges x 2 X. Sei dazu x 6=
y 2 X, dann folgt

Bd(x,y)(y) ⇢ X \ {x} .

Also ist X \ {x} o↵en nach 1.4.
(3) �! (2). Wähle f wie in (3). Da f stetig ist, sind die Mengen U

0

= f�1
�⇥

0, 1
2

��

und U
1

=
f�1

��

1

2

, 1
⇤�

disjunkt und o↵en in X, da
⇥

0, 1
2

�

und
�

1

2

, 1
⇤

disjunkt und o↵en in I sind.
Punkt (3) lassen wir als Übung 1.103. ⇤ ⇤

1.27. Definition. Ein topologischer Raum (X,O) hat die Trennungseigenschaft oder erfüllt
das Trennungsaxiom

(T0) wenn es zu je zwei Punkten x 6= y in X eine o↵ene Menge U 2 O gibt mit x 2 U , y /2 U
oder x /2 U , y 2 U ,

(T1) wenn alle einpunktigen Mengen {x} für x 2 X abgeschlossen sind,
(T2) oder ist ein Hausdor↵-Raum, wenn es zu je zwei Punkten x 6= y in X disjunkte o↵ene

Mengen U , V 2 O mit x 2 U und y 2 V gibt,
(T3) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A ⇢ X und jedem Punkt x 2 X \A disjunkte

o↵ene Mengen U , V 2 O mit A ⇢ U und x 2 V gibt,
(T3a) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A ⇢ X und jedem Punkt x 2 X \ A eine

stetige Funktion f : (X,O)! I mit f(A) ⇢ {0} und f(x) = 1 gibt,
(T4) wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B ⇢ X disjunkte o↵ene

Mengen U , V 2 O mit A ⇢ U und B ⇢ V gibt.
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0

+

0�

Abbildung 1.2. Ein nicht Hausdor↵scher Raum

Ein topologischer Raum heißt regulär, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3) erfüllt, vollständig
regulär, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3a) erfüllt, und normal, wenn er die Eigenschaf-
ten (T1) und (T4) erfüllt.

Die für uns zunächst wichtigste Trennungseigenschaft ist
”
hausdor↵sch“. Bemerkung 1.28 und

Beispiel 1.29 sollen das verdeutlichen.

1.28. Bemerkung. Sei (X,O) ein topologischer Raum.

(1) Wenn (X,O) hausdor↵sch ist, dann hat jede Folge in X höchstens einen Grenzwert. Das
heißt, zu jeder Folge (xi)i gibt es höchstens einen Punkt x 2 X, so dass für jede Umge-
bung U von x fast alle Folgenglieder xi in U liegen. Denn wäre y 2 X \ {x} ein weiterer
Grenzwert, so könnte man x und y durch disjunkte o↵ene Umgebungen U und V trennen,
und fast alle Folgenglieder müssten in U \ V = ; liegen.

(2) Wenn sich zwei Punkte x, y 2 X nicht durch disjunkte o↵ene Umgebungen trennen lassen,
gilt f(x) = f(y) für jede stetige Funktion f : X ! R. Denn wäre f(x) 6= f(y), so könnte
man f(x) und f(y) in R durch disjunkte o↵ene Intervalle I, J ⇢ R trennen. Aber dann
trennten f�1(I) und f�1(J) bereits x und y.

1.29. Beispiel. Betrachte den Raum X = (�1, 0) [ {0
+

, 0�} [ (0, 1) mit der folgenden Topo-
logie O. Eine Teilmenge U ⇢ X sei o↵en, wenn zu jedem Punkt x 2 U \ {0

+

, 0�} ein "x > 0
mit (x � "x, x + "x) ⇢ U \ {0

+

, 0�} existiert, und falls 0� 2 U oder 0
+

2 U , ein "
0

> 0
mit (�"

0

, 0)[ (0, "
0

) ⇢ U existiert, siehe Abbildung 1.2. Man überzeugt sich leicht, dass (X,O) die
Trennungseigenschaften (T0) und (T1) erfüllt. Die Hausdor↵-Eigenschaft (T2) ist jedoch verletzt,
da der Schnitt je zweier Umgebungen von 0

+

und 0� eine kleine Menge der Form (�", 0) [ (0, ")
mit " > 0 enthält. Als Beispiel für eine Folge mit zwei Grenzwerten betrachten wir

lim
n!1

1

n+ 2
= 0

+

und lim
n!1

1

n+ 2
= 0� .

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Topologie ist das Lemma von Urysohn, wonach jeder (T4)-Raum

”
viele stetige Funktionen“ trägt.

1.30. Lemma (Urysohn). Sei (X,O) ein (T4)-Raum. Dann existiert zu je zwei abgeschlossenen,
disjunkten Teilmengen A, B ⇢ X eine stetige Funktion f : X ! I mit f |A ⌘ 0 und f |B ⌘ 1.

Beweis. Sei

D =
n

a 2�k
�

�

�

a, k 2 N, 0  a  2k
o

die Menge der dyadischen Zahlen im Einheitsintervall I. Wir wollen induktiv zu allen d 2 D eine
o↵ene Menge Ud konstruieren, so dass A ⇢ Ud ⇢ Ud0 ⇢ X \B für alle d, d0 2 D mit d < d0. Für t 2 I
definieren wir dann o↵ene Mengen

Ut =
[

d2D\[0,t]
Ud ,

und wiederum gilt U t ⇢ Ut0 für alle t, t0 2 I mit t < t0, da zwischen t und t0 noch beliebig viele
dyadische Zahlen liegen.
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Mit Ut = ; für t < 0 und Ut = X für t > 1 definieren wir

f(x) = inf{ t 2 R | x 2 Ut } 2 [0, 1] .

Aus A ⇢ U
0

⇢ U
1

⇢ X \ B folgt sofort f |A ⌘ 0 und f |B ⌘ 1. Um Stetigkeit zu zeigen, betrachten
wir für t 2 I und x 2 X mit f(x) = t sowie " > 0 das Intervall (t� ", t+ ")\ I. Sei 0 < � < ", dann
folgt

x 2 Ut+� \ U t�� ⇢ f�1(t� ", t+ ") ,

also ist f stetig.
Nun zur Konstruktion der Familie (Ud)d2D. Zu (T4) äquivalent ist die folgende Aussage: sei A ⇢

Y ⇢ X, A abgeschlossen und Y o↵en, dann existiert eine o↵ene Menge U , so dass A ⇢ U ⇢ U ⇢ Y .
Wir wählen also zunächst U

0

2 O mit A ⇢ U
0

⇢ U
0

⇢ X \ B, und U
1

2 O mit U
0

⇢ U
1

⇢
U

1

⇢ X \ B. Seien jetzt alle Ud mit Nenner 2k bestimmt, dann wählen wir U
(2a+1) 2

�k�1

induktiv
so, dass

Ua s�k

⇢ U
(2a+1) 2

�k�1

⇢ U
(2a+1) 2

�k�1

⇢ U
(a+1) 2

�k

. ⇤

1.31. Bemerkung. Urysohn’s Lemma 1.30 ist nicht ganz so stark wie Satz 1.26 (3), denn dort
galt sogar f�1(0) = A und f�1(1) = B. Wenn nämlich f�1(0) = A gilt, dann können wir die
abgeschlossene Menge A als Durchschnitt abzählbar vieler o↵ener Mengen schreiben, etwa

A =
1
\

n=1

f�1


0,
1

n

◆

.

Und das muss in allgemeinen (T4)-Räumen nicht gelten.

1.32. Bemerkung. Aus Satz 1.26 und den obigen Definitionen ergeben sich die folgenden
Implikationen.

metrisierbar =) normal =) vollständig
regulär

=) regulär =) hausdor↵sch
(T2)

=) (T1) =)(T0)

w

w

�

w

w

�

w

w

�

(T4) (T3a) =) (T3)

Aus metrisierbar folgt normal wegen Satz 1.26. Die drei vertikalen Pfeile beruhen direkt auf den
Definitionen. Aus (T3a) folgt (T3) wie (2) aus (3) in Satz 1.26, genauso folgt regulär aus vollständig
regulär. Um aus regulär hausdor↵sch zu folgern, ersetzen wir die abgeschlossene Menge in (T3)
durch einen Punkt, der nach (T1) abgeschlossen ist. Aus normal folgt vollständig regulär mit (T1)
und Urysohns Lemma 1.30. Aus hausdor↵sch folgt (T1) wie im Beweis von 1.26 (1), und (T1)-
Räume sind o↵ensichtlich (T0).

In den Übungen 1.104–1.106 wird deutlich, dass in der Tat die Eigenschaften (T3), (T3a)
und (T4) ohne (T1) wenig Aussagekraft besitzen.

1.d. Basen und Abzählbarkeitseigenschaften

Um eine Topologie O zu definieren, ist es häufig unbequem, alle o↵enen Mengen anzugeben.
Stattdessen sucht man möglichst kleine Teilmengen U von O, so dass O selbst die gröbste Topologie
ist, für die alle Mengen in U o↵en sind. So wird man auf die Begri↵e

”
Basis“ und

”
Subbassis“

geführt. Für spätere Überlegungen ist es oft hilfreich zu wissen, dass manche topologischen Räume
eine

”
kleine“ — sprich abzählbare — Basis besitzen.
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1.33. Definition. Sei (X,O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B ⇢ O heißt Basis
von O, wenn

O =
n

[

U
�

�

�

U ⇢ B
o

=

(

[

i2I
Ui

�

�

�

�

�

I Menge, Ui 2 U für alle i 2 I

)

.

Eine Teilmenge S ⇢ O heißt Subbasis von O, wenn die Menge
�

U
1

\ · · · \ Uk

�

� k 2 N, U
1

, . . . , Uk 2 S
 

eine Basis von O bildet.

Mit anderen Worten: B ist eine Basis, wenn sich jede o↵ene Menge als (beliebige) Vereinigung
von Elementen aus B schreiben lässt. S ist eine Subbasis, wenn sich jede o↵ene Menge als (beliebige)
Vereinigung von Durchschnitten je endlich vieler Elemente aus S schreiben lässt. Insbesondere ist
jede Basis auch eine Subbasis.

1.34. Beispiel. Es folgen Basen und Subbasen für einige uns wohlbekannte Topologien.

(1) Sei X eine Menge. Die einpunktigen Teilmengen von X bilden eine Basis der diskreten
Topologie O� auf X. Die Menge {X} bildet eine Basis der Klumpentopologie OK , und die
leere Menge bildet eine Subbasis, denn

T

; = X 2 PX.
(2) Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann bildet die Menge B alle metrischen Bälle mit ra-

tionalem Radius eine Basis der metrischen Topologie Od. Sei nämlich U 2 Od. Nach
Definition 1.4 existiert zu jedem x 2 U ein Radius 0 < rx 2 Q so dass Br

x

(x) ⇢ U . Also
gilt

U =
[

x2U
Br

x

(x) und {Br
x

(x) | x 2 U } ⇢ B .

Darüberhinaus ist eine Teilmenge V ⇢ X genau dann eine Umgebung von x 2 X, wenn
sie einen der abzählbar vielen o↵ene Bälle Br(x) mit 0 < r 2 Q enthält.

(3) Sei X = Rn mit der Standard-Topologie versehen. Dann bildet die Menge aller metrischen
Bälle mit rationalem Radius um Mittelpunkte mit rationalen Koordinaten bereits eine
Basis der metrischen Topologie. Diese Basis ist abzählbar, während O selbst überabzählbar
ist.

Die letzten beiden Beispiele sollen als Motivation für die folgende Definition dienen.

1.35. Definition. Sei (X,O) ein topologischer Raum. Dann hat (X,O) die Abzählbarkeits-
eigenschaft oder erfüllt das Abzählbarkeitsaxiom

(A1) wenn jeder Punkt x 2 X eine abzählbare Menge Ux ⇢ PX von Umgebungen besitzt, so
dass V ⇢ X genau dann eine Umgebung von x ist, wenn es ein U 2 Ux mit U ⇢ V gibt,
und

(A2) wenn O eine abzählbare Basis besitzt.

Eine Teilmenge Ux ⇢ O wie in (A1) heißt auch Umgebungsbasis. Aus (A2) folgt (A1), denn
sei B eine abzählbare Basis von X und x 2 X, dann ist

Ux =
�

U 2 B
�

� x 2 U
 

eine abzählbare Umgebungsbasis von x. Das zweite Abzählbarkeitsaxiom lässt sich benutzen, um
topologische Argumente induktiv über kleine Mengen zu führen. Das erste Abzählbarkeitsaxiom
wird häufig benötigt, um topologische Begri↵e über Folgen zu erklären, so wie im folgenden Satz.

1.36. Satz. Sei (X,O) ein topologischer Raum mit der Abzählbarkeitseigenschaft (A1). Dann
ist eine Menge A ⇢ X genau dann abgeschlossen, wenn sie folgenabgeschlossen ist, das heißt, wenn
jede Folge (ai)i2N in A, die in X konvergiert, ihre Grenzwerte in A annimmt.
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Beachte, dass der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig sein muss, wenn der Raum nicht Haus-
dor↵ (T2) ist.

Beweis. Sei A abgeschlossen, und sei (ai)i2N 2 X eine Folge mit Grenzwert x 2 X \ A. Wir
wollen zeigen, dass dann nicht alle ai in A liegen können. Da X \ A eine o↵ene Umgebung von a
ist, existiert ein i

0

> 0, so dass ai /2 A für alle i � i
0

.
Sei umgekehrt A nicht abgeschlossen, das heißt, es gibt einen Punkt x /2 A, so dass jede Um-

gebung V von x die Menge A schneidet. Da (A1) gilt, können wir eine abzählbare Umgebungsba-
sis (Vi)i2N von x wählen. Da endliche Durchschnitte o↵ener Mengen o↵en sind, sind endliche Durch-
schnitte von Umgebungen von x wiederum Umgebungen von x, und wir setzen Ui = V

1

\ · · · \ Vi.
Dann ist (Ui)i2N eine Umgebungsbasis mit der Eigenschaft, dass Uj ⇢ Ui für alle j � i. Sei (ai)i2N
eine Folge mit ai 2 A\Ui. Eine Teilmenge V ⇢ X ist Umgebung von x genau dann, wenn es ein i

0

gibt mit Ui ⇢ V für alle i � i
0

. Es folgt ai 2 V für alle i � i
0

. Daraus folgt, dass x ein Grenzwert
unserer Folge ai ist. ⇤

1.37. Bemerkung. Für allgemeine metrisierbare Räume gilt nur (A1), siehe Beispiel 1.34 (2).
Es gilt aber der erste Metrisationssatz von Urysohn: Wenn (X,O) die zweite Abzählbarkeits-
eigenschaft (A2) hat, dann ist (X,O) genau dann metrisierbar, wenn (X,O) regulär ist, also (T1)
und (T3) erfüllt. Man beachte, dass (X,O) nach Satz 1.26 dann sogar normal ist.

Die allgemeinen Metrisationssätze von Bing und Nagata-Smirnov geben ein genaues topologi-
sches Äquivalent zur Metrisierbarkeit, sind aber leider nicht ganz so einfach zu formulieren.

Wir können eine Subbasis oder Basis aber auch dazu verwenden, eine Topologie zu definieren.

1.38. Satz. Sei X eine Menge, und seien B, S ⇢ PX beliebig.

(1) Wenn für je endlich viele B
1

, . . . , Bk 2 B mit k � 0 eine Untermenge U ⇢ B existiert, so
dass B

1

\ · · ·\Bk =
S

U , dann existiert eine eindeutige Topologie OB auf X mit Basis B.
Wir nennen OB die durch die Basis B definierte Topologie.

(2) Es existiert eine eindeutige Topologie OS auf X mit Subbasis S. Sei OX eine beliebige
Topologie auf X mit S ⇢ OX , dann gilt OS ⇢ OX . Wir nennen OS die durch die Subbasis S
definierte Topologie.

Insbesondere ist OS die kleinste oder gröbste Topologie auf X, bezüglich der alle Mengen der
Subbasis S o↵en sind.

Beweis. Zu (1). Die Menge O =
�

S

U
�

� U ⇢ B
 

enthält ; =
S

; und erfüllt Axiom (3)
in Definition 1.10. Nach Voraussetzung gilt X =

T

; ⇢ O, somit ist auch Axiom (1) erfüllt. Um
Axiom (2) zu zeigen, seien U

1

, . . . , Uk ⇢ B, dann folgt
⇣

[

U
1

⌘

\ · · · \
⇣

[

Uk

⌘

=
[

U
1

2U
1

, . . . , U
k

2U
k

U
1

\ · · · \ Uk .

Nach Voraussetzung gilt U
1

\ · · · \ Uk 2 O für alle Terme auf der rechten Seite, und da Axiom (3)
gilt, auch für deren Vereinigung. Also ist O eine Topologie.

Man sieht leicht, dass jede Topologie O0, die B enthält, alle o↵enen Mengen aus O enthalten
muss, also folgt O ⇢ O0. Wäre umgekehrt U 2 O0 \ O, dann liesse U sich nicht als Vereinigung
von Elementen aus O schreiben, B wäre dann also keine Basis von O0. Also ist OB = O die einzige
Topologie mit Basis B.

Zu (2) setze
B =

�

U
1

\ · · · \ Uk

�

� k � 0, U
1

, . . . , Uk 2 S
 

,

dann erfüllt B die Voraussetzung von (1) und definiert eine Topologie OB mit Subbasis S. Wie
unter (1) lässt sich zeigen, dass das die einzige Topologie auf X mit Subbasis S ist; in der Tat
enthält jede Topologie OX mit S ⇢ OX bereits OS . ⇤
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1.e. Konstruktionen topologischer Räume

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus bekannten topologischen Räumen neue topologi-
sche Räume gewinnen kann.

Sei (Xi)i2I eine Familie von Mengen, dann bezeichne
`

iXi die disjunkte Vereinigung dieser
Mengen, und ◆i : Xi ,!

`

iXi sei die Inklusion der Menge Xi in die disjunkte Vereinigung. Da die
Mengen Xi nicht immer paarweise disjunkt sind, müssen wir die disjunkte Vereinigung beliebiger
Mengen erst konstruieren, zum Beispiel wie folgt:

a

i2I
Xi =

[

i2I
{i}⇥Xi ⇢ I ⇥

[

i2I
Xi und ◆i(xi) = (i, xi) .

1.39. Definition. Sei (Xi,Oi)i2I eine Familie topologischer Räume. Die topologische Summe
der Xi ist definiert als

a

i

(Xi,Oi) =
⇣

a

i

Xi,Ot
⌘

mit Ot =
n

U ⇢
a

i

Xi

�

�

�

◆�1i (U) 2 Oi für alle i 2 I
o

.

Wenn wir Xi mit der Teilmenge ◆i(Xi) ⇢
`

iXi identifizieren, dann ist U ⇢
`

iXi genau dann
o↵en, wenn U \Xi für alle i 2 I in Xi o↵en ist.

Wir überprüfen, dass Ot eine Topologie ist. Dazu nutzen wir elementare Eigenschaften der
Urbild-Abbildung ◆�1i aus, nämlich

◆�1i (;) = ; 2 Oi , ◆�1i (X) = Xi 2 Oi ,

◆�1i (Ui \ · · · \ Uk) = ◆�1i (Ui) \ · · · \ ◆�1i (Uk) 2 Oi und ◆�1i

⇣

[

U
⌘

=
[

U2U
◆�1i (U) 2 Oi

für U
1

, . . . , Uk 2 O und U ⇢ O.

1.40. Satz. Sei (Xi,Oi)i2I eine Familie topologischer Räume.

(1) Die Topologie Ot ist die feinste Topologie auf der disjunkten Vereinigung
`

iXi, für die
alle Abbildungen ◆i : Xi ,!

`

iXi stetig sind.
(2) Die Topologie Ot ist die einzige Topologie auf

`

iXi, so dass eine Abbildung F von
`

iXi

in einen beliebigen topologischen Raum (Z,OZ) genau dann stetig ist, wenn alle Abbildun-
gen F � ◆i : (Xi,Oi)! (Z,OZ) stetig sind.

(3) Der Raum (
`

iXi,Ot) zusammen mit den Abbildungen
�

◆i : Xi !
`

iXi
�

i2I ist ein Ko-
produkt der (Xi,Oi)i2I in der Kategorie Top, das heißt, zu jedem Objekt (Z,OZ) und jeder
Familie von Morphismen (Fi : Xi ! Z)i2I existiert genau ein Morphismus F :

`

iXi ! Z,
so dass Fi = F � ◆i für alle i 2 I.

1.41. Bemerkung. Die charakteristische Eigenschaft (2) der topologischen Summe wird durch
das linke kommutative Diagramm veranschaulicht.

(Xi,Oi) (Z,OZ)

�

`

iXi,O
�

F � ◆
i

◆
i

F

(Xi,Oi) (Z,OZ)

(Y,OY )

F
i

◆
i

F
(1.1)

Ein Raum (Y,OY ) mit stetigen Abbildungen ◆i : Xi ! Y ist ein genau dann ein Koprodukt im Sinne
von Satz 1.40 (3), wenn zu jedem Raum (Z,OZ) mit stetigen Abbildungen Fi : Xi ! Z genau eine
stetige Abbildung F wie im rechten Diagramm existiert.
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Wie bei vielen universellen Konstruktionen folgt, dass das Koprodukt bis auf eindeutige Iso-
morphie eindeutig bestimmt ist durch (3). Wenn also ein anderer Raum (Y,OY ) mit Abbildun-
gen (⌘i : Xi ! Y )i die Koprodukteigenschaft erfüllt, dann gibt es genau einen Homöomorphis-
mus G :

`

iXi ! Y mit ⌘i = G � ◆i für alle i. Dazu betrachten wir die folgenden vier Diagramme.

(Xi,Oi) (Y,OY )

�

`

iXi,O
�

⌘
i

◆
i

G

(Xi,Oi)
�

`

iXi,O
�

(Y,OY )

◆
i

⌘
i

H

(Xi,Oi)
�

`

iXi,O
�

�

`

iXi,O
�

◆
i

◆
i

H �G
id

(Xi,Oi) (Y,OY )

(Y,OY )

⌘
i

⌘
i

G �H
id

Die ersten beiden Diagramme zeigen die Existenz eindeutiger Abbildungen G und H, die letzten
zwei Diagramme zeigen, dass H = G�1, so dass G in der Tat ein Homöomorphismus ist. Da dieser
Homöomorphismus stets eindeutig ist, kann man mit seiner Hilfe je zwei verschiedene Modelle für
das Koprodukt miteinander identifizieren.

Beweis des Satzes 1.40. Zu (1) sei O eine beliebige Topologie auf
`

iXi. Es sind genau dann
alle Inklusionsabbildungen ◆i : Xi !

`

iXi stetig, wenn

◆�1i (U) 2 Oi für alle U 2 O und alle i 2 I

gilt, wenn also O ⇢ Ot.
Zu (2) seien (Z,OZ) und F : (

`

iXi,Ot)! (Z,O) wie im Satz vorgegeben. Wenn F stetig ist,
sind alle Abbildungen F � ◆i stetig, da ◆i nach (1) stetig ist.

Seien jetzt alle Abbildungen F � ◆i stetig, und sei U ⇢ Z o↵en, dann ist

◆�1i

�

F�1(U)
�

=
�

F � ◆i
��1

(U) 2 Oi

o↵en in Xi für alle i 2 I. Nach Definition 1.39 gilt F�1(U) 2 Ot, also ist F stetig.
Zur Eindeutigkeit sei O eine weitere Topologie auf

`

iXi mit der in (2) geforderten Eigenschaft.
Für alle topologischen Räume (Z,OZ) ist also jede Abbildung F :

`

iXi ! Z genau dann stetig,
wenn F �◆i für alle i 2 I stetig ist. Wir wählen Z =

`

iXi mit verschiedenen Topologien und F = id
und schließen wie folgt. Da

id:
⇣

a

i

Xi,O
⌘

!
⇣

a

i

Xi,O
⌘

stetig ist, sind alle

◆i = id � ◆i : (Xi,Oi)!
⇣

a

i

Xi,O
⌘

stetig, und nach (1) ist O gröber als Ot. Da nach (1) alle

id � ◆i : (Xi,Oi)!
⇣

a

i

Xi,Ot
⌘

stetig sind, ist auch

id:
⇣

a

i

Xi,O
�

!
⇣

a

i

Xi,Ot
⌘

stetig. Also istO ist nach Bemerkung 1.24 feiner alsOt. Insgesamt folgt alsoO = Ot wie behauptet.
14



Zu (3) seien fi : Xi ! Z stetig. Die einzige Abbildung f :
`

iXi ! Z mit f � ◆i = fi für alle i
wird gegeben durch

f(i, xi) = fi(xi) ,

und f ist stetig nach (2). ⇤
Als nächstes wollen wir Unterräume topologischer Räume betrachten.

1.42.Definition. Sei (X,OX) ein topologischer Raum, und sei Y ⇢ X. Die Unterraumtopologie
(auch Relativ-, Spur- oder induzierte Topologie) OY ist definiert durch

OY =
�

Y \ U
�

� U 2 OX
 

.

Man überlegt sich, dass OY eine Topologie ist, denn

; = Y \ ; 2 OY , Y = Y \X 2 OY ,

(Y \ U
1

) \ · · · \ (Y \ Uk) = Y \ (U
1

\ · · · \ Uk) 2 OY und
[

U2U
(Y \ U) = Y \

[

U

für alle U
1

, . . . , Uk 2 OX und U ⇢ OX .
Auch die Unterraumtopologie wird durch eine Eigenschaft charakterisiert.

1.43. Satz. Sei (X,OX) ein topologischer Raum und sei Y ⇢ X versehen mit der Unterraum-
topologie OY . Dann gilt:

(1) OY ist die gröbste Topologie auf Y , für die die Inklusion ◆ : Y ,! X stetig ist.
(2) OY ist die einzige Topologie, für die eine Abbildung F von einem beliebigen topologischen

Raum (Z,OZ) nach Y genau dann stetig ist, wenn die Abbildung ◆ � F : Z ! X stetig ist.

Beweis. Da ◆�1(U) = U \ Y gilt, folgt (1) bereits aus der Definition von OY .
Zu (2) sei zunächst (Z,OZ) ein beliebiger topologischer Raum, und sei F : Z ! Y eine Abbil-

dung. Für eine o↵ene Menge V = U \ Y 2 OY gilt

F�1(V ) = F�1
�

◆�1(U)
�

= (◆ � F )�1(U) ,

also ist F genau dann stetig bezüglich OY , wenn ◆ � F stetig ist bezüglich OX .
Um zu zeigen, dass OY die einzige Topologie mit dieser Eigenschaft ist, wählen wir eine beliebige

Topologie O auf Y , die die in (2) geforderte Eigenschaft besitzt. Wir machen weiter wie im Beweis
von Satz 1.40. Da id: (Y,O) ! (Y,O) stetig ist, ist auch ◆ = ◆ � id : (Y,O) ! (X,OX) stetig,
und nach (1) ist O feiner als OY . Umgekehrt ist ◆ = ◆ � id : (Y,OY ) ! (X,OX) stetig, also ist
auch id: (Y,OY )! (Y,O) stetig, und O ist gröber als OY nach Bemerkung 1.24. Also stimmen O
und OY überein. ⇤

1.44. Definition. Seien (X,OX) und (Y,OY ) topologische Räume. Eine Einbettung von X
nach Y ist eine injektive Abbildung F : X ,! Y , so dass die induzierte Abbildung von (X,OX)
nach F (X) ⇢ Y mit der Unterraumtopologie ein Homöomorphismus ist.

Wir betrachten jetzt die Produkttopologie. Dazu bezeichnen wir mit
Y

i

Xi =
�

(xi)i2I
�

� xi 2 Xi
 

das kartesische Produkt einer Familie (Xi)i2I von topologischen Räumen über einer beliebigen
Indexmenge I, und mit ⇡i : X ! Xi die Projektion auf die i-te Komponente.

1.45. Definition. Sei (Xi,Oi)i2I eine Familie topologischer Räume. Das topologische Produkt
der Xi ist definiert als

Y

i

(Xi,Oi) =
⇣

Y

i

Xi,Ou
⌘

,
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wobei Ou erzeugt wird von der Subbasis

Su =
[

i2I

�

⇡�1i Ui

�

� Ui 2 Oi
 

.

Da wir Ou über mit Hilfe einer Subbasis erklärt haben, wissen wir aus Satz 1.38, dass Ou eine
Topologie ist. Ein endlicher Durchschnitt von Mengen aus Su hat die Gestalt

Y

i2I
Ui =

\

i2I
⇡�1i (Ui) mit Ui 2 Oi für alle i 2 I und Ui = Xi für fast alle i 2 I .

Mit anderen Worten: eine Teilmenge U ⇢
Q

iXi ist genau dann o↵en, wenn jeder Punkt x eine
Umgebung der obigen Form hat. Auch hier haben wir wieder eine universelle Eigenschaft.

1.46. Satz. Sei (Xi,Oi)i2I eine Familie topologischer Räume.

(1) Die Topologie Ou ist die gröbste Topologie auf
Q

iXi, für die alle Abbildungen ⇡i :
Q

iXi ⇣
Xi stetig sind.

(2) Die Topologie Ou ist die einzige Topologie O auf dem kartesichen Produkt
Q

iXi, so dass
eine Abbildung G von einem beliebigen topologischen Raum (Z,OZ) in das Produkt

Q

iXi

genau dann stetig ist, wenn die Abbildungen ⇡i �G für alle i 2 I stetig sind.
(3) Der Raum (

Q

iXi,Ou) zusammen mit den Abbildungen (⇡i :
Q

iXi ⇣ Xi)i2I ist ein
Produkt in der Kategorie Top, das heißt, zu jedem topologischen Raum (Z,OZ) und
jeder Familie stetiger Abbildungen (Gi : Z ! Xi)i2I existiert genau eine stetige Abbil-
dung G : Z ! Y , so dass Gi = ⇡i �G für alle i 2 I.

1.47. Bemerkung. Die charakterisierende Eigenschaft (2) des Produkts wird durch das linke
Diagramm veranschaulicht.

�

Q

iXi,O
�

(Z,OZ) (Xi,Oi)
⇡
i

�G

⇡
i

G

(Y,OY )

(Z,OZ) (Xi,Oi)
G

i

⌘
i

G (1.2)

Ein Raum (Y,OY ) mit stetigen Abbildungen ⌘i : Y ! Xi ist genau dann ein Produkt im Sinne
von Satz 1.46 (3), wenn für alle (Z,OZ) mit stetigen Abbildungen Gi : Z ! Xi genau eine stetige
Abbildung G wie im rechten Diagramm existiert.

Das Produkt ist ebenfalls bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt. Da sich die
beiden Diagramme in (1.1) und (1.2) jeweils nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden, sagt
man, die beiden Konstruktionen in den Definitionen 1.39 und 1.45 seien zueinander dual. Daher
rührt die Wahl der Bezeichnungen und der Symbole

”

`

“ und
”

Q

“.
Man beachte, dass (geeignet formulierte) universelle Eigenschaften wie in Satz 1.40 (3) oder

Satz 1.46 (3) zwar die Eindeutigkeit der beschriebenen Objekte (bis auf eindeutige Isomorphis-
men) garantieren können, aber nicht die Existenz. Man muss also für jede Kategorie (wie Set , Top
oder Veck) erst beweisen, dass sie Produkte und Koprodukte enthält.

Beweis von Satz 1.46. Die Subbasis Su enthält genau die Urbilder der o↵enen Teilmengen
von Xi unter den Abbildungen ⇡i. Also sind alle ⇡i bezüglich einer Topologie O auf

Q

i2I Xi genau
dann stetig, wenn Ou ⇢ O, und es folgt Behauptung (1).

Zu (2) sei G stetig. Dann sind auch die Abbildungen ⇡i �G stetig nach (1).
Seien umgekehrt alle Abbildungen ⇡i �G stetig. Da die Abbildung G�1 : P(

Q

iXi) ! PZ mit
Vereinigungen und Durchschnitten vertauscht, folgt Stetigkeit von G bereits, wenn G�1(U) 2 OZ

nur für alle U 2 Su gilt. Aber

G�1
�

⇡�1i (Ui)
�

= (⇡i �G)�1Ui 2 OZ
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wegen Stetigkeit der Abbildungen ⇡i �G.
Der Beweis der Eindeutigkeit ist völlig analog zu den Beweisen der Sätze 1.40 (2) und 1.43 (2).

Behauptung (3) folgt wie in Satz 1.40 (3) aus der entsprechenden Eigenschaft des kartesischen
Produkts und (2). ⇤

1.48. Bemerkung. Eine andere natürliche Topologie auf
Q

iXi ist die Box-Topologie O⇤ mit
Basis

B⇤ =

⇢

Y

i2I
Ui

�

�

�

�

Ui 2 Oi für alle i 2 I

�

.

Wenn die Indexmenge I unendlich ist und unendlich viele Xi nicht die Klumpentopologie tragen,
ist O⇤ echt feiner als Ou. Diese Topologie hat leider nicht so schöne Eigenschaften wie Ou, obwohl
sie auf den ersten Blick einfacher aussieht.

Wir sagen, dass eine topologische Eigenschaft E (wie etwa eine Trennungs- oder Abzählbarkeits-
eigenschaft) unter einer Konstruktion (wie etwa dem Produkt, der disjunkten Vereinigung oder der
Unterraumkonstruktion) vererbt wird, wenn immer dann, wenn alle zugrundeliegenden Topologien
die Eigenschaft E haben, auch die neu konstruierte Topologie diese Eigenschaft hat.

1.49. Satz. (1) Die Trennungseigenschaften (T0) – (T4) und (T3a) und die Abzählbar-
keitseigenschaft (A1) werden unter der disjunkten Vereinigung vererbt, die Eigenschaft
(A2) wird vererbt, wenn die Indexmenge höchstens abzählbar ist.

(2) Es werden (T0) – (T3), (T3a), (A1) und (A2) unter Unterraumbildung vererbt.
(3) Es werden (T0) – (T3), (T3a) unter Produkten vererbt. Die Abzählbarkeitseigenschaften

(A1) und (A2) werden vererbt, wenn die Indexmenge höchstens abzählbar ist.

Beweis. Zu (1) kann man die in den Trennungsaxiomen (T0) – (T4) gesuchten o↵enen Men-
gen U und V ⇢

`

i2I Xi konstruieren, in dem man für alle i 2 I o↵ene Teilmengen ◆�1i (U),
◆�1
1

(V ) ⇢ Xi angibt. Analog konstruiert man die in (T3a) gesuchte Funktion, indem man stetige
Funktionen auf jedem Xi definiert und diese mit der universellen Eigenschaft aus Satz 1.40 (3)
auf

`

i2I Xi zusammensetzt.
Sei x = ◆j(xj) 2 ◆j(Xj) ⇢

`

i2I Xi, und sei U ⇢ P(Xj) eine abzählbare Umgebungsbasis von xj
in Xj , dann ist ◆j(U) ⇢ P(

`

i2I Xi) eine abzählbare Umgebungsbasis von x in der disjunkten
Vereinigung, also wird (A1) vererbt. Wenn I abzählbar ist und Bi ⇢ Oi eine abzählbare Basis
von Oi für alle i 2 I, dann ist

[

i2I
◆i(Bi) ⇢ Ot

eine abzählbare Basis der disjunkten Vereinigung.
Zu (2) betrachten wir nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome lassen sich analog

beweisen. Sei also A ⇢ Y abgeschlossen in der Unterraumtopologie auf Y ⇢ X. Dann lässt sich Y \A
zu einer o↵enen Teilmenge von X fortsetzen, deren Komplement B in X abgeschlossen ist mit A =
Y \ B. Sei y 2 Y \ A ⇢ X \ B. Wir nehmen an, dass (T3) in X gilt und finden disjunkte o↵ene
Mengen U , V ⇢ X mit y 2 U , B ⇢ V . Dann sind Y \ U und Y \ V in Y o↵en und disjunkt und
trennen y und A. Zu (T3a) betrachte A, B und y wie oben. Wenn es eine Funktion f : X ! [0, 1]
mit B ⇢ f�1(0) und f(y) = 1 gibt, dann ist f |y stetig nach Satz 1.43 (2) und trennt y und A in Y .

Sei Ux abzählbare Umgebungsbasis von x 2 Y ⇢ X in X, dann ist

{Y \ U | U 2 Ux} ⇢ P(Y )

eine abzählbare Umgebungsbasis von x in Y . Genauso überträgt sich (A2) von X auf den Unter-
raum Y .

Zu (3) betrachten wir wieder nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome funktionieren
analog. Ein Raum (Y,Oy) erfüllt (T3) genau dann, wenn es zu jeder Umgebung U von y 2 Y eine
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abgeschlossene Umgebung A mit y 2 A ⇢ U gibt. Denn wenn (T3) gilt und U Umgebung von y
ist, dann ist auch das Innere Ů Umgebung von y. Wir trennen B = Y \ Ů von y durch disjunkte
o↵ene Mengen V , W ⇢ X. Dann ist Y \ V abgeschlossene Umgebung, da y 2 W ⇢ Y \ V , und es
gilt Y \ V ⇢ Ů = Y \B ⇢ U . Die Umkehrung gilt analog.

Sei also x = (xi)i2I 2
Q

i2I Xi und sei U Umgebung von x. Nach Definition 1.45 und der
Konstruktion im Beweis von Satz 1.38 (2) existieren Ui

1

2 Oi
1

, . . . , Ui
k

2 Oi
k

mit

x 2 ⇡�1i
1

(Ui
1

) \ · · · \ ⇡�1i
k

(Ui
k

) ⇢ U (*)

Nach unserer obigen Überlegung existieren abgeschlossene Umgebungen Aij ⇢ Uij von xij , und

⇡�1i
1

(Aij) \ · · · \ ⇡�1i
k

(Ai
k

) ⇢ U

ist eine abgeschlossene Umgebung von x in
Q

i2I Xi. Also gilt (T3).
Zu (T3a) sei x 2

Q

i2I Xi wie oben und B ⇢
Q

i2I Xi abgeschlossen. Setze U =
Q

i2I Xi \ B.
Dann existieren Ui

1

, . . . , Ui
k

wie in (*). Also gibt es Funktionen

fi
j

: Xi
j

! [0, 1] mit fi
j

|X
i

j

\U
i

j

= 0 und fi
j

(xi
j

) = 1 .

Dann sind die fi
j

� ⇡i
j

nach Satz 1.46 (2) stetig, und

f = min
�

fi
1

� ⇡i
1

, . . . , fi
k

� ⇡i
k

�

:
Y

i2I
Xi ! [0, 1]

ist als Minimum endlich vieler stetiger Funktionen wieder stetig mit f(x) = 1 und

B ⇢ X \
�

⇡�1i
1

(Ui
1

) \ · · · \ ⇡�1i
k

(Ui
k

)
�

⇢ f�1(0) .

Sei schließlich I höchstens abzählbar und Bi eine abzählbare Basis von Oi. Dann erhalten wir
eine abzählbare Subbasis

S =
[

i2I
⇡�1i Bi

von Ou, denn jedes Element ⇡�1i (U) von Su lässt sich als Vereinigung von Elementen aus S schrei-
ben. Dann ist aber auch die Basis

B =
�

U
1

\ · · · \ Uk

�

� k 2 N
0

und U
1

, . . . , Uk 2 S
 

von Ou abzählbar. Also wird (A2) und analog auch (A1) unter abzählbaren Produkten vererbt. ⇤
Normalität wird unter Produkten und Unterräumen nicht vererbt, also auch nicht (T4). Die

Gegenbeispiele können keine metrischen Räume sein, da sich Metriken auf Unterräume und endliche
Produkte übertragen lassen (Übungen 1.110, 1.111), womit diese nach Satz 1.26 wieder normal sind.
Dann dürfen unsere Räume auch (A2) nicht erfüllen, da sie sonst nach Bemerkung 1.37 metrisierbar
wären. Wir besprechen diese Gegenbeispiele daher nicht hier, sondern verweisen auf [Q].

1.f. Kompaktheit

Wir erinnern uns, dass abgeschlossene Intervalle I ⇢ R viele schöne Eigenschaften haben: stetige
Funktionen f : I ! R besitzen auf I ein Maximum und ein Minimum, und jede Folge (xi)i in I
hat mindestens einen Häufungspunkt. Der Grund dafür ist der Satz von Heine-Borel, nach dem
abgeschlossene Intervalle kompakt sind.

Wir lernen drei mögliche Definitionen von Kompaktheitheit kennen. Eine o↵ene Überdeckung
eines topologischen Raumes (X,O) ist eine Teilmenge U ⇢ O mit

S

U = X. Ein Punkt x 2 X
ist Häufungspunkt einer Folge (xi)i2N, wenn für alle n 2 N in jeder Umgebung von x ein xi liegt
mit i � n. Insbesondere sind Grenzwerte von Teilfolgen immer Häufungspunkte.

1.50. Definition. Sei (X,O) ein topologischer Raum. Dann heißt X
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(1) quasikompakt, wenn es zu jeder o↵enen Überdeckung U eine endliche Teilüberdeckung gibt,
das heißt, eine Menge U

0

⇢ U mit
S

U
0

= X,
(2) kompakt, wenn er Hausdor↵sch und quasikompakt ist,
(3) abzählbar kompakt , wenn X Hausdor↵sch ist und es zu jeder abzählbaren o↵enen Über-

deckung (Ui)i2N eine endliche Teilüberdeckung gibt, das heißt, X =
SN

i=0

Ui für ein N 2 N,
und

(4) folgenkompakt, wenn X Hausdor↵sch ist und jede Folge xi 2 U eine konvergente Teilfolge
besitzt.

In der Literatur wird teilweise die Hausdor↵-Eigenschaft in (2)–(4) nicht verlangt. Wir halten
uns hier an [Q].

1.51. Bemerkung. Es folgen einige wohlbekannte Eigenschaften kompakter Mengen.

(1) Abgeschlossene Unterräume eines (abzählbar / folgen-) kompakten Raumes sind wieder
(abzählbar / folgen-) kompakt. Denn sei etwa X kompakt, A ⇢ X abgeschlossen und V
eine o↵ene Überdeckung von A, dann existiert U ⇢ OX mit

V =
�

U \A
�

� U 2 U
 

.

Dann ist aber U[{X\A} o↵ene Überdeckung vonX, und eine endliche Teilüberdeckung U 0
liefert uns auch eine endliche Teilüberdeckung von A, nämlich

�

U \A
�

� U 2 U 0
 

.

(2) Es sei (X,OX) (abzählbar / folgen-) kompakt, (Y,OY ) ein Hausdor↵-Raum und F : X !
Y stetig, dann ist das Bild imF ⇢ Y , versehen mit der Unterraumtopologie, wieder
(abzählbar / folgen-) kompakt (Übung 1.115).

(3) Sei (X,O) (abzählbar / folgen-) kompakt, und sei f : X ! R stetig, dann ist f beschränkt
und nimmt sein Maximum an. Dazu kombinieren wir (2) mit den Sätzen 1.53 und 1.54
unten.

(4) Jeder kompakte Raum ist normal (Übung 1.116).
(5) Sei (X,OX) ein Hausdor↵-Raum, und sei Y ⇢ (X,OX) kompakt in der Unterraumtopo-

logie, dann ist Y ⇢ X abgeschlossen.

1.52. Satz. Sei (X,O) ein Hausdor↵-Raum.

(1) Wenn X kompakt oder folgenkompakt ist, ist X auch abzählbar kompakt.
(2) Es ist X genau dann abzählbar kompakt, wenn jede Folge in X einen Häufungspunkt besitzt.
(3) Wenn X abzählbar kompakt ist und (A1) erfüllt, ist X folgenkompakt.
(4) Wenn X abzählbar kompakt ist und (A2) erfüllt, dann ist X kompakt.

Die Punkte (2) und (3) zeigen wieder einmal, dass man mit Folgen vorsichtig umgehen muss,
wenn das erste Abzählbarkeitsaxiom verletzt ist. Wir fassen den obigen Satz in einem Diagramm
zusammen.

kompakt
(A2)

(==
==) abzählbar kompakt

(A1)

==)(==
folgenkompakt

Wir betrachten im Folgenden vor allem kompakte Räume. In der Analysis ist hingegen der Begri↵
der Folgenkompaktheit wichtiger.

Beweis von Satz 1.52. In (1) ist nur zu zeigen, dass jeder folgenkompakte Raum auch abzähl-
bar kompakt ist, die andere Aussage ist klar. Sei also (Ui)i2N eine abzählbare o↵ene Überdeckung.
Wir nehmen an, dass es keine endliche Teilüberdeckung gibt. Wir dürfen außerdem annehmen, dass

Ui 6⇢
i�1
[

j=0

Uj
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für alle i 2 N gilt, andernfalls lassen wir Ui weg und gehen zu einer kleineren Teilüberdeckung über.
Wir wählen also eine Folge (xi)i2N mit

xi 2 Ui \
i�1
[

j=0

Uj .

Sei x 2 X ein Häufungspunkt (z.B. der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge), dann gilt x 2 Ui
0

für ein i
0

2 N, also liegen unendlich viele Folgenglieder in Ui
0

, im Widerspruch zur Konstruktion.
Zu (2) zeigen wir, dass jede Folge (xi)i2N in einem abzählbar kompakten Raum X einen Häu-

fungspunkt besitzt, die Rückrichtung folgt wie in (1). Sei An = {xi | i � n } 6= ;, dann ist
T

n2NAn

die Menge aller Häufungspunkte. Wenn wir annehmen, dass (xi)i2N keinen Häufungspunkt besitzt,
sei Un = X \ An, dann ist (Un)n2N eine abzählbare o↵ene Überdeckung von X mit Um ⇢ Un für
alle m, n 2 N mit m < n. Es folgt, dass X =

Sn
i=1

Ui = Un für ein n 2 N, im Widerspruch
zu An 6= ;.

Zu (3) wähle nach (2) einen Häufungspunkt x der Folge (xi)i2N. Wenn (A1) erfüllt ist, existiert
eine abzählbare Umgebungsbasis (Vi)i2N von x, und wie im Beweis von Satz 1.36 dürfen wir anneh-
men, dass Vj ⇢ Vi für alle i, j 2 N mit i < j. Um eine Teilfolge mit Grenzwert x zu konstruieren,
setzen wir i

0

= 1 und wählen induktiv ij > ij�1 für j � 1 so, dass xi
j

2 Vj . Aus Vj ⇢ Vi für
alle i < j folgt xi

k

2 Vj für alle k � j, also konvergiert (xi
j

)j2N gegen x.

Für (4) nehmen wir an, dass U ⇢ O eine beliebige o↵ene Überdeckung ist, und dass (Vi)i2N
eine abzählbare Basis von O ist. Wenn wir eine abzählbare Teilüberdeckung von U konstruieren
können, folgt die Existenz einer endlichen Teilüberdeckung aus der Annahme, dass X abzählbar
kompakt ist. Wir wählen jetzt zu jedem i 2 N eine Menge Ui 2 U [ {;}, so dass Vi ⇢ Ui, falls eine
Menge U 2 U mit Vi ⇢ U existiert, und Ui = ; sonst. Da U eine Überdeckung von X war, muss
dann auch (Ui)i2N eine Überdeckung sein, denn jeder Punkt x 2 X ist in einem U 2 U enthalten,
und es existiert also ein i mit x ⇢ Vi ⇢ U . Elimination aller Indizes i mit Ui = ; liefert eine
höchstens abzählbare Teilüberdeckung von X, nach Voraussetzung existiert also auch eine endliche
Teilüberdeckung. ⇤

Es folgen einige weitere Sätze aus Analysis II, die wir nicht noch einmal beweisen wollen.

1.53. Satz. Für einen metrischen Raum sind die Begri↵e kompakt, abzählbar kompakt und
folgenkompakt äquivalent.

1.54. Satz (Heine-Borel). Eine Teilmenge des Rn ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschränkt ist.

1.55. Satz (Lebesgue). Sei K ⇢ Rn kompakt und sei U eine o↵ene Überdeckung von K. Dann
existiert " > 0, so dass für alle x 2 K ein U 2 U mit B"(x) \K ⇢ U existiert.

Den folgenden Satz wollen wir ebenfalls nicht beweisen.

1.56. Satz (Tychono↵). Sei (Xi,Oi)i2I eine Familie topologischer Räume, dann ist der Pro-
duktraum

Q

i2I(Xi,Oi) genau dann kompakt, wenn alle Räume (Xi,Oi) kompakt sind.

Man beachte, dass die Box-Topologie aus Bemerkung 1.48 diese Eigenschaft o↵ensichtlich nicht
besitzt.

Schließlich führen wir noch den Begri↵ der lokalen Kompaktheit ein.

1.57. Definition. Ein topologischer Raum heißt lokalkompakt, wenn er Hausdor↵sch ist und
jeder Punkt in x eine kompakte Umgebung besitzt.

1.58. Beispiel. Die Räume R und Rn sind lokalkompakt, Q und Qn jedoch nicht.
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Wir benutzen Kompaktheit, um eine interessante und wichtige Topologie auf der Menge C(X,Y )
aller stetigen Abbildungen von X nach Y einzuführen.

1.59. Definition. Seien (X,OX), (Y,OY ) topologische Räume, dann ist die kompakt-o↵ene
Topologie O

ko

auf C(X,Y ) definiert als die Topologie zur Subbasis

S
ko

= {SK,U | K ⇢ X kompakt und U ⇢ Y o↵en}
mit SK,U = {F 2 C(X,Y ) | K ⇢ F�1(U)} .

Wenn der Definitionsbereich lokalkompakt ist, gibt es genug kompakte Mengen, um eine inter-
essante Topologie zu erhalten. Seien X, Y , Z Mengen, dann gibt es eine Bijektion

Abb(X ⇥ Y, Z) ⇠= Abb(X,Abb(Y, Z)) , F 7�! f =
�

x 7! F (x, · ) 2 Abb(Y, Z)
�

.

Die Abbildungen f und F heißen zueinander adjungiert.

1.60. Satz (Exponentialgesetz). Es seien (X,OX), (Y,OY ) und (Z,OZ) topologische Räume,
f : X ! C(Y, Z) eine beliebige Abbildung, und F : X ⇥ Y ! Z dazu adjungiert.

(1) Wenn F stetig ist, ist f : (X,OX)! (C(Y, Z),O
ko

) ebenfalls stetig, wir erhalten also eine
injektive Abbildung

↵ : C
�

X ⇥ Y, Z
�

! C
�

X,C(Y, Z)
�

.

(2) Die Abbildung ↵ ist stetig.
(3) Sei (Y,OY ) lokalkompakt. Dann ist ↵ eine Bijektion.
(4) Es sei (X,OX) Hausdor↵ und (Y,OY ) lokalkompakt. Dann ist ↵ ein Homöomorphismus.
(5) Sei (X,OX) lokalkompakt. Die kompakt-o↵ene Topologie ist auf C(X,Y ) die gröbste Topo-

logie, für die die Auswertungsabbildung

ev : X ⇥ C(X,Y )! Y mit ev(x, g) = g(x)

stetig ist.

Wenn wir Y X anstelle von (C(X,Y ),O
ko

) schreiben, ließt sich (4) als ZX⇥Y ⇠= (ZY )X , daher der
Name

”
Exponentialgesetz“. Die Eigenschaft (5) ist eine Möglichkeit, die kompakt-o↵ene Topologie

zu charaktierisieren.
Die zahlreichen verschiedenen Bedingungen in (1)–(5) sind hässlich. Geht man aber zur Un-

terkategorie der kompakt erzeugten schwachen Hausdor↵-Räume über, so existiert eine Topologie
auf C(X,Y ), für die (1)–(5) ohne weitere Voraussetzungen gelten. Wir lernen später weitere Moti-
vation für diese Unterkategorie kennen.

Beweis. Zu (1) sei F : X ⇥ Y ! Z stetig. Zu zeigen ist, dass

f�1(SK,U ) = {x 2 X | F (x, y) 2 U für alle y 2 K}
für alle kompakten K ⇢ Y und alle o↵enen U ⇢ Z in X o↵en ist. Sei dazu x 2 f�1(SK,U ).
Da F�1(U) ⇢ X ⇥ Y in der Produkttopologie o↵en ist und (x, y) 2 F�1(U) für alle y 2 K,
existieren Vy ⇢ X und Wy ⇢ Y o↵en mit

(x, y) 2 Vy ⇥Wy ⇢ F�1(U) .

Die o↵enen Mengen (Wy)y2K überdecken K, also gibt es endlich viele y
1

, . . . , yk 2 K, so dass

K ⇢Wy
1

[ · · · [Wy
k

.

Dann ist
V = Vy

1

\ · · · \ Vy
k

⇢ X
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o↵en mit x 2 V , und es gilt

V ⇥K ⇢
k
[

i=1

V ⇥Wy
i

⇢
k
[

i=1

Vy
i

⇥Wy
i

⇢ F�1(U) ,

also V ⇢ f�1(SK,U ). Somit ist f�1(SK,U ) ⇢ X o↵en, und f ist stetig.
Zu (2) reicht es, für Subbasismengen SK,W (also K ⇢ X kompakt, W ⇢ C(Y, Z) o↵en) zu

zeigen, dass ↵�1(SK,W ), denn ↵�1 ist mit endlichen Durchschnitten verträglich. Aus dem gleichen
Grund reicht es, für W Subbasismengen einzusetzen, denn für L ⇢ Y kompakt und U , V ⇢ Z o↵en
gilt

SL,U\V =
�

f : Y ! Z
�

� f(L) ⇢ U und f(L) ⇢ V
 

= SL,U \ SL,V .

Die Stetigkeit von ↵ folgt, denn für alle K ⇢ X und L ⇢ Y kompakt und U ⇢ Z o↵en ist auch die
folgende Menge o↵en:

↵�1
�

SK,S
L,U

�

= SK⇥L,U ⇢ C(X ⇥ Y, Z) .

Zu (3) sei jetzt f : X ! C(Y, Z) stetig. Es sei U ⇢ Z o↵en und (x, y) 2 F�1(U). Nach Voraus-
setzung ist f(x) : Y ! Z stetig, also ist

(f(x))�1(U) = {y 2 Y | F (x, y) 2 U} ⇢ Y

o↵en. Da Y lokalkompakt ist, hat y eine kompakte Umgebung K, und K ist normal nach Be-
merkung 1.51 (4), erfüllt also insbesondere (T3). Wie im Beweis von Satz 1.49 (3) besitzt y eine
abgeschlossene Umgebung A ⇢ K \ (f(x))�1(U). Nach Bemerkung 1.51 (1) ist A dann auch kom-
pakt. Da f stetig ist, ist

V = f�1(SA,U )

eine o↵ene Umgebung von x in X. Daraus folgt aber, dass V ⇥ A ⇢ F�1(U) eine Umgebung
von (x, y) in X ⇥ Y ist. Also ist F�1(U) o↵en und F daher stetig.

Zu (4) zeigen wir, dass Mengen der Form SK⇥L,U eine Subbasis von C(X ⇥ Y, Z) bilden. Dann
folgt die O↵enheit von ↵ mit dem gleichen Argument wie in (2). Sei dazu M ⇢ X ⇥ Y kompakt
und U ⇢ Z o↵en, und sei F 2 SM,U . Es reicht, endlich viele Kompakta Ki ⇢ X und Li ⇢ Y , i = 1,
. . . , n zu konstruieren, so dass

F 2
\

SK
i

⇥L
i

,U ⇢ SM,U .

Da X und Y Hausdor↵ sind, sind die Bilder MX ⇢ X, MY ⇢ Y der Projektionen von M ⇢ X ⇥ Y
nach Bemerkung 1.51 (2) wieder kompakt. Daher finden wir zu jedem Punkt (x, y) 2M kompakte
Umgebungen Kx, Ly, so dass Kx ⇥ Ly ⇢ F�1(U), also F 2 SK

x

⇥L
y

,U gilt. Wegen Kompaktheit
von M reichen endlich viele der Produkte Kx ⇥ Ly aus, um M zu überdecken. Daraus ergibt sich
die obige Behauptung.

Zu (5) betrachte die Identität

id : (C(X,Y ),O) �! (C(X,Y ),O
ko

) .

Sie induziert gerade die Abbildung

ev : (C(X,Y ),O)⇥ (X,OX) �! (Y,OY ) .

Also ist ev nach (1), (3) und Bemerkung 1.24 genau dann stetig, wenn O feiner als O
ko

ist. ⇤
1.61. Bemerkung. Es sei jetzt (Y, d) ein metrischer Raum.

(1) Eine Folge (fi)i in C(X,Y ) konvergiert genau dann in der kompakt-o↵enen Topologie
gegen f 2 C(X,Y ), wenn (fi)i gleichmäßig auf Kompakta gegen f konvergiert (oder kurz:
kompakt konvergiert), das heißt, wenn es zu jedem Kompaktum K ⇢ X und jedem " > 0
ein n 2 N mit

d
�

fi(x), f(x)
�

< "
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für alle x 2 K und alle i � n (Übung 1.117).
(2) Sei X lokalkompakt, dann ist Konvergenz in der kompakt-o↵enen Topologie wegen (1)

äquivalent zur lokal gleichmäßigen Konvergenz, das heißt, jeder Punkt x 2 X hat eine
Umgebung, auf der die Folge gleichmäßig konvergiert.

(3) Wenn X sogar kompakt ist, ist Konvergenz in der kompakt-o↵enen Topologie äquivalent
zur gleichmäßigen Konvergenz.

Um gleichmäßige Konvergenz topologisch zu definieren, wenn X nicht kompakt ist, brauchen wir
eine stärkere Struktur als nur eine Topologie auf dem Raum Y .

1.g. Zusammenhang

Wir definieren den Begri↵ des zusammenhängenden Raumes. Für viele Anwendungen benötigen
wir den etwas stärkeren Begri↵ des Wegzusammenhangs.

1.62. Definition. Ein topologischer Raum (X,OX) heißt

(1) zusammenhängend, wenn es keine zwei nichtleeren o↵enen Mengen U , V 2 O gibt mit U [
V = X und U \ V = ;, und

(2) wegzusammenhängend, wenn zu je zwei x, y 2 X ein Weg � von x nach y, das heißt, eine
stetige Abbildung � : [0, 1]! X mit �(0) = x und �(1) = y, existiert.

Bedingung (1) kann man äquivalent mit abgeschlossenen Mengen formulieren.

1.63. Bemerkung. (1) Ein topologischer Raum (X,OX) ist genau dann zusammenhän-
gend, wenn ; und X die einzigen Mengen sind, die zugleich o↵en und abgeschlossen sind.

(2) Es trage Y = {0, 1} die diskrete Topologie. Ein topologischer Raum (X,OX) ist genau
dann zusammenhängend, wenn es keine stetige surjektive Abbildung F : X ⇣ Y gibt.

1.64. Beispiel. Jedes Intervall I ⇢ R ist zusammenhängend. Sei etwa I = U [̇ V mit U ,
V ⇢ (a, b) nichtleer, o↵en und abgeschlossen. Wir fixieren u 2 U und v 2 V , o.B.d.A. sei u < v.
Setze x = inf(V \ [u, v]), dann enthält jede Umgebung von x sowohl Punkte von V als auch von U .
Es folgt

x 2 V \ U = V \ U ,

da sowohl U als auch V abgeschlossen sind, im Widerspruch zu U \ V = ;.

1.65. Satz. (1) Das Bild eines (weg-) zusammenhängenden Raumes unter einer stetigen
Abbildung ist wieder (weg-) zusammenhängend.

(2) Jeder wegzusammenhängende Raum ist zusammenhängend.

Beweis. Sei F : X ! Y stetig. Wenn imF ⇢ Y nicht zusammenhängend ist, dann gibt es
nichtleere, o↵ene Teilmengen U , V ⇢ imF mit imF = U [̇V . Dann sind auch F�1(U) und F�1(V )
nicht leer, o↵en mit X = F�1(U) [̇ F�1(V ). Also ist auch X nicht zusammenhängend.

Sei X wegzusammenhängend und F (x), F (y) zwei beliebige Punkte in imF . Sei � : [0, 1]! X
ein Weg von x nach y, dann ist F � � ein Weg von F (x) nach F (y) in imF . Also ist auch imF
wegzusammenhängend, und es folgt (1).

Zu (2) nehmen wir an, dass es nichtleere, o↵ene und abgeschlossene Teilmengen U , V ⇢ X
mit X = U [̇ V gibt. Wähle x 2 U und y 2 V . Dann kann es keinen Weg � von x nach y geben,
denn ansonsten wäre

[0, 1] = ��1(U) [̇ ��1(V )

mit ��1(U), ��1(V ) nichtleer, o↵en im Widerspruch zu Beispiel 1.64. ⇤
1.66. Definition. Sei (X,OX) ein topologischer Raum, und sei x 2 X.
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(1) Die Vereinigung aller zusammenhängenden Unterräume von X, die x enthalten, heißt die
Zusammenhangskomponente K(x) von x.

(2) Die Menge aller Punkte y, die sich mit x durch einen stetigen Weg � : [0, 1]! X verbinden
lassen, heißt die Wegzusammenhangskomponente von x.

(3) Der Raum X heißt total unzusammenhängend, wenn {x} die Zusammenhangskomponente
von x ist für alle x 2 X.

1.67. Bemerkung. (1) Zusammenhangskomponenten sind immer abgeschlossen, Wegzu-
sammenhangskomponenten jedoch nicht notwendigerweise, siehe Übung 1.118.

(2) Seien x, y 2 X, dann gilt entweder K(x) = K(y) oder K(x) \K(y) = ;, analoges gilt für
Wegzusammenhangskomponenten.

(3) Aus Beispiel 1.64 folgt, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes x in K(x)
enthalten ist.

(4) Für alle x 2 X gilt

K(x) ⇢
\

�

V ⇢ X
�

� x 2 V , V ist o↵en und abgeschlossen
 

.

Gleichheit muss nicht gelten.

1.68.Definition. Ein topologischer Raum (X,OX) heißt lokal (weg-) zusammenhängend, wenn
zu jedem Punkt x und jeder Umgebung U von x eine (weg-) zusammenhängende Umgebung V ⇢ U
von x existiert.

1.69. Bemerkung. Es gibt lokal zusammenhängende, nicht zusammenhängende topologische
Räume, und auch zusammenhängende, nicht lokal zusammenhängende topologische Räume. Wir
werden später in der Regel mit lokal wegzusammenhängenden Räumen arbeiten.

1.h. Quotienten und Verklebung

In Absatz 1.e hatten wir bereits einige Konstruktionen topologischer Räume vorgestellt. Jetzt
wollen wir beliebige Vereinigungen und Quotienten topologischer Räume betrachten, und auch
mehrerer Räume zu einem neuen verkleben.

1.70. Bemerkung. Es sei (Xi,Oi)i2I eine Familie topologischer Räume und X eine Menge.

(1) Gegeben Abbildungen fi : X ! Xi für alle i 2 I, existiert stets eine eindeutige gröbste To-
pologieO aufX, für die alle fi stetig sind. Diese TopologieO heißt die von den fi induzierte
Topologie oder auch Initialtopologie. Beispiele sind die Unterraumtopologie (Satz 1.43 (1)),
die Produkttopologie (Satz 1.46 (1)) sowie die Klumpentopologie, falls I = ;.

(2) Seien umgekehrt Abbildungen fi : Xi ! X für alle i 2 I gegeben, dann existiert stets eine
eindeutige feinste Topologie O auf X, für die alle fi stetig sind. Diese Topologie heißt die
von den fi koinduzierte Topologie oder Finaltopologie. Beispiele sind die Summentopologie
(Satz 1.40 (1)), sowie die diskrete Topologie, falls I = ;.

Die Existenz und Eindeutigkeit ist in jedem Fall zu zeigen, die Argumente sind immer ähnlich denen
in den Beweisen der Sätze 1.40, 1.43 und 1.46. Die Begri↵e

”
Initialtopologie“ und

”
Finaltopologie“

stammen daher, dass man eine Topologie am
”
Beginn“ beziehungsweise

”
Ende“ der betrachteten

”
Pfeile“, also der Abbildungen fi, definiert.

Im Folgenden betrachten wir einige Finaltopologien. Die Quotiententopologie ist dual zur Un-
terraumtopologie. Anstelle einer injektiven Abbildung ◆ : Y ,! X in einen gegebenen topologi-
schen Raum betrachten wir also eine surjektive Abbildung ⇡ : X ⇣ Y von einem gegebenen
Raum (X,OX) auf eine Menge Y . Dabei können mit Y als Quotienten Y = X/ ⇠ nach einer
Äquivalenzrelation ⇠ au↵assen, wobei

x ⇠ y () ⇡(x) = ⇡(y) .
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1.71. Definition. Es sei (X,OX) ein topologischer Raum und ⇡ : X ⇣ Y eine surjektive
Abbildung. Dann definieren wir die Quotiententopologie oder Identifizierungstopologie auf Y durch

OY = {U ⇢ Y | ⇡�1(U) 2 OX} .

Ähnlich wie bei der Summentopologie überlegt man sich, dass OY tatsächlich eine Topologie
ist. Die Quotiententopologie wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert.

1.72. Satz. Es sei (X,OX) ein topologischer Raum und ⇡ : X ⇣ Y eine surjektive Abbildung.

(1) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf Y , für die ⇡ : X ⇣ Y stetig ist.
(2) Die Quotiententopologie ist die einzige Topologie auf Y , für die eine Abbildung f von Y

in einen beliebigen topologischen Raum (Z,OZ) genau dann stetig ist, wenn f �⇡ : X ! Z
stetig ist.

1.73. Bemerkung. Um zu sehen, dass Unterraumtopologie und Quotiententopologie zueinan-
der dual sind, vergleichen wir die zugehörigen Diagramme.

(X,OX)

(Z,OZ) (Y,OY )

◆

F

◆ �F
(X,OX)

(Y,OY ) (Z,OZ)

⇡

f

f �⇡

Das linke Diagramm beschreibt die Situation aus Satz 1.43 (2), das rechte die aus Satz 1.72 (2).

Beweis von Satz 1.72. Damit ⇡ : X ! Y stetig ist, dürfen höchstens Teilmengen U ⇢ Y
mit ⇡�1(U) 2 OX o↵en sein, also gilt (1).

Zu (2) kopieren wir den Beweis von Satz 1.43 (2) und drehen alle Pfeile um. ⇤
1.74. Bemerkung. Sei p : (X,OX) ! Y surjektiv, und OY sei die Quotiententopologie. Wir

untersuchen, welche topologischen Eigenschaften sich von X auf Y vererben.

(1) WennX quasikompakt ist, dann ist auch Y quasikompakt, da Y = p(X). WennX kompakt
und Y Hausdor↵sch ist, dann ist Y auch kompakt, vgl. Übung 1.115.

(2) Wenn X (weg-) zusammenhängend ist, dann ist auch Y (weg-) zusammenhängend. Dies
folgt wiederum aus der Stetigkeit von p und Satz 1.65 (1).

(3) Trennungseigenschaften vererben sich im allgemeinen nicht von X auf Y , wie die Übun-
gen 1.124 und 1.126 zeigen. Insbesondere vererbt sich auch Kompaktheit nicht automa-
tisch.

(4) Auch Abzählbarkeitseigenschaften vererben sich nicht immer, siehe Bemerkung 1.83 unten.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen an die Äquivalenzrelation ⇠ beziehungsweise die Abbil-
dung ⇡ : X ! X/ ⇠ lassen sich einzelne Trennungsaxiome von X auf den Quotienten übertragen.
Diese Sätze helfen uns aber bei den Spezialfällen, die wir als nächstes betrachten wollen, nicht
weiter, daher lassen wir sie hier weg.

Als nächstes wollen wir die Summen- und die Quotiententopologie benutzen, um zwei weitere
universelle Konstruktionen zu erklären. Wir benötigen beide später bei der Konstruktion von CW-
Komplexen.

Seien (X,OX) und (Y,OY ) topologische Räume, sei V ⇢ Y eine Teilmenge, und seien f : V ! X
eine zunächst beliebige Abbildung. Wir betrachten die Menge

X [f Y = (X [̇ Y )/ ⇠ ,

wobei ⇠ die von y ⇠ f(y) für alle y 2 V erzeugte Äquivalenzrelation ist. Hierbei erzeugt jede
Teilmenge S ⇢ M ⇥M eine Äquivalenzrelation R auf M , so dass aRb genau dann gilt, wenn es
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eine Kette a = a
0

, a
1

, . . . , ak = b von Elementen von M mit (ai�1, ai) 2 S oder (ai, ai�1) 2 S
für alle i = 1, . . . , k gibt. Die Punkte in V werden in unserem Fall entlang der Abbildung f an X

”
angeklebt“. Die Quotiententopologie auf X [f Y heißt hier auch

”
Verklebungstopologie“. Man

beachte: die kanonische Abbildung i : X ,! X [f Y ist injektiv, die Abbildung j : Y ! X [f Y im
allgemeinen jedoch nicht.

Ein wichtiger Spezialfall besteht darin, dass f stetig ist. In diesem Fall erfüllt W = X [f Y die
universelle Eigenschaft eines Pushouts.

1.75. Folgerung. Seien (X,OX), (Y,OY ) topologische Räume, V ⇢ Y und f : V ! X stetig.
Der Raum X[f Y trage die Identifizierungstopologie zur Abbildung ⇡ : XtY ⇣ X[f Y . Sei (Z,OZ)
ein weiterer topologischer Raum und g : X ! Z und h : Y ! Z stetig.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung k : X [f Y ! Z mit g = k � i und h = k � j,
wenn g � f = h|V : V ! Z, und k ist in diesem Fall eindeutig.

(2) In diesem Fall ist k stetig.

(Z,OZ)

(Y,OY ) (W,OW )

(V,OV ) (X,OX)
f

j

i

g

h

k

(1.3)

Beweis. Zu (1) existiert stets genau eine Abbildung

k : X t Y ! Z mit k|X = g und k|Y = h ,

da die disjunkte Vereinigung ein Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist. Damit k existiert,
muss k mit der Äquivalenzrelation ⇠ verträglich sein. Das ist äquivalent zu

(g � f)(y) = k(f(y)) = k(y) = h(y) für alle y 2 V .

Sei nun k : X [f Y ! Z eine Abbildung mit g = k � i und h = k � j, dann gilt (k � ⇡)|X = g
und (k � ⇡)|Y = h, und es folgt k = k � ⇡ wegen Satz 1.40 (3). Da ⇡ surjektiv ist, ergibt sich daraus
die Eindeutigkeit von k.

Zu (2) folgern wir nach Satz 1.40 (2), dass k stetig ist. Da k = k � ⇡, folgt aus Satz 1.72 (2) die
Stetigkeit von k. ⇤

Sei jetzt (Xi,Oi)i2N eine gerichtete Familie topologischer Räume, das heißt, es existieren (be-
liebige) Abbildungen fij : Xi ! Xj für alle i < j mit

fjk � fij = fik : Xi ! Xk für alle i < j < k.

Wir betrachten den Kolimes

lim
�!

Xi =
a

i2N
Xi

.

⇠ , (1.4)

wobei
Xi 3 xi ⇠ xj 2 Xj () fik(xi) = fjk(xj) für ein k > i, j.

Die schwache Topologie auf lim�!Xi ist die von den natürlichen Abbildungen gi : Xi ! lim�!Xi

koinduzierte Topologie.
Ein wichtiger Spezialfall besteht darin, dass alle fji stetig sind.
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1.76. Folgerung. Seien (Xi,Oi)i2N topologische Räume und fij : Xi ! Xj stetige Abbildun-
gen mit fik = fjk � fij für alle i < j < k. Sei lim

�!
Xi mit der Identifizierungstopologie zur Ab-

bildung
`

i2NXi ! lim
�!

Xi versehen. Sei (Z,OZ) ein weiterer topologischer Raum und (hi : Xi !
Z)i2N stetige Abbildungen.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung ` : lim
�!

Xi ! Z mit hi = ` � gi für alle i 2 N,
wenn hj � fji = hi : Xi ! Z für alle i 2 N gilt, und ` ist in diesem Fall eindeutig.

(2) In dieser Situation ist ` stetig.

Also erfüllt W = lim
�!

Xi die universelle Eigenschaft eines Kolimes.

(Z,OZ)

(X
0

,O
0

) (X
1

,O
1

) . . .

(W,OW )

f
01

`

g
0

g
1

h
0

h
1

(1.5)

Beweis. Dieser Beweis ist völlig analog zum Beweis von Folgerung 1.75. ⇤
In Wirklichkeit ist die Kolimes-Konstruktion wesentlich allgemeiner und umfasst die universel-

len Eigenschaften in den Diagrammen (1.3) und (1.5) als Spezialfälle.

1.i. CW-Komplexe und topologische Mannigfaltigkeiten

Wir beschreiben jetzt zwei wichtige Klassen topologischer Räume. Die Grundidee bei beiden
Konstruktionen besteht darin, Räume zu konstruieren, die sich in einem gewissen Sinne ähnlich
verhalten wie Rn mit der Standardbasis.

1.77. Definition. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n 2 N ist ein Hausdor↵-
Raum M mit abzählbarer Basis, so daß jeder Punkt p 2 M eine Umgebung U ⇢ M besitzt, die
homöomorph zu Rn ist.

1.78. Beispiel. Die folgenden Räume sind Mannigfaltigkeiten.

(1) Der Raum Rn ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n.
(2) Die Sphäre Sn ⇢ Rn+1 ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Hierzu betrachtet man

die stereographischen Projektion vom Nord- und Südpol (0, . . . , 0,±1) aus auf den Unter-
raum Rn ⇥ {0}.

(3) Jede o↵ene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Hierzu reicht
es zu zeigen, dass o↵ene Teilmengen des Rn lokal homöomorph zu Rn sind. Betrachte dazu
die Abbildung

Br(x)
⇠! Rn mit y 7! 1

r � |y � x| (y � x) .

(4) Sei M ⇢ Rm eine n-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit, dann ist M , versehen mit der
Unterraumtopologie, eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

1.79. Bemerkung. (1) Wir verlangen die Hausdor↵-Eigenschaft (T2), um den Raum aus
Beispiel 1.29 und ähnliche Konstrukte auszuschliessen. Wir verlangen abzählbare Ba-
sen (A2), damit unsere Mannigfaltigkeiten nicht zu groß werden, betrachte dazu etwa
das Produkt aus dem Intervall (0, 1) mit einer überabzählbaren, diskreten Menge. Man
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beachte, dass (A1) und (T1) automatisch erfüllt sind, da jeder Punkt eine Umgebung
homöomorph zu Rn besitzt.

(2) Mannigfaltigkeiten erfüllen (T3), sind also regulär, daher nach dem ersten Metrisationssatz
von Urysohn metrisierbar (siehe Bemerkung 1.37), also insbesondere sogar normal. Sei
etwa A ⇢ M abgeschlossen und p 2 M \ A, dann wählen wir eine zu Rn homöomorphe
Umgebung U ⇢ M von p und betrachten p ⇢ Rn und A \ U ⇢ Rn. Dann existiert r > 0,
so dass Dr(p) \ (A \ U) = ; in Rn. Da M hausdor↵sch und Dr(p) kompakt ist, ist das
Bild K von Dr(p) unter der Inklusion U ,! M kompakt und insbesondere abgeschlossen
nach Bemerkung 1.51 (2) und (5). Daher trennen die o↵enen Mengen K̊ und M \K den
Punkt p von der Menge A.

(3) Wir werden später sehen, dass die Dimension eine lokale Invariante ist: eine o↵ene Teil-
menge des Rn ist zu einer o↵enen Teilmenge des Rm genau dann isomorph, wenn n = m
gilt. Wir verlangen, dass eine Mannigfaltigkeit nur aus Komponenten einer festgelegten
Dimension besteht.

Mit dieser Definition lässt sich zeigen, dass man jede Mannigfaltigkeit in den RN einbetten
kann, wenn N hinreichend groß gewählt wurde.

Der Begri↵ der Mannigfaltigkeit ist jedoch für viele Zwecke zu speziell. Die folgende induktive
Konstruktion liefert hingegen (überraschenderweise) eine Klasse von topologischen Räumen, die
für viele Zwecke allgemein genug ist. Als Referenz verweisen wir auf den Anhang von [H1] und auf
Abschnitt 4.c.

Wir bezeichnen mit Dn = D
1

(0) ⇢ Rn den abgeschlossenen n-dimensionalen Einheitsball, und
mit @Dn = Sn�1 seinen Rand. Hier wie auch im folgenden bezieht sich ein hochgestellter Index
immer auf eine Art Dimension und bezeichnet insbesondere nicht etwa einen Exponenten.

(1) Wir beginnen mit einem diskreten topologischen Raum X0, dem 0-Gerüst oder 0-Skelett,
dessen Punkte wir auch 0-Zellen nennen.

(2) Sei das n� 1-Gerüst Xn�1 bereits induktiv konstruiert, sei In eine beliebige Indexmenge,
und sei

�

'n
i : @D

n ! Xn�1�
i2In

eine Familie stetiger Abbildungen. Definiere die natürliche Abbildung

'n =
[

i

'n
i :
a

i

@Dn ! Xn�1 mit
⇣

[

i

'n
i

⌘

(i, x) = 'n
i (x) .

Dann konstruieren wir das n-Gerüst Xn, indem wir #In-viele Kopien von Dn mit Xn�1

entlang der Abbildung �n verkleben wie in Folgerung 1.75:

Xn =
⇣

a

i2In
Dn
⌘

[�n Xn�1 .

Somit erhalten wir auf die Xn die Quotiententopologie bezüglich einer Projektionsabbil-
dung

⇣

Xn�1 t
`

i2In D
n , Ot

⌘

⇧

n

����!
�

Xn,OXn

�

. (1.6)

(3) Wir können entweder nach endlich vielen Schritten aufhören mit X = Xn, oder diesen
Prozess für alle n 2 N

0

fortsetzen, in diesem Fall setzen wir

X = lim
�!

Xn

wie in Folgerung 1.76, und erhalten wiederum eine Quotiententopologie bezüglich
a

n2N
0

�

Xn,OXn

�

�⇣
�

X,OX
�

.
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Als Menge ist X die aufsteigende Vereinigung der Räume X0 ⇢ X1 ⇢ . . .

In X gehört zu jedem i 2 In eine charakteristische Abbildung

�n
i : D

n ! Xn ,! X ,

die die Verklebeabbildung 'n
i : S

n�1 ! Xn�1 fortsetzt, und �n
i |Bn ist ein Homöomorphismus

von Bn auf sein Bild eni = �n
i (B

n).
Aus den Definitionen der Verklebungstopologie folgt induktiv, dass eine Teilmenge U\Xn genau

dann in Xn o↵en ist, wenn alle (�j
i )
�1(U) ⇢ Dj o↵en sind für alle j  n und i 2 Ij . Für n = 0

ist das klar, da X0 die diskrete Topologie trägt. Im Induktionsschritt ist U \Xn genau dann o↵en,
wenn das für U \Xn�1 und (�n

i )
�1(U) für alle i 2 In gilt, also genau dann, wenn (�j

i )
�1(U) ⇢ Dj

o↵en sind für alle j  n und i 2 Ij .
Nach Definition der Kolimes-Topologie ist U ⇢ X o↵en, wenn U \ Xn in Xn o↵en ist für

alle n, wenn also alle (�n
i )
�1(U) o↵en sind. In der obigen Argumentation können wir

”
o↵en“ überall

durch
”
abgeschlossen“ ersetzen. Insgesamt können wir also X als einen großen Quotienten schreiben

bezüglich der Vereinigung aller charakteristischen Abbildungen

`

n2N
0

`

i2In
�

Dn,ODn

�

S
n2N

0

S
i2I

n

�

n

i��������������!
�

X,OX
�

. (1.7)

Nach Definition 1.71 sind dann die folgenden drei Aussagen äquivalent:

(1) Die Menge X trägt die CW-Topologie O
CW

.
(2) Eine Teilmenge U ⇢ X ist genau dann o↵en, wenn (�n

i )
�1(U) ⇢ Dn in der üblichen

Topologie o↵en ist für alle n 2 N
0

und alle i 2 In.
(3) Eine Teilmenge A ⇢ X ist genau dann abgeschlossen, wenn (�n

i )
�1(A) ⇢ Dn in der

üblichen Topologie abgeschlossen ist für alle n 2 N
0

und alle i 2 In.

Die übliche Topologie auf Dn ist hier einfach die Unterraum-Topologie zu Dn ⇢ Rn.

1.80. Definition. Ein so konstruierter topologischer Raum X heißt Zellkomplex oder CW-
Komplex. Die Teilmenge Xn ⇢ X heißt n-Gerüst (n-Skelett) von X. Die Abbildungen

'n
i : S

n�1 ! Xn�1 ,! X

heißen Verklebeabbildungen, die

�n
i : D

n ! Xn ,! X

charakteristische Abbildungen. Man nennt eni = �n
i (B

n) eine n-Zelle und ēni = �n
i (D

n) eine abge-
schlossene n-Zelle von X.

Die Buchstaben
”
CW“ stehen für closure finite, weak topology, siehe unten.

1.81. Beispiel. Die folgenden Räume sind CW-Komplexe:

X = Sn mit X0 = · · · = Xn�1 = pt , Xn = · · · = Sn ;

oder mit Xj = Sj für j  n , Xn = · · · = Sn ;

X = R mit X0 = Z , X1 = · · · = R ;

X = R2 mit X0 = Z2 , X1 = Z⇥ R [ R⇥ Z , X2 = · · · = R2 ;

X = Rn mit X0 = Zn , . . . , Xn = · · · = Rn ;

Das erste Beispiel zeigt, dass ein gegebener topologischer Raum auf (viele) verschiedene Weisen als
CW-Komplex geschrieben werden kann.
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Wir geben exemplarisch charakteristische Funktionen für die ersten zwei CW-Strukturen auf Sn

an. Für die erste wählen wir �0({0}) = en+1

2 Sn ⇢ Rn+1 und

�n(v) =

0

@

sin(⇡ |v|) v

|v|
� cos(⇡ |v|)

1

A 2 Sn ⇢ Rn+1 ⇠= Rn � R .

Für die zweite CW-Stuktur setzen wir beispielsweise

�j
±(v) =

0

@

v
±
p

1� |v| 2
0

1

A 2 Sj ⇥ {0} = Sn \ Rj+1 ⇢ Rn+1 ⇠= Rj � R� Rn�j

für alle j  n und alle v 2 Dj .

Wir wollen jetzt einige grundlegende Fakten über CW-Komplexe zusammenstellen.

1.82. Bemerkung. Sei X = lim�!Xn ein CW-Komplex, dann ist die Verklebungstopologie
auf Xn gleich der von X induzierten Unterraumtopologie für alle n. Es reicht zu zeigen, dass
Teilmengen A ⇢ Xn als Teilmengen vonXn genau dann abgeschlossen sind, wenn sie als Teilmengen
von X abgeschlossen sind. Nach Definition 1.71 der Quotiententopologie heißt das

(�m
i )�1(A) ⇢ Dm abgeschlossen für alle m  n und alle i 2 Im

() (�m
i )�1(A) ⇢ Dm abgeschlossen für alle m 2 N

0

und alle i 2 Im .

Die Richtung
”
(“ ist klar. Zu

”
)“ schließen wir durch Induktion über m: Wenn A ⇢ Xm�1

abgeschlossen ist, dann ist

(�m
i )�1(A) = ('m

i )�1(A) ⇢ Sm�1 ⇢ Dm

abgeschlossen in Sm�1 wegen der Stetigkeit der Verklebeabbildungen 'n
i , und in Dm, da Sm�1 ⇢

Dm abgeschlossen ist. Also ist A in Xm ebenfalls abgeschlossen, und damit auch in X. Somit
trägt Xn die von X = lim�!Xn induzierte Unterraumtopologie.

1.83. Bemerkung. CW -Komplexe erfüllen nicht automatisch das erste Abzählbarkeitsaxiom
(A1) und sind daher auch nicht immer metrisierbar, siehe Beispiel 1.34 (2). Als Beispiel betrachten
wir einen CW -Komplex mit 0-Skelett

X0 = N [̇ {⇤} .

Wir wählen I1 = N und definieren Verklebefunktionen

'1

n : {�1, 1}! X0 mit '1

n(�1) = ⇤ und '1

n(1) = n .

Unser CW -Komplex X = X1 sieht also aus wie ein Stern mit abzählbar vielen Zacken. Äquivalent
schreiben wir

X = ([�1, 1]⇥ N)/ ⇠ ,

wobei (�1,m) ⇠ (�1, n) für alle m, n 2 N, während alle anderen Punkte nur zu sich selbst
äquivalent sind. Da der Raum [�1, 1]⇥N sogar das zweite Abzählbarkeitsaxiom (A2) erfüllt, erhalten
wir auch ein Gegenbeispiel zu Bemerkung 1.74 (4). Im Beweis unten werden wir auch sehen, dass
die CW-Topologie auf X echt feiner ist als die metrische Topologie, bei der wir X als Vereinigung
radialer Strecken in einem Vektorraum mit der französischen Eisenbahnmetrik aus Übung 1.95
au↵assen; dazu wählen wir etwa Un = B

1/n(⇤).
Es sei (Un)n2N eine Folge von Umgebungen von ⇤ in X. Mit Hilfe eines Diagonalarguments

konstruieren wir eine o↵ene Umgebung V von ⇤ in X, so dass kein Un ganz in V enthalten ist.
Damit zeigen wir, dass ⇤ keine abzählbare Umgebungsbasis besitzt, dass (A1) also verletzt ist.
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Nach Definition der Quotiententopologie reicht es,

(�1

n)
�1(V ) ⇢ [�1, 1]

für alle n als o↵ene Umgebung von �1 = (�1

n)
�1(⇤) anzugeben. Da [�1, 1] insbesondere (T3) erfüllt,

finden wir (wie im Beweis von Satz 1.49 (3)) eine o↵ene Umgebung Vn von �1 in [�1, 1] mit

V n ⇢
�

(�1

n)
�1(Un)

��
.

Für die o↵ene Menge

V =
[

n2N
�1

n(Vn) ⇢ X

gilt o↵ensichtlich Un 6⇢ V für alle n wie gewünscht, denn

(�1

n)
�1(Un) 6⇢ (�1

n)
�1(V ) .

1.84. Satz. CW-Komplexe sind normal.

Beweis. Sei X = lim�!Xn ein CW-Komplex. Zu zeigen ist, dass (T1) und (T4) gelten,
und (T1) ist äquivalent dazu, dass Punkte in X abgeschlossen sind.

Sei also x 2 X. Da X = lim�!Xn, existiert genau ein n
0

2 N
0

mit x 2 Xn
0 \Xn

0

�1. Da

Xn
0 \Xn

0

�1 =
a

i2In0

en0

i ,

liegt x in genau einer Zelle en0

i
0

. Wir betrachten Xn
0 als Quotienten wie in (1.6), dann ist das

Urbild {x} gerade ein Punkt in einer Kopie vonDn
0 und somit abgeschlossen inXn

0 nach Definition
der Quotiententopologie.

Wie in Bemerkung 1.82 folgt aus der Stetigkeit der Verklebeabbildungen induktiv, dass {x}
in Xn abgeschlossen ist für alle n > n

0

. Jetzt können wir aus der Definition der Quotiententopologie
in (1.7) darauf schließen, dass {x} ⇢ X abgeschlossen ist. Da x 2 X beliebig war, gilt also (T1).

Wir zeigen jetzt, dass auch (T4) erfüllt ist. Dazu seien A, B ⇢ X abgeschlossen. Wir konstru-
ieren induktiv o↵enen Mengen Un, V n ⇢ Xn mit

A \Xn ⇢ Un , B \Xn ⇢ V n und Un \ V n = ; . (*)

Für n = 0 können wir U0 = A\X0 und V 0 = B\X0 wählen. Danach wählen wir in jedem weiteren
Schritt für n > 0 o↵ene Mengen Un und V n ⇢ Xn, die (*) erfüllen sowie

Un \Xn�1 = Un�1 und V n \Xn�1 = V n�1 . (**)

Aus der Definition der schwachen Topologie und (*), (**) folgt, dass die Mengen

U =
[

n2N
0

Un und V =
[

n2N
0

V n

in X o↵en sind mit A ⇢ U , B ⇢ V und U \ V = ;, womit (T4) vorbehaltlich der Konstruktion
der Un, V n bewiesen ist.

Um Un und V n aus Un�1 und V n�1 zu konstruieren, können wir Un \ eni für jede Zelle eni 2
Xn \Xn�1 einzeln konstruieren. Wir betrachten dazu die Mengen

An
i =

�

�n
i

��1
(A) , Bn

i =
�

�n
i

��1
(B) ⇢ Dn ,

und Mn
i =

�

'n
i

��1
(Un�1) , Nn

i =
�

'n
i

��1
(Un�1) ⇢ @Dn = Sn�1 ,

dabei sind An
i und Bn

i abgeschlossen. Sei d die euklidische Metrik auf Dn ⇢ Rn. Nach dem Satz 1.54
von Heine-Borel ist Dn kompakt, also auch alle abgeschlossenen Teilmengen. Da

Mn
i \Bn

i = Nn
i \An

i = ; ,
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folgt aus der Kompaktheit von An
i , B

n
i , M

n
i und Nn

i , dass

"ni =
1

2
min

n

inf
x2Mn

i

inf
y2Bn

i

d(x, y) , inf
x2Nn

i

inf
y2An

i

d(x, y) , 1
o

=
1

2
min

�

d(Mn
i , B

n
i ), d(A

n
i , N

n
i ), 1

 

> 0 .

Wir erhalten also o↵ene Teilmengen Pn
i , Q

n
i ⇢ Dn der Gestalt

Pn
i =

⇢

x 2 Dn

�

�

�

�

x

|x| 2Mn
i und |x| > 1� "ni

�

und Qn
i =

⇢

x 2 Dn

�

�

�

�

x

|x| 2 Nn
i und |x| > 1� "ni

�

mit

Pn
i \ Sn�1 = Mn

i , Qn
i \ Sn�1 = Nn

i , und Pn
i \Bn

i = Qn
i \An

i = Pn
i \Qn

i = ; .
Schliesslich benutzen wir die Normalität der o↵enen Kreisscheibe Bn, um o↵ene Mengen Rn

i , T
n
i ⇢

Bn zu konstruieren, so dass

Rn
i � An

i \Bn , ; = Rn
i \Qn

i [Bn
i ,

Tn
i � Bn

i \Bn , und ; = Tn
i \ Pn

i [Rn
i .

Da
�

Pn
i [Rn

i

�

\ @Dn =
�

'n
i

��1
(Un�1) und

�

Qn
i [ Tn

i

�

\ @Dn =
�

'n
i

��1
(V n�1) ,

können wir jetzt Un und V n so definieren, dass

(�n
i )
�1(Un) = Pn

i [Rn
i und (�n

i )
�1(V n) = Qn

i [ Tn
i

für alle i o↵en ist und (*) und (**) erfüllt. ⇤
1.85. Definition. Ein Unterkomplex Y eines CW-Komplexes X ist ein abgeschlossener Unter-

raum, der aus einer Vereinigung von Zellen von X besteht. Ein CW-Komplex heißt endlich, wenn
er aus endlich vielen Zellen besteht.

Da einzelne n-Zellen eni für n > 0 selbst nicht abgeschlossen sind, gehören auch alle Zellen, die
vom Rand von ēni getro↵en werden, mit zum Unterkomplex. Insbesondere sind Unterkomplexe selbst
wieder CW-Komplexe, und man kann sich wie in Bemerkung 1.82 überzeugen, dass die Unterraum-
topologie eines Unterkomplexes Y ⇢ X mit seiner CW-Komplex-Topologie übereinstimmt, indem
man induktiv die CW-Topologie auf Y n mit der Unterraumtopologie von Y n ⇢ Xn vergleicht.

Um einem möglichen Missverständnis vorzubeugen, weisen wir darauf hin, dass der Abschluss
einer Zelle eni nicht notwendigerweise ein Unterkomplex von X ist, genausowenig ihr Rand @eni ⇢
Xn�1 (obwohl das in vielen Beispielen durchaus so sein wird).

1.86. Satz. Ein Unterraum A eines CW-Komplexes X ist genau dann kompakt, wenn er abge-
schlossenen und in einem endlichen Unterkomplex von X enthalten ist.

Beweis.

”
(=“: Jede abgeschlossene Zelle ēni = �n

i (D
n) ist als Bild einer kompakten Menge in

einem Hausdor↵-Raum kompakt, siehe Bemerkung 1.51 (2). Ein endlicher Unterkomplex ist eine
endliche Vereinigung abgeschlossener Zellen, und daher immer noch kompakt. Eine abgeschlossene
Teilmenge eines endlichen Unterkomplexes ist auch in X abgeschlossen und daher nach Bemer-
kung 1.51 (1) kompakt.

”
=)“: Sei K ⇢ X kompakt, dann ist K abgeschlossen nach Bemerkung 1.51 (5). Für die andere

Richtung zeigen wir als nächstes, dass eine kompakte Teilmenge K ⇢ X höchstens endlich viele
o↵ene Zellen tre↵en kann. Falls das nicht der Fall sein sollte, wählen wir abzählbar unendlich viele
Punkte xj 2 K mit j 2 N

0

, die in paarweise verschiedenen Zellen liegen. Durch Induktion über n
wie im Beweis von Satz 1.84 konstruieren wir o↵ene Mengen Un

j ⇢ Xn mit xj 2 Un
j falls xj 2 Xn,
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und Un
j = ; sonst. Hierbei ist Un

j das Bild eines kleinen Balles in Bn, falls xj 2 eni liegt, und
ansonsten wählen wir Un

j so, dass

�

�n
i

��1�
Un
j

�

=

⇢

x 2 Dn

�

�

�

�

x

|x| 2
�

'n
i

��1�
Un�1
j

�

und |x| > 1� "ni
�

für ein hinreichend kleines "ni > 0. Anschliessend setzen wir Uj =
S

n U
n
j .

Die Menge U
0

= X \ {x
1

, x
2

, . . . } ist ebenfalls o↵en, da man zu x
0

2 U
0

analog zur Kon-
struktion der Uj eine o↵ene Umgebung von x

0

in U
0

finden kann. Dann wird K überdeckt von den
o↵enen Mengen (Uj)j2N

0

, es existiert jedoch keine endliche Teilüberdeckung, da xj jeweils nur in Uj

enthalten ist, Widerspruch. Also kann K nur endlich viele o↵ene Zellen tre↵en.
Es bleibt zu zeigen, dass der Abschluss jeder einzelnen Zelle eni in einem endlichen Unterkomplex

enthalten ist. Wir beweisen das durch Induktion über n. Der Rand @eni = 'n
i (S

n�1) einer Zelle eni ist
ein kompakter Unterraum vonXn�1 und tri↵t daher nur endlich viele o↵ene Zellen der Dimension <
n, von denen jede nach Induktion in einem endlichen Unterkomplex enthalten ist. Durch Ankleben
von eni an die endliche Vereinigung dieser endlichen Unterkomplexe erhält man einen endlichen
Komplex, der eni und damit auch eni enthält. ⇤

Aus der Kompaktheit von Dn folgt also insbesondere, dass das Bild eni von �n
i nur endlich

viele Zellen tri↵t (daher
”
closure finite“). Mit

”
weak topology“ ist die im dritten Schritt auf X

definierte Topologie gemeint, bzw. die durch (1.7) definierte Quotiententopologie. Dadurch lassen
sich CW-Komplexe sogar charakterisieren.

1.87. Satz (ohne Beweis, siehe [H1]). Sei X ein Hausdor↵-Raum und (�n
i : D

n ! X)n2N
0

,i2In
für jedes n eine Familie stetiger Abbildungen. Dann sind die Abbildungen �n

i genau dann die cha-
rakteristischen Abbildungen eines CW-Komplexes auf X, wenn

(1) die Einschränkungen �n
i |Bn allesamt Homöomorphismen auf ihre Bilder eni sind, und X

als Menge die disjunkte Vereinigung aller eni ist,
(2) die Bilder der �n

i |@Dn jeweils nur endlich viele Zellen tre↵en,
(3) und eine Menge A ⇢ X genau dann abgeschlossen ist, wenn (�n

i )
�1(A) ⇢ Dn für alle n

und alle i 2 In abgeschlossen ist.

Der Vollständigkeit halber definieren wir eine besondere Klasse von stetigen Abbildungen zwi-
schen CW-Komplexen, die besonders schön mit der CW-Struktur verträglich ist.

1.88. Definition. Seien X und Y zwei CW-Komplexe. Eine stetige Abbildung F : X ! Y
heißt zellulär, wenn F (Xn) ⇢ Y n für alle n 2 N

0

gilt.

Das folgende technische Resultat wird später noch benötigt.

1.89. Proposition. Es sei X ein CW -Komplex und Y lokalkompakt, dann ist die Produktto-
pologie auf X ⇥ Y gerade die Quotiententopologie zur Abbildung

`

n2N
0

`

i2In D
n ⇥ Y

S
n

S
i

�

n

i

⇥idy���������! X ⇥ Y .

Beweis. Es bezeichne Ou die Produkt- und O⇣ die Quotiententopologie auf X ⇥ Y . Aus der
Stetigkeit von

⇡X � (�n
i ⇥ idY ) = �

n
i � ⇡Dn : Dn ⇥ Y �! X

und ⇡Y � (�n
i ⇥ idY ) = ⇡Y : Dn ⇥ Y �! Y
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folgt mit den charakteristischen Eigenschaften aus Satz 1.46 (2) und Satz 1.72 (2) auch die Stetigkeit
von

�n
i ⇥ idY : Dn ⇥ Y �! (X ⇥ Y,Ou)

und idX⇥Y : (X ⇥ Y,O⇣) �! (X ⇥ Y,Ou) .
Für einen beliebigen topologischen Raum folgt aus Satz 1.60 (1) und (3), dass

F : (X ⇥ Y,Ou) �! Z

genau dann stetig ist, wenn die zugehörige Abbildung

f : X �! (C(Y, Z),O
ko

)

stetig ist. Aber das ist nach Satz 1.72 (2) äquivalent zur Stetigkeit von

f � �n
i : D

n �! (C(Y, Z),O
ko

)

für alle n 2 N
0

, i 2 In, also wiederum mit Satz 1.60 zur Stetigkeit von

F � (�n
i ⇥ idY ) : D

n ⇥ Y �! Z .

Nach Definition der Quotiententopologie sind für Z = (X ⇥ Y,O⇣) alle Abbildungen

�n
i ⇥ idY : Dn ⇥ Y �! (X ⇥ Y,O⇣)

stetig, also nach dem obigen auch

idX⇥Y : (X ⇥ Y,Ou) �! (X ⇥ Y,O⇣) . ⇤
1.90. Bemerkung. Es ist wichtig, dass Y lokalkompakt ist in der obigen Proposition. Seien

etwa X und Y zwei beliebige CW -Komplexe mit charakteristischen Abbildungen �n
i und  m

j . Dann
erhalten wir eine CW -Struktur auf der Menge X ⇥ Y mit charakteristischen Abbildungen

Dn⇥m ⇠����! Dn ⇥Dm
�

n

i

⇥ m

j�����! X ⇥ Y .

Dann ist die CW -Topologie auf X ⇥ Y im allgemeinen feiner als die Produkt-Topologie.

Mit Hinblick auf eine Anwendung im nächsten Kapitel wollen wir uns überlegen, dass CW-
Komplexe lokal zusammenziehbar sind.

1.91. Definition. Ein topologischer Raum X heißt zusammenziehbar, wenn es eine stetige
Abbildung H : X ⇥ [0, 1]! X und einen Punkt x

0

2 X gibt, so dass

H(x, 0) = x und H(x, 1) = x
0

für alle x 2 X gilt.
Ein topologischer Raum X heißt lokal zusammenziehbar, wenn jede Umgebung U eines Punk-

tes x eine Umgebung V von x enthält, die sich auf x zusammenziehen lässt.

1.92. Bemerkung. (1) Zum Beispiel ist Bn zusammenziehbar mit

x
0

= 0 und H(x, t) = (1� t)x 2 Bn für alle x 2 Bn und alle t 2 [0, 1] .

(2) Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal homöomorph zu Rn, und daher ebenfalls lo-
kal zusammenziehbar. Sei etwa U eine beliebige Umgebung von x 2 M , und sei V eine
zu Rn homöomorphe Umgebung von x. Dann ist U \V zu einer o↵enen Teilmenge des Rn

homöomorph, enthält also einen zusammenziehbaren Ball um x.
(3) Jeder zusammenziehbare Raum X ist wegzusammenhängend, denn für alle x 2 X ist t 7!

H(x, t) ein Weg von x zum festen Punkt x
0

.

1.93. Satz. CW-Komplexe sind lokal zusammenziehbar.
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Beweis. Sei X ein CW-Komplex, sei x
0

2 en0

i
0

⇢ Xn
0 \Xn

0

�1, und sei U ⇢ X eine Umgebung
von x

0

. Sei V n
0 ⇢ U \ Xn

0 das Bild eines kleines Balles in Bn
0 unter der charakteristischen

Abbildung �n
0

i
0

, beziehungsweise V 0 = {x
0

} für den Fall dass n
0

= 0 und x 2 X0. Dann konstruieren
wir induktiv o↵ene Mengen V n ⇢ U \Xn mit V n \Xn�1 = V n�1 für alle n > n

0

, wobei wieder

�

�n
i

��1
(V n) =

⇢

x 2 Dn

�

�

�

�

x

|x| 2
�

'n
i

��1�
V n�1
j

�

und |x| > 1� "ni
�

⇢
�

�n
i

��1
(U)

für ein hinreichend kleines "ni 2 (0, 1). Anschliessend setzen wir V =
S

V n.
Wir können jetzt eine Abbildung H wie in Definition 1.91 definieren, indem wir — begin-

nend mit der
”
höchsten“ Dimension — Punkte innerhalb einer Zelle auf ihren Rand projizie-

ren. Da Zellen beliebig hohe Dimension haben können, müssen wir vorsichtig sein. Wir definieren
zunächst Hn : V n ⇥ [0, 1]! V n für n > n

0

durch

Hn
�

�n
i (x), t

�

= �n
i

✓

x

|x|t
◆

für alle x 2 V n \ eni . Hier nutzen wir aus, dass "ni < 1, also |x| > 0 für alle x 2 (�n
i )
�1(V n).

O↵ensichtlich gilt also

Hn
�

V n, 1
�

⇢ V n�1 und Hn(x, t) = x für alle x 2 V n�1 .

Außerdem definieren wir Hn
0 : V n

0 ⇥ [0, 1]! V n
0 durch

Hn
0

�

�n
0

i
0

(x), t
�

= �n
0

i
0

⇣

(1� t)x+ t
�

�n
0

i
0

��1
(x

0

)
⌘

.

Wir schreiben Pn = H( · , 1) : V n ! V n�1 und definieren H : V ⇥ [0, 1]! V für x 2 V n durch

H(x, t) =

(

x für 0  t  2n0

�n�1, und

Hn0�
(Pn0

+1 � · · · � Pn)(x), 2n
0
+1�n

0 t� 1
�

für 2n0

�n0�1  t  2n0

�n0
.

Dann ist H die gewünschte Abbildung. Für die Stetigkeit von H reicht nach Proposition 1.89 und
Satz 1.72 (2), dass H(�n

i ( · ), · ) : Dn ⇥ [0, 1] ! X für alle n 2 N
0

und alle i 2 In stetig ist. Wir
schreiben [0, 1] als CW-Komplex mit den 1-Zellen

[0, 1] =
⇥

0, 2n0

�n�1⇤ [
⇥

2n0

�n�1, 2n0

�n⇤ [ · · · [
⇥

2�1, 20
⇤

und benötigen mit dem gleichen Argument nur die Stetigkeit von H(�n
i ( · ), · ) auf dem Produkt

von Dn mit den einzelnen Teilintervallen, aber die folgt direkt aus der Konstruktion der Hn und H.
Man beachte, dass wir trotz beliebig hoher

”
Kontraktionsgeschwindigkeiten“ nahe t = 0 aufgrund

der Quotiententopologie auf X keine Probleme mit der Stetigkeit bei t = 0 bekommen. ⇤
1.94. Folgerung (aus Satz 1.93). Sei X ein CW-Komplex, dann sind die folgenden Aussagen

äquivalent.

(1) X ist zusammenhängend.
(2) X ist wegzusammenhängend.
(3) X1 ist zusammenhängend.
(4) X1 ist wegzusammenhängend.

Beweis. (1) =) (2). Sei x 2 X, und sei Zx die Wegzusammenhangskomponente von x. Da X
lokal zusammenziehbar ist, folgt:

(1) Zx ist o↵en, denn alle z 2 Zx haben eine zusammenziehbare Umgebung U . Sei H : U ⇥
[0, 1] ! U die Kontraktion, dann ist t 7! H(z, t) ein Weg von y nach z 2 U . Also kann
jeder Punkt z 2 U mit y, also auch mit x verbunden werden.
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(2) Zx ist abgeschlossen, denn sei y 2 Zx, und sei U eine zusammenziehbare Umgebung von y,
dann gibt es einen Punkt in U \ Zx, der sowohl mit x als auch mit y durch einen Weg
verbunden werden kann, also kann auch x mit y durch einen Weg verbunden werden.

Somit ist Zx o↵en, abgeschlossen und nicht leer. Wenn X zusammenhängend ist, folgt X = Zx,
somit ist X auch wegzusammenhängend.

Da jeder wegzusammenhängende Raum nach 1.65 (2) zusammenhängend ist, folgt also (1)()
(2). Da X1 selbst ein CW-Komplex ist, folgt auch (3)() (4).

(1) =) (3). Wir nehmen an, dassX1 nicht zusammenhängend sei. Dann existiert eine o↵ene und
abgeschlossene Menge ; 6= A1 6= X1 mit o↵enem und abgeschlossenen Komplement ; 6= B1 6= X1,
und An und Bn sind sogar Unterkomplexe, da abgeschlossene Zellen zusammenhängend sind.

Wir zeigen induktiv, dass Xn nicht zusammenhängend ist, indem wir nichtleere abgeschlossene
Mengen An und Bn mit

An \Xn�1 = An�1 , Bn \Xn�1 = Bn�1 , und Xn = An [̇Bn (*)

angeben. Betrachte dazu 'n
i : S

n�1 = @Dn ! Xn�1 für i 2 In. Da Sn�1 zusammenhängend ist
für n � 2, ist auch 'n

i (S
n�1) zusammenhängend, und somit gilt entweder @eni = 'n

i (S
n�1) ⇢ An�1

oder @eni ⇢ Bn�1. Wir können jetzt Unterkomplexe ; 6= An, Bn ⇢ Xn definieren durch

An = An�1 [
[

i2In
@en

i

⇢An�1

ēni und Bn = Bn�1 [
[

i2In
@en

i

⇢Bn�1

ēni ,

und es gilt (*). Ausserdem sind An, Bn als Unterkomplexe abgeschlossen. Schliesslich folgt

X = A [̇B mit A =
[

n2N
0

An und B =
[

n2N
0

Bn ,

und A und B sind beide abgeschlossen und nicht leer, also ist auch X nicht zusammenhängend.
(4) =) (2). Sei jetzt X1 wegzusammenhängend, und sei x 2 X0. Wir zeigen induktiv, dass Xn

auch wegzusammenhängend ist. Sei also y 2 Xn, dann suchen wir einen Weg von y nach x. Falls y 2
Xn�1, sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig.

Ansonsten ist y = �n
i (y0) mit y

0

2 Dn. Wir wählen z
0

2 Sn�1 = @Dn und erhalten einen Weg

s 7! �n
i

�

(1� s) y
0

+ s z
0

�

von y nach z = �n
i (z0) 2 Xn�1, und somit auch einen Weg von y nach x nach Induktionsvoraus-

setzung. Damit ist Xn dann auch wegzusammenhängend.
Seien schliesslich x, y 2 X beliebig, dann existiert ein N > 0 mit x, y 2 XN , und somit lassen

sich x, y durch einen Weg in XN ⇢ X verbinden. ⇤

1.j. Übungen zu Kapitel 1

Übungen zu Abschnitt 1.a.

1.95. ¨

Ubung. Die Metrik der französischen Eisenbahnen. Sei (V, k · k) ein normierter Vektor-
raum. Man setze

df (x, y) =

(

ky � xk falls x und y kollinear, und

kxk+ kyk sonst.

Zeigen Sie:

(1) (V, df ) ist ein metrischer Raum.
(2) Sei dn(x, y) = ky � xk die übliche Metrik. Die Identität idV : (V, df ) ! (V, dn) ist stetig,

nicht jedoch idV : (V, dn)! (V, df ).
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1.96. ¨Ubung. Seien (X, d), (Y, d0) metrische Räume und ↵ 2 (0, 1]. Eine Abbildung F : (X, d)!
(Y, d0) heißt ↵-Höldersch, falls eine Konstante C > 0 existiert, so dass für alle x, y 2 X gilt:

d0
�

F (x), F (y)
�

 C d(x, y)↵ .

1-Höldersche Abbildungen heissen auch Lipschitzsch. Zeigen Sie, dass jede ↵-Höldersche Abbildung
stetig ist.

1.97. ¨Ubung. Sei p eine Primzahl. Jede rationale Zahl q 6= 0 lässt sich eindeutig schreiben als

q = pr
a

b
,

mit r, a, b 2 Z, b > 0, so dass p, a und b paarweise teilerfremd sind. In diesem Fall definieren wir
die p-adische Bewertung von q durch kqkp = p�r und k0kp = 0. Dadurch wird die p-adische Metrik

dp(x, y) = ky � xkp
auf Q induziert.

(1) Zeigen Sie, dass dp wirklich eine Metrik ist, also die Axiome (1)–(3) aus Definition 1.1
erfüllt.

(2) Zeigen Sie, dass eine verschärfte Dreiecksungleichung gilt:

dp(x, z)  max{dp(x, y), dp(y, z)} ,

und
”
<“ kann nur auftreten, wenn dp(x, y) = dp(y, z) gilt.

(3) Folgern Sie daraus: Für alle x, y 2 (Q, dp) und alle ", � > 0 seien B�(x) und B"(y)
metrische Bälle bezüglich dp, dann sind B�(x) und B"(y) entweder disjunkt, oder einer der
beiden Bälle enthält den anderen.

1.98. ¨

Ubung. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei (xi)i2N
0

eine Folge in X. Zeigen Sie:
die Folge xi konvergiert genau dann gegen x 2 X, wenn es zu jeder Umgebung U von x in X
ein n

0

2 N
0

gibt, so dass xi 2 U für alle i � n
0

.

1.99. ¨Ubung. Seien (X, d) und (Y, d0) metrische Räume, und sei x 2 X. Zeigen Sie: eine Abbil-
dung F : (X, d) ! (Y, d0) ist genau dann stetig am Punkt x, wenn die Urbilder aller Umgebungen
von F (x) in Y wiederum Umgebungen von x sind.

Übungen zu Abschnitt 1.b.

1.100. ¨Ubung. Sei X eine beliebige Menge, und sei

O = {U ⇢ X
�

� X \ U ist eine endliche Menge } [ {;} ⇢ PX .

Zeigen Sie, dass O eine Topologie auf X definiert. Diese Topologie heißt auch die koendliche Topo-
logie.

1.101. ¨

Ubung. Die folgende Konstruktion ist wichtig in der algebraischen Geometrie. Wir
nennen eine Teilmenge A ⇢ Cn Zariski-abgeschlossen, wenn es eine Menge P ⇢ C[z

1

, . . . , zn] von
Polynomen gibt, so dass

A =
�

z 2 Cn
�

� p(z) = 0 für alle p 2 P
 

. (*)

Eine Menge U ⇢ Cn heißt Zariski-o↵en, wenn Cn \U Zariski-abgeschlossen ist. Zeigen Sie, dass die
Menge OZ aller Zariski-o↵enen Teilmengen eine Topologie bildet. Diese Topologie heißt auch die
Zariski-Topologie.
Hinweis: Überlegen Sie sich, dass es äquivalent (und etwas einfacher) ist, zu zeigen: (1) ; und Cn

sind Zariski-abgeschlossen; (2) wenn A
1

, . . . , Ak Zariski-abgeschlossen sind, dann auch A
1

[ · · ·[Ak
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(betrachten Sie hierzu geeigenete Produkte der definierenden Polynome); (3) wenn alle A 2 A ⇢
PCn Zariski-abgeschlossen sind, dann auch

\

A =
\

A2A
A .

Bemerkung: Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass man für jedes A nur jeweils endlich viele
Polynome braucht, um A wie in (*) zu definieren.

1.102. ¨Ubung. Seien X und Y beliebige Mengen. Zeigen Sie:

(1) Sei O� = PX die diskrete Topologie, und sei OK = {;, Y } die Klumpentopologie. Dann
sind für jeden beliebigen topologischen Raum (Z,O) alle Abbildungen F : (X,O�) !
(Z,O) und alle Abbildungen G : (Z,O)! (Y,OK) stetig.

(2) Seien OX , OY beliebige Topologien auf X und Y . Falls für jeden beliebigen topologischen
Raum (Z,O) alle Abbildungen F : (X,OX) ! (Z,O) und alle Abbildungen G : (Z,O) !
(Y,OY ) stetig sind, dann ist OX = O� die diskrete und OY = OK die Klumpentopologie.

Übungen zu Abschnitt 1.c.

1.103. ¨

Ubung. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und seien A, A
0

und A
1

abgeschlossene Teil-
mengen von X, und A

0

und A
1

seien disjunkt. Zeigen Sie:

(1) die Funktion dA : X ! R mit dA(x) = infa2A d(a, x) ist stetig;
(2) es gilt dA(x) = 0 genau dann, wenn x 2 A;
(3) die Funktion f = dA

0

/(dA
0

+ dA
1

) hat die in Satz 1.26 (3) geforderten Eigenschaften.

1.104. ¨

Ubung. Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und sei OK die Klum-
pentopologie auf X. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X,OK)?

1.105. ¨

Ubung. Es sei X eine unendliche Menge mit der koendlichen Topologie O aus Aufga-
be 1.100. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X,O)?

1.106. ¨

Ubung. Eine Teilmenge U ⇢ N heiße o↵en bezüglich der Ordnungstopologie O<, wenn
aus m 2 U auch n 2 U für alle n � m folgt.

(1) Überprüfen Sie, dass O< die Axiome einer Topologie erfüllt.
(2) Welche Trennungseigenschaften hat (N,O<)?

1.107. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) die Zariski-Topologie auf Cn ist für kein n � 1 hausdor↵sch, erfüllt aber (T1).
(2) Jedes Polynom p 2 C[z

1

, . . . , zn] definiert eine stetige Abbildung p : (Cn,OZ)! (C, OZ).
(3) Versuchen Sie zu erklären, warum (2) nicht Bemerkung 1.28 (2) widerspricht.

Hinweis: Um (1) zu beweisen, überlegen Sie sich, dass für alle Polynome p gilt:

(1) wenn p(x) 6= 0, dann existiert ein kleiner metrischer Ball B"(x), auf dem p nirgends
verschwindet.

(2) wenn p auf einem kleinen metrischen Ball verschwindet, dann verschwindet es auf ganz Cn.

Übungen zu Abschnitt 1.d.

1.108. ¨Ubung. Betrachte den Raum X = [0, 1]2 mit

d
�

(x
1

, y
1

)(x
2

, y
2

)
�

=

(

|y
2

� y
1

| falls x
1

= x
2

, und

1 falls x
1

6= x
2

.

(1) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X ist.
(2) Welche Abzählbarkeitseigenschaften erfüllt (X,Od)?

38



Übungen zu Abschnitt 1.e.

1.109. ¨Ubung. Betrachten Sie den obigen Raum X = [0, 1]2.

(1) Geben Sie einen Homöomorphismus X !
`

i2[0,1][0, 1] an.
(2) Geben Sie einen Homöomorphismus zu einem nichttrivialen topologischen Produkt an.

1.110. ¨

Ubung. Sei (X, dX) ein metrischer Raum mit Topologie Od
X

, und sei Y ⇢ X versehen
mit der induzierten Metrik dY = d|Y⇥Y . Zeigen Sie, dass die von Od

X

induzierte Unterraumtopo-
logie OY mit der metrischen Topologie Od

Y

übereinstimmt.

1.111. ¨Ubung. Seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume, dann definieren wir eine Metrik dX⇥Y
auf dem kartesischen Produkt X ⇥ Y durch

dX⇥Y
�

(x
1

, y
1

), (x
2

, y
2

)
�

= max
�

dX(x
1

, x
2

), dY (y1, y2)
 

.

Zeigen Sie, dass die von Od
X

und Od
Y

induzierte Produkttopologie mit der metrischen Topolo-
gie Od

X⇥Y

übereinstimmt.

1.112. ¨

Ubung. Sei k ein beliebiger Körper. Es seien Vi Vektorräume über k für i 2 I. Wir
betrachten die direkte Summe und das

M

i2I
Vi := {(xi)i2I | xi 2 Vi für alle i 2 I, fast alle xi = 0}

⇢
Y

i2I
Vi := {(xi)i2I | xi 2 Vi für alle i 2 I} .

Zeigen Sie:

(1) Die direkte Summe ist ein Koprodukt in Veck.
(2) Das direkte Produkt ist ein Produkt in Veck.
(3) Für die Dualräume gilt

�

M

i2I
Vi
�⇤

=
Y

i2I
V ⇤i .

1.113. ¨

Ubung. Wir versehen R, R2 und alle Unterräume mit der Standardtopologie. Welche
der folgenden Abbildungen sind Einbettungen:

F : (0, 1)! R2 F (t) =
�

cos 2⇡t, sin 2⇡t) , (a)

G : [0, 1)! R2 G(t) =
�

cos 2⇡t, sin 2⇡t) . (b)

H : Z! R H(n) =

(

0 n = 0 ,

1/n sonst.
(c)

1.114. ¨Ubung. Sei (Xi,Oi)i2I eine überabzählbare Familie topologischer Räume mit #Xi > 1
für alle i 2 I. Zeigen Sie: dann besitzt

Q

i(Xi,Oi) nicht die erste Abzählbarkeitseigenschaft.

Übungen zu Abschnitt 1.f.

1.115. ¨Ubung. Seien (X,O), (Y,O) Hausdor↵-Räume, X sei kompakt, und sei F : X ! Y eine
stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass dann auch F (X) ⇢ Y , versehen mit der Unterraumtopologie,
kompakt ist.

1.116. ¨Ubung. Zeigen Sie: kompakte Räume sind normal, erfüllen also insbesondere (T4). Dazu
zeigt am besten zuerst, dass kompakte Räume (T3) erfüllen.
Hinweis: Per Definitionem sind kompakte Räume Hausdor↵sch.
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1.117. ¨Ubung. Zeigen Sie: Wenn (Y, d) metrischer Raum und (fi : X ! Y )i eine Folge stetiger
Funktionen ist, dann konvergiert (fi)i genau dann in der kompakt-o↵enen Topologie gegen f 2
C(X,Y ), wenn (fi) gleichmäßig auf Kompakta gegen f konvergiert.

Übungen zu Abschnitt 1.g.

1.118. ¨Ubung. Sei

X =

⇢✓

x, sin
1

x

◆

�

�

�

�

x 6= 0

�

[
�

{0}⇥ [�1, 1]
�

⇢ R2

versehen mit der von OR2 induzierten Unterraumtopologie.

(1) Skizzieren Sie X.
(2) Zeigen Sie, dass X zusammenhängend ist.
(3) Bestimmen Sie die Wegzusammenhangskomponenten von X.

1.119. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Der Raum der rationalen Zahlen Q ist total unzusammenhängend sowohl bezüglich der
metrischen Topologie als auch bezüglich der p-adischen Topologien für alle Primzahlen p.

(2) Der Raum (Cn,OZ) ist zusammenhängend.

1.120. ¨Ubung. Sei (Xi,Oi)i2I eine beliebige Familie topologischer Räume und X =
Q

i(Xi,Oi)
ihr Produkt. Zeigen Sie, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes (xi)i2I 2 X das
Produkt der Wegzusammenhangskomponenten der Punkte xi 2 Xi ist. Insbesondere ist X genau
dann wegzusammenhängend, wenn alle Xi wegzusammenhängend sind.

Übungen zu Abschnitt 1.h.

1.121. ¨Ubung. Führen Sie den Beweis von Satz 1.72 (2) aus.

1.122. ¨Ubung. Seien (X,OX) und (Y,OY ) topologische Räume, sei V ⇢ Y , und sei f : V ! X
stetig bezüglich der Unterraumtopologie auf V . Zeigen Sie:

(1) die Topologie OX ist genau die von der Verklebungstopologie auf X ⇢ X [f Y induzierte
Unterraumtopologie;

(2) wenn V abgeschlossen ist undX und Y beide (T1) erfüllen, dann gilt (T1) auch fürX[f Y .

1.123. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Sei X ein topologischer Raum und A in X abgeschlossen. Dann ist eine Teilmenge B von
A genau dann in X abgeschlossen, wenn sie in A abgeschlossen ist.

(2) Sei X = A
1

[ . . . [ Ak Vereinigung abgeschlossener Teilmengen, dann ist B in X genau
dann abgeschlossen, wenn alle B \Ai in Ai abgeschlossen sind.

(3) Das Argument in (2) funktioniert für eine beliebige lokal endliche Vereinigung: sei X =
S

i2I Ai, so dass alle Ai in X abgeschlossen sind, und so dass jeder Punkt eine Umgebung
U besitzt mit U \Ai = ; für fast alle i. Dann ist B in X genau dann abgeschlossen, wenn
alle B \Ai abgeschlossen sind.

(4) SeiX wie in Teil (2) beziehungsweise wie in Teil (3). Seien fi : Ai ! Y stetige Abbildungen
mit fi|A

i

\A
j

= fj|A
i

\A
j

, dann gibt es genau eine Abbildung f : X ! Y mit f|A
i

= fi, und
f ist stetig.

1.124. ¨

Ubung. Sei S1 ⇢ C der komplexe Einheitskreis, und sei z = ei' 2 S1 ⇢ C. Wir
betrachten auf S1 die von x ⇠ zx erzeugte Äquivalenzrelation, das heißt, x ⇠ y genau dann,
wenn x/y = zk für ein k 2 Z. Bestimmen Sie die Quotiententopologie auf S1/ ⇠, unterscheiden Sie
die Fälle ' 2 2⇡Q und ' /2 2⇡Q.
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1.125. ¨Ubung. Betrachten Sie auf R2 die Äquivalenzrelation

(x
1

, x
2

) ⇠ (y
1

, y
2

) () (y
1

, y
2

) =
⇣

rx
1

,
x
2

r

⌘

für ein r 2 R⇤ = R \ {0} .

(1) Skizzieren Sie die Äquivalenzklassen im R2.
(2) Skizzieren Sie X = R2/ ⇠.
(3) Beschreiben Sie die Quotiententopologie auf X, z.B., indem Sie eine Basis angeben.

1.126. ¨Ubung. Betrachten Sie die in Aufgabe 1.125 definierte Äquivalenzrelation ⇠ auf R2. Sei
wie vorhin X = R2/ ⇠, und sei Y :=

�

R2 \ {(0, 0)}
�

/ ⇠.
(1) Welche der Trennungseigenschaften (T0), (T1), (T3), (T4) erfüllt X?
(2) Zeigen Sie, dass Y zum Raum aus Beispiel 1.29 homöomorph ist.
(3) Welche Trennungseigenschaften erfüllt Y ?

1.127. ¨

Ubung. Sei (X,OX) ein normaler topologischer Raum, sei f : X ! Y eine surjektive
Abbildung, und sei OY die Quotiententopologie auf Y . Zeigen Sie:

(1) wenn Urbilder f�1({y}) von Punkten in Y abgeschlossen sind in X, gilt (T1) für (Y,OY );
(2) wenn f abgeschlossen ist, das heißt, wenn f(A) ⇢ Y abgeschlossen ist für alle abgeschlos-

senen A ⇢ X, dann gilt (T4) für (Y,OY ).

Wir haben also ein einfaches Kriterium dafür, wann Quotienten normaler Räume wiederum normal
sind.

Übungen zu Abschnitt 1.i.

1.128. ¨

Ubung. Seien (X,OX), (Y,OY ) und (Z,OZ) topologische Räume mit stetigen Abbil-
dungen

(X,OX)
f����! (Y,OY )

g����! (Z,OZ) .

(1) Falls OY die von g und OZ induzierte Topologie ist, und OX die von f und OY induzierte
Topologie ist, dann ist OX auch gleich der von g � f und OZ induzierten Topologie.

(2) Falls OY die von f und OX koinduzierte Topologie ist, und OZ die von g und OY ko-
induzierte Topologie ist, dann ist OZ auch gleich der von g � f und OX koinduzierten
Topologie.

1.129. ¨

Ubung. Sei k = R, C oder H ein (Schief-)Körper, und sei k = 1, 2 oder 4 = dimR k,
dann sei

�

kPn,OkPn

�

=
�

kn+1 \ {(0, . . . , 0)}
� �

⇠ ,

wobei (x
0

, . . . , xn) ⇠ (y
0

, . . . , yn) genau dann, wenn es ein z 2 k⇤ = k \ {0} gibt, so dass yi = zxi
für alle i = 0, . . . , n. Die Äquivalenzklasse von (x

0

, . . . , xn) wird auch als [x
0

: · · · : xn] geschrieben.
Zeigen Sie, dass kPn, versehen mit der Quotiententopologie, eine kn-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie dazu, dass kPn die Eigenschaften (T2) und (A2) besitzt, und
konstruieren Sie Homöomorphismen von Ui = { [x

0

: · · · : xn] | xi 6= 0 } ⇢ kPn nach kn ⇠= Rnk.

1.130. ¨Ubung. Zeigen Sie, dass kPm homöomorph zum Unterraum
�

[x
0

: · · · : xm : 0 : · · · : 0]
�

� (x
0

, . . . , xm) 2 km+1 \ {(0, . . . , 0)}
 

⇢ kPn

ist für alle 0  m  n, und dass diese Unterräume gerade die abgeschlossenen Zellen eines CW-
Komplexes mit je einer Zelle der Dimension 0, k, . . . , kn bilden. Versuchen Sie insbesondere,
charakteristische Abbildungen �kj : Dkj ! kPn anzugeben, und überprüfen Sie, dass die oben
definierte Topologie mit der Topologie des so definierten CW-Komplexes übereinstimmt.
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1.131. ¨Ubung. Wir definieren
kP1 = lim

�!
kPn .

Sei k1 der Vektorraum der endlichen k-wertigen Folgen, und sei

Q =
�

k1 \ {0}
� �

⇠ mit
”
⇠“ wie oben.

Zeigen Sie:

(1) die natürliche Abbildung F : kP1 ! Q ist bijektiv;
(2) sei k · k eine Norm auf k1 und sei OQ die dazugehörige Quotiententopologie auf Q, dann

ist F stetig;
(3) (Zusatzaufgabe) die Umkehrabbildung F�1 ist für keine Norm k · k auf k1 stetig.

1.132. ¨

Ubung. Es seien X, Y zwei CW -Komplexe, dann bezeichne Ou die Produkttopologie
auf X ⇥ Y und OCW die Topologie zur CW -Struktur aus Bemerkung 1.90.

(1) Zeigen Sie, dass OCW stets feiner ist als Ou.
(2) Folgern Sie aus Proposition 1.89, dass OCW = Ou falls X und Y lokal kompakt sind.
(3) Funktioniert das Argument in (2) auch, wenn nur einer der Räume lokal kompakt ist?
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KAPITEL 2

Fundamentalgruppe und Überlagerungen

Wir behandeln in diesem Kapitel die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. Diese
Gruppe lässt sich für geeignete topologische Räume X auf zweierlei Art definieren:

(1) Als Gruppe ⇡
1

(X,x
0

) der Homotopieklassen von Wegen � : [0, 1]! X mit festem Anfangs-
und Endpunkt �(0) = �(1) = x

0

2 X, oder
(2) Als Gruppe �, die auf einem einfach zusammenhängenden Raum eX operiert, mit X ⇠=

eX/�.

2.1. Beispiel. Sei X = C⇤ = C \ {0} und sei p = 1.

(1) Wir beschränken uns im folgenden auf stückweise glatte Wege. Sei � : [0, 1]! X ein Weg
mit �(0) = �(1) = 1, dann erhalten wir die Umlaufzahl

⌫(�, 0) =
1

2⇡i

Z

�

dz

z
=

1

2⇡i

Z

1

0

�̇(t)

�(t)
dt 2 Z .

In der Tat kann man zeigen, dass je zwei Wege in C⇤ mit Anfangs- und Endpunkt p = 1
und der gleichen Umlaufzahl um 0 in C⇤ (mit festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten)
homotop sind. Also ist ⇡

1

(C⇤, 1) ⇠= Z.
(2) Betrachte die (leicht modifizierte) Exponentialabbildung C! C⇤ mit z 7! e2⇡i z, dann gilt

e2⇡i z0 = e2⇡i z1 () z
1

� z
0

2 Z .

Wir können also C⇤ als Quotient des einfach zusammenhängenden Raumes C nach der
Gruppe � = Z schreiben; dabei operiert Z auf C durch Addition, geometrisch also durch
Verschiebungen.

Wir wollen ab sofort unter einem Raum immer einen topologischen Raum verstehen, und un-
ter einer Abbildung, einer Funktion oder einem Weg immer eine stetige Abbildung, eine stetige
Funktion, oder einen stetigen Weg.

2.a. Homotopien und Homotopieäquivalenz

In diesem Abschnitt führen wir den Begri↵ der Homotopie von Abbildungen ein. Homotopien
sind Wege im Raum der Abbildungen. Indem wir statt stetiger Abbildungen Äquivalenzklassen
homotoper stetiger Abbildungen betrachten, können wir den Begri↵ des Homöomorphismus durch
den wesentlich gröberen Begri↵ der Homotopieäquivalenz ersetzen. Im Rest dieser Vorlesung lernen
wir Methoden kennen, um nicht homotope Abbildungen oder nicht homotopieäquivalente Räume
voneinander zu unterscheiden.

Ab sofort geben wir die Topologien nicht mehr an, wenn es nicht unbedingt nötig ist. Falls nicht
anders angegeben, seien Abbildungen zwischen topologischen Räumen immer stetig.

2.2. Definition. Seien X, Y topologische Räume. Zwei Abbildungen f
0

, f
1

: X ! Y heißen
homotop, kurz f

0

⇠ f
1

, wenn es eine bezüglich der Produkttopologie stetige Abbildung H : X ⇥
[0, 1] ! Y mit H(x, t) = ft(x) für t 2 {0, 1} gibt. Dann heißt H eine Homotopie zwischen f

0
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und f
1

, und wir schreiben Ht = H(�, t) : X ! Y für alle t 2 [0, 1]. Die Menge aller zu f homotopen
Abbildungen heißt die (freie) Homotopieklasse von f und wird mit [f ] bezeichnet.

2.3. Bemerkung. (1) Homotopie ist eine Äquivalenzrelation (Übung 2.74), und ihre Äqui-
valenzklassen sind gerade Homotopieklassen.

(2) Homotopie ist verträglich mit Hintereinanderschalten von Abbildungen:
�

f
0

⇠ f
1

: Y ! Z und g
0

⇠ g
1

: X ! Y
�

=) (f
0

� g
0

) ⇠ (f
1

� g
1

) : X ! Z .

2.4. Definition. Seien X, Y topologische Räume. Eine stetige Abbildung f : X ! Y heißt
Homotopieäquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung g : Y ! X gibt, so dass

g � f ⇠ idX : X ! X und f � g ⇠ idY : Y ! Y .

In diesem Fall heißen X und Y homotopieäquivalent, und g heißt ein Homotopieinverses zu f .

2.5. Beispiel. Ein Raum X ist genau dann zum einpunktigen Raum Y = {⇤} homotopieäqui-
valent, wenn er zusammenziehbar ist. Sei dazu f : X ! Y die o↵ensichtliche Abbildung, und
sei g : Y ! X gegeben mit g(⇤) = x

0

2 X. Dann ist f � g = idY , und eine Homotopie zwischen idX
und g � f ist gerade eine Abbildung H : X ⇥ [0, 1]! X wie in Definition 1.91.

2.6. Bemerkung. (1) Jeder Homöomorphismus f ist insbesondere eine Homotopieäqui-
valenz mit g = f�1.

(2) Homotopieäquivalenz ist eine Äquivalenzrelation (Übung 2.75).
(3) Betrachte die Homotopie-Kategorie HTop mit

obj(HTop) = { topologische Räume } ,

homHTop(X,Y ) = { stetige Abbildungen }/ ⇠ .

Die Identität auf X im Sinne von Definition 1.20 (3) ist die Homotopieklasse der Abbil-
dung idX . Die Verkettung von Homotopieklassen ist nach Bemerkung 2.3 (2) wohldefiniert.

Ein Morphismus f : X ! Y in einer Kategorie C heißt invertierbar oder Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus g : Y ! X (ein Inverses) gibt, so dass

g � f = idX und f � g = idY .

Beispiele sind Bijektionen in Set , Gruppenisomorphismen in Grp, lineare Isomorphismen in Veck,
und natürlich Homöomorphismen in Top. Nach obiger Definition sind Homotopieäquivalenzen ge-
rade die Isomorphismen in HTop.

Algebraische Topologie versucht als erstes Ziel, gewisse Klassen von Räumen bis auf Homotopie-
Äquivalenz zu unterscheiden.

Oftmals ist freie Homotopie ein etwas zu grober Begri↵. Beispielsweise ist ein Weg � : [0, 1]! X
immer homotop zur konstanten Abbildung auf seinen Anfangspunkt.

2.7. Definition. Ein Paar topologischer Räume, kurz Paar, besteht aus einem topologischen
Raum X und einer beliebigen Teilmenge A ⇢ X. Eine Abbildung f : (X,A) ! (Y,B) von Paaren
ist eine stetige Abbildung f : X ! Y mit f(A) ⇢ B. Ein punktierter (topologischer) Raum (X,x

0

)
ist ein Paar (X, {x

0

}) mit x
0

2 X. Der Punkt x
0

heißt auch Basispunkt. Eine punktierte Abbil-
dung f : (X,x

0

)! (Y, y
0

) ist eine Abbildung der entsprechenden Paare, es gilt also f(x
0

) = y
0

.

2.8. Definition. Es seien (X,A) und (Y,B) Paare. Zwei Abbildungen f , g : (X,A) ! (Y,B)
heißen homotop relativ zu A, wenn es eine Homotopie H : X⇥ [0, 1]! Y zwischen f und g : X ! Y
gibt mit

H(a, t) = f(a) = g(a) für alle a 2 A und alle t 2 [0, 1] .
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Wir sprechen manchmal von Homotopien relativ zu A, ohne eine Teilmenge B ⇢ Y festzulegen.
In diesem Fall können wir formal jede beliebige Teilmenge f(A) ⇢ B ⇢ Y zulassen. Diese spielt
aber keine weitere Rolle.

Der Weg � : [0, 1] ! C⇤ mit �(t) = e2⇡it ist in C⇤ frei homotop zu einem konstanten Weg
vermöge

H(t, s) = e2⇡i(1�s)t .

Wir werden aber bald sehen, dass � nicht relativ zu {0, 1}, also zu den Endpunkten, homotop zum
konstanten Weg ist.

2.9. Bemerkung. Wir erinnern uns an die kompakt-o↵ene Topologie aus Definition 1.59.

(1) Wie in Satz 1.60 gehört zu jeder Homotopie H : X ⇥ [0, 1]! Y zwischen f , g : X ! Y ein
stetiger Weg h : [0, 1]! (C(X,Y ),O

ko

) von f nach g mit

(h(s))(x) = Hs(x) = H(x, s)

für alle x 2 X, s 2 [0, 1]. Wenn X lokal kompakt ist, liefert jeder solche Weg umgekehrt
eine Homotopie. In diesem Fall sind Wegzusammenhangskomponenten in C(X,Y ) also
gerade Homotopieklassen von Abbildungen von X nach Y .

(2) Sei jetzt A ⇢ X eine beliebige Teilmenge und f : X ! Y eine stetige Abbildung, dann
betrachte die Teilmenge

Cf |A(X,Y ) = { g 2 C(X,Y ) | g|A = fA } ⇢ C(X,Y ) ,

dann liefert eine Homotopie relativ zu A einen Weg in Cf |A(X,Y ) wie oben. Wenn X
lokal kompakt ist, gehört wie oben zu jedem Weg in Cf |A(X,Y ) eine relative Homotopie.
Das folgt aus (1), indem man Cf |A(X,Y ) mit der Unterraumtopologie versieht und deren
charakterisierende Eigenschaft ausnutzt.

Zum Schluss geben wir ein Beispiel, dass Homotopieäquivalenzen mitunter nicht so o↵ensichtlich
sind, wie sie erscheinen.

2.10. Definition. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heißt Retrakt von X, wenn
es eine stetige Abbildung f : X ! A mit f |A = idA gibt. Sie heißt Deformationsretrakt, wenn
zusätzlich ◆ � f : X ! X homotop zur Identität idX ist, und starker Deformationsretrakt, wenn die
Homotopie zwischen ◆ � f und idX sogar relativ zu A gewählt werden kann.

2.11. Beispiel. (1) Jede einpunktige Menge {p} ⇢ X ist Retrakt von X, aber nur dann
Deformationsretrakt, wenn X zusammenziehbar ist. Beispielsweise ist {1} ⇢ C⇤ kein De-
formationsretrakt (Beweis später).

(2) Der Einheitskreis S1 ⇢ C⇤ ist ein starker Deformationsretrakt von C⇤ mit

f(z) =
z

|z| und H(z, s) =
z

|z|s .

Er ist aber kein Retrakt von ganz C (Beweis später).

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass man sich nicht jede Deformationsretraktion vorstellen
kann.

2.12. Beispiel. Bings
”
Haus mit zwei Zimmern“ kann man basteln, indem man zwei leere Dosen

mit den Unterseiten aneinanderklebt. Dann bohrt man von jeder Seite durch einen Deckel und die
gemeinsamen Unterseiten je ein Loch am Rand, und klebt je einen passenden Zylinder zwischen ein
Deckel- und ein Unterseitenloch so ein, dass dieser auf seiner vollen Länge den jeweiligen Dosenrand
berührt (Abbildung 2.1, linkes Bild). Man kann jetzt durch das Loch in der einen Dose in das

”
Zimmer“ in der anderen Dose gelangen und umgekehrt.
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Abbildung 2.1. Bings Haus mit zwei Räumen

Man überzeugt sich, dass Bings Haus ein starker Deformationsretrakt einer vollen Dose ist
(Abbildung 2.1, rechtes Bild), genau wie ein Punkt in der Dose. Da Homotopieäquivalenz transitiv
ist, ist Bings Haus zusammenziehbar. Die zugehörige Deformationsretraktion kann man sich aber
kaum vorstellen.

2.b. Die Fundamentalgruppe

Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes misst, wieviele Typen von nichtzusam-
menziehbaren Schleifen es in einem topologischen Raum gibt. Beispielsweise ist ein Fahrrad dann
sicher an einem Gitter angeschlossen, wenn das Fahrradschloss sowohl im umgebenden Raum ohne
Gitter, als auch im umgebenden Raum ohne Fahhrad nicht zusammenziehbar ist. Wir definieren
hier die Fundamentalgruppe und geben erste Eigenschaften an. Für Anwendungen benötigen wir
einige Techniken, die wir in den nächsten Abschnitten kennenlernen werden.

2.13. Definition. Es sei (X,x) ein punktierter topologischer Raum. Eine Schleife in (X,x) ist
ein Weg von x nach x, also eine Abbildung � : [0, 1] ! X mit �(0) = �(1) = x. Seien �

1

, �
2

zwei
Schleifen in (X,x), dann ist ihre Verkettung die Schleife �

1

�
2

: [0, 1]! X mit

(�
1

�
2

)(t) =

(

�
1

(2t) falls 0  t  1

2

, und

�
2

(2t� 1) falls 1

2

 t  1 .

Die Fundamentalgruppe ⇡
1

(X,x) ist die Menge aller Schleifen in (X,x) modulo Homotopie relativ
zu {0, 1}.

Bei der Verkettung werden also beide Schleifen nacheinander mit doppelter Geschwindigkeit
durchlaufen. Wir benutzen Übung 1.123 um zu sehen, dass die Verkettung wieder stetig ist.

Homotopie relativ zu {0, 1} bedeutet für Schleifen soviel wie Homotopie bei festgehaltenem
Anfangs- und Endpunkt. Insbesondere gilt für eine solche Homotopie zwischen �

0

und �
1

, dass

H(0, s) = H(1, s) = x für alle s 2 [0, 1] , und

H(t, s) = �s(t) für alle t 2 [0, 1] und alle s 2 {0, 1} .

2.14. Satz. ⇡
1

(X,x) bildet mit der Verkettung eine Gruppe. Das neutrale Element und das
Inverse zu [�] 2 ⇡

1

(X,x
0

) werden repräsentiert durch e beziehungsweise �̄ : [0, 1]! X, mit

e(t) = x
0

und �̄(t) = �(1� t) für alle t 2 [0, 1] .

Beweis. Hier ist einiges zu zeigen: zunächst die Wohldefiniertheit der Verkettung relativer
Homotopieklassen, dann die Gruppenaxiome.
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Seien H
1

und H
2

: [0, 1] ⇥ [0, 1] ! X relative Homotopien zwischen den Schleifen ↵
0

und ↵
1

beziehungsweise zwischen �
0

und �
1

. Wir verketten die Homotopien und erhalten

H =

(

H
1

(2t, s) falls 0  t  1

2

, und

H
2

(2t� 1, s) falls 1

2

 t  1 .

Dann ist H eine Homotopie zwischen ↵
0

�
0

und ↵
1

�
1

relativ zu {0, 1}, also ist die Verkettung mit
relativer Homotopie verträglich, und damit als Verknüpfung auf ⇡

1

(X,x) wohldefiniert.
Zur Assoziativität überlegen wir uns, dass

�

(�
1

�
2

)�
3

�

(t) =

8

>

<

>

:

�
1

(4t) 0  t  1/4 ,

�
2

(4t� 1) 1/4  t  1/2 ,

�
3

(2t� 1) 1/2  t  1 ;

�

�
1

(�
2

�
3

)
�

(t) =

8

>

<

>

:

�
1

(2t) 0  t  1/2 ,

�
2

(4t� 2) 1/2  t  3/4 ,

�
3

(4t� 3) 3/4  t  1 .

Also konstruieren wir eine Homotopie zwischen (�
1

�
2

)�
3

und �
1

(�
2

�
3

) wie im folgenden Bild,

0

t
0

s

1

1

x
0

�
1

�
2

�
3

X

also in Formeln als

H(s, t) =

8

>

<

>

:

�
1

�

4t/(1 + s)
�

0  t  (1 + s)/4 ,

�
2

�

4t� (1 + s)
�

(1 + s)/4  t  (2 + s)/4 ,

�
3

�

1� 4(1� t)/(2� s)
�

(2 + s)/4  t  1 .

Um zu zeigen, dass [e] ein linksneutrales Element ist, konstruieren wir ähnlich wie oben eine relative
Homotopie zwischen e� und � für eine beliebige Schleife �. Schließlich überprüfen wir, dass [�] nur
von [�] abhängt und zu [�] linksinversiv ist. Dazu konstruieren wir eine Homotopie

H(t, s) =

(

�(1� 2st) falls 0  t  1

2

, und

�(1� 2s(1� t)) falls 1

2

 t  1 .

zwischen e und ��. Damit haben wir die Gruppenaxiome für ⇡
1

(X,x) nachgewiesen.
Insbesondere folgt, dass [e] das eindeutige, beidseitige neutrale Element und [�] das eindeutige,

beidseitige Inverse zu [�] ist. ⇤
Wir werden später etwas nachlässig sein und manchmal � statt [�] schreiben.

2.15. Satz. Sei X ein Raum, x, y 2 X. Jede Homotopieklasse von Wegen von x nach y
induziert einen Isomorphismus von ⇡

1

(X,x) ! ⇡
1

(X, y). Insbesondere hängt der Isomorphietyp
der Gruppe ⇡

1

(X,x) nicht vom Basispunkt x ab, wenn X wegzusammenhängend ist.

Beweis von Satz 2.15. Sei ↵ : [0, 1]! X ein Weg von x nach y, dann betrachte die Abbildung

⇡
1

(X,x) 3 � 7�! ↵̄�↵ 2 ⇡
1

(X, y) .
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Wie im obigen Beweis sieht man, dass [↵�↵] weder von der Klammerung noch von den relativen
Homotopieklassen von ↵ und � abhängt. Es handelt sich um einen Homomorphismus, da

(↵�
1

↵)(↵�
2

↵) ⇠ (↵�
1

)(↵↵)(�
2

↵) ⇠ (↵�
1

)e(�
2

↵) ⇠ (↵�
1

)(�
2

↵) ⇠ ↵(�
1

�
2

)↵ .

Der inverse Gruppenhomomorphismus wird analog von ↵ induziert, denn ¯̄↵ = ↵ und

↵(↵�↵)↵ ⇠ (↵↵)�(↵↵) ⇠ e�e ⇠ � . ⇤

Man schreibt daher manchmal ⇡
1

X, wenn X wegzusammenhängend ist und es nur auf den
Isomorphietyp der Gruppe ⇡

1

(X,x) ankommt, aber nicht auf die einzelnen Elemente.

2.16. Bemerkung. Für x = y gehört also zu jedem ↵ 2 ⇡
1

(X,x) ein Automorphismus
von ⇡

1

(X,x). In diesem Fall handelt es sich um den inneren Automorphismus

� 7�! ↵̄�↵ .

Dies zeigt: Wenn ⇡
1

(X,x) nicht kommutativ ist, kann man nicht von den Elementen von ⇡
1

X
sprechen, ohne einen Fußpunkt zu fixieren.

2.17. Bemerkung. Es sei (X,x) ein punktierter topologischer Raum. Dann definieren wir den
Pfadraum PX, den freien Schleifenraum LX und den (punktierten) Schleifenraum ⌦(X,x) durch

PX = (C([0, 1], X),O
ko

) ,

LX = {� 2 PX | �(0) = �(1)} ⇢ PX ,

und ⌦(X,x) = {� 2 LX | �(0) = �(1) = x} ⇢ LX ,

wobei LX und ⌦(X,x) die von PX induzierte Unterraumtopologie tragen.

(1) Da [0, 1] kompakt ist, sind relative Homotopien von Schleifen in (X,x) nach Bemer-
kung 2.9 (2) gerade Wege in ⌦(X,x). Also entspricht ⇡

1

(X,x) gerade der Menge der
Wegzusammenhangskomponenten von ⌦(X,x), kurz

⇡
1

(X,x) = ⇡
0

(⌦(X,x)) .

(2) Falls X wegzusammenhängend ist, hat LX gerade die Wegzusammenhangskomponenten

⇡
0

(LX) = ⇡
1

(X,x)ab ,

da wir nach Bemerkung 2.16 die Elemente � und ↵�1�a identifizieren müssen. Hierbei
bezeichnet Gab die Abelisierung

Gab = G/[G,G]

der Gruppe G, die dadurch entsteht, dass alle Kommutatoren [g, h] = ghg�1h�1 mit dem
neutralen Element gleichgesetzt werden. Die Abelisierung ist der größte abelsche Quotient
von G.

(3) Analog zu (1) kann man höhere Homotopiegruppen induktiv für k � 2 durch

⇡k(X,x) = ⇡k�1(⌦(X,x), ex)

definieren. Dabei bezeichnet ex wie in Satz 2.14 die konstante Schleife im Punkt x. Man
sieht hier aber beispielsweise nicht, dass alle ⇡k(X,x) für k � 2 abelsch sind.

So, wie man in einer Kategorie nicht nur Objekte betrachtet, sondern immer auch Morphismen,
betrachtet man nicht nur Kategorien für sich, sondern auch

”
Abbildungen“ zwischen ihnen. Dabei

muss man vorsichtig sein, da Abbildungen im strengen Sinne nur zwischen Mengen, aber nicht
zwischen Klassen definiert sind.
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2.18. Definition. Es seien A und B zwei Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F : A ! B
ordnet jedem Objekt A 2 obj(A) ein Objekt FA 2 obj(B) und jedem Morphismus F 2 homA(A,B)
einen Morphismus FF 2 homB(FA,FB) zu, so dass

F idA = idFA , (1)

F(F �G) = FF � FG (2)

für alle A,B,C 2 obj(A) und alle F 2 homA(B,C), G 2 homA(A,B).

2.19. Definition. Wir betrachten die Kategorien Top
+

(und HTop
+

) der punktierten topolo-
gischen Räume und der (relativen Homotopieklassen von) stetigen Abbildungen mit

obj(Top
+

) = obj(HTop
+

) =
�

(X,x)
�

� X 2 obj(Top) und x 2 X
 

,

homTop
+

�

(X,x), (Y, y)
�

=
�

F : X ! Y
�

� F 2 homTop(X,Y ) und F (x) = y
 

und homHTop
+

�

(X,x), (Y, y)
�

= homTop
+

�

(X,x), (Y, y)
� �

⇠ ,

wobei ⇠ hier Homotopie relativ zum Basispunkt bezeichnet. Die Identität auf (X,x) ist die (relative
Homotopieklasse der) Abbildung id

(X,x), und die Verkettung ist die Hintereinanderausführung.

2.20. Beispiel. Durch Vergessen der Basispunkte und Übergang zu (relativen) Homotopieklas-
sen von Abbildungen erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Funktoren

Top
+

����! HTop
+

?

?

y

?

?

y

Top ����! HTop
2.21. Satz. Die Fundamentalgruppe ist ein Funktor

⇡
1

: Top
+

! Grp

von der Kategorie der punktierten topologischen Räume in die Kategorie der Gruppen. Dabei
wird (X,x) auf ⇡

1

(X,x) und F : (X,x) ! (Y, y) auf F⇤ = ⇡
1

F : ⇡
1

(X,x) ! ⇡
1

(Y, y) abgebildet
mit

F⇤[�] = [F � �] 2 ⇡
1

(Y, y) für alle [�] 2 ⇡
1

(X,x) .

Dieser Funktor ist auch auf HTop
+

wohldefiniert.

Beweis. Sei F : (X,x) ! (Y, y) eine stetige punktierte Abbildung. Als erstes zeigen wir,
dass ⇡

1

F = F⇤ ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist. Sei H eine relative Homoto-
pie zwischen �

0

, �
1

: ([0, 1], {0, 1})! (X,x), dann ist die Abbildung F �H : [0, 1]⇥ [0, 1]! Y eine
relative Homotopie zwischen F � �

0

und F � �
1

, also ist F⇤ wohldefiniert.
Seien �

1

, �
2

zwei Schleifen in (X,x). Dann folgt

(F � �
1

)(F � �
2

) = F � (�
1

�
2

)

direkt aus Definition 2.13, also ist F⇤ ein Gruppenhomomorphismus.
Als nächstes überprüfen wir, dass ⇡

1

die beiden Eigenschaften aus Definition 2.18 erfüllt.
Da idX � � = �, gilt o↵ensichtlich (1), also

(idX)⇤ = id⇡
1

(X,x) .

Seien F : (Y, y)! (Z, z) und G : (X,x)! (Y, y) punktierte Abbildungen. Dann folgt (2), da

(F �G)⇤[�] = [(F �G) � �] = [F � (G � �)] = F⇤(G⇤[�]) .
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Um zu zeigen, dass ⇡
1

auch auf HTop
+

wohldefiniert ist, müssen wir nur überprüfen, dass F⇤
nur von der relativen Homotopieklasse von F abhängt. Sei also H : X ⇥ [0, 1] ! Y eine relative
Homotopie zwischen F

0

und F
1

: (X,x)! (Y, y), dann ist die Abbildung [0, 1]⇥ [0, 1]! Y mit

(t, s) 7! H(�(t), s)

eine relative Homotopie zwischen F
0⇤� und F

1⇤�. ⇤
Wir können den Funktor ⇡

1

: Top
+

! Grp also in zwei Funktoren

Top
+

����! HTop
+

⇡
1����! Grp ,

zerlegen, dabei ist der erste Funktor der gleiche wie in Beispiel 2.20.
Wegen Bemerkung 2.16 dürfen wir jedoch auf keinen Fall den Basispunkt vergessen, wir erhalten

also keinen Funktor Top ! Grp. Später werden uns Homologie und Kohomologie solche Funktoren
(mit Werten in abelschen Gruppen) liefern.

2.22. Folgerung. Seien (X,x), (Y, y) homotopieäquivalente Paare topologischer Räume, dann
ist ⇡

1

(X,x) isomorph zu ⇡
1

(Y, y).

Beweis. Sei F : (X,x) ! (Y, y) homotopieinvers zu G : (Y, y) ! (X,x), dann folgt aus Funk-
torialität, dass

G⇤ � F⇤ = id⇡
1

(X,x) und F⇤ �G⇤ = id⇡
1

(Y,y) .

Also sind F⇤ und G⇤ zueinander inverse Gruppenisomorphismen. ⇤
Mit dem gleichen Argument sieht man, dass Funktoren stets Isomorphismen auf Isomorphismen

abbilden.

2.23. Definition. Ein topologischer Raum heißt einfach zusammenhängend, wenn er wegzu-
sammenhängend ist mit ⇡

1

X = {e}.

Hierbei haben wir ausgesnutzt, dass der Isomorphietyp von ⇡
1

(X,x) nach Satz 2.15 nicht vom
Basispunkt x 2 X abhängt. In Übung 2.77 lernen Sie andere Charakterisierungen einfach zusam-
menhängender Räume kennen.

2.24. Beispiel. (1) Der einpunktige Raum {⇤} ist einfach zusammenhängend, da es nur
die konstante Schleife t 7! ⇤ gibt.

(2) Sei X zusammenziehbar, dann ist X nach Beispiel 2.5 zu {⇤} homotopieäquivalent, also
folgt ⇡

1

(X) = {e}. Nach Bemerkung 1.92 (3) sind zusammenziehbare Räume insbesondere
wegzusammenhängend, also ist X auch einfach zusammenhängend.

2.c. Die Fundamentalgruppe der S1

In diesem Abschnitt rechnen wir unsere erste Fundamentalgruppe aus, und zwar
”
von Hand“.

Anschließend beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz und den Satz von Borsuk-Ulam als
Anwendungen davon.

Wir fassen S1 als Teilmenge von C (mit der Unterraumtopologie) auf. Um ⇡
1

(S1, 1) zu berech-
nen, brauchen wir den Begri↵ der Überlagerung.

2.25. Definition. Eine Abbildung p : eX ! X heißt Überlagerung, wenn es zu jedem x 2 X
eine Umgebung U von x und eine Menge M mit diskreter Topologie gibt, so dass

U ⇥M ⇠= p�1(U) ,�! eX
?

y

?

y

?

y

U = U ,�! X .
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Wir nennen dann U gleichmäßig überlagert. Eine Überlagerung p : eX ! X heißt universell, wenn eX
zusammenhängend und einfach zusammenhängend ist.

2.26. Beispiel. Betrachte die modifizierte komplexe Exponentialabbildung p = e2⇡i · : R !
S1 ⇢ C. Diese Abbildung ist eine Überlagerung, denn jeder Punkt z = e2⇡i' 2 S1 hat eine
gleichmäßig überlagerte Umgebung S1 \ {�z}, da

p�1(S1 \ {�z}) =
[

n2Z

✓

'+ n� 1

2
,'+ n+

1

2

◆

⇠=
✓

�1

2
,
1

2

◆

⇥ Z .

Da R zusammenziehbar ist, ist p : R! S1 nach Definition 2.25 eine universelle Überlagerung.

2.27. Satz (Homotopie-Liftungssatz). Sei p : eX ! X eine Überlagerung, und seien eF : Y ! eX
und H : Y ⇥ [0, 1]! X stetig mit

H( · , 0) = p � eF : Y ! X ,

dann existiert genau eine stetige Abbildung eH : Y ⇥ [0, 1]! eX mit

p � eH = H und eH( · , 0) = eF : Y ! eX .

Y eX

Y ⇥ [0, 1] X

eF

⇥{0} p
eH

H

Wir nennen H̃ einen Lift der Homotopie H mit Startwert F̃ .

Beweis. Idee: Lokale Existenz und Eindeutigkeit liefern globale Existenz und Eindeutigkeit.
Zur lokalen Existenz von Lifts fixiere y 2 Y . Zu jedem s 2 [0, 1] existiert eine gleichmäßig

überlagerte Umgebung Us von H(y, s) 2 X, ein o↵enes Teilintervall Is ⇢ [0, 1] mit s 2 Is und
eine o↵ene Umgebung Vs ⇢ Y von y mit H(Vs ⇥ Is) ⇢ Us. Endlich viele solche Intervalle Is
überdecken [0, 1], da [0, 1] kompakt ist. Also existieren 0 = t

0

< t
1

< · · · < tk = 1, gleichmäßig
überlagerte Ui und Umgebungen Vi von y mit

H(Vi ⇥ [ti�1, ti]) ⇢ Ui .

Wir konstruieren induktiv Umgebungen Wi von y und Lifts eHi von H|W
i

⇥[0,t
i

]

. Setze dazu

zunächst W
0

= Y und eH
0

( · , 0) = eF . Sei jetzt eine o↵ene Umgebung Wi�1 von y und ein Lift eHi�1
von H|W

i�1

⇥[0,t
i�1

]

bereits konstruiert. Betrachte die stetige Abbildung

fi : Wi�1 \ Vi

eH
i�1

( · ,t
i�1

)��������! p�1(Ui) = Ui ⇥Mi ����! Mi ,

und sei mi = fi(y) 2Mi. Da Mi die diskrete Topologie trägt, ist {mi} ⇢Mi o↵en, also ist

Wi = f�1i (mi) ⇢Wi�1 \ Vi

eine o↵ene Umgebung von y. Für w 2Wi setze

eHi(w, s) =

(

eHi�1(w, s) 0  s  ti�1 ,
�

H(w, s),mi
�

2 Ui ⇥Mi ⇢ eX ti�1  s  ti .

Dann ist eHi auf beiden Teilbereichen stetig und stimmt auf dem Durchschnitt überein, ist also
insgesamt stetig. Setze schließlich Wy = Wk und erhalte einen Lift

eHy : Wy ⇥ [0, 1]! eX von H|W
y

⇥[0,1] .
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Außerdem ist das die einzige mögliche Wahl von eHi : W ⇥ [0, ti]! eX. Wenn die Eindeutigkeit
auf W ⇥ [0, ti�1] bereits induktiv gezeigt ist, erzwingen für alle y0 2 W Liftungseigenschaft sowie
die Stetigkeit der Abbildung

[ti�1, ti]
eH(y0, · )�����! p�1(Ui) = Ui ⇥Mi ����! Mi

unsere Wahl von eH(y0, s) für s 2 [ti�1, ti], denn eine stetige Funktion in einen diskreten Raum ist
lokal konstant.

Schließlich ist eHy = eHk : Wy = Wk ! eX ein stetiger Lift von H|W
y

⇥[0,1] mit eH(y0, 0) = eF (y0)
für alle y0 2Wy. Seien y, y0 gegeben, dann folgt

eHy|
(W

y

\W
y

0 )⇥[0,1] = eHy0 |
(W

y

\W
y

0 )⇥[0,1]

aus unser obigen lokalen Eindeutigkeitsüberlegung.
Somit können wir alle lokalen Lifts eHy : Wy ! eX zu einer globalen Abbildung eH zusammenset-

zen. Die Stetigkeit von eH folgt, da eH nahe (y, s) mit eHy übereinstimmt und eHy nach Konstruktion
bei (y, s) stetig ist. ⇤

2.28. Satz. Es gilt ⇡
1

(S1, 1) ⇠= Z, wobei [idS1 ] der 1 2 Z entspricht.

Beweis. Wir betrachten die Überlagerung p = e2⇡i · : R! S1 aus Beispiel 2.26. Wir fassen � 2
⇡
1

(S1, 1) als Homotopie H von Abbildungen von Y = {⇤} nach S1 mit H(⇤, s) = �(s) auf. Es
sei eF (⇤) = 0 2 Z ein Lift von H(⇤, 0) = 1, dann existiert nach Satz 2.27 ein Lift �̃(s) = eH(⇤, s),
und es folgt �̃(1) 2 p�1(1) = Z.

Seien �
0

und �
1

relativ homotope Schleifen in (S1, 1) mit Lifts �̃
0

und �̃
1

: [0, 1]! R. Wir fassen
eine relative Homotopie H zwischen �

0

und �
1

als Homotopie K(s, t) = H(t, s) von der konstanten
Abbildung s 7! 1 zu sich selbst auf. Dann lässt sich K nach Satz 2.27 zu einer Homotopie eK liften,
wobei eK(s, t) = �̃s(t) für s 2 {0, 1} aufgrund der Eindeutigkeit der Lifts �̃i. Wir erhalten also eine
Homotopie eH(t, s) = eK(s, t) zwischen �̃

0

und �̃
1

. Da s 7! eH(1, s) die konstante AbbildungH(1, s) =
1 2 S1 liftet, erhalten wir eine relative Homotopie zwischen Wegen von 0 2 R, insbesondere
folgt �̃

0

(1) = �̃
1

(1) 2 Z. Also erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung

� : ⇡
1

(S1, 1)! Z mit �([�]) = �̃(1) 2 Z für �̃ wie oben.

Ein Lift von �
1

�
2

ist

g�
1

�
2

=

(

�̃
1

(2t) 0  t  1/2 ,

�̃
1

(1) + �̃
2

(2t� 1) 1/2  t  1 ,

dabei nutzen wir aus, dass für jede Zahl n 2 Z die Abbildung t 7! �̃(t)+n ein Lift von � ist, wenn �̃
ein Lift ist, da

e2⇡i(�̃(t)+n) = e2⇡i�̃(t) · e2⇡in = �(t) · 1 .

Also ist � ein Gruppenhomomorphismus. Man kann sich durch Nachrechnen überzeugen, dass �
dabei gerade auf die Umlaufzahl ⌫

(�,0) aus Beispiel 2.1 (1) abgebildet wird.
Zur Injektivität seien �

0

, �
1

Schleifen in S1 mit Lifts �̃
0

, �̃
1

, so dass �̃
0

(0) = �̃
1

(0) = 0
und �̃

0

(1) = �̃
1

(1) = n 2 Z. Da R zusammenziehbar ist, ist R einfach zusammenhängend. Ins-
besondere existiert eine relative Homotopie H̃ zwischen �̃

0

und �̃
1

(Übung 2.77). Dann ist p � H̃
eine relative Homotopie zwischen �

0

und �
1

, also folgt [�
0

] = [�
1

].
Zur Surjektivität betrachte zu n 2 Z die Schleife �n mit Lift �̃n, wobei

�n(t) = e2nint und �̃n(t) = nt . ⇤
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x
F (x)

R(x)

Abbildung 2.2. Die Retraktion im Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes

Wir kommen jetzt zu zwei Anwendungen; weitere folgen in den Übungen 2.80 und 2.81. Zur
Motivation zunächst der eindimensionale Fall des Brouwerschen Fixpunktsatzes.

2.29. Bemerkung. Jede stetige Funktion f : D1 = [�1, 1] ! [�1, 1] hat einen Fixpunkt. Be-
trachte dazu die Funktion

g : [�1, 1]! R mit x 7! x� f(x) .

Es gilt f(x) = x genau dann, wenn g(x) = 0. Da g(�1)  0 und g(1) � 0, folgt die Behauptung
aus dem Zwischenwertsatz.

2.30. Bemerkung. Sei Y ⇢ X, sei y 2 Y , und sei R : X ! Y eine Retraktion, dann ist
der Homomorphismus ⇡

1

R : ⇡
1

(X, y) ! ⇡
1

(Y, y) surjektiv und ⇡
1

◆ : ⇡
1

(Y, y) ! ⇡
1

(X,x) injektiv.
Zerlege dazu id⇡

1

(Y,y) = ⇡
1

idY als

⇡
1

(Y, y)
⇡
1

◆����! ⇡
1

(X, y)
⇡
1

R����! ⇡
1

(Y, y) .

Mit anderen Worten: eine Retraktion verhält sich ähnlich wie eine Projektion in einem (semi-)
direkten Produkt von Gruppen, Ringen, Vektorräumen etc.

2.31. Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz, n = 2). Jede stetige Abbildung F : D2 ! D2 hat einen
Fixpunkt.

Beweis. Falls es keinen Fixpunkt gibt, konstruieren wir eine Retraktion R : D2 ! @D2 = S1

wie in Abbildung 2.2. Da ⇡
1

(D2, 1) = 0 und ⇡
1

(S1, 1) = Z, widerspricht das der obigen Bemerkung.
Zur Konstruktion der Retraktion beachten wir, dass minx2D2 d(F (x), x) > 0 wegen Kompakt-

keit von D2. Daher erhalten wir eine stetige Abbildung, indem wir die Strecke von F (x) nach x
über x hinaus fortsetzen, bis sie S1 schneidet, und x den Schnittpunkt R(x) zuordnen. Falls x 2 S1,
ist x = R(x) dieser Schnittpunkt, also erhalten wir die gesuchte Retraktion. ⇤

Der folgende Satz gilt analog für Abbildungen Sn ! Rn, wird hier aber nur für n = 2 bewiesen.

2.32. Satz (Borsuk-Ulam). Sei f : S2 ! R2 stetig, dann existiert x 2 S2 mit f(x) = f(�x).
Beweis. Falls nicht, existiert eine Abbildung G : S2 ! S1 ⇢ R2 ⇠= C mit

G(x) =
f(x)� f(�x)
|f(x)� f(�x)| ,

und es folgt G(x) = �G(�x) auf ganz S2. Betrachte den Äquator

� : [0, 1]! S2 ⇢ R3 mit �(t) =
⇣

cos 2⇡t
sin 2⇡t

0

⌘

.

Ohne Einschränkung gelte G(�(0)) = 1 2 S1 ⇢ C, anderfalls drehen wir S1 ⇢ R2 entsprechend.
Es sei g = G � �. Wir wollen G⇤[�] = [g] 2 ⇡

1

S1 ⇠= Z bestimmen. Sei dazu g̃ : [0, 1] ! R ein
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Lift von g : [0, 1] ! S1 wie in Satz 2.28 unter der Überlagerung p : R ! S1 mit p(t) = e2⇡t aus
Beispiel 2.26. Aus

g(t+ 1/2) = G
�

��(t)
�

= �(G � �)(t) = �g(t)
folgt

g̃(t+ 1/2)� g̃(t) 2 Z+ 1/2 ,

da p�1(�1) = Z+ 1/2. Da der obige Ausdruck stetig von t abhängt und Z+ 1/2 diskret ist, ist er
konstant, und wir erhalten

g̃(1)� g̃(0) =
�

g̃(1)� g̃(1/2)
�

+
�

g̃(1/2)� g̃(0)
�

= 2
�

g̃(1/2)� g̃(0)
�

2 2Z+ 1 .

Insbesondere wird der Äquator auf ein ungerades Element von ⇡
1

S1 ⇠= Z abgebildet. Der
Äquator � ist aber null-homotop in S2. Sei H eine Homotopie von � zur konstanten Schleife,
dann ist G�H eine Homotopie von g zur konstanten Schleife, was einen Widerspruch darstellt. ⇤

Die Beweise der obigen Sätze sind nicht konstruktiv, das heißt, sie liefern kein Verfahren, das
einen Punkt mit der gesuchten Eigenschaft findet. Das gleiche gilt für die beiden Anwendungen
in den Übungen 2.80 und 2.81, auch dort sind die Beweise indirekt. Man beachte, dass es in
allen vier Problemen beliebig

”
schlecht konditionierte“ Situationen gibt, in denen eine beliebig

kleine Variation der Ausgangsdaten (zum Beispiel Variation von F um weniger als " > 0 in der
Supremumsnorm) beliebig große Änderungen des gesuchten Punktes bewirken können.

2.d. Der Satz von Seifert-van Kampen

Wir wollen als nächstes den Satz von Seifert-van Kampen beweisen, der es in vielen Fällen
ermöglicht, die Fundamentalgruppe eines zusammengesetzten Raumes aus den Fundamentalgrup-
pen seiner Bausteine zu rekonstruieren. Dazu benötigen wir ein paar Begri↵e aus der Gruppentheo-
rie.

Sei (Gi)i2I eine beliebige Familie von Gruppen. Wir wollen zunächst eine Gruppe konstruieren,
die alle Gruppen Gi enthält, und in der keine

”
unnötigen“ Relationen gelten. Diese Gruppe soll das

”
freie Produkt“ der Gruppen Gi heißen. Wir werden sehen, dass das freie Produkt das Koprodukt
in der Kategorie Grp der Gruppen ist.

2.33. Bemerkung (Zur Erinnerung). Produkt
Q

und Summe
L

von Gruppen; Abbildungen

Gj
◆
j����!

L

iGi ����!
Q

iGi
⇡
j����! Gj .

In beiden Fällen kommutieren die Elemente verschiedener Gruppen, was eine zusätzliche Relation
darstellt, die wir hier umgehen wollen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Gruppen Gi paarweise disjunkt sind, ansonsten
müssten wir die Elemente von Gi als (i, g) ”

markieren“.

2.34. Definition. Sei (Gi)i2I eine Familie von Gruppen. Ein Wort w im Alphabet [̇iGi ist ein
Tupel g

1

. . . gk der endlichen Länge `(w) = k � 0 von Buchstaben gj 2 Gi
j

mit ij 2 I. Schreibe ;
für das leere Wort. Ein Wort heißt gekürzt oder reduziert, wenn

(1) kein Buchstabe ein neutrales Element ei 2 Gi ist, und
(2) keine zwei aufeinanderfolgenden Buchstaben gj , gj+1

zur gleichen Gruppe Gi
j

= Gi
j+1

gehören.

Ein Wort kürzen oder reduzieren heißt, so oft wie möglich einen der folgenden Schritte auszuführen:

(1) Weglassen eines Einselementes ei 2 Gi an einer beliebigen Stelle des Wortes,

w0eiw
00 7! w0w00 ,
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(2) Ersetzen zweier aufeinanderfolgender Buchstaben gj , gj+1

2 Gi
j

aus derselben Gruppe
durch ihr Produkt,

w0gjgj+1

w00 7! w0(gjgj+1

)w00 .

Zwei Wörter heißen äquivalent, wenn sie zum gleichen Wort reduziert werden können.

2.35. Proposition. Jedes Wort lässt sich auf genau eine Weise reduzieren.

Beweis. Die einzige mögliche Wahl beim Reduzieren besteht in der Reihenfolge, in der mögliche
Reduktionsschritte ausgeführt werden. Falls diese Schritte an räumlich getrennten Stellen im Wort
stattfinden, ist ihre Reihenfolge egal, beispielsweise sei 1  i, i+ 1 < j, j + 1  k, dann ist

w0 gi gi+1

| {z }

2G
i

w00 gj gj+1

| {z }

2G
j

w000 ⇠ w0(gigi+1

)w00(gjgj+1

)w000

unabhängig von der Reihenfolge der Reduktionsschritte.
Nur wenn ein Element gleichzeitig auf zwei verschiedene Weisen reduziert werden kann, kann es

auf die Reihenfolge ankommen. Die möglichen Buchstabenketten, bei denen das vorkommen kann,
sind

w0 ghk w00 ⇠ w0 (gh)k w00 ⇠ w0 g(hk)w00 ⇠ w0 (ghk)w00 ,

w0 gew00 ⇠ w0 (ge)w00 ⇠ w0 g w00 und w0 eg w00 ⇠ w0 (eg)w00 ⇠ w0 g w00

mit g, h, k und e = ei 2 Gi für ein i 2 I. Hier sorgen die Rechenregeln für Gruppen dafür, dass es
nicht auf die Reihenfolge der Reduktion ankommt. ⇤

2.36. Definition. Sei (Gi)i2I eine Familie von Gruppen. Das freie Produkt ⇤iGi =
`

iGi

der Gi ist die Menge aller reduzierten Wörter, die Multiplikation ist Hintereinanderschreiben und
anschließende Reduktion. Definiere Abbildungen ◆j : Gj !

`

iGi mit

◆j(g) =

(

; g = ej ,

g g 2 Gj \ {ej} .

2.37. Proposition. Das freie Produkt ist eine Gruppe, und die Abbildungen ◆j sind Homomor-
phismen.

Beweis. Da es laut Beweis des Satzes 2.35 nicht auf die Reihenfolge der Reduktionsschritte
ankommt, erhalten wir das Produkt dreier Wörter durch Hintereinanderschreiben aller drei Wörter
und anschließendes Kürzen; hieraus folgt Assoziativität der Multiplikation.

Das leere Wort ist o↵ensichtlich neutrales Element, und für jedes Wort gilt

(g
1

. . . gk)
�1 = g�1k . . . g�1

1

.

Für alle i 2 I und alle g 2 Gi ist ◆i(g) gekürzt, und o↵ensichtlich ist ◆i ein Homomorphismus. ⇤

2.38. Beispiel. (1) Freie Gruppen in einem Buchstaben Z.
(2) Freie Gruppen Fk =

`k
i=1

Z.
(3) Unendliche Diedergruppe D1 ⇠= Z

2

⇤Z
2

(Isometriegruppe des metrischen Raumes Z ⇢ R),
die nichttrivialen Elemente der beiden Kopien von Z

2

sind zwei benachbarte Spiegelungen,
etwa an den Punkten 0 und 1/2.

2.39. Satz. Das Produkt von Gruppen ist ein Produkt auf der Kategorie der Gruppen. Das freie
Produkt von Gruppen ist ein Koprodukt auf der Kategorie der Gruppen.
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Beweis. Sei (Gi)i2I eine Familie von Gruppen. Wie in Übung 1.112 ist ihr Produkt
Y

i2I
Gi = {(gi)i2I | gi 2 Gi für alle i 2 I} ,

zusammen mit den Projektionen

pj :
Y

i2I
Gi ! Gj , pj((gi)i2I) = gj .

Elemente des Produktes werden komponentenweise verknüpft, das neutrale Element ist (ei)i2I
mit ei 2 Gi neutral, das Inverse von (gi)i2I ist (g�1i )i2I . Die Projektionen pj sind Gruppenhomo-
morphismen.

Sei H eine weitere Gruppe, und seien fi : H ! Gi Gruppenhomomorphismen. Zu zeigen ist
nach Bemerkung 1.47 die universelle Eigenschaft des Produktes, wonach es genau einen Homomor-
phismus f : H ! G mit fi = pi � f für alle i 2 I gibt. Man sieht leicht, dass dann gerade

f(h) = (fi(h))i2I 2
Y

i2I
Gi

folgt, und dass f tatsächlich ein Homomorphismus ist.
Nach Bemerkung 1.41 besagt die universelle Eigenschaft des Koproduktes, dass es zu jeder

Gruppe H und Homomorphismen fi : Gi ! H genau einen Homomorphismus f : ⇤i2I Gi ! H
mit fi = f � ◆i für alle i 2 I gibt. Da das freie Produkt von den einbuchstabigen Wörtern erzeugt
wird, folgt

f(g
1

· · · gk) = fi
1

(g
1

) · · · fi
k

(gk) 2 H ,

wobei gj 2 Gi
j

wie oben. O↵ensichtlich ist Kürzen mit f verträglich, da alle fi Homomorphismen
sind. Also ist f ebenfalls Homomorphismus. ⇤

Im Satz von Seifert-van Kampen benötigen wir einen Quotienten des freien Produkts. Da man
Quotienten von Gruppen nur nach Normalteilern bilden kann, erinnern wir uns an die Definition
von Normalteilern.

Ein Normalteiler N einer Gruppe G ist eine Untergruppe mit der zusätzlichen Eigenschaft,
dass gng�1 2 N für alle g 2 G und alle n 2 N . Kerne von Gruppenhomomorphismen F : G ! H
haben diese Eigenschaft, denn sei g 2 G, k 2 kerF , dann folgt

F (gkg�1) = F (g) · F (k)
| {z }

=e

·F (g)�1 = e 2 H ,

also gkg�1 2 kerF .
Sei umgekehrt N ein Normalteiler, dann definieren wir eine Gruppenstruktur auf dem Quoti-

enten
G/N = {gN | g 2 G} mit gN = {gn | n 2 N}

durch
(gN) · (hN) = g(hNh�1) · (hN) = gh ·N ·N = (gh)N .

Die Normalteiler-Eigenschaft garantiert uns, dass dieses Produkt wohldefiniert ist. Die natürliche
Abbildung G! G/N mit g 7! gN ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N .

2.40. Definition. Es sei G eine Gruppe und M ⇢ G eine Teilmenge. Dann ist der von M
erzeugte Normalteiler (M) von G der kleinste Normalteiler N ⇢ G, so dass M ⇢ N .

Man kann sich überzeugen, dass Durchschnitte von Normalteilern wieder Normalteiler sind, so
dass der Begri↵ des kleinsten Normalteilers in der obigen Definition sinnvoll ist. Alternativ dazu
geben wir (M) explizit an.
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2.41. Bemerkung. Es gilt

(M) =
�

g
1

m±1

1

g�1
1

· · · gkm±1

k g�1k

�

� k � 0, g
1

, . . . , gk 2 G und m
1

, . . . ,mk 2M
 

. (*)

Man überzeugt sich leicht, dass die rechte Seite eine Untergruppe von M beschreibt, und sogar
einen Normalteiler, da

g
�

g
1

m±1

1

g�1
1

· · · gkm±1

k g�1k

�

g�1 = (gg
1

)m±1

1

(gg�1
1

) · · · (ggk)m±1

k (ggk)
�1 .

Umgekehrt enthält jeder Normalteiler, der M enthält, auch alle Produkte von Elementen der
Form gm±1g�1, also ist die rechte Seite von (*) tatsächlich der kleinste Normalteiler, der M enthält.

Wir formulieren und beweisen jetzt den weiter oben angekündigten Satz.

2.42. Satz (Seifert-van Kampen). Sei (X,x) ein punktierter Raum, und sei U ⇢ O eine o↵ene
Überdeckung von X, so dass

(1) jede Menge U 2 U den Basispunkt x enthält, und
(2) jeder Durchschnitt U \ V für U , V 2 U wegzusammenhängend ist.

Dann ist die von den Homomorphismen ◆U⇤ : ⇡1(U, x)! ⇡
1

(X,x) induzierte natürliche Abbildung

' :
a

U2U
⇡
1

(U, x) �! ⇡
1

(X,x)

surjektiv. Falls darüberhinaus

(3) jeder Durchschnitt U \ V \W für U , V , W 2 U wegzusammenhängend ist,

dann wird der Kern der Abbildung ' gegeben durch

ker' =
⇣

�

(◆U\V!U )⇤[�] · (◆U\V!V )⇤[�]
�1 �
� U, V 2 U und [�] 2 ⇡

1

(U \ V, x)
 

⌘

. (*)

Hier bezeichnen ◆U : U ! X und ◆U\V!U : U \ V ! U die Inklusionsabbildungen.

Beweis. Wir schreiben wieder ↵� für die Verkettung beliebiger Wege mit passenden Anfangs-
und Endpunkten wie im Beweis von Satz 2.15.

Um zu zeigen, dass die Abbildung ' surjektiv ist, betrachten wir eine Schleife � : [0, 1] ! X
mit �(0) = �(1) = x. Da (��1(U))U2U eine o↵ene Überdeckung des kompakten Intervalls [0, 1] ist,
existiert nach dem Satz 1.55 von Lebesgue ein n > 0, so dass jeder Weg

�i(t) =
⇣

�|[ i�1

n

, i
n

]

⌘

✓

t+ i� 1

n

◆

für 1  i  n ganz in einer der Mengen Ui 2 U verläuft. Nach (1) und (2) gibt es Wege ↵i von x
nach �( i

n) = �i(1) = �i+1

(0) in Ui \ Ui+1

. Also schreiben wir � als Verkettung

� ⇠ �
1

↵�1
1

| {z }

2im ◆
U

1

⇤

↵
1

�
2

↵�1
2

| {z }

2im ◆
U

2

⇤

· · ·↵n�1�n
| {z }

2im ◆
U

n

⇤

2 im' ,

und es folgt Surjektivität.
Wir bezeichnen die rechte Seite von (*) mit N ⇢

`

U2U ⇡1(U, x). Sei � 2 ⇡1(U \ V, x), dann ist
o↵ensichtlich

[e] = [�][�] = (◆U\V!U )⇤[�]
| {z }

2im ◆
U⇤

· (◆U\V!V )⇤[�]
�1

| {z }

2im ◆
V ⇤

2 ⇡
1

(X,x) ,

woraus sich N ⇢ ker' ergibt.
Sei umgekehrt � = �

1

· · · �k für Schleifen �i in Ui 2 U , dargestellt durch das entsprechende
Wort w 2 ker'. Dann existiert eine Homotopie H : [0, 1] ⇥ [0, 1] ! X von der trivialen Schleife
zu �. Nach dem Satz von Lebesgue können wir das kompakte Einheitsquadrat [0, 1] ⇥ [0, 1] so
in Waben zerlegen, dass jede Wabe Wi ⇢ [0, 1] ⇥ [0, 1] von H ganz in eine der Mengen Ui 2 U
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↵
0

�

↵
1

Wi

Wj Wk
0

t

0

s

x

x

�

x

W
i

Abbildung 2.3. Zerlegung des Einheitsquadrats in Waben

abgebildet wird. Nach (3) finden wir zu jedem Eckpunkt (t, s) einen Weg ↵ von x nach H(t, s),
der ganz im Durchschnitt der (maximal drei) o↵enen Mengen Ui, Uj , Uk 2 U zu den angrenzenden
Waben Wi,Wj ,Wk verläuft. Wir können jetzt jede Kante zwischen zwei Waben wie oben durch
eine Schleife ↵

0

�↵�1
1

beschreiben, die ganz im Durchschnitt der Ui, Uj 2 U zu den angrenzenden
Waben Wi,Wj verläuft.

Wir zerlegen die Homotopie H in eine Folge einzelner Homotopien Hi relativ zu x, die jeweils
eine Wabe Wi überstreichen, siehe Abbildung 2.3. Zu Beginn der Homotopie wird der betrachtete
Pfad beschrieben durch ein Wort aus Buchstaben der Form

· · · ◆
(U

i

\U
j

!U
j

)⇤ [↵
0

�↵
1

]
| {z }

� in U
i

\U
j

· · · 2
Y

U2U
⇡
1

(U, x) ,

dabei gehört Uj hier stets zu einer Wabe Wj ”
unterhalb“ des Pfades zu Beginn der Homotopie Hi.

Fall die Kante � an die Wabe Wi angrenzt, müssen wir als erstes diesen Buchstaben durch einen
Buchstaben in ⇡

1

(Ui, x) ersetzen. Dazu beachten wir, dass

w0◆
(U

i

\U
j

!U
i

)⇤[�]w
00 =

⇣

w0◆
(U

i

\U
j

!U
i

)⇤[�]◆(U
i

\U
j

!U
j

)⇤[�]
�1w

0�1
⌘⇣

w0◆
(U

i

\U
j

!U
j

)⇤[�]w
00
⌘

.

Dieses Ersetzen entspricht also gerade der Multiplikation von links mit einem Element von N ,
vergleiche Bemerkung 2.41.

Wenn wir alle Buchstaben, die zu Kanten der Wabe Wi gehören, durch Buchstaben in ⇡
1

(Ui, x)
ersetzt haben, können wir die Homotopie Hi durchführen. Dabei wird ein Produkt von Schleifen
in Ui durch ein in Ui homotopes Produkt ersetzt. Nach Kürzen verändert sich das zugehörige Wort
im freien Produkt der ⇡

1

(U, x) also gar nicht.
Nach endlich vielen Schritten erreichen wir den ursprünglichen Weg � = �

1

· · · �k, wobei � aber
möglicherweise durch ein anderes Wort repräsentiert wird, falls ein oder mehrere �i als Schleifen
in anderen Umgebungen geschrieben wurden. Nochmaliges Multiplizieren mit Elementen von N
behebt dieses Problem.

Da wir mit der trivialen Schleife, dargestellt durch das leere Wort, begonnen haben, haben wir
also w 2 ker' insgesamt als Produkt von Elementen von N geschrieben, also folgt ker' ⇢ N und
daher ker' = N . ⇤

2.43. Beispiel. Die Zi↵er
”
8“ lässt sich als Vereinigung zweier Kreise schreiben. Sei

”
8“ = U[V ,

wobei U und V kleine o↵ene Umgebungen der beiden Kreise seien, so dass die Kreise Deformations-
Retrakte von U und V sind. Wähle x

0

als Schnittpunkt der beiden Kreise, dann liefert Seifert-van
Kampen, dass ⇡

1

(
”
8“, x

0

) = Z ⇤ Z.

58



2.44. Beispiel. Ohne die erste Voraussetzung (1) läßt sich der Satz von Seifert-van Kampen
nicht formulieren. Es folgen zwei Beispiele, die zeigen, dass die anderen beiden Voraussetzungen
ebenfalls nötig sind.

(1) Betrachte X = S1 ⇢ C als Vereinigung zweier zusammenziehbarer Mengen U± = S1 \
{±i}. Beide Mengen haben triviale Fundamentalgruppe, also ist auch ⇡

1

(U
+

, 1)⇤⇡
1

(U�, 1)
trivial. Auf der anderen Seite ist ⇡

1

(S1, 1) = Z nichttrivial, insbesondere ist die natürliche
Abbildung ⇡

1

(U
+

, 1) ⇤ ⇡
1

(U�, 1) ! ⇡
1

(S1, 1) nicht surjektiv. Das liegt daran, dass U+ \
U� = S1 \ {i,�i} nicht zusammenhängend ist, also Voraussetzung (2) verletzt ist.

(2) Betrachte Y = S1[[�1, 1] ⇢ C, und setze Ux = Y \{x} für x 2 {�i, 0, i}. Dann sind die drei
Mengen Ux jeweils homotopieäquivalent zu einem Kreis, haben also Fundamentalgruppe Z.
Der Durchschnitt je zweier dieser drei Mengen ist zusammenziehbar, also gilt N = {e}
und

⇡
1

(Y, 1) =
�

⇡
1

(Ui, 1) ⇤ ⇡1(U�i, 1)
�

/N = Z ⇤ Z ,

denn Voraussetzung (3) folgt aus Voraussetzung (2), solange wir nur zwei o↵ene Mengen
betrachten.

Andererseits gilt
�

⇡
1

(Ui, 1) ⇤ ⇡1(U0

, 1) ⇤ ⇡
1

(U�i, 1)
�

/N = Z ⇤ Z ⇤ Z ,

und Z ⇤ Z ⇤ Z 6⇠= Z ⇤ Z, etwa haben beide Gruppen unterschiedliche Abelisierungen.
Da Ui \ U

0

\ U�i nicht wegzusammenhängend ist, ist Voraussetzung (3) für die Über-
deckung {Ui, U0

, U�i} verletzt.

2.45. Bemerkung. Der Spezialfall X = U [V im Satz 2.42 von Seifert-van Kampen ist beson-
ders wichtig und etwas einfacher zu formulieren als der allgemeine Fall. Da der Beweis aber nicht
einfacher wird, haben wir gleich den allgemeinen Fall betrachtet.

(1) Seien G,H,K Gruppen und a : K ! G, b : K ! H Gruppenhomomorphismen, so definiert
man das amalgamierte Produkt von G und H über K durch

G ⇤K H = G ⇤H
� �

{ a(k)b(k)�1 | k 2 K }
�

.

Das amalgamierte Produkt erfüllt die universelle Eigenschaft eines Pushouts in der Kate-
gorie Grp, vergleiche Folgerung 1.75.

L

G G ⇤K H

K H
b

i

a j

h

g

f

Seien dazu i : G! G ⇤K H und j : H ! G ⇤K H die natürlichen Homomorphismen, sei L
eine Gruppe und seien g : G! L, h : H ! L Homomorphismen mit g � a = h � b : K ! L,
dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus

f : G ⇤K H ! L mit g = f � i und h = f � j .
(2) Sei X = U [ V topologischer Raum mit U , V o↵en. Dann trägt X die Quotientento-

pologie zur natürlichen Abbildung U t V ⇣ X. Also ist X ebenfalls ein Pushout nach
Folgerung 1.75. Dazu fasst man U \ V als Teilmenge von V auf und betrachtet die Inklu-
sion f : U \ V ,! U (oder umgekehrt). Wenn wir einen Basispunkt x 2 U \ V festlegen,
erhalten wir analog einen Pushout X = U [U\V V in der Kategorie Top

+

.
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(3) Der Satz von Seifert-van Kampen besagt, dass der Funktor ⇡
1

den Pushout in Top
+

auf den
Pushout in Grp abbildet, falls U \ V wegzusammenhängend ist. Denn, wie schon gesagt,
reichen Voraussetzung (1) und (2) aus, solange man Überdeckungen aus zwei Mengen
betrachtet.

(4) Man beachte: Ein beliebiger Funktor F : C ! D muss den Pushout in C nicht auf den
in D abbilden, falls beide Pushouts existieren. Das zeigt bereits Beispiel 2.44 (1). Im
allgemeinen erhält man nur einen Morphismus vom Pushout der Bilder unter F in das
Bild des Pushouts unter F , siehe Übung 2.87.

2.46. Beispiel. Die Sphäre Sn�1 ⇢ Rn ist o↵ensichtlich wegzusammenhängend für n � 2. Wir
betrachten Sn = U

+

[ U� ⇢ Rn+1 mit U± = Sn \ {(0, . . . , 0,⌥1)} wie in Beispiel 1.78 (2). Die
stereographische Projektion liefert Homöomorphismen U

+

⇠= Rn ⇠= U�, also sind U± zusammen-
ziehbar. Schließlich ist Sn�1 ein Deformationsretrakt von U

+

\ U�. Mit x = (1, 0, . . . , 0) erhalten
wir für n � 2, dass

⇡
1

(Sn, x) = ⇡
1

(U
+

, x) ⇤⇡
1

(U
+

\U�,x) ⇡1(U�, x) = {e} ⇤⇡
1

(Sn�1,x) {e} = {e} ,

also sind Sphären einfach zusammenhängend ab Dimension 2.

Man ist versucht, das obige Beispiel so zu begründen, dass man jede Schleife in Sn für n � 2
von einem Punkt y 2 Sn, der nicht getro↵en wird, zum Basispunkt x

”
wegdrückt“. Beispiel 1.22

zeigt aber, dass man Schleifen konstruieren kann, die jeden Punkt in Sn tre↵en. Also braucht man
ein komplizierteres Argument.

2.47. Beispiel. Zur Vorbereitung auf die Übungsaufgabe 2.83 zu den Borromäischen Ringen
geben wir drei weitere Beispiele. Dabei betrachten wir die Fundamentalgruppen von Komplementen
eines oder mehrerer Kreise im R3.

(1) Betrachte S1 ⇢ R2⇥{0} ⇢ R3. Wir addieren einen Punkt im Unendlichen, indem wir U =
R3 \ S1 via stereographische Projektion in S3 \ S1 einbetten, hierbei wird S1 zu einem
Großkreis, und der fehlende Punkt in S3 sei e

4

= (0, 0, 0, 1). Es sei V die obere Halbkugel,
dann ist S2 ein Deformationsretrakt von U \ V . Also gilt nach Satz 2.42 mit x = U \ V ,
dass

⇡
1

(S3 \ S1, x) ⇠= ⇡
1

(R3 \ S1, x) ⇤⇡
1

(S2,x) ⇡1(V, x) ⇠= ⇡
1

(R3 \ S1, x) .

Jetzt bilden wir S3 \S1 durch stereographische Projektion an einem Punkt der S1 nach R3

ab und erhalten einen Homöomorphismus S3 \ S1 ⇠= R3 \ ({(0, 0)} ⇥ R). Aber S1 ist ein
Deformationsretrakt davon, so dass schließlich

⇡
1

(R3 \ S1) ⇠= ⇡
1

(S3 \ S1) ⇠= ⇡
1

(R3 \ R) ⇠= ⇡
1

(S1) ⇠= Z .

(2) Wir betrachten jetzt das Komplement zweier
”
unverlinkter“ Kreise im Raum, genauer Y =

R3 \ (S1 ⇥ {�1, 1}). Mit Beispiel (1) und Seifert-van Kampen folgt

⇡
1

(Y ) ⇠= ⇡
1

((R2 ⇥ (�1, 1)) \ (S1 ⇥ {�1})) ⇤⇡
1

(R2⇥(�1,1)) ⇡1((R2 ⇥ (�1,1)) \ (S1 ⇥ {1}))
⇠= Z ⇤{e} Z ⇠= F

2

.

(3) Wir betrachten im Gegensatz dazu das Komplement zweier
”
einfach verlinkter“ Kreise

im R3, nämlich

Z = R3 \ ({(cos', sin', 0) | ' 2 R} [ {(0, cos + 1, sin )' 2 R}) .
Wie in (1) fügen wir einen Punkt im Unendlichen hinzu, dann hat Z die gleiche Funda-
mentalgruppe wie

S3 \ ({(cos', sin', 0, 0) | ' 2 R} [ {(0, 0, cos , sin ) |  2 R}) .
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Ein Deformationsretrakt hiervon ist der Cli↵ord-Torus
⇢

1p
2
(cos', sin', cos , sin )

�

�

�

�

', 2 R
�

⇠= S1 ⇥ S1 ,

so dass
⇡
1

(Z) ⇠= ⇡
1

(S1)⇥ ⇡
1

(S1) ⇠= Z⇥ Z 6⇠= ⇡
1

(Y ) .

Also kann die Fundamentalgruppe des Komplementes erkennen, ob man einen oder zwei Kreise
entfernt hat, und ob diese

”
verlinkt“ waren oder nicht. Auch für Knoten im R3 ist die Fundamen-

talgruppe des Komplementes eine sehr mächtige Invariante. Allerdings kann man zwei auf verschie-
dene Weisen definierten Gruppen nicht immer ohne weiteres ansehen, ob sie isomorph sind oder
nicht. Daher ist die Fundamentalgruppe des Komplements keine gute Invariante, um verschiedene
Knoten voneinander zu unterscheiden.

Wir haben schon in der Übung 2.76 gesehen, dass die Fundamentalgruppe eines endlichen
Produktes punktierter Räume gleich dem Produkt ihrer Fundamentalgruppen ist. Etwas ähnliches
wird für Koprodukte punktierter topologischer Räume gelten.

2.48. Definition. Das Bouquet oder Wedge-Produkt einer Familie (Xi, xi)i2I punktierter to-
pologischer Räume ist der punktierte Raum

_

i2I
(Xi, xi) =

✓

a

i2I
Xi/ ⇠, x0

◆

mit der Quotiententopologie, wobei die Äquivalenzrelation
”
⇠“ erzeugt wird durch xi ⇠ xj für alle

Paare i, j 2 I, und x
0

= [xi] für alle i 2 I. Sei ◆i : (Xi, xi) !
�

W

i2I(Xi, xi), x0
�

die natürliche
Inklusion.

2.49. Bemerkung. Das Wedge-Produkt erfüllt die universelle Eigenschaft eines Koproduktes
in der Kategorie Top

+

. Dazu sei (Y, y) ein weiterer punktierter Raum und seien fi : (Xi, xi)! (Y, y)
punktierte Abbildungen, dann existiert zunächst einmal genau eine stetige Abbildung f̄ :

`

i2I Xi !
Y mit fi = f̄ : ◆̄i, wobei ◆̄i hier die Inklusion von Xi in die disjunkte Vereinigung bezeichne.

Sei q :
`

i2I Xi !
W

i2I(Xi, xi) die Abbildung auf den Quotienten. Die Abbildung f̄ bildet alle
Basispunkte xi auf y ab, also ist die induzierte Abbildung f :

W

i2I(Xi, xi) ! (Y, y) wohldefiniert,
nach Satz 1.72 stetig, und wegen der Eindeutigkeit von f̄ = f � q auch eindeutig.

2.50. Folgerung. Sei (Xi, xi)i2I eine Familie gut punktierter topologischer Räume, das heißt,
dass jeder Punkt xi eine zusammenziehbare o↵ene Umgebung Ui ⇢ Xi besitzt. Dann gilt

⇡
1

✓

_

i2I
(Xi, xi), x0

◆

=
a

i2I
⇡
1

(Xi, xi) .

Also bildet der Funktor ⇡
1

unter entsprechenden Voraussetzungen auch Koprodukte in Top
+

auf Koprodukte in Grp ab.

Beweis. Wir schreiben
W

i2I(Xi, xi) =
S

i2I Vi mit

Vj = (Xj , xj) _
_

i2I\{j}
(Ui, xi) .

Da die Ui zusammenziehbar sind, ist Xj Deformationsretrakt von Vj . Außerdem ist

Vj \ Vk =
_

i2I
(Ui, xi) = Vj \ Vk \ V`

zusammenziehbar, falls mindestens zwei der Indizes j, k, ` 2 I verschieden sind. Aus dem Satz 2.42
von Seifert-van Kampen folgt die Behauptung. ⇤
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2.e. Die Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes

Wir berechnen die Fundamentalgruppen von CW -Komplexen mit Hilfe des Satzes von Seifer-
van Kampen. Es wird sich zeigen, dass jede Schleife zu einer Schleife im 1-Gerüst homotop ist,
und dass man bereits am 2-Gerüst alle möglichen Homotopien erkennen kann. Insgesamt gilt al-
so ⇡

1

(X,x
0

) = ⇡
1

(X2, x
0

) für wegzusammenhängende CW -Komplexe mit x
0

2 X, wobei X1 die
Erzeuger und X2 die Relationen in einer Präsentation von ⇡

1

(X,x
0

) liefert. Umgekehrt taucht jede
Gruppe als Fundamentalgruppe eines CW -Komplexes auf.

2.51. Bemerkung. Sei M eine Familie von Erzeugern von G, und sei R ⇢ ⇤m2MZ eine Menge
von Relationen in der von den Elementen von M erzeugten freien Gruppe. Dann sei N = (R) der
von den Relationen erzeugte Normalteiler von F . Wir schreiben

G = F/N = hM | R i ,
diese Darstellung heißt auch eine Präsentation der Gruppe G. Jede Gruppe besitzt eine Präsenta-
tion. Zum Beispiel könnten wir M = G setzen, dann ist F die Menge aller Wörter in M (wobei wir
die Gruppenstruktur von G vergessen haben). Dann wählen wir R = ker(F ! G), wobei wir jedes
Wort in F auf das entsprechende Produkt in G abbilden.

Zur Erinnerung: Ein CW -Komplex X ist die Vereinigung seiner n-Gerüste Xn, versehen mit
der schwachen Topologie. Dabei ist X0 diskret, und man konstruiert induktiv

Xn = Xn�1 [
[

i2In
eni = Xn�1 [�n

a

i2In
Dn .

Unter einem maximalen Baum in einem wegzusammenhängenden CW -Komplex verstehen wir
einen zusammenziehbaren Unterkomplex Y ⇢ X1 mit X0 ⇢ Y . Wir werden im Laufe des Beweises
des folgenden Satzes verstehen, dass ein maximaler Baum gleichzeitig ein maximaler zusammen-
ziehbarer Unterkomplex von X1 ist.

2.52. Satz. Sei X ein wegzusammenhängender CW-Komplex und x 2 X0.

(1) Dann existiert J ⇢ I1, so dass

Y = X0 [
[

j2J
e1j

ein maximaler Baum in X ist.
(2) Für J wie in (1) gilt

⇡
1

(X1, x
0

) ⇠=
a

i2I/J
Z .

(3) Es sei [�] 2 ⇡
1

(S1, 1) ⇠= Z ein Erzeuger, dann gilt

⇡
1

(X2, x
0

) ⇠= ⇡
1

(X1, x
0

)/({'2

i⇤[�] | i 2 I2}) .
(4) Es gilt

⇡
1

(X,x
0

) ⇠= ⇡
1

(X2, x
0

) ⇠=
⌦

{ [�i] | i 2 I1 \ J }
�

� {�2i⇤[�] | i 2 I2
 ↵

.

Dieser Satz ist zwar nicht einfach zu formulieren, und auch der Beweis ist kompliziert, da
der Satz von Seifert-van Kampen mit o↵enen Teilmengen arbeitet, während die natürlicherweise
auftretenden Unterkomplexe im Beweis abgeschlossen sind — ein Großteil des Beweises besteht
darin, dieses Problem zu umgehen. Dafür läßt sich die Berechnung der Fundamentalgruppe eines
gegebenen CW-Komplexes mit Hilfe dieses Satzes auf rein algebraische Rechnungen mit Erzeugern
und Relationen zurückführen. Das werden wir in Folgerung 2.53 und Beispiel 2.54 ausnutzen.
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Abbildung 2.4. Ziehe einen maximalen Baum zusammen

Beweis. Zu (1) definieren wir eine Metrik d auf X0 so, dass d(x, y) die Anzahl der Kanten e1i ⇢
X1 angibt, die ein Weg von x nach y in X1 mindestens durchlaufen muss. Die Axiome einer Metrik
lassen sich leicht überprüfen. Da X wegzusammenhängend ist, ist nach Folgerung 1.94 auch X1

wegzusammenhängend, so dass es stets Wege � : [0, 1]! X1 von x nach y gibt. Aus der Kompaktheit
von [0, 1] folgt mit Bemerkung 1.51 (2) und Satz 1.86, dass d(x, y) <1 für alle x, y 2 X1.

Wir konstruieren Y =
S1

k=0

Yk induktiv. Dazu sei Y
0

= {x
0

}. Gegeben Yk�1 für k � 1, so dass

Y 0

k�1 = Yk�1 \X0 = {x 2 X0 | d(x, x
0

)  k � 1}

und Jk�1 mit

Yk�1 = Y 0

k�1 [
[

j2J
k�1

e1j ,

finden wir von jedem x 2 X0 mit d(x, x
0

) = k mindestens eine Kante e1i
x

, die xmit einem Punkt x0 2
Y 0

k�1 mit d(x0, x
0

) = k�1 verbindet. Wir nehmen für jeden solchen Punkt genau eine entsprechende
Kante zu Yk�1 hinzu und erhalten Yk. Man beachte, dass es von jedem Punkt x 2 Y 0

k dann induktiv
genau einen kürzesten Weg von x nach x

0

gibt, der über k Kanten führt.
Um zu zeigen, dass {x

0

} Deformationsretrakt von Y und Y somit zusammenziehbar ist, kon-
struieren wir zunächst Abbildungen Hk : Yk⇥[0, 1]! Yk relativ zu Yk�1⇥[0, 1], so dass Hk(y, 0) = y
und Hk(y, 1) 2 Yk�1 für alle y 2 Y . Dazu ziehen wir gleichzeitig alle Kanten e1i

x

von x 2 Y 0

k /Y
0

k�1
nach x0 2 Y 0

k�1 auf ihren Endpunkt x0 zusammen. Anschließend setzen wir alle Hk wie im Beweis
von Satz 1.93 zu einer Abbildung H : Y ⇥ [0, 1]! Y zusammen mit

H(y, s) =

(

y für 0  s  2�k , und

Hk0((rk0+1

� · · · � rk)(y), 2�k
0
s� 1) für 2�k

0  s  21�k
0

für alle y 2 Yk \ Yk�1, k � 0, wobei rk = H(·, 1) : Yk ! Yk�1 die oben konstruierten Retraktionen
seien. Damit haben wir gezeigt, dass Y zusammenziehbar ist mit X0 ⇢ Y , also in unserem Sinne
ein maximaler Baum. Außerdem würde das Hinzunehmen jeder weiteren Kante zu Y einen Unter-
komplex von X1 mit nichttrivialer Fundamentalgruppe liefern, so dass Y tatsächlich ein maximaler
zusammenziehbarer Unterkomplex ist.

Zu (2) reicht es nach Folgerung 2.50 zu zeigen, dass X1 zu einem Bouquet von Kreisen homo-
topieäquivalent ist. Dazu definieren wir eine Abbildung

f : (X1, x
0

) �!
_

i2I1\J
(S1, 1) ,

die ganz Y auf den Basispunkt und jede Kante e1i mit i /2 J homöomorph auf den entsprechenden
Kreis S1 \ {1} rechts abbildet. Umgekehrt definieren wir

g :
_

i2I1\J
(S1, 1) �! (X1, x

0

)
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x
0

e2i

�
i

{i}⇥[0,1]⇥[0,1]

Abbildung 2.5. Der Raum X
n

X1

Abbildung 2.6. Die Umgebung U
0

von Xn�1

so, dass jeder Kreis auf eine Schleife ↵ie1i �i abgebildet wird; dabei seien ↵i, �i die kürzesten Wege
von x

0

zu den Endpunkten ai, bi von e1i , siehe Abbildung 2.4.
Die Abbildung g � f : (X1, x

0

) ! (X1, x
0

) bildet ganz Y auf x
0

und jede Kante e1i auf die
Schleife ↵ie1i �i ab. Wir können die obige Homotopie H zu einer Homotopie zwischen idX1 und g �f
ausdehnen, indem wir e1i ⇥ {s} auf einen Weg von H(ai, s) über e1i nach H(bi, s) abbilden.

Umgekehrt zieht f � g :
W

i2I1\J(S
1, 1)!

W

i2I1\J(S
1, 1) jeweils das erste und das letzte Drittel

jedes Kreises auf den Basispunkt zusammen. Auch hier lässt sich eine Homotopie zur Identität ange-
ben. Also sind (X1, x

0

) und
W

i2I1\J(S
1, 1) homotopieäquivalent. Jetzt folgt (2) aus Folgerung 2.50,

da ⇡
1

(S1, 1) ⇠= Z.
Auch die Schritte (3) und (4) basieren auf dem Satz von Seifert-van Kampen. Um induktiv

von ⇡
1

(Xn�1, x
0

) zu ⇡
1

(Xn, x
0

) für n � 2 zu gelangen, vergrößern wir Xn zu X
n
, siehe Abbil-

dung 2.5. Dazu wählen wir für jedes i 2 In einen Weg �i von x
0

zum Bild xi des Basispunktes
von Sn�1 unter der Verklebeabbildung 'i. Wir verkleben In ⇥ [0, 1]⇥ [0, 1] wie folgt mit Xn.

(1) Wir identifizieren alle Strecken {(i, 0)} ⇥ [0, 1] miteinander und kleben [(i, 0, 0)] an den
Punkt x

0

.
(2) Wir verkleben {i}⇥ [0, 1]⇥ {0} entlang von �i : [0, 1]⇥ {0} mit Xn�1.
(3) Wir kleben {1} ⇥ [0, 1] auf eine Strecke in eni vom Punkt xi ins Innere der Zelle bis zum

Radius 1/2.

Dann ist Xn ein Deformationsretrakt von X
n
, indem wir jedes Quadrat {i}⇥ [0, 1]⇥ [0, 1] auf das

Bild von {i}⇥ ([0, 1]⇥ {0} [ {1}⇥ [0, 1]) zusammenziehen.
Wir betrachten die folgenden o↵enen Teilmengen. Es sei

U
0

= X
n \

[

i2In
�n
i

⇣

Dn
1/2

⌘

,

wobei Dn
1/2 ⇢ Dn den abgeschlossenen Ball vom Radius 1

2

bezeichne, siehe Abbildung 2.6. Dann

ist Xn�1 ein Deformationsretrakt von U
0

.
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V
0 {i}⇥[0,1]⇥(0,1]

Abbildung 2.7. Der Raum Ui

Abbildung 2.8. Die Fundamentalgruppe von U
0

\ Ui

Nach Satz 1.93 existiert eine zusammenziehbare Umgebung von x
0

in Xn \U
0

. Es sei V
0

⇢ X
n

ihr Urbild unter der Retraktion rn : X
n ! Xn, dann ist V

0

ebenfalls zusammenziehbar. Für i 2 In

setze
Ui = V

0

[ ({i}⇥ [0, 1]⇥ (0, 1]) [ eni .

Man überzeugt sich, dass Ui ebenfalls zusammenziehbar ist, siehe Abbildung 2.7.
Für i 6= j 2 In ist Ui \ Uj = V

0

zusammenziehbar, also insbesondere wegzusammenhängend.
Außerdem ist

U
0

\ Ui = V
0

[ ({i}⇥ [0, 1]⇥ (0, 1]) [ �n
i (B

n \Dn
1/2)

wegzusammenhängend mit Deformationsretrakt �n
i (S

n�1
3/4 ). Analog sieht man, dass auch dreifache

Durchschnitte von U = {U
0

} [ {Ui | i 2 In } wegzusammenhängend sind.
Im Fall n = 2 folgt

⇡
1

(U
0

\ Ui, x0) ⇠= ⇡
1

(S1) ⇠= Z ,

wobei ein Erzeuger [�] 2 ⇡
1

(S1) auf eine Schleife abgebildet wird, die in U
0

zu �i('i ��)�i homotop
ist, siehe Abbildung 2.8. Behauptung (3) folgt jetzt aus Satz 2.42, da

⇡
1

(X2, x
0

) = ⇡
1

(X
2

, x
0

) =
⇣

⇡
1

(U
0

, x
0

) ⇤
a

i2In
⇡
1

(Ui, x0)
⌘ .

�

{[�i('i � �)�i] | i 2 I2}
�

= ⇡
1

(X
1

, x
0

)
� �

{[�i('i � �)�i] | i 2 I2}
�

.

Man beachte, dass die Erzeuger [�i('i � �)�i] nach Satz 2.15 vom Weg �i abhängen. Da aber
verschiedene Wege zueinander konjugierte Erzeuger liefern, hängt der erzeugte Normalteiler nach
Bemerkung 2.41 nicht von der Wahl von �i ab.

Der Beweis von Behauptung (4) beginnt damit, dass U
0

\Ui ⇠ Sn�1 für n � 3 nach Beispiel 2.46
einfach zusammenhängend ist und somit ⇡

1

(Xn, x
0

) ⇠= ⇡
1

(Xn�1, x
0

) analog zur obigen Überlegung.
Jetzt liefert die Inklusion ◆ : Xn ,! X Isomorphismen der Fundamentalgruppen. Denn sei � eine
Schleife in X, dann verläuft � in einem Gerüst Xn nach Satz 1.86, also ist die Abbildung

◆⇤ : ⇡1(X
2, x

0

) ⇠= ⇡
1

(Xn, x
0

) �! ⇡
1

(X,x
0

)
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surjektiv. Falls � nullhomotop ist, verläuft aus dem gleichen Grund eine Homotopie H zur trivialen
Schleife ganz in einem Xn (wobei n jetzt größer sein kann), also ist ◆⇤ auch injektiv. Damit ist der
Satz bewiesen. ⇤

2.53. Folgerung. Sei G eine Gruppe, dann existiert ein CW-Komplex X mit ⇡
1

(X) ⇠= G.

Beweis. Sei G durch Erzeuger M ⇢ G und Relationen R gegeben. Wir konstruieren einen
CW-Komplex X. Sei X0 = {x

0

} das 0-Skelett, bestehend aus einer 0-Zelle x
0

.
Wir wählen I1 = M , das heißt, für jeden Erzeuger m 2 M sei e1m eine 1-Zelle, deren zwei

Endpunkte notwendigerweise an x
0

angeklebt sind. Dann ist {x
0

} ⇢ X1 ein maximaler Baum, also
ist F = ⇡

1

(X1, x
0

) die von den Schleifen { e1m | m 2 M } erzeugte freie Gruppe. Wir identifizieren
den zu e1m gehörigen Erzeuger mit m 2M .

Wir wählen I2 = R, und für jede Relation r = m
1

· · ·mk 2 R wählen wir eine 2-Zelle e2r , so dass
die Verklebeabbildung '2

r : S
1 ! X1 gerade das Element m

1

· · ·mk 2 ⇡1(X1, x
0

) repräsentiert.
Aus Satz 2.52 folgt jetzt

⇡
1

(X2, x
0

) = hM | R i = G . ⇤

2.54. Beispiel. Wir betrachten Flächen, genauer, kompakte, zusammenhängende topologische
Mannigfaltigkeiten der Dimension 2.

(1) Eine orientierbare Fläche Xg vom Geschlecht g � 0 lässt sich als CW-Komplex mit einer
Ecke {x

0

}, 2g Kanten a
1

, . . . , ag, b1, . . . , bg und einer 2-Zelle schreiben. Die zugehörige
Verklebeabbildung '2 entspreche der Schleife a

1

b
1

ā
1

b̄
1

· · · agbgāg b̄g, und wir erhalten die
Präsentation

⇡
1

(Xg, x0) ⇠= h a1, . . . , ag, b1, . . . , bg | a
1

b
1

a�1
1

· · · agbga�1g b�1g i .

Für g = 0 erhalten wir die Sphäre S2, für g = 1 den Torus T 2. Da die Relation ein Produkt
von Kommutatoren ist, erhalten wir die Abelisierung

⇡
1

(Xg, x0)
ab ⇠= Z2g .

(2) Eine nicht orientierbare Fläche Yg vom Geschlecht g � 0 lässt sich analog schreiben als
CW-Komplex mit einer Ecke {x

0

}, g + 1 Kanten a
0

, . . . , ag und einer 2-Zelle. Die Verkle-
beabbildung sei gegeben durch die Schleife a2

0

· · · a2g, also gilt

⇡
1

(Yg, x0) ⇠= ha0, . . . , ag | a2
0

· · · a2gi .

Für g = 0 erhalten wir RP 2, für g = 1 die Kleinsche Flasche. In diesem Fall erhalten wir
die Abelisierung

⇡
1

(Yg, x0)
ab ⇠= Zg+1/h(2, . . . , 2)i ⇠= Zg � Z/2Z ,

wobei die rechte Darstellung zu den Erzeugern a
1

, . . . , ag und a
0

+ · · ·+ ag gehört.

Wir sehen also, dass man die unterschiedlichen Flächen anhand ihrer Fundamentalgruppen unter-
scheiden kann.

2.f. Überlagerungen

Wir betrachten Überlagerungen eX ! X eines gegebenen topologischen Raumes X, und ver-
gleichen die Fundamentalgruppen von eX und X miteinander.

Wir erinnern uns an die Definition 2.25 von Überlagerungen. Eine Überlagerung heißt universell,
wenn sie zusammenhängend und einfach zusammenhängend ist.
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2.55. Beispiel. In Beispiel 2.26 hatten wir bereits eine universelle Überlagerung p : R ⇣ S1

kennengelernt. Andere zusammenhängende Überlagerungen von S1 ⇢ C sind von der Form

pk : S
1 �⇣ S1 mit z 7�! zk

für 0 < k 2 Z. Es gilt
im pk⇤ = kZ ⇢ Z ⇠= ⇡

1

(S1, 1) .

Wir werden später sehen, dass das bis auf Isomorphie alle zusammenhängenden Überlagerungen
der S1 sind.

Unter einem Lift einer Abbildung F : Y ! X in eine Überlagerung p : eX ! X verstehen wir
eine Abbildung eF : Y ! eX mit F = p � eF . Wenn wir von punktierten Räumen und Abbildun-
gen (Y, y

0

)! (X,x
0

)⌘ ( eX, x̃
0

) sprechen, erwarten wir von einem Lift ebenfalls, dass er y
0

auf x̃
0

abbildet.
Wir erinnern uns an den Homotopie-Liftungssatz 2.27 und insbesondere an den Beweis des

Satzes 2.28. Dort hatten wir für p : R! S1 gesehen, dass wir jede Schleife in (X,x
0

) zu einem Weg
in X̃ mit vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig liften können, und dass relativ homotope Schleifen
zu relativ homotopen Wegen liften. Das dortige Argument überträgt sich auf alle Überlagerungen.

2.56. Satz. Sei p : ( eX, x̃
0

)! (X,x
0

) eine Überlagerung, dann ist die Abbildung

p⇤ : ⇡1
�

eX, x̃
0

�

! ⇡
1

(X,x
0

)

injektiv, und für � : [0, 1] ! X mit �(0) = �(1) = x
0

liegt [�] genau dann im Bild von p⇤, wenn �
einen Lift �̃ : [0, 1]! eX mit �̃(0) = �̃(1) = x̃

0

besitzt.

Beweis. Sei �̃ : S1 ! eX eine Schleife, so dass � = p � �̃ relativ zu Anfangs- und Endpunkt
nullhomotop ist. Dann lässt sich die Nullhomotopie mit Satz 2.27 zu einer relativen Nullhomotopie
von �̃ liften. Also ist p⇤ injektiv.

Eine Schleife �, deren Lift �̃ mit Anfangspunkt x̃
0

wiederum eine Schleife ist, liegt im Bild
von p⇤, da p⇤[�̃] = [p � �̃] = [�]. Sei umgekehrt � eine Schleife mit [�] 2 im(p⇤). Dann ist � homotop
zu einer Schleife der Form �0 = p � �̃0. Liften der Homotopie liefert eine Homotopie zwischen dem
Lift �̃ von � mit �̃(0) = x̃

0

und �̃0, also folgt �̃(1) = �̃0(1) = x̃
0

. ⇤
2.57. Beispiel. Die

”
Acht“ X = S1 _ S1 hat sehr viele paarweise nicht isomorphe Überla-

gerungen, siehe [H1]. Wir werden sehen, dass das Bild im p⇤ der Fundamentalgruppe ⇡
1

( eX, x̃
0

)
in ⇡

1

(X,x
0

) die Überlagerung p : ( eX, x̃
0

)! (X,x
0

) bereits bis auf Isomorphie festlegt.

p p0
x
0

x̃
0

x̃0
0

Wir wollen allgemeiner fragen, wann sich eine Abbildung F : (Y, y
0

)! (X,x
0

) zu einer Abbil-
dung eF : (Y, t

0

)! ( eX, x̃
0

) mit F = p � eF liften lässt.
Wir erinnern uns an den Begri↵

”
lokal wegzusammenhängend“ aus Definition 1.68. Falls Y lokal

wegzusammenhängend ist, sind alle Wegzusammenhangskomponenten sowohl o↵en als auch abge-
schlossen. Also ist Y in diesem Fall genau dann wegzusammenhängend, wenn Y zusammenhängend
ist.

2.58. Satz (Liftungssatz). Sei p : ( eX, x̃
0

) ! (X,x
0

) eine Überlagerung, und sei Y zusammen-
hängend und lokal wegzusammenhängend. Dann lässt sich eine Abbildung F : (Y, y

0

) ! (X,x
0

)

67



genau dann zu einer Abbildung eF : (Y, y
0

)! ( eX, x̃
0

) mit F = p � eF liften, wenn

imF⇤ ⇢ im p⇤ ⇢ ⇡
1

(X, p) . (*)

In diesem Fall ist der Lift eF durch eF (y
0

) = x̃
0

eindeutig bestimmt.

Falls Y nicht zusammenhängend ist, müssen wir den Lift auf jeder Wegzusammenhangskompo-
nente von Y einzeln konstruieren; eventuell benötigen wir dazu jeweils andere Basispunkte.

Beweis. Die Aussage
”
=)“ ist klar, da aus der Existenz von eF bereits

imF⇤ = im
�

p⇤ � eF⇤
�

⇢ im p⇤

folgt.
Sei umgekehrt (*) erfüllt. Wir definieren einen Lift eF wie folgt. Da Y wegzusammenhängend

ist, können wir zu jedem y 2 Y einen Pfad � von y
0

nach y angeben, und dazu wie im Beweis von
Satz 2.28 einen Lift ⌧̃ von ⌧ = F �� mit Anfangspunkt ⌧̃(0) = x

0

. Wir setzen F̃ (y) = ⌧̃(1). Hieraus
folgt auch bereits die Eindeutigkeit von eF .

Um zu zeigen, dass eF wohldefiniert ist, wählen wir einen weiteren Weg �0 von y
0

nach y und
konstruieren einen Lift ⌧̃ 0 von ⌧ 0 = F � �0 wie oben. Dann ist ⌧ 0⌧̄ 2 imF⇤ ⇢ im p⇤ nach (*), also

existiert ein geschlossener Lift f⌧ 0⌧̄ nach Satz 2.56. Das heisst, ein Lift e⌧̄ von ⌧̄ startet bei ⌧̃ 0(1) und
führt zu x̃

0

. Wegen der Eindeutigkeit des Lifts ist ˜̄⌧ = ¯̃⌧ , und es folgt ⌧̃(1) = ⌧̃ 0(1), was zu zeigen
war.

Zur Stetigkeit von eF sei y 2 Y , und sei U eine gleichmäßig überlagerte Umgebung von x = F (y)
in X. Dann existiert eine Umgebung eU ⇢ eX von x̃ = eF (y), so dass p : eU ! U ein Homöomor-
phismus ist. Hierbei können wir o↵ensichtlich U so wählen, dass eU als Umgebung von ỹ beliebig
klein wird. Wegen Stetigkeit von F ist F�1(U) o↵en, und es existiert eine wegzusammenhängende
Umgebung V ⇢ F�1(U) von y.

Sei � ein Weg von y
0

nach y. Sei ⌧̃ der Lift von ⌧ = F � � wie oben, so dass also ⌧̃(1) = eF (y).
Sei y0 2 V , und sei ↵ ein Weg von y nach y0 in V . Da � = F � ↵ in U verläuft, hat � einen
Lift �̃ = (p|eU )

�1 � � in eU . Dann ist ⌧̃ �̃ ein Lift von ⌧� = F � (�↵), und es folgt

eF (y0) = (⌧̃ �̃)(1) = �̃(1) 2 eU .

Also gilt eF (V ) ⇢ eU , und da eU beliebig klein gewählt werden kann folgt die Stetigkeit von eF bei y.
Da y beliebig war, ist eF stetig. ⇤

2.59. Bemerkung. Der lokale Wegzusammenhang wurde nur eingesetzt, um die Stetigkeit
von eF nachzuweisen, er ist aber nötig für die Existenz des Liftes, siehe Übung 2.93. Zur Eindeutigkeit
von eF reicht Zusammenhang jedoch aus: Sei etwa p : ( eX, x̃

0

)! (X,x
0

) eine Überlagerung, und sei Y
zusammenhängend. Seien eF , eF 0 : (Y, y

0

)! ( eX, x̃
0

) Lifts von F . Dann ist die Menge

{ y 2 Y | eF (y) = eF 0(y) } ⇢ Y

o↵en, abgeschlossen und nicht leer, also stimmen die Lifts auf ganz Y überein.

Eine Gruppenwirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist ein Homomorphis-
mus vonG in die Gruppe der Homöomorphismen vonX. Unter Umständen trägt der QuotientX/G,
dessen Punkte die Bahnen der G-Wirkung sind, wieder die Struktur eines topologischen Raumes,
so dass die kanonische Abbildung X ⇣ X/G eine Überlagerung ist. Wir beschreiben zunächst diese
Konstruktion. Später überlegen wir uns, welche Überlagerungen von Gruppenwirkungen kommen.
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2.60. Definition. Eine (Gruppen-) Wirkung oder Operation einer Gruppe � auf einem topolo-
gischen Raum X ist ein Gruppenhomomorphismus ⇢ von � in die Gruppe Aut X der Homöomor-
phismen von X, schreibe ⇢� oder kurz � : X ! X für das Bild von � 2 �.

Eine Bahn von ⇢ (oder auch kurz von �) ist eine Teilmenge der Form

⇢
�

(x) = �x = {⇢�(x) | � 2 �} ⇢ X

mit x 2 X. Der Quotient

X/� = {�x | x 2 X} ⇢ PX

ist die Menge aller Bahnen. Es bezeichne

p : X �⇣ X/� mit p(x) = �x

die Projektionsabbildung. Der Raum X/� trage die Quotiententopologie unter p.

Es folgen zwei Bedingungen an Gruppenwirkungen, die sicherstellen, dass die Projektionsabbil-
dung eine Überlagerung ist.

2.61. Definition. Eine Gruppenwirkung von � auf X heißt frei , wenn für alle x 2 X und
alle � 2 � aus �(x) = x bereits � = e folgt. Sie heißt eigentlich diskontinuierlich, wenn jeder
Punkt x 2 X eine Umgebung U in X besitzt, so dass �(U) \ U = ; falls �(x) 6= x.

Wenn � frei operiert, kann �(x) = x nur für das neutrale Element gelten.

2.62. Beispiel. Wir geben verschiedene Beispiele von Gruppenwirkungen.

(1) Es sei X = R, � = Z und �(x) = x+�. Dann ist der Quotient R/Z homöomorph zu S1 ⇢ C
wie in Beispiel 2.26 via

Zx 7�! e2⇡ix .

Diese Wirkung ist frei und eigentlich diskontinuierlich. Wähle dazu als Umgebung von x 2
R das Intervall U = (x � 1

2

, x + 1

2

), dann gilt (x + n � 1

2

, x + n + 1

2

) \ (x � 1

2

, x + 1

2

) = ;
für alle n 2 Z \ {0}.

(2) Es sei X = S1 ⇢ C, � = Z, r = p
q 2 Q eingekürzter Bruch und �(z) = e2⇡ir� · z.

Elemente � 2 qZ ⇢ Z wirken trivial, das heißt, es gilt �(z) = z für alle z 2 S1. Daher ist
diese Wirkung nicht frei. Sie ist aber eigentlich diskontinuierlich: zu z 2 S1 wähle

U =

⇢

e2⇡i' · z
�

�

�

�

' 2
✓

� 1

2q
,
1

2q

◆�

,

dann gilt U \ ⇢n(U) = ; für alle n 2 Z \ qZ.
Die Faktorgruppe Z/qZ wirkt ebenfalls auf S1. Der Quotient ist homöomorph zu S1

via

(Z/qZ)z 7�! zq 2 S1 ,

und die Abbildung S1 ! S1 ist dieselbe wie in Beispiel 2.55. Diese Wirkung ist sowohl
frei als auch eigentlich diskontinuierlich.

(3) Es seien X, � wie in (2), aber r 2 R \ Q. Dann liegen alle Bahnen dicht in X. Da
jede o↵ene Menge alle Bahnen schneidet, ist X/� jetzt eine überabzählbare Menge mit
der Klumpentopologie. Die Wirkung ist zwar frei, aber nicht eigentlich diskontinuierlich.
Denn die Bahn von z 2 S1 tri↵t jede noch so kleine Umgebung U : Zu jeder Umgebung U
von z 2 S1 existiert also n 2 Z \ {0} mit ⇢n(z) 2 U , insbesondere U \ ⇢n(U) 6= ;.

2.63. Proposition. Es sei ⇢ eine freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung einer Grup-
pe � auf X. Dann ist die Projektionsabbildung p : X ! X/� eine Überlagerung.
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Beweis. Es sei y = �x 2 X/�, und es sei U eine Umgebung von x wie in Definition 2.61. Es
sei V = p(U) 2 X/�, dann folgt aus Definition 2.61, dass

p�1(V ) =
.
[

�2�
�(U) ⇢ X .

Wir dürfen U als o↵en annehmen. Dann sind alle �(U) o↵en, und A ⇢ p�1(V ) ist genau dann o↵en,
wenn alle A \ �(U) o↵en sind. Also erhalten wir den gesuchten Homöomorphismus

p�1(V ) ⇠=
a

�2�
�(U) ⇠= �⇥ U ,

das heißt, V ⇢ X/� ist gleichmäßig überlagert. Da das für alle y 2 X/� funktioniert, folgt unsere
Behauptung. ⇤

2.64. Bemerkung. Der Raum X/� trägt die Quotiententopologie. Nach Bemerkung 1.74 ist
nicht klar, dass sich

”
schöne“ Eigenschaften von X auf den Quotienten vererben. Als Beispiel

betrachte den normalen Raum X = R2 \ {(0, 0)}. Hierauf operiert Z durch n (x, y) = (2nx, 2�ny).
Da (0, 0) /2 X, ist diese Operation frei und eigentlich diskontinuierlich. Sei etwa (x, y) 2 X, dann
können wir als Umgebung U wie in Definition 2.61 von x die Menge (2�1/2x, 21/2x) ⇥ R wählen,
falls x 6= 0, oder die Menge R⇥ (2�1/2y, 21/2y), falls y 6= 0.

Allerdings ist der Quotient nicht einmal Hausdor↵sch. Die Punkte a = p(x, 0) und b = p(0, y) 2
X/� lassen sich nicht trennen, denn für noch so kleine Umgebungen U von a und V von b gibt es
ein hinreichend großes n 2 Z so dass

U 3 p(x, 2�ny) = p(2�nx, y) 2 V .

2.65. Definition. Eine Decktransformation einer Überlagerung p : X̃ ! X ist ein Homöomor-
phismus F : X̃ ! X̃, so dass p �F = p. Eine zusammenhängende Überlagerung heißt normal, wenn
es zu je zwei x̃

0

, x̃
1

2 X̃ mit p(x̃
0

) = p(x̃
1

) eine Decktransformation F mit F (x̃
0

) = x̃
1

gibt.

Warnung:
”
normal“ hat hier nichts mit (T1) und (T4) zu tun, sondern mit dem Begri↵ des

Normalteilers, siehe Folgerung 2.68.

2.66. Bemerkung. Die Decktransformationen einer gegebenen Überlagerung p : X̃ ! X bilden
stets eine Gruppe �, die Decktransformationsgruppe. Sei X̃ zusammenhängend und lokal wegzu-
sammenhängend. Da jede Decktransformation ein Lift von p : X̃

0

! X mit p̃(x̃
0

) = F (x̃
0

) = x̃
1

ist, operiert � wegen der Eindeutigkeit der Lifte frei. Indem wir Urbilder gleichmäßig überlagerter
Umgebungen von Punkten in X betrachten, sehen wir, dass � auch eigentlich diskontinuierlich
wirkt. Falls p : X̃ ! X normal ist, folgt X ⇠= X̃/�.

Seien umgekehrt X, � wie in Proposition 2.63 und X zusammenhängend und lokal wegzu-
sammenhängend. Dann ist p : X ! X/� eine normale Überlagerung, und � ist die Gruppe der
Decktransformationen. Hier benutzen wir wieder die Eindeutigkeit im Liftungssatz 2.58, um zu
zeigen, dass es keine weiteren Decktransformationen gibt.

2.67. Beispiel. Wir haben in Beispiel 2.62 schon gesehen, dass die zusammenhängenden Über-
lagerungen der S1 in Beispiel 2.55 normal sind. Das linke Bild in Beispiel 2.57 besitzt keine Deck-
transformationen außer der Identität, ist also nicht normal. Für das rechte Bild erhalten wir eine
Decktransformationsgruppe � ⇠= Z2, also ist dieses Beispiel normal. Dreht man aber nur je einen
horizontalen und einen vertikalen Pfeil in dem Bild um, so erhält man eine neue Überlagerung ohne
nichttriviale Decktransformationen.
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2.68. Folgerung (aus dem Liftungssatz 2.58). Es sei p : X̃ ! X eine zusammenhängende,
lokal wegzusammenhängende Überlagerung, seien x

0

2 X und x̃
0

, x̃
1

2 p�1(x
0

), und sei �̃ ein Weg
in X̃ von x̃

0

nach x̃
1

. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) Es existiert eine Decktransformation F : X̃ ! X̃ mit F (x̃
0

) = x̃
1

.
(2) Es gilt p⇤(⇡1(X̃, x̃

0

)) = p⇤(⇡1(X̃, x̃
1

)) ⇢ ⇡
1

(X,x
0

).
(3) Für � = p � �̃ gilt [�]�1p⇤(⇡1(X̃, x̃

0

))[�] = p⇤(⇡1(X̃, x̃
0

)).

Insbesondere ist p genau dann eine normale Überlagerung, wenn im p⇤ Normalteiler von ⇡
1

(X,x
0

)
ist. In diesem Fall ist � = ⇡

1

(X,x
0

)/ im(p⇤) die Gruppe der Decktransformationen.

Beweis. Da Decktransformationen invertierbar sind und die Abbildung p liften, folgt die Äqui-
valenz von (1) und (2) unmittelbar aus Satz 2.58.

Wie im Satz 2.15 liefert � 7! ��� einen Isomorphismus von ⇡
1

(X̃, x̃
0

) mit ⇡
1

(X̃, x̃
1

). Es folgt

p⇤(⇡1(X̃, x̃
1

)) = [�]�1p⇤(⇡1(X̃, x̃
0

))[�] ,

und daraus die Äquivalenz von (2) und (3). Da sich je zwei Wege �̃
1

, �̃
2

von x̃
0

nach x̃
1

bis auf
Homotopie nur bis auf Verkettung mit der Schleife �̃

2

�̃
1

am Punkt x̃
0

unterscheiden, kommt es
nicht auf die Wahl von �̃ an.

Wenn im p⇤ ein Normalteiler ist, gilt (3), wegen (1) existieren alle Decktransformationen, und p
ist normal. Sei umgekehrt p normal, also gilt (1). Da es zwischen je zwei Punkten in p�1(x

0

) einen
Weg �̃ gibt, folgt aus (3), dass im p⇤ ein Normalteiler ist.

Um eine Wirkung von ⇡
1

(X,x
0

) auf X̃ zu konstruieren, betrachten wir zu [�] 2 ⇡
1

(X,x
0

) die
nach dem Liftungssatz 2.58 eindeutige Decktransformation ⇢

[�] : X̃ ! X̃, die den Basispunkt x̃
0

auf den Endpunkt �̃(1) des Lifts �̃ von � mit �̃(0) = x̃
0

abbildet.
Wir müssen zeigen, dass ⇢ einen Gruppenhomomorphismus liefert. Sei dazu [�

1

] 2 ⇡
1

(X,x
0

),
und sei �̃

1

der Lift von �
1

mit �̃
1

(0) = x̃
0

. Dann folgt ⇢
[�

1

]

(x̃
0

) = �̃
1

(1). Außerdem ist �̃0 = ⇢
[�

]

� �̃ ein

Lift von � mit �̃0(0) = �̃
1

(1), also ist die Verkettung g�
1

� = �̃
1

�̃0 ein Lift von �
1

� mit g�
1

�(0) = x̃
0

.
Es folgt

⇢
[�

1

]

�

⇢
[�](x̃0)

�

= ⇢
[�

1

]

�

�̃(1)
�

= �̃0(1) =g�
1

�(1) = ⇢
[�

1

�](x̃0) .

Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Liftungssatz 2.58 folgt ⇢
[�

1

]

� ⇢
[�] = ⇢

[�
1

�], und wir erhalten
eine Gruppenwirkung.

Da nach Satz 2.56 gerade die Elemente von im p⇤ zu Schleifen in (X̃, x̃
0

) liften, folgt ker ⇢ =
im p⇤, so dass die Gruppe � = ⇡

1

(X,x
0

)/ im p⇤ frei und wegen Bemerkung 2.66 auch eigentlich
diskontinuierlich auf X̃ operiert, mit X ⇠= X̃/�. ⇤

2.g. Die universelle Überlagerung

Nach Satz 2.56 bestimmt jede Überlagerung p : ( eX, x̃
0

) ! (X,x
0

) eine Untergruppe im p⇤ der
Fundamentalgruppe von (X,x

0

). Wir wollen zeigen, dass es für geeignete Räume X umgekehrt
zu jeder Untergruppe G ⇢ ⇡

1

(X,x
0

) bis auf Isomorphie genau eine zusammenhängende Überla-
gerung p : ( eX, x̃

0

) ! (X,x
0

) mit im p⇤ = G gibt. Dazu erinnern wir uns, dass eine Überlagerung
nach Definition 2.25 universell heißt, wenn sie zusammenhängend und einfach zusammenhängend
ist. Eine universelle Überlagerung p : R! S1 haben wir in Beispiel 2.26 bereits kennengelernt.

Wir werden später sehen, dass die universelle Überlagerung von X jede zusammenhängende
Überlagerung von X überlagert, daher der Name. Außerdem kann man jede beliebige (auch nicht
zusammenhängende) Überlagerung mit Hilfe der universellen Überlagerung konstruieren.

2.69. Definition. Ein topologischer Raum X heißt semilokal einfach zusammenhängend , wenn
jeder Punkt x 2 X eine Umgebung U besitzt, so dass im(⇡

1

(U, x)! ⇡
1

(X,x)) = 0.
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2.70. Satz. Jeder zusammenhängende, lokal wegzusammenhängende und semilokal einfach zu-
sammenhängende topologische Raum X mit x

0

2 X hat eine universelle Überlagerung.

2.71. Bemerkung. Die Voraussetzung
”
semilokal einfach zusammenhängend“ wirkt technisch.

Tatsächlich ist sie notwendig, siehe Übung 2.94. Sei nämlich eX ! X eine universelle Überlagerung,
sei U ⇢ X eine wegzusammenhängende, gleichmäßig überlagerte Umgebung von x 2 X, sei eU
eine Zusammenhangskomponente von p�1(U), sei x̃ 2 eU und x = p(x̃). Dann folgt im(⇡

1

(U, x) !
⇡
1

(X,x)) = {e} aus den folgenden kommutativen Diagrammen.

eU ����! eX ⇡
1

(eU, x̃) ����! ⇡
1

( eX, x̃) = {e}
p|e

U

?

?

y

⇠
=

?

?

y

p =) (p|e
U

)⇤

?

?

y

⇠
=

p⇤

?

?

y

U ����! X ⇡
1

(U, x) ����! ⇡
1

(X,x)

Beweis von Satz 2.70. Angenommen, es gebe eine universelle Überlagerung. Dann wissen wir
nach Satz 2.56, dass eine Schleife � in X mit �(0) = �(1) = x

0

genau dann zu einer Schleife in
der universellen Überlagerung liftet, wenn sie in X nullhomotop ist. Wie immer folgt, dass zwei
Wege �, �0 von x

0

nach x 2 X genau dann Lifts �̃, �̃0 mit �̃(0) = �̃0(0) = x̃
0

und gleichem
Endpunkt x̃ = �̃(1) = �̃0(1) haben werden, wenn � und �0 homotop sind. Also definieren wir

eX =
�

� : [0, 1]! X
�

� �(0) = x
0

 �

⇠ und p([�]) = �(1) ,

wobei
”
⇠“ hier Homotopie relativ zu {0, 1} bezeichne.

Zur Topologie von X̃ sei zunächst U ⇢ X o↵en und x 2 U , dann hat x nach Voraussetzung eine
wegzusammenhängende o↵ene Umgebung V ⇢ U mit im(⇡

1

(V, x)! ⇡
1

(X,x)) = 0. Also bildet

B =
�

V 2 OX

�

� V wegzusammenhängend und im
�

⇡
1

(V, x)! ⇡
1

(X,x)
�

= 0
 

eine Basis von OX .
Für V 2 B und einen Weg � : [0, 1]! X mit �(0) = x

0

und �(1) 2 V setze

U(V,�) =
�

[��]
�

� � Weg in V mit �(0) = �(1)
 

⇢ eX .

Dann ist die Abbildung

U(V,�) �! V mit [��] 7�! �(1) (*)

eine Bijektion, denn Surjektivität folgt, da V wegzusammenhängend ist, und Injektivität, da für
zwei Wege �, �0 mit gleichem Anfangspunkt x und gleichem Endpunkt die Schleife �0��1 in V ja
in X zusammenziehbar ist, somit also auch [��] = [��0] 2 eX.

Wir definieren also eine Topologie auf eX durch Angabe einer Basis

eB =
�

U(V,�)
�

� V 2 B und � Weg in X mit �(0) = x
0

und �(1) 2 V
 

.

Aus (*) folgt jetzt sofort die Stetigkeit von p und die Überlagerungseigenschaft, da alle V 2 B
gleichmäßig überlagert sind.

Es gilt im p⇤ = 0, denn sei �̃ eine Schleife in eX, dann zerlegen wir [0, 1] in Teilintervalle [ti, ti+1

],
so dass jedes Teilintervall in eine der Mengen U(Vi,�i) 2 eB abgebildet wird. Wir erhalten eine
Nullhomotopie von � = p� �̃, indem wir ausnutzen, dass �i�|

[t
i

,t
i+1

]

⇠ �i+1

gilt (Bild). Aus Satz 2.56

folgt ⇡
1

( eX, x̃
0

) = 0 da o↵ensichtlich im p⇤ = 0. ⇤

2.72. Bemerkung. Auf der soeben konstruierten universellen Überlagerung p : eX ! X ope-
riert die Fundamentalgruppe ⇡

1

(X,x
0

) durch [�] · [�] = [��]. Außerdem folgt aus obigem Beweis,
dass eX/⇡

1

(X,x
0

) ⇠= X. Beides erhalten wir aber auch direkt aus Folgerung 2.68, da die Grup-
pe im p⇤ = {e} trivial und insbesondere ein Normalteiler von ⇡

1

(X,x
0

) ist.
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Die universelle Überlagerung erfüllt eine universelle Eigenschaft und ist daher bis auf eindeutige
Isomorphie von punktierten Überlagerungen eindeutig bestimmt.

2.73. Folgerung. Es sei (X,x
0

) zusammenhängend und lokal wegzusammenhängend, und es
sei p : (X̃, x̃

0

)! (X,x
0

) eine universelle Überlagerung.

(1) Es sei q : (Y, y
0

) ! (X,x
0

) eine weitere Überlagerung. Dann existiert genau eine Abbil-
dung r : (X̃, x̃

0

) ! (Y, y
0

) mit p = q � r, und r ist ebenfalls eine universelle Überlagerung
von Y .

(2) Sei insbesondere p0 : (X̃ 0, x̃0
0

) ! (X,x
0

) eine weitere universelle Überlagerung, dann exi-
stiert ein eindeutiger Homöomorphismus F : (X̃, x̃

0

)! (X̃ 0, x̃0
0

), so dass p = p0 � F .

Beweis. Da eX einfach zusammenhängend ist, folgt die Existenz und Eindeutigkeit eines Lif-
tes r von p aus Satz 2.58, da {e} = im p⇤ ⇢ im q⇤. Um zu sehen, dass r eine Überlagerung ist, wählen
wir zu y 2 Y eine wegzusammenhängende Umgebung U von x = q(y), die sowohl von p als auch
von q gleichmäßig überlagert wird. Dann sind die Wegzusammenhangskomponenten von p�1(U)
und q�1(U) jeweils homöomorph zu U via p beziehungsweise q. Sei V ⇢ Y die Wegzusammen-
hangskomponente von q�1(U), die y enthält. Da p = q � r, und da stetige Abbildungen zusammen-
hängende Mengen auf zusammenhängende Mengen abbilden, ist r�1(V ) ⇢ p�1(U) eine disjunkte
Vereinigung von Wegzusammenhangskomponenten von p�1(U). Also ist r eine Überlagerung von Y ,
und da X̃ einfach zusammenhängend ist, sogar eine universelle.

Die zweite Aussage zeigt man mit dem üblichen universellen Trick. ⇤
Es seien X, X̃ und Y wie oben. Aus Satz 2.56 und Folgerung 2.68 ergibt sich sofort, dass

Y ⇠= eX/⇡
1

(Y, y
0

) ⇠= eX/ im q⇤ .

Auf diese Weise kann man eine Kategorie aller punktierten zusammenhängenden Überlagerungen
von (X,x

0

) konstruieren und zeigen, dass sie zur Kategorie aller Untergruppen von ⇡
1

(X,x
0

) äqui-
valent ist. Dabei ist ein Äquivalenz von Kategorien F : A! B ein Funktor, so dass

(1) zu jedem B 2 obj(B) ein A 2 obj(A) mit FA = B existiert, das heißt, so dass F auf
Objekten bis auf Isomorphie surjektiv ist, und

(2) für alle A, C 2 obj(A) die Abbildung F : homA(A,C) ! homB(FA,FB) eine Bijektion
ist, das heißt, so dass F auf Morphismen bijektiv ist.

In unserem Fall betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade Untergruppen G, H, . . .
von ⇡

1

(X,x
0

) und deren Morphismen gerade die Inklusionsabbildungen sind, also

hom(H,G) =

(

{H ,! G} falls H ⇢ G, und

; sonst.

Außerdem betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade punktierte, zusammenhängende
Überlagerungen p : (Y, y

0

) ! (X,x
0

), q : (Z, z
0

) ! (X,x
0

) von (X,x
0

), . . . , und deren Morphis-
men F : p ! q gerade punktierte Überlagerungen r : (Y, y

0

) ! (Z, z
0

) mit p = q � r sind. Als
Funktoren erhalten wir zum einen die Zuordnung

⇡
1

(X,x
0

) � G 7�! X̃/G und (H ,! G) 7�!
�

X̃/H ⇣ X̃/G mit Hx 7! Gx
�

,

zum anderen die Zuordnung

p 7�! im p⇤ ⇢ ⇡
1

(X,x
0

) und (p⇣ q) 7�! (im p⇤ ,! im q⇤) ;

für eine Äquivalenz von Kategorien hätte es gereicht, nur einen dieser zwei Funktoren anzugeben.
Einen ähnlichen Sachverhalt lernt man in der Algebra kennen. Dort klassifizieren die Untergrup-

pen der Galois-Gruppe genau die Zwischenkörper in einer Galois-Körpererweiterung. Die Rolle der
universellen Überlagerung spielt der algebraische Abschluss eines perfekten Körpers, siehe unten.
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Allgemeiner kann man auch beweisen, dass die Kategorie aller Überlagerungen äquivalent ist zur
Kategorie aller Gruppenwirkungen von ⇡

1

(X,x
0

) auf (diskreten) Mengen. Diese Kategorie umfasst
die Kategorie der Untergruppen von ⇡

1

(X,x
0

), wobei man einer Untergruppe � ⇢ ⇡
1

(X,x
0

) die
Menge der Rechtsnebenklassen M = ⇡

1

(X,x
0

)/� zuordnet. Um aus einer diskreten Menge M mit
⇡
1

(X,x
0

)-Wirkung eine Überlagerung zu konstruieren, betrachtet man den Quotienten

X̃ ⇥
�

M = (X̃ ⇥M)/� ,

wobei � auf X̃⇥M durch �(x̃,m) = (�x̃, �m) wirkt. Die Bahnen der �-Wirkung auf M entsprechen
genau den Zusammenhangskomponenten der Überlagerung X̃ ⇥

�

M . Die obige Zuordnung läßt
sich zu einem Funktor ausbauen, von dem man wieder zeigen kann, dass er eine Äquivalenz von
Kategorien liefert.

Zum Schluss dieses Kapitels geben wir ein
”
Wörterbuch“ zur Übersetzung zwischen Sachver-

halten aus der Galois-Theorie und der Überlagerungstheorie an.

Galois-Theorie Überlagerungstheorie

Perfekter Körper K Zusammenhängender, lokal wegzusammenhängender,
semilokal einfach zusammenhängender,
punktierter topologischer Raum (X,x

0

)
Algebraische Erweiterung L � K Zusammenhängende, punktierte

Überlagerung q : (Y, y
0

)! (X,x
0

)

Algebraischer Abschluss K Universelle Überlagerung p : ( eX, x̃
0

)! (X,x
0

)

Absolute Galoisgruppe G = G( eK/K) Fundamentalgruppe ⇡
1

(X,x
0

)
abgeschlossene Untergruppe H ⇢ G Untergruppe � ⇢ ⇡

1

(X,x
0

)

Fixkörper von H Quotient ( eX/�,�x̃
0

)! (X,x
0

)
Normale Erweiterung L � K Normale Überlagerung q : (Y, y

0

)! (X,x
0

)
Relative Galoisgruppe G(L/K) Decktransformationsgruppe ⇡

1

(X,x
0

)/(im q⇤)

Die Parallelen sind klar erkennbar. Entscheidender Unterschied: alle
”
Pfeile“ in der Kategorie

der algebraischen Erweiterungen verlaufen genau andersherum als in der Kategorie der punktierten
Überlagerungen. Das liegt daran, dass die entsprechenden Äquivalenzen von Kategorien in der
Galois-Theorie kontravariante Funktoren sind. Wenn wir anstelle der topologischen Räume X die
Algebra der stetigen Funktionen X ! C betrachten, sind wir in einer ähnlichen Situation wie bei
den Körpern. Wie Sie umgekehrt im Falle von Zahlkörpern zu einer

”
geometrischen“ Beschreibung

kommen, lernen Sie in der arithmetischen Geometrie.

2.h. Übungen zu Kapitel 2

Übungen zu Abschnitt 2.a.

2.74. ¨Ubung. Sei (X,A) ein Paar und Y ein Raum. Zeigen Sie: Homotopie relativ zu A ist eine
Äquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen von X nach Y .

2.75. ¨

Ubung. Seien X, Y , Z topologische Räume, und seien F : X ! Y und G : Y ! Z
Homotopieäquivalenzen, dh., es existieren Abbildungen P , Q mit P �F ⇠ idX , F �P ⇠ idY ⇠ Q�G
und G �Q ⇠ idZ . Konstruieren Sie Homotopien

(P �Q) � (G � F ) ⇠ idX und (G � F ) � (P �Q) ⇠ idZ .

Insbesondere ist Homotopieäquivalenz eine Äquivalenzrelation.
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Übungen zu Abschnitt 2.b.

2.76. ¨

Ubung. Seien X, Y topologische Räume, seien x 2 X und y 2 Y Punkte. Finden Sie
einen natürlichen Gruppenisomorphismus

⇡
1

�

X ⇥ Y, (x, y)
� ⇠= ⇡

1

(X,x)⇥ ⇡
1

(Y, y) .

2.77. ¨

Ubung. Sei X ein topologischer Raum. Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden Aus-
sagen, in dem Sie jeweils geeignete Homotopien angeben.

(1) Jede Abbildung S1 ! X ist homotop zu einer konstanten Abbildung.
(2) Jede Abbildung F : S1 ! X lässt sich zu einer Abbildung F : D2 ! X mit F |@D2 = F

ausdehnen.
(3) Die Fundamentalgruppen ⇡

1

(X,x) sind für alle x 2 X trivial.
(4) Je zwei Wege zwischen zwei Punkten x, y 2 X sind homotop.

2.78. ¨

Ubung. Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppe eines wegzusammenhängenden Raum-
es X genau dann abelsch ist, wenn für alle x, y 2 X der Isomorphismus

⇡
1

(X,x)! ⇡
1

(X, y) , [�] 7! [��1
0

��
0

]

nicht vom Weg �
0

von x nach y abhängt.

2.79. ¨Ubung. (1) Sei � eine Verknüpfung auf einer Menge G und e 2 G. Dann sind äqui-
valent:
(a) (G, �, e) ist eine Gruppe.
(b) Es gibt eine Kategorie G in der jeder Morphismus invertierbar ist (siehe Bemer-

kung 2.6) mit obj(G) = {⇤}, homG(⇤, ⇤) = G mit Verknüpfung � und id⇤ = e.
(2) Seien G, H Gruppen, G, H Kategorien wie in (1) und sei F : G ! H eine Abbildung.

Dann sind äquivalent:
(a) F ist ein Gruppenhomomorphismus.
(b) Es gibt einen Funktor F : G ! H mit F⇤ = ⇤ und F = F : homG(⇤, ⇤)! homH(⇤, ⇤).

Übungen zu Abschnitt 2.c.

2.80. ¨

Ubung. Seien T (Toast), S (Schinken) und A (Ananas) drei kompakte, paarweise dis-
junkte Teilmengen des R3. Zeigen Sie, dass es eine Schnittebene E ⇢ R3 gibt, die jede der drei
Teilmengen T , S und A in zwei Teile von gleichem Volumen zerlegt.

Hinweis: Zu jedem v 2 S2 existiert (mindestens) ein d = dv, so dass die Hyperebene
�

x
�

� hx, vi = d
 

das gesamte Sandwich T [ S [ A in zwei gleichgrosse Teile teilt. Überlegen Sie sich, dass die
Funktionen t, s und a : S2 ! R mit

t(v) = vol
�

x 2 T
�

� hx, vi  dv
 

und s, a analog nicht von der Wahl von dv wie oben, sondern nur von v abhängen, und in v stetig
sind. Folgern Sie dann die Behauptung mit dem Satz von Borsuk-Ulam.

2.81. ¨Ubung. Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra wie folgt. Sei P = zn+ a
1

zn�1+
· · ·+ anz0 : C! C ein Polynom. Zeigen Sie: Für R > max

�

1,
Pn

i=1

|ai|
 

ist der Pfad

� : S1 ! S1 , z 7! �(z) :=
P (Rz)

|P (Rz)|
in S1 homotop zu �

0

: S1 ! S1, �
0

(z) = zn. Folgern Sie: P hat mindestens eine Nullstelle z
0

mit
|z

0

|  R.
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Übungen zu Abschnitt 2.d.

2.82. ¨Ubung. Seien G, H Gruppen. Zeigen Sie:

(1) Das Zentrum Z(G ⇤H) = { z 2 G ⇤H | zw = wz für alle w 2 G ⇤H } von G ⇤H ist die
triviale Gruppe {e} = {;} ⇢ G ⇤H;

(2) alle Torsionselemente (Elemente w 2 G ⇤ H mit wN = e für ein N > 0) sind von der
Form w = vgv�1 oder w = vhv�1 mit v 2 G ⇤ H und g 2 G bzw. h 2 H mit gN = e
bzw. hN = e.

2.83. ¨Ubung. Zeigen Sie mit Hilfe von Beispiel 2.47 (2), dass die Borromäischen Ringe R
1

, R
2

,
R

3

⇢ R3 sich im umgebenden R3 nicht trennen lassen. Bestimmen Sie dazu die Äquivalenzklas-
se [�] 2 ⇡

1

�

R3 \ (R
1

[R
2

), �(0)
� ⇠= Z ⇤ Z eines Weges �, der R

3

parametrisiert.

2.84. ¨Ubung. Es sei

X =
[

n�1

⇢

1

n
(cos'+ 1, sin')

�

�

�

�

' 2 R
�

⇢ R2

versehen mit der Unterraumtopologie. Zeigen Sie, dass X überabzählbare Fundamentalgruppe hat,
indem Sie für jede Z-wertige Folge {an}n2N eine Schleife angeben, die den Kreis mit Radius 1

n genau
an-mal umläuft.

2.85. ¨

Ubung. Es sei G eine Gruppe. Für g, h 2 G schreibe [g, h] := ghg�1h�1 2 G. Dann
definiert man die Abelisierung von G als

Gab = G
� �

{ [g, h] | g, h 2 G }
�

.

Es sei p : G! Gab die Projektion auf den Quotienten. Zeigen Sie:

(1) Die Gruppe Gab ist abelsch (kommutativ).
(2) Sei H eine abelsche Gruppe und f : G ! H ein Homomorphismus, dann gibt es genau

einen Homomorphismus f : Gab ! H, so dass f = f � p.
2.86. ¨

Ubung. Seien G, H Gruppen, p : G ! Gab, q : H ! Hab wie in Aufgabe 2.85, und
f : G! H ein Homomorphismus. Zeigen Sie:

(1) Es gibt genau einen Homomorphismus fab : Gab ! Hab, so dass q � f = fab � p.
(2) Dadurch wird Abelisierung zu einem Funktor von der Kategorie aller Gruppen in die der

abelschen Gruppen.
(3) Folgern Sie, dass die freien Gruppen Fk und Fl für k 6= l nicht isomorph sind.

2.87. ¨

Ubung. Es seien C, D zwei Kategorien, in denen es alle Produkte
”
⇥“, Koprodukte

”
t“

und Pushouts
”
[“ gibt, und sei F : C ! D ein Funktor. Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen

Eigenschaften Morphismen in D, und zwar

F(A⇥B) �! F(A)⇥ F(B),

F(A) t F(B) �! F(A tB),

F(A) [F(C)

F(B) �! F(A [C B),
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für alle Objekte A, B, C von C und Morphismen f : C ! A, g : C ! B.

Übungen zu Abschnitt 2.e.

2.88. ¨Ubung. Man betrachte den Würfel [0, 1]3 und erzeuge X
1

, X
2

, indem man je zwei Seiten
gemäß der beiden Skizzen identifiziert. Finden Sie eine CW-Struktur für einen der Räume Xi

mit je zwei 0-Zellen, vier 1-Zellen, drei 2-Zellen und einer 3-Zelle, und beweisen Sie entweder ,
dass ⇡

1

(X
1

, x) = {±1,±i,±j,±k} zur Gruppe der ganzen Einheits-Quaternionen isomorph ist,
oder dass ⇡

1

(X
2

, x) = Z
8

zyklisch von der Ordnung 8 ist.

X
1

X
2

Anleitung: Färben Sie in der Skizze jeweils die Ecken und die Kanten, die miteinander identifiziert
werden, gleich ein, und geben Sie den Kanten eine Richtung. Orientieren Sie sich dazu an den
Buchstaben auf den Seiten. Ein maximaler Baum besteht aus einer Kante zwischen den Ecken. Die
verbleibenden gerichteten Kanten liefern drei Erzeuger, die drei Flächen je eine Relation. Versuchen
Sie, die so erhaltene Präsentation soweit wie möglich zu vereinfachen.

2.89. ¨Ubung. (1) Geben Sie eine CW-Zerlegung von Sn ⇢ Rn+1 an, so dass Sn\Rk+1⇥{0}
aus zwei k-Zellen besteht für alle 0  k  n.

(2) Die Gruppe Z
2

= {1,�1} operiert auf Sn durch Multiplikation. Zeigen Sie, dass der
Quotient Sn/Z

2

genau der reell projektive Raum RPn aus Aufgabe 1.130 ist.
(3) Berechnen Sie ⇡

1

(RPn, [1 : 0 : · · · : 0]) für n � 2.

2.90. ¨Ubung. Seien X
1

, X
2

⇠= S1⇥S1 zwei Tori. Erzeugen Sie X, indem Sie X
1

und X
2

entlang
eines Kreises S1 ⇥ {1} miteinander verkleben.

(1) Finden Sie eine CW-Struktur auf X und berechnen Sie so ⇡
1

(X).
(2) Stellen Sie X als topologisches Produkt aus zwei bekannten Räumen dar, und berechnen

Sie so ⇡
1

(X).

Übungen zu Abschnitt 2.f.

2.91. ¨Ubung. Seien p : eX ! X, p
1

: eX
1

! X
1

und p
2

: eX
2

! X
2

Überlagerungen. Zeigen Sie:

(1) sei A ⇢ X eine Unterraum und eA = p�1A ⇢ eX, dann ist p| eA : eA! A eine Überlagerung;

(2) die natürliche Abbildung p
1

⇥ p
2

: eX
1

⇥ eX
2

! X
1

⇥X
2

ist eine Überlagerung.

2.92. ¨Ubung. Sei p : eX ! X eine Überlagerung, wobei X zusammenhängend sei. Zeigen Sie:

(1) die Mengen p�1({x}) ⇢ eX sind für alle x 2 X gleichmächtig;
(2) der Raum eX ist genau dann kompakt, wenn X kompakt ist und p�1({x

0

}) endlich ist für
ein x

0

2 X.

2.93. ¨Ubung. Wir betrachten den topologischen Raum

Y :=
� �

2 + sin ⇡
t

�

e2⇡it
�

� ' 2 (0, 1]
 

[ [1, 3] ⇢ C .

(1) Skizzieren Sie Y , und zeigen Sie, dass ⇡
1

(Y ) = 0.
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(2) Beweisen Sie, dass die Radialprojektion F : Y ! S1 ⇢ C dennoch keinen Lift eF : Y ! R
zulässt.

Übungen zu Abschnitt 2.g.

2.94. ¨

Ubung. Sei X ⇢ R2 die Vereinigung aller Kreise um
�

1

n , 0
�

mit Radius 1

n mit n 2 N
wie in Übung 2.84, und X trage die vom R2 induzierte Unterraumtopologie. Skizzieren Sie X und
zeigen Sie, dass X keine einfach zusammenhängende Überlagerung besitzt.

2.95. ¨Ubung. Überlagerungstheorie benötigt keine Trennungseigenschaften. Sei X = ((�1, 1)⇥
{1,�1})/ ⇠ der Ihnen wohlbekannte, nicht Hausdor↵sche Raum aus Beispiel 1.29, wobei die Äqui-
valenzrelation

”
⇠“ erzeugt werde von (t, 1) ⇠ (t,�1) für alle t 6= 0.

(1) Zeigen Sie, dass X zusammenhängend und lokal zusammenziehbar ist.
(2) Bestimmen Sie die universelle Überlagerung von X.
(3) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.

2.96. ¨Ubung. Bestimmen Sie wie in Folgerung 2.53 einen CW-Komplex mit Fundamentalgruppe
isomorph zur unendlichen Diedergruppe, präsentiert durch

ha, b | a2, b2i ⇠= (Z/2Z) ⇤ (Z/2Z),
und seine universelle Überlagerung. Sie dürfen Beispiel 2.54 (2) zu Hilfe nehmen.

2.97. ¨Ubung. Bestimmen Sie alle zusammenhängenden punktierten Überlagerungen der beiden
RäumeX

1

undX
2

aus Übung 2.88 bis auf punktierte Überlagerungs-Homöomorphismen, und geben
Sie gegebenenfalls die Gruppe der Decktransformationen an.

2.98. ¨

Ubung. Verkleben Sie die acht Seiten des unten skizzierten Polytopes wie angegeben,
und zeigen Sie, dass der entstehende topologische Raum X die Fundamentalgruppe

⇡
1

(X,x
0

) ⇠=
⇢

⇣

1 a c
1 b
1

⌘

�

�

�

�

a, b, c 2 Z
�

besitzt. Finden Sie eine universelle Überlagerung. Wie kann man eine Überlagerung von X kon-
struieren, die nicht normal ist?
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KAPITEL 3

Homotopiegruppen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Fundamentalgruppe aus der Topologie und erhalten
höhere Homotopiegruppen. Wir lernen einige Berechnungsmethoden kennen, unter anderem die
lange exakten Sequenzen für Paare und für Faserungen.

Als Beispiel zeigen wir, dass eine stetige Abbildung der n-dimensionalen Sphäre Sn in sich
durch ihren Abbildungsgrad in Z eindeutig bestimmt wird, mit anderen Worten gilt ⇡n(Sn) ⇠= Z. Als
Anwendung beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz 0.2. Höhere Homotopiegruppen ⇡n+k(Sn)
der Sphären lassen sich geometrisch als sogenannte gerahmte Bordismusgruppen k-dimensionaler
Untermannigfaltigkeiten des Rn+ interpretieren.

Da wir zur Berechnung der Homotopiegruppen nur wenige Werkzeuge haben, führen wir au-
ßerdem stabile Homotopiegruppen ein. Die höheren stabilen Homotopiegruppen der Sphären sind
zwar leichter zu bestimmen als die ⇡k(Sn), sind aber dennoch bis zum heutigen Tage noch nicht
vollständig bekannt.

3.a. Höhere Homotopiegruppen

Wir betrachten zunächst die Kategorie Top
+

der punktierten topologischen Räume aus De-
finition 2.19. Da wir in diesem Kapitel fast nur punktierte Räume betrachten, schreiben wir
statt (X,x

0

) auch manchmal nur kurz X. Eine Homotopie zwischen zwei punktierten Abbildun-
gen f , g : (X,x

0

) ! (Y, y
0

) ist eine Homotopie relativ zu {x
0

}, siehe Definitionen 2.2 und 2.8.
Falls eine solche Homotopie existiert, nennen wir f und g homotop in Top

+

und schreiben wieder
kurz f ⇠ g. Wie in Bemerkung 2.3 erhalten wir eine Äquivalenzrelation, die mir der Verkettung
von stetigen Abbildungen verträglich ist.

Indem wir als Morphismen zwischen punktierten Räumen nicht einzelne punktierte stetige Ab-
bildungen, sondern punktierte Homotopieklassen betrachten, erhalten wir die punktierte Homoto-
piekategorie HTop

+

, siehe Definition 2.19. Wir schreiben dafür kurz

[X,Y ] = [(X,x
0

), (Y, y
0

)] = homHTop
+

�

(X,x
0

), (Y, y
0

)
�

.

In Satz 2.21 haben wir bereits gesehen, dass die Fundamentalgruppe einen kovarianten Funk-
tor ⇡

1

: HTop
+

! Grp definiert. Wir wollen jetzt weitere Funktoren ⇡n auf HTop
+

definieren.
Für n = 0 erhalten wir nur punktierte Mengen, für n � 2 erhalten wir abelsche Gruppen.

Es seien A ⇢ X topologische Räume, dann bezeichne X/A 2 Top
+

den Quotientenraum mit
Basispunkt A/A. Er trage die Quotiententopologie aus Definition 1.71, die zugrundeliegende Äqui-
valenzrelation hat dann also A als eine Äquivalenzklasse, alle Punkte von X \A hingegen bilden je
einpunktige Äquivalenzklassen. Falls A = ; und X kompakt ist, definieren wir

X/; = X
+

⇠= X t {⇤} 2 Top
+

,

wir fügen also zu X einen zusätzlichen Basispunkt ⇤ mit der Topologie der disjunkten Vereinigung
(Definition 1.39) hinzu. Übrigens ist der Funktor ·

+

: Top ! Top
+

linksadjungiert zum vergesslichen
Funktor Top

+

! Top, das heißt, für einen unpunktierten Raum X und einen punktierten Raum Y
gilt

homTop
+

(X
+

, Y ) = homTop(X,Y ) .
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Es sei I = [0, 1] das Einheitsintervall und Ik der k-dimensionale Einheitswürfel, dann bezeichne

@Ik = Ik \ (0, 1)k

den (geometrischen) Rand des Einheitswürfels. Im Falle k = 0 ist @(I0) = @pt = ; leer, dabei ist pt
ein fester einpunktiger Raum. Nach Übung 3.105 gibt es für alle k einen Homöomorphismus

Ik/@Ik ⇠= Sk .

Den Basispunkt, also die Äquivalenzklasse des Randes @Ik, identifizieren wir mit dem Nordpol.

3.1. Definition. Für einen punktierten Raum X und k � 0 definieren wir die k-te Homoto-
piegruppe

⇡k(X) =
�⇥

Ik/@Ik, X
⇤

, 0
�

,

dabei sei 0 2 ⇡k(X) die Homotopieklasse der konstanten Abbildung c(t
1

, . . . , tk) = x
0

. Sei F : X !
Y eine punktierte Abbildung, dann definieren wir ⇡kF : ⇡k(X)! ⇡k(Y ) durch

⇡kF ([f ]) = [F � f ] .

Sei schließlich k � 1 und a = [f ], b = [g] 2 ⇡k(X), dann definieren wir ab = [fg] 2 ⇡k(X), wobei

(fg)(t
1

, . . . , tk) =

(

f([2t
1

, t
2

, . . . , tk]) falls t
1

 1

2

, und

g([2t
1

� 1, t
2

, . . . , tk]) falls t
1

� 1

2

.

Aus Bemerkung 2.3 folgt, dass die Verknüpfung und die Abbildung ⇡kF wohldefiniert sind.
Für k = 0 erhalten wir keine Gruppe, da wir keine Verknüpfung definiert haben, so dass wir hier
eigentlich nur 0-te Homotopiemenge sagen dürften. Für ⇡kF schreibt man oft auch kurz F⇤, und
für ab schreibt man meist a+ b, wenn k � 2.

3.2. Bemerkung. Wir können ⇡k(X) auch wie folgt beschreiben.

(1) Für k = 0 ist I0/@I0 ⇠= S0 ein diskreter Raum aus zwei Punkten ⇤ (Basispunkt, Nordpol)
und 0 (Südpol). Die Menge der punktierten Abbildungen f : S0 ! X entspricht genau
den Punkten x 2 X, wobei f(⇤) = x

0

und f(0) = x. Eine Homotopie h zwischen solchen
Abbildungen bildet {⇤}⇥ I konstant auf x

0

ab, und

� = h|{0}⇥I : I ! X mit �(t) = h(0, t)

beschreibt einen Weg von f(0) nach g(0). Umgekehrt liefert jeder Weg � : I ! X von f(0)
nach g(0) eine punktierte Homotopie h zwischen f und g mit

h(s, t) =

(

�(t) falls s = 0, und

x
0

falls s = ⇤.

Somit ist ⇡
0

(X) gerade die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X, und 0 2
⇡
0

(X) bezeichnet die Wegzusammenhangskomponente des Basispunktes x
0

.
(2) Für k = 1 ist eine punktierte Abbildung f : S1 ! X gerade eine Schleife am Basispunkt x

0

,
und 0 bezeichnet die konstante Schleife. Die Verkettung entspricht der üblichen Verkettung
von Schleifen. Also ist ⇡

1

(X) genau die Fundamentalgruppe von X aus Abschnitt 2.b.
(3) Da es für alle k einen Homöomorphismus Ik/@Ik ! (Sk, ⇤) gibt, gibt es eine natürliche

Bijektion

⇡k(X) ⇠= [Sk, X] .
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3.3. Definition. Es seien C, D Kategorien und F , G : C ! D kovariante (kontravariante)
Funktoren. Eine natürliche Transformation ⌧ : F ! G ordnet jedem Objekt X von C einen Mor-
phismus ⌧X : F (X)! G(X) in D so zu, dass für jeden Morphismus f : X ! Y in C das Diagramm

F (X)
Ff //

⌧
X

✏✏

F (Y )

⌧
Y

✏✏

F (X)

⌧
X

✏✏

F (Y )

⌧
Y

✏✏

Ffoo

beziehungsweise

G(X)
Gf // G(Y ) G(X) G(Y )

Gfoo

kommutiert. Wenn ⌧X für alle X ein Iso-/Mono-/Epimorphismus ist, spricht man entsprechend von
einem natürlichen Iso-/Mono-/Epimorphismus.

Oftmals wird das Adjektiv
”
natürlich“ benutzt, ohne die beteiligten Funktoren im einzelnen

zu spezifizieren. In der obigen Bemerkung 3.2 (3) erhalten wir beispielsweise einen natürlichen
Isomorphismus zwischen den Funktoren ⇡k und [Sk, · ] : HTop

+

! Set
+

.

3.4. Beispiel. Der einpunktige Raum pt ist initiales (kofinales) und terminales (finales) Objekt
in der Kategorie Top

+

. Das heißt, zu jedem punktierten Raum (X,x
0

) gibt es genau eine punktierte
Abbildung pt ! X, nämlich ⇤ 7! x

0

(pt ist initial), und genau eine Abbildung X ! pt, nämlich
die konstante Abbildung (pt ist terminal).

Insbesondere sei X = Sk. Wegen Bemerkung 3.2 (3) gilt

⇡k(pt) ⇠= [Sk, pt] = {e} = 0 .

Für unser nächstes Zwischenergebnis benötigen wir drei weitere Kategorien. Die Kategorie Set
+

der punktierten Mengen hat als Objekte Paare (A, a
0

) aus einer Menge Amit einem ausgezeichneten
Element a

0

2 A. Manchmal schreiben wir wieder kurz A für (A, a
0

). Wie bei den punktierten
Räumen definieren wir

homSet
+

(A,B) = homSet
+

((A, a
0

), (B, b
0

)) =
�

f : A! B
�

� f(a
0

) = b
0

 

.

Außerdem sei Grp die Kategorie der Gruppen, mit Gruppenhomomorphismen als Morphismen,
und Ab sei die Kategorie der abelschen Gruppen, wiederum mit Gruppenhomomorphismen als
Morphismen.

Wir erhalten Funktoren
Ab �! Grp �! Set

+

.

Da jede abelsche Gruppe insbesondere eine Gruppe ist, ist der erste Funktor eine Einbettung. Die
Kategorie Ab ist sogar eine volle Unterkategorie von Grp, das heißt, für zwei Objekte A, B 2 Ab
gilt

HomAb

(A,B) = HomGrp(A,B) .

Der zweite Funktor Grp ! Set
+

ordnet jeder Gruppe A mit neutralem Element e die punktierte
Menge (A, e) zu. Da jeder Gruppenhomomorphismus die neutralen Elemente aufeinander abbildet,
ist er auch ein Morphismus punktierter Mengen.

3.5. Proposition. Die Homotopiegruppen haben folgende Eigenschaften.

(1) Für alle k � 0 ist ⇡k : HTop
+

! Set
+

ein Funktor.
(2) Für alle k � 1 ist ⇡k : HTop

+

! Grp ein Funktor.
(3) Für alle k � 2 ist ⇡k : HTop

+

! Ab ein Funktor.

Damit sind die wichtigsten elementaren Eigenschaften der ⇡k bereits zusammengefasst. Insbe-
sondere sind die Homotopiegruppen homotopieinvariant, verträglich mit punktierten Abbildungen,
und für k � 2 sogar abelsche Gruppen.

81



Beweis. Der Beweis von (1) und (2) ist ähnlich wie bei der Fundamentalgruppe, siehe Satz 2.14
und Satz 2.21.

Wir beginnen mit (1) für k � 0 beliebig, dabei hilft Bemerkung 3.2 (1), den Fall k = 0
besser zu verstehen. Seien F : X ! Y und f

0

⇠ f
1

: Ik/@Ik ! X punktiert homotope punktierte
Abbildungen. Wie in Bemerkung 2.3 (2) sind dann auch F � f

0

und F � f
1

: Ik/@Ik ! Y punktiert
homotop, so dass

⇡kF ([f
0

]) = [F � f
0

] = [F � f
1

] = ⇡kF ([f
1

]) .

Wir erhalten also in der Tat eine Abbildung

⇡kF : ⇡k(X)! ⇡k(Y ) .

Es gilt o↵ensichtlich ⇡kidX = id⇡
k

(X)

. Für F : X ! Y , G : Y ! Z und f : Ik/@Ik ! X folgt
außerdem

⇡k(G � F )([f ]) = [G � F � f ] = ⇡kG([F � f ]) = ⇡kG
�

⇡kF ([f ])
�

,

also gilt auch ⇡k(G�F ) = (⇡kG)�(⇡kF ), und ⇡k ist insbesondere ein Funktor von der Kategorie Top
+

in die Kategorie Set
+

der punktierten Mengen.
Seien jetzt F

0

⇠ F
1

: X ! Y punktiert homotop, und sei f : Ik/@Ik ! X eine punktierte
Abbildung. Dann sind F

0

� f , F
1

� f nach Bemerkung 2.3 (2) punktiert homotop, also gilt

⇡kF0

([f ]) = [F
0

� f ] = [F
1

� f ] = ⇡kF1

([f ]) .

Somit ist ⇡k mit Homotopie verträglich und liefert daher eine Abbildung

⇡k : homHTop
+

(X,Y ) = [X,Y ] �! homSet
+

�

⇡k(X),⇡k(Y )
�

.

Also ist ⇡k sogar ein Funktor von der Kategorie HTop
+

in die Kategorie Set
+

der punktierten
Mengen. Damit ist (1) gezeigt.

Zu (2) sei k � 1. Punktierte Homotopien H
1

, H
2

: (Ik/@Ik) ⇥ I ! X zwischen f
1

und g
1

beziehungsweise f
2

und g
2

: Ik/@Ik ! X lassen sich zusammensetzen zu einer Homotopie H zwi-
schen f

1

f
2

und g
1

g
2

mit

H
�

[t
1

, . . . , tk], s
�

=

(

H
1

�

[2t
1

, t
2

. . . , tk], s
�

, falls t
1

 1

2

, und

H
2

�

[2t
1

� 1, t
2

. . . , tk], s
�

, falls t
1

 1

2

.

Genauso wie in Definition 3.1 behandeln wir also die Variable t
1

so, wie die Variable t in Definiti-
on 2.13 und im Beweis von Satz 2.14. Mit dem gleichen Trick lassen sich die Homotopien aus dem
Beweis von Satz 2.14 zum Beweis der Gruppenaxiome auf die hiesige Situation übertragen.

Außerdem gilt wie im Beweis von Satz 2.21 für F : X ! Y und f , g : Ik/@Ik ! X, dass

⇡kF ([f ])⇡kF ([g]) = (F � f)(F � g) = F � (fg) = ⇡kF ([fg]) ,

also ist ⇡kF ein Gruppenhomomorphismus. Die Funktoraxiome

⇡kidX = id⇡
k

(X)

und ⇡k(F �G) = ⇡kF � ⇡kG

folgen bereits aus (1), also ist (2) bewiesen.
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Zum Beweis von (3) benötigen wir die Variablen t
1

und t
2

. Wir definieren eine punktierte
Homotopie H zwischen fg und gf durch

H
�

[t
1

, . . . , tk], s
�

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

f
�⇥

2t
1

, t
2

1�2s , t3, . . . , tk
⇤�

für s 2
⇥

0, 1
4

⇤

, t
1

2
⇥

0, 1
2

⇤

, t
2

2
⇥

0, 1� 2s
⇤

,

g
�⇥

2t
1

� 1, t2�2s
1�2s , t3, . . . , tk

⇤�

für s 2
⇥

0, 1
4

⇤

, t
1

2
⇥

1

2

, 1
⇤

, t
2

2
⇥

2s, 1
⇤

,

f
�⇥

2(t
1

� s) + 1

2

, 2t
2

, . . .
⇤�

für s 2
⇥

1

4

, 3
4

⇤

, t
1

2
⇥

s� 1

4

, s+ 1

4

⇤

, t
2

2
⇥

0, 1
2

⇤

,

g
�⇥

2(t
1

+ s)� 3

2

, 2t
2

� 1, . . .
⇤�

für s 2
⇥

1

4

, 3
4

⇤

, t
1

2
⇥

3

4

� s, 5
4

� s
⇤

, t
2

2
⇥

1

2

, 1
⇤

,

f
�⇥

2t
1

� 1, t
2

2s�1 , t3, . . . , tk
⇤�

für s 2
⇥

3

4

, 1
⇤

, t
1

2
⇥

1

2

, 1
⇤

, t
2

2
⇥

0, 2s� 1
⇤

,

g
�⇥

2t
1

, t2+2s�2
2s�1 , t

3

, . . . , tk
⇤�

für s 2
⇥

3

4

, 1
⇤

, t
1

2
⇥

0, 1
2

⇤

, t
2

2
⇥

2� 2s, 1
⇤

,

x
0

sonst.

Hieraus folgt, dass ⇡k(X) abelsch ist für k � 2. Nach (2) ist ⇡kF : ⇡k(X)! ⇡k(Y ) für alle stetigen
Abbildungen F : X ! Y ein Homomorphismus, der nach (1) nur von der punktierten Homotopie-
klasse von F abhängt, also erhalten wir einen Funktor ⇡k : HTop

+

! Ab. ⇤
3.6. Bemerkung. Nach Bemerkung 2.6 sind Isomorphismen in der Homotopiekategorie HTop

+

gerade punktierte Homotopieäquivalenzen. Ein topologischer Raum ist nach Beispiel 2.5 genau dann
zusammenziehbar, wenn er zum einpunktigen Raum pt homotopieäquivalent ist. Da ein Funktor
isomorphe Objekte auf isomorphe Objekte abbildet, folgt aus Beispiel 3.4, dass

X zusammenziehbar =) ⇡k(X) = 0 für alle k � 0 .

Wir werden später im Satz von Whitehead sehen, dass für eine große Klasse topologischer Räume
auch die Umkehrung gilt.

3.7. Proposition. Für alle k � 1 liefert jede relative Homotopieklasse [�] von Pfaden von x
0

nach x
1

einen Isomorphismus

[�]. : ⇡k(X,x
1

)! ⇡k(X,x
0

) mit [�].[f ] = [�.f ] ,

wobei �.f =

(

f
�

2t
1

� 1

2

, . . . , 2tk � 1

2

�

für 1

4

 t
1

, . . . , tk  3

4

, und

�
�

2� 4max
�

�

�t
1

� 1

2

�

� , . . . ,
�

�tk � 1

2

�

�

 �

sonst.

Insbesondere wirkt die Fundamentalgruppe ⇡
1

(X) durch Gruppenautomorphismen auf ⇡k(X).

Für k = 1 erhalten wir innere Automorphismen von ⇡
1

(X), siehe Bemerkung 2.16.

Beweis. Mit ähnlichen Methoden wie im vorangegangenen Beweis überprüft man die folgenden
Aussagen.

(1) Die Abbildung �.f ist stetig.
(2) Relativ homotope Pfade �

0

, �
1

von x
0

nach x
1

und punktiert homotope Abbildungen f
0

,
f
1

: Ik/@Ik ! (X,x
1

) liefern punktiert homotope Abbildungen �
0

.f
0

, �
1

.f
1

. Wenn wir
Schleifen an x

0

betrachten, erhalten wir also eine wohldefinierte Abbildung ⇡
1

(X) ⇥
⇡k(X)! ⇡k(X).

(3) Es gilt �
0

.(�
1

.f) ⇠ (�
0

�
1

).f , und für den konstanten Pfad e gilt e.f ⇠ f . Wenn wir Schleifen
an x

0

betrachten, ist die obige Abbildung also eine Gruppenwirkung.
(4) Die obige Operation ist mit der Gruppenstruktur auf ⇡k(X) verträglich. ⇤
Wir wollen uns jetzt die Menge homHTop(Sn, X) = [Sn

+

, X] der freien Homotopieklassen von
Abbildungen von Sn nach X anschauen.
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3.8. Folgerung (aus Proposition 3.7). Es sei X ein wegzusammenhängender topologischer
Raum und k � 1. Dann steht die Menge [Sn

+

, X] der freien Homotopieklassen nicht punktierter
Abbildungen Sn ! X in natürlicher Bijektion zur Menge ⇡k(X)//⇡

1

(X) der Orbiten der ⇡
1

(X)-
Wirkung auf ⇡k(X).

Wir schreiben hier ⇡k(X)//⇡
1

(X) um deutlich zu machen, dass es sich nicht um den Quotienten
nach einer Untergruppe handelt.

Beweis. Fixiere x
0

2 X. Es sei f : Sk ! X gegeben, dann wählen wir einen Weg � in X von x
0

zu f(e
1

) und erhalten nach Proposition 3.7 ein Element [�.f ] 2 ⇡k(X,x
0

). Für einen weiteren Weg �0

gilt dann
[�0.f ] = [�0�̄].[�.f ] ,

der Orbit von [�.f ] unter der ⇡
1

(X,x
0

)-Wirkung hängt also nicht von der Wahl von � ab.
Sei h eine freie Homotopie zwischen f und g : Sn ! X, dann setzen wir �(t) = h(e

1

, t). Mithilfe
von h lässt sich eine punktierte Homotopie zwischen f und �.g konstruieren, so dass der obige
Orbit auch nicht von der freien Homotopieklassen von f abhängt. Also ist die obige Zuordnung
wohldefiniert. Sie ist auch natürlich im Sinne von Definition 3.3, denn sei F : X ! Y stetig, dann
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

[Sn
+

, X] ����! ⇡k(X)//⇡
1

(X)

F�
?

?

y

?

?

y

F⇤

[Sn
+

, Y ] ����! ⇡k(Y )//⇡
1

(Y ) .

Surjektivität ist klar, da wir jede punktierte Abbildung als nicht punktierte Abbildung au↵assen
können. Zur Injektivität bleibt zu zeigen, dass f , g : Sk ! X frei homotop sind, wenn [�.f ] = [�0.g]
für geeignete Wege �, �0 gilt. Aber das folgt, da �.f stets frei homotop zu f ist. ⇤

3.9. Definition. Es sei (X,x
0

) ein punktierter topologischer Raum und k � 1. Wir definieren
den k-ten Schleifenraum von (X,x

0

) durch

⌦k(X) = ⌦k(X,x
0

) =
�

f : Ik ! X
�

� @Ik ⇢ f�1(x
0

)
 

⇢ C(Ik, X) ,

wobei C(Ik, X) die kompakt-o↵ene und ⌦k(X,x
0

) die Unterraumtopologie trage. Als Basispunkt
von ⌦k(X,x

0

) fixieren wir die konstante Abbildung auf x
0

.

3.10. Bemerkung. Es gilt (Übung 3.107, siehe Bemerkung 2.17):

(1) für k, ` � 0 gilt ⌦k(⌦`(X)) ⇠= ⌦k+`(X);
(2) für k, ` � 0 gilt ⇡k(⌦`(X)) ⇠= ⇡k+`(X).

3.b. Die lange exakte Homotopiesequenz eines Paares

Ein punktiertes Paar (X,A) besteht aus einem punktierten topologischen Raum X mit Ba-
sispunkt x

0

und einer Teilmenge A ⇢ X, so dass x
0

2 A. Eine Abbildung zwischen punktierten
Paaren (X,A), (Y,B) ist eine punktierte Abbildung f : X ! Y , so dass f(A) ⇢ B. Die punktierten
Paare mit ihren Abbildungen bilden eine Kategorie

Pair
+

.

Zwei Abbildungen f , g : (X,A) ! (Y,B) punktierter Paare heißen (als Abbildungen punktierter
Paare) homotop, wenn es eine punktierte Homotopie h : X ⇥ I ! Y zwischen ihnen gibt, so dass

A⇥ I ⇢ h�1(B) . (3.1)

Die punktierten Paare mit Homotopieklassen von Abbildungen bilden eine Kategorie

HPair
+

.
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t
1

t
2

@0I2⇢@I2

@I2

I2

Abbildung 3.1. Das Tripel @0I2 ⇢ @I2 ⇢ I2

Für k � 1 bezeichne
@0Ik = @Ik \

�

(0, 1)k�1 ⇥ {0}
�

den Rand von Ik ohne eine (o↵ene) Seite, siehe Abbildung 3.1. Da wir im Folgenden manche
Abbildungen auf (0, 1)k�1 ⇥ {0} nicht festlegen, nennen wir Ik�1 ⇥ {0} die

”
o↵ene Seite“ von Ik.

3.11. Definition. Für ein punktiertes Paar (X,A) und k � 1 definieren wir

⇡k(X,A) =
�⇥�

Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik
�

, (X,A)
⇤

, 0
�

,

dabei bezeichne wieder 0 die konstante Abbildung auf x
0

2 A. Seien a = [f ], b = [g] 2 ⇡k(X,A)
und k � 2, dann definieren wir ab = [fg] 2 ⇡k(X,A) wie in Definition 3.1. Außerdem bezeichnen wir
die Homotopieklasse der konstanten Abbildung c(t

1

, . . . , tk) = x
0

mit 0 = [c] 2 ⇡k(X,A). Sei schließ-
lich F : (X,A) ! (Y,B) eine Abbildung punktierter Paare, dann definieren wir ⇡kF : ⇡k(X,A) !
⇡k(Y,B) durch

⇡kF ([f ]) = [F � f ] .
Für k = 0 setzen wir

⇡
0

(X,A) = ⇡
0

(X/A) = ⇡
0

(X)/⇡
0

(A) ,

wobei der rechte Quotient als Quotient punktierter Mengen zu verstehen ist. Für eine Abbildung F
punktierter Paare sei ⇡

0

F : ⇡
0

(X,A) ! ⇡
0

(Y,B) die von ⇡
0

F : ⇡
0

(X) ! ⇡
0

(Y ) induzierte Abbil-
dung.

Man beachte, dass wir aufgrund der Sonderrolle der Koordinate tk in der Definition von @0Ik

eine gesonderte Definition für ⇡
0

benötigen und im Falle k = 1 keine Gruppenstruktur erhalten.
Wie in Bemerkung 2.3 folgt wieder, dass die Verknüpfung und die Abbildung ⇡kF wohldefiniert
sind. Für ⇡kF schreibt man oft auch kurz F⇤, und für ab schreibt man meist a+ b, wenn k � 3.

3.12. Bemerkung. Wenn in der obigen Definition A = {x
0

} gilt, dann wird @Ik/@0Ik auf x
0

abgebildet. Nach der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie in Satz 1.72 entprechen
solche Abbildungen f : Ik/@0Ik ! (X,x

0

) genau den Abbildungen aus Definition 3.1. Es folgt

⇡k(X, {x
0

}, x
0

) = ⇡k(X,x
0

)

sogar für alle k � 0, aber für k = 1 fehlt der linken Seite die Gruppenstruktur.

3.13. Bemerkung. Nach Übung 3.105 gibt es für alle k � 1 einen Homöomorphismus
�

Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik
� ⇠= (Dk, Sk�1) .

Dabei liegt der Basispunkt auf dem Rand Sk�1 der Einheitskreissscheibe. Wir erhalten also für k � 1
natürliche Bijektionen

⇡k(X,A, x
0

) = [(Dk, Sk�1, ⇤), (X,A, x
0

)] .
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3.14. Proposition. Die relativen Homotopiegruppen haben folgende Eigenschaften.

(1) Für alle k � 0 ist ⇡k : HPair
+

! Set
+

ein Funktor.
(2) Für alle k � 2 ist ⇡k : HPair

+

! Grp ein Funktor.
(3) Für alle k � 3 ist ⇡k : HPair

+

! Ab ein Funktor.

Beweis. Völlig analog zum Beweis von Proposition 3.5, wobei wir aber, da die Variable tk eine
Sonderrolle spielt, k � 2 in (2) und k � 3 in (3) fordern müssen. ⇤

3.15. Proposition. Für alle k � 1 liefert jede relative Homotopieklasse [�] von Pfaden in A
von x

0

nach x
1

einen Isomorphismus

[�]. : ⇡k(X,A, x
1

)! ⇡k(X,A, x
0

) mit [�].[f ] = [�.f ] ,

wobei �.f =

(

f
�

2t
2

� 1

2

. . . , 2tk�1 � 1

2

, 2tk
�

für 1

4

 t
1

, . . . , tk�1  3

4

, tk  1

2

,

�
�

2� 4max
�

�

�t
1

� 1

2

�

� , . . . ,
�

�tk�1 � 1

2

�

� ,
�

�

t
k

2

�

�

 �

sonst.

Insbesondere wirkt die Fundamentalgruppe ⇡
1

(A) durch Gruppenautomorphismen auf ⇡k(X,A).

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 3.7. ⇤
3.16. Bemerkung. Für k � 1, ` � 0 gilt (Übung 3.108, siehe Bemerkung 3.10)

⇡k
�

⌦`(X),⌦`(A)
� ⇠= ⇡k+`(X,A) .

Für k = 0 ist die Behauptung falsch, wie man am Beispiel (D1, S0) mit ` = 1 sehen kann.

Wir definieren exakte Sequenzen hier in Set
+

. Sei f : (A, a
0

) ! (B, b
0

) eine punktierte Abbil-
dung, dann definieren wir ihren Kern als

ker f = f�1{b
0

} ⇢ A .

Außerdem sei 0 = pt = {⇤} eine feste einpunktige Menge. Mit dieser Notation sieht alles genauso
aus wie in der Kategorie der Gruppen oder R-Moduln, die wir später noch betrachten werden.
Allerdings folgt in Set

+

aus ker f = {⇤} noch nicht, dass f injektiv ist.

3.17.Definition. Eine Sequenz in Set
+

ist eine Familie (fi : Mi !Mi�1)i2Z punktierter Abbil-
dungen zwischen punktierten Mengen. Eine Sequenzabbildung von (fi : Mi !Mi�1) nach (gi : Ni !
Ni�1) vom Grad d 2 Z ist eine Familie punktierter Abbildungen (ki : Mi ! Ni+d)i2Z, so dass das
Diagramm

· · ·  ���� Mi�1
f
i ���� Mi

f
i+1 ���� Mi+1

 ���� · · ·

k
i�1

?

?

y

k
i

?

?

y

k
i+1

?

?

y

· · ·  ���� Ni+d�1
g
i+d ���� Ni+d

g
i+d+1 ���� Ni+d+1

 ���� · · ·
kommutiert, das heißt, es gilt ki�1 � fi = gi+d � ki für alle i 2 Z.

Eine Sequenz (fi : Mi ! Mi�1) heißt exakt an der Stelle Mi, wenn ker fi = im fi+1

⇢ Mi gilt.
Sie heißt (lange) exakte Sequenz, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Eine kurze exakte Sequenz ist
eine exakte Sequenz der Form

0  ���� A0  ���� A  ���� A00  ���� 0 .

Völlig analog definieren wir Sequenzen und exakte Sequenzen in den Kategorien Grp und Ab.
Kurze exakte Sequenzen denken wir uns nach links und rechts fortgesetzt durch 0 = {⇤} bezie-

hungsweise durch die einelementige Gruppe. Wir werden Diagramme zu Sequenzen teils wie oben
mit Pfeilen von rechts nach links darsellen, teils aber auch die Richtung der Pfeile umdrehen:

· · · ����! Mi+1

f
i+1����! Mi

f
i����! Mi�1 ����! · · ·
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3.18.Bemerkung. Wenn in einer exakten Sequenz von Gruppen eine der Abbildungen konstant
auf e abbildet, dann erlaubt es Rückschlüsse über die benachbarten Gruppen und Abbildungen,
siehe Übung 3.109. Das passiert insbesondere dann, wenn eine der Gruppen trivial ist.

Es sei (X,A, x
0

) ein punktiertes Paar. Dann haben wir natürliche Inklusionen in Top
+

bezie-
hungsweise Pair

+

,

i : (A, x
0

) ,�! (X,x
0

) und j : (X, {x
0

}, x
0

) ,�! (X,A, {x
0

}) .

3.19. Satz (Homotopiesequenz eines Paares). Es sei (X,A, x
0

) ein punktiertes Paar. Für k � 1
und [f ] 2 ⇡k(X,A, x

0

) mit f : Ik/@0Ik ! X definiere @[f ] = [@f ] 2 ⇡k�1(A, x0) durch

@f = f |
(Ik�1⇥{0})/(@Ik�1⇥{0}) : I

k�1/@Ik�1 ! A .

Dann erhalten wir eine natürliche lange exakte Sequenz

· · · � {⇤} � ⇡
0

(X,A)
j⇤ � ⇡

0

(X)
i⇤ � ⇡

0

(A)
@ � ⇡

1

(X,A)
j⇤ � ⇡

1

(X)
i⇤ � ⇡

1

(A)
@ � · · ·

Die Gruppe ⇡
1

(A, x
0

) operiert durch Sequenzabbildungen, wobei sie auf ⇡
0

(X), ⇡
0

(A) und ⇡
0

(X,A)
trivial operiere.

Von rechts kommend bis ⇡
1

(X) handelt es sich dabei um eine exakte Sequenz von Gruppen,
bis ⇡

2

(X) sogar um eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Die Abbildung @ nennt man auch
den Verbindungshomomorphismus. Die Sequenz setzt sich durch {⇤} unendlich weit nach links fort.
Eine Verallgemeinerung für Tripel findet sich in Übung 3.112.

Beweis. Zunächst einmal ist die Einschränkung @f wie gefordert eine punktierte Abbildung.
Außerdem ist @ mit punktierten Homotopien von Abbildungen von Paaren verträglich und re-
spektiert die Gruppenstruktur, falls k � 2. Also ist die Abbildung @ : ⇡k(X,A, x

0

) ! ⇡k�1(A, x0)
wohldefiniert.

Sei F : (X,A, x
0

) ! (Y,A, y
0

) eine Abbildung punktierter Paare, dann induziert F eine Se-
quenzabbildung von der Sequenz des Paares (X,A, x

0

) in die des Paares (Y,A, y
0

). Somit ist
die Sequenz natürlich, das heißt, i⇤, j⇤ und @ sind natürliche Transformationen zwischen Funk-
toren HPair

+

! Set
+

im Sinne von Definition 3.3.
Schließlich sind die Gruppenwirkungen aus den Propositionen 3.7 und 3.15 ebenfalls mit i⇤, j⇤

und � verträglich; dabei wirkt g 2 ⇡
1

(A) als i⇤g auf ⇡k(X).
Zur Exaktheit sind sechs Inklusionen zu beweisen. Wir überprüfen nur zwei davon, der Rest

ist Übung 3.110. Zu einer Abbildung f : Ik/@Ik ! X wie in Definition 3.1 oder f : Ik/@0Ik ! X
wie in Definition 3.11 bezeichne dabei f̄ die entsprechende Abbildung auf Ik. Wenn wir umgekehrt
nur f̄ angeben, so lässt sich mit der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie aus
Satz 1.72 (2) die Stetigkeit der zugehörigen Abbildung f überprüfen. Im Folgenden sei stets k � 1.

”
im j⇤ ⇢ ker @“. Gegeben sei f : Ik/@Ik ! X. Da Ik�1 ⇥ {0} ⇢ @Ik, ist @(j � f̄) = f |Ik�1⇥{0}

die konstante Abbildung auf den Basispunkt, also @j⇤[f ] = 0 2 ⇡k�1(A).

”
ker @ ⇢ im j⇤“. Es sei f : Ik/@0Ik ! X gegeben, und es sei h : (Ik�1/@Ik�1) ⇥ I ! A eine

Nullhomotopie von @f in A. Betrachte ḡ : Ik ! X mit

ḡ(t
1

, . . . , tk) =

(

h̄(t
1

, . . . , tk�1, 1� 2tk) für tk  1

2

, und

f̄(t
1

, . . . , tk�1, 2tk � 1) für tk � 1

2

.

Betrachte die Homotopie k̄ : Ik ⇥ I ! X zwischen j � ḡ und f̄ mit

k̄(t
1

, . . . , tk, s) = ḡ

✓

t
1

, . . . , tk�1,
s+ (2� s)tk

2

◆

.
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Da ḡ ganz @0Ik auf x
0

abbildet, bildet sie @0Ik ⇥ I auf x
0

ab. Da h Werte in A annimmt, erhalten
wir

k̄(t
1

, . . . , tk�1, 0, s) = ḡ
⇣

t
1

, . . . , tk�1,
s

2

⌘

= h̄(t
1

, . . . , tk�1, 1� s) 2 A .

Somit j⇤[g] = [f ] 2 ⇡k(X,A). ⇤

Das folgende Lemma ist sehr hilfreich im Umgang mit exakten Sequenzen.

3.20. Lemma (Vierer- und Fünferlemma). Gegeben sei eine Sequenzabbildung

A  ���� B  ���� C  ���� D  ���� E

a

?

?

y

b

?

?

y

c

?

?

y

d

?

?

y

e

?

?

y

A0  ���� B0  ���� C 0  ���� D0  ���� E0

in Set
+

. Beide Zeilen seien exakt. Außerdem seien B0, C, C 0 Gruppen und die Abbildungen dazwi-
schen Gruppenhomomorphismen. Dann gilt:

(1) seien b, d surjektiv und a injektiv. Dann ist c surjektiv;
(2) seien b, d injektiv und e surjektiv. Dann ist c injektiv;
(3) seien b, d bijektiv, a injektiv und e surjektiv. Dann ist c bijektiv.

Beweis. Man beweist (1) und (2) durch Diagrammjagd. Es folgt (3). ⇤

3.21. Folgerung. Es sei f : (X,A) ! (Y,B) eine Abbildung von Paaren. Wenn f und f |A
Homotopieäquivalenzen sind, dann ist f⇤ : ⇡k(X,A)! ⇡k(Y,B) Isomorphismus für alle k. ⇤

3.c. Faserungen

Die lange exakte Sequenz aus Satz 3.19 ist in der vorliegenden Form noch nicht wirklich hilfreich,
um Homotopiegruppen zu bestimmen. Hier formulieren wir sie um in eine lange exakte Sequenz
für Serre-Faserungen. Später werden wir noch eine (nicht so lange, aber noch wichtigere) exakte
Sequenz für Kofaserungen kennenlernen.

3.22. Definition. Eine Abbildung p : E ! B hat die Homotopieliftungseigenschaft bezüglich
eines Raumes X, wenn zu jeder Abbildung f̃ : X ! E und jeder Abbildung h : X ⇥ I ! B mit

h( · , 0) = p � f̃ : X ! B

ein Lift h̃ : X ⇥ I ! E existiert mit

p � h̃ = h und h̃( · , 0) = f̃ : X ! E .

X E

X ⇥ I B

˜f

⇥{0} p
˜h

h

Die Abbildung p heißt Serre-Faserung, wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft bezüglichX =
Ik für alle k � 0 besitzt. Sie heißt Hurewicz-Faserung, wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft
sogar bezüglich aller topologischen Räume X besitzt.

Wenn die Abbildung p überdies punktiert ist, nennen wir sie eine punktierte Serre- beziehungs-
weise Hurewicz-Faserung, und p�1(b

0

) ⇢ E ihre Faser.
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3.23. Bemerkung. Nach Übung 3.113 sind die Paare (Ik, Ik�1 ⇥ {0}) und (Ik, @0Ik) homöo-
morph. Also ist eine Abbildung p : E ! B genau dann eine Serre-Faserung, wenn für alle k � 1
und alle Abbildungen f : Ik ! B und g̃ : @0Ik ! E mit

f |@0Ik = p � g̃ : @0Ik ! B

eine Abbildung f̃ : Ik ! E existiert mit

p � f̃ = f und f̃ |@0Ik = g̃ .

Das gleiche geht selbstverständlich auch, wenn man eine andere o↵eneSeite aus @Ik entfernt.

@0Ik E

Ik B

g̃

p
˜f

f

3.24. Proposition. Es sei p : (E, e
0

)! (B, b
0

) eine Serre-Faserung, und es sei F = p�1(b
0

) ⇢
E. Dann induziert p für alle k > 0 einen Isomorphismus

p⇤ : ⇡k(E,F, e
0

)! ⇡k(B, {b
0

}, b
0

) ⇠= ⇡k(B, b
0

) .

Für k = 0 ist diese Aussage falsch: es kann durchaus Wegzusammenhangskomponenten von B
geben, deren Urbild leer ist.

Beweis. Zur Surjektivität betrachte eine punktierte Abbildung f : Ik/@Ik ! (B, b
0

). Die Ab-
bildung g̃ : @0Ik ! {e

0

} ⇢ E sei konstant. Dann liefert Bemerkung 3.23, angewandt auf f̄ : Ik ! B,

das gesuchte Urbild ˜̄f , denn f̃ |@0Ik = g̃ ist die konstante Abbildung, und auf der
”
o↵enen Sei-

te“ Ik�1 ⇥ {0} nimmt f̃ Werte in F = p�1(e
0

) an.
Zur Injektivität seien f̃

0

, f̃
1

: (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik) ! (E,F ) mit p⇤[f̃0] = p⇤[f̃1] gegeben. Dann
bilden p � f̃i den gesamten Rand nach b

0

ab. Es sei h : (Ik/@Ik) ⇥ I eine punktierte Homotopie
zwischen p � f̃

0

und p � f̃
1

in B. Definiere g̃ : @Ik+1

✏ �

(0, 1)k�1 ⇥ {0}⇥ (0, 1)
�

! E durch

g̃(t
1

, . . . , tk+1

) =

(

˜̄fi(t1, . . . , tk) falls tk+1

= i 2 {0, 1}, und
e
0

sonst.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, siehe Abbildung 3.2. Nach Bemerkung 3.23, angewandt auf h̄,

existiert eine Abbildung ˜̄h, die g̃ fortsetzt, und auf der
”
o↵enen Seite“ tk = 0 Werte in F annimmt,

da h̄ dort auf b
0

abbildet. Also ist h̃ eine punktierte Homotopie von Paaren zwischen f̃
0

und f̃
1

,
was zu zeigen war. ⇤

Es ist nicht ungewöhnlich, dass Injektivität ähnlich wie Surjektivität bewiesen wird:
”
Injekti-

vität ist Surjektivität für Homotopien“.

3.25. Satz (Homotopiesequenz für Serre-Faserungen). Es sei p : (E, e
0

) ! (B, b
0

) eine punk-
tierte Serre-Faserung, und es sei i : F = p�1(b

0

) ! E die Inklusion der Faser. Dann existiert für
alle k � 1 ein Verbindungshomomorphismus @ : ⇡k(B)! ⇡k�1(F ), so dass die Sequenz

⇡
0

(B)
p⇤ � ⇡

0

(E)
i⇤ � ⇡

0

(F )
@ � ⇡

1

(B)
p⇤ � ⇡

1

(E) � . . .

exakt und natürlich ist.

Im Gegensatz zur Homotopiesequenz 3.19 eines Paares bricht diese Sequenz bei ⇡
0

(B) ab.
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t
k

t
1

t
k+1

F

F

˜

¯f
0

˜

¯f
1

e
0

e
0

e
0

Abbildung 3.2. Der Definitionsbereich von g̃

Beweis. Mit Proposition 3.24 erhalten wir eine Sequenzabbildung

. . .  ���� ⇡k�1(F, e0)
@0 ���� ⇡k(E,F, e

0

)
j⇤ ���� ⇡k(E, e

0

)  ���� . . .
�

�

�

p⇤

?

?

y

⇠
=

�

�

�

. . .  ���� ⇡k�1(F, e0)
@ ���� ⇡k(B, b

0

)
p⇤ ���� ⇡k(E, e

0

)  ���� . . . ,

hierbei sei @0 der Verbindungshomomorphismus aus Satz 3.19. In der Tat kommutiert das rechte
Quadrat, da p � j = id

(B,{b
0

}) � p. Das linke Quadrat nehmen wir als Definition für den Verbin-
dungshomomorphismus @ = @0 � (p⇤)�1. Da die obere Sequenz exakt ist, ist es die untere auch.

Da nicht notwendigerweise ⇡
0

(E,F ) ⇠= ⇡
0

(B) gilt, bleibt Exaktheit bei ⇡
0

(E, e
0

) zu prüfen. Sei
zunächst f : S0 ! (F, e

0

) gegeben, dann bildet p�i�f konstant auf b
0

ab, also gilt im i⇤ ⇢ ker p⇤. Sei
umgekehrt f : S0 ! (E, e

0

) mit [f ] 2 ker p⇤ gegeben, dann existiert eine punktierte Nullhomotopie
von p � f in B, also ein Pfad von p(f(0)) nach b

0

. Mit der Homotopieliftungseigenschaft erhalten
wir einen Pfad von f(0) nach F , also eine punktierte Homotopie von f zu einem Element in im i⇤.

Zur Natürlichkeit betrachte ein kommutatives Diagramm punktierter Serre-Faserungen

E
g����! D

p

?

?

y

?

?

y

q

B
f����! C .

Seien F = p�1(b
0

) und G = q�1(c
0

) die Fasern, dann bildet g|F die Faser F auf G ab. Betrachte
jetzt die zugehörigen langen exakten Sequenzen

. . .  ���� ⇡k�1(E)
i⇤ ���� ⇡k�1(F )

@ ���� ⇡k(B)
p⇤ ���� ⇡k(E)  ���� . . .

g⇤

?

?

y

g|
F⇤

?

?

y

f⇤

?

?

y

g⇤

?

?

y

. . .  ���� ⇡k�1(D)
i⇤ ���� ⇡k�1(G)

@ ���� ⇡k(C)
p⇤ ���� ⇡k(D)  ���� . . .

Die äußeren Quadrate kommutieren, da die entsprechenden punktierten Abbildungen ebenfalls
kommutieren. Nach Definition des Verbindungshomomorphismus kommutiert das innere Quadrat,
da die Sequenz aus Satz 3.19 natürlich ist. ⇤

3.26. Folgerung (aus dem Liftungssatz 2.58). Es sei p : ( eX, x̃
0

)! (X,x
0

) eine Überlagerung.
Dann ist die Abbildung

p⇤ = ⇡kp : ⇡k( eX, x̃
0

)! ⇡k(X,x
0

)

ein Isomorphismus für alle k � 2. Außerdem haben wir eine exakte Sequenz

⇡
0

(X) � ⇡
0

( eX) � ⇡
0

(p�1(x
0

)) � ⇡
1

(X)
⇡
1

p �- ⇡
1

( eX) � 0 .
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Die Injektivität von ⇡
1

p kennen wir bereits aus Satz 2.56.

Beweis. Nach dem Homotopieliftungssatz 2.27 sind alle Überlagerungen Hurewicz-Faserungen,
also erst recht Serre-Faserungen. Dabei ist die Faser F = p�1(x

0

) einer Überlagerung diskret,
und Sk ist zusammenhängend für k � 1, folglich sind alle stetigen punktierten Abbildungen Sk !
F konstant. Es folgt ⇡k(F ) = 0 für alle k � 1. Mit Satz 3.25 und Bemerkung 3.18 folgen die
Behauptungen. ⇤

3.27. Beispiel. Die universelle Überlagerung von S1 ist R nach Beispiel 2.26, also zusammen-
ziehbar. Wegen den Bemerkungen 3.2 (1) und 3.6, Satz 2.28 und Folgerung 3.26 gilt daher

⇡k(S
1) ⇠=

(

Z für k = 1, und

0 sonst.

3.28. Beispiel. Es sei E = B⇥F ein Produkt punktierter Räume und p : E ! B die Projektion
auf den ersten Faktor. Dann ist p nach Übung 3.114 eine Hurewicz-, also auch eine Serre-Faserung.
Es gilt ⇡k(E) = ⇡k(B)⇥ ⇡k(F ), siehe Übung 3.106. Also hat die Homotopiesequenz die Form

. . . � ⇡k�1(F )
@ � ⇡k(B)

p⇤⌘� ⇡k(B)⇥ ⇡k(F )
| {z }

⇠
=

⇡
k

(E)

i⇤ �- ⇡k(F )
@ � ⇡k+1

(B) � . . .

Die Abbildung p⇤ ist die Projektion auf ⇡k(B), und i⇤(a) = (0, a) 2 ⇡k(B)⇥⇡k(F ) für alle a 2 ⇡k(F ).
Die Sequenz ist o↵ensichtlich bei ⇡k(E) exakt. Da p⇤ surjektiv und i⇤ injektiv ist, folgt aus der
Exaktheit an den anderen Stellen, dass

ker @ = im p⇤ = ⇡k(B) und im @ = ker i⇤ = 0 ,

also ist der Verbindungshomomorphismus @ = 0 für alle k.

3.29. Bemerkung. Allgemeiner sei p : E ! B eine Faserung. Unter einem Schnitt von p ver-
stehen wir ein Rechtsinverses von p, also eine Abbildung s : B ! E mit p � s = idB. Mit anderen
Worten ist imB ⇢ E in diesem Fall ein Retrakt von E. Im obigen Beispiel E = B ⇥F liefert jeder
Punkt f 2 F einen Schnitt sf mit sf (b) = (b, f).

Wenn p einen Schnitt besitzt, gibt es in der Homotopiesequenz 3.25 ein Rechtsinverses s⇤ von p⇤.
Wie wir in Übung 5.87 sehen werden, hat die Homotopiesequenz 3.25 dann genau die gleiche Gestalt
wie im obigen Beispiel. Also können wir @ als Hindernis gegen die Existenz eines Schnittes au↵assen.

3.30. Definition. Ein Faserbündel mit typischer Faser F ist eine stetige Abbildung p : E ! B,
so dass jeder Punkt b eine Umgebung U ⇢ B besitzt, für die ein Homöomorphismus ' : p�1(U)!
U ⇥ F existiert, so dass das Diagramm

p�1(U) U ⇥ F

U

'

⇠
=

p pr

U

kommutiert, wobei prU die Projektion auf den ersten Faktor bezeichne. Dann heißt E der Totalraum,
B die Basis, und ' eine lokale Trivialisierung oder Bündelkarte von p : E ! B.

Ein Produkt wie in Beispiel 3.28 heißt auch trivialen Faserbündel, daher die Terminologie.

3.31. Proposition. Es sei p : E ! B eine Abbildung, und jeder Punkt b 2 B besitze eine
Umgebung U ⇢ B, so dass p : p�1(U) ! U eine Serre-Faserung ist. Dann ist p ebenfalls eine
Serre-Faserung.
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Abbildung 3.3. Schichtweise Konstruktion von h̃

3.32. Folgerung. Jedes Faserbündel p : E ! B ist eine Serre-Faserung. ⇤
Beweis von Proposition 3.31. Es sei U eine o↵ene Überdeckung von B durch Mengen U ,

über denen p eine Serre-Faserung ist. Es sei X = Ik für k � 0, und h : X ⇥ I ! B und f̃ : X ! E
seien Abbildungen wie in Definition 3.22. Dann ist {h�1(U) | U 2 U } eine o↵ene Überdeckung
von Ik+1. Nach dem Satz 1.55 von Lebesgue können wir Ik+1 für ein geeignetes N � 1 in Nk+1

Würfel der Kantenlänge 1

N unterteilen, so dass jeder dieser Würfel ganz in einer der Mengen h�1(U)
mit U 2 U enthalten ist.

Um h̃ zu konstruieren, setzen wir f̃ von Ik ⇥ {0} Schicht für Schicht auf Ik+1 fort. Wir kon-
struieren in jeder Schicht h̃ zunächst auf den Strecken über allen Ecken, dann auf den Quadraten
über allen Kanten, und so weiter, und zum Schluss auf den k + 1-dimensionalen Würfeln selbst,
siehe Abbildung 3.3. Dabei müssen wir in jedem Schritt von einer Menge der Form @0Ii auf Ii fort-
setzen. Dazu benutzen wir Bemerkung 3.23 und die Tatsache, dass wir stets über einer der o↵enen
Mengen U ⇢ B arbeiten, für die p�1(U)! U eine Serre-Faserung ist. ⇤

3.33. Beispiel. Der komplex projektive Raum CPn ist definiert als Quotientenraum

CPn =
�

Cn+1 \ {0}
�

/⇠ ,

wobei (z
0

, . . . , zn) ⇠ (w
0

, . . . , wn) genau dann, wenn es a 2 C⇥ mit a · (z
0

, . . . , zn) = (w
0

, . . . , wn)
gibt, siehe Übung 1.129. Man schreibt für die Äquivalenzklassen auch gern (z

0

: · · · : zn) =
q(z

0

, . . . , zn). Der CPn wird überdeckt von den n+ 1 Teilmengen U
0

, . . . , Un mit

Uk =
�

(z
0

: · · · : zn)
�

� zk 6= 0
 

= im(q|Ck⇥{0}⇥Cn�k

) .

Wir betrachten die sogenannte Hopf-Faserung

p : S2n+1 ,�! Cn+1 \ {0}
q
�⇣ CPn .

Über jedem Uk erhalten wir als lokale Trivialisierung den Homöomorphismus

' : p�1(Uk)! Uk ⇥ S1 mit '(z
0

, . . . , zn) =
�

(z
0

: · · · : zn), z
k

|z|
k

�

und '�1
�

(z
0

: · · · : zn), w
�

=
w(z�1k z

0

, . . . , 1, . . . , z�1k zn)
�

�(z�1k z
0

, . . . , 1, . . . , z�1k zn)
�

�

.

Also ist die Hopf-Faserung ein Faserbündel mit typischer Faser S1 ⇢ C⇥.
Es gilt S2 ⇠= CP 1 (Riemannsche Zahlenkugel). Also erhalten wir als Spezialfall insbesondere

die klassische Hopf-Faserung S3 ! S2 mit Faser S1. Die zugehörige exakte Homotopiesequenz 3.25
hat die Form

· · · � ⇡k�1(S
1)

| {z }

=0 f

¨

ur k 6=2

@ � ⇡k(S
2)

p⇤ � ⇡k(S
3)

i⇤ � ⇡k(S
1)

| {z }

=0 f

¨

ur k 6=1

 � · · ·

Also gilt ⇡k(S2) ⇠= ⇡k(S3) für alle k � 3.
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3.34. Beispiel. Der quaternionisch projektive Raum HPn ist definiert als Quotient

HPn =
�

HPn+1 \ {0}
�

/⇠ ,

wobei (q
0

, . . . , qn) ⇠ (r
0

, . . . , rn) genau dann, wenn es a 2 H⇥ mit a · (q
0

, . . . , qn) = (r
0

, . . . , rn) gibt.
Mit den gleichen Argumenten wie oben erhalten wir die quaternionische Hopf-Faserung

p : S4n+3 ,! Hn+1 \ {0} �! HPn

als Faserbündel mit typischer Faser S3 ⇢ H⇥.
Es gilt S4 ⇠= HP 1, also existiert ein Faserbündel p : S7 ! S4 mit typischer Faser S3. Die

zugehörige Homotopiesequenz hat die Gestalt

· · · � ⇡k�1(S
3)

@ � ⇡k(S
4)

p⇤ � ⇡k(S
7)

i⇤ � ⇡k(S
3)

@ � ⇡k+1

(S4) � · · ·

3.d. Der Ausschneidungssatz

Für kleine k ist es manchmal möglich, die k-te Homotopiegruppe eines Raumes aus den k-ten
Homotopien von Unterräumen (genauer, von Unterraum-Paaren) zusammenzusetzen, ähnlich wie
im Satz 2.42 von Seifert und van Kampen. Einen direkter Vergleich mit diesem Ergebnis nehmen
wir später vor.

3.35. Definition. Ein Raum X 6= ; heißt n-zusammenhängend, wenn ⇡k(X,x) = 0 für alle x 2
X und alle 0  k  n.

Eine Abbildung f : X ! Y mit X 6= ; heißt n-zusammenhängend, wenn für alle x 2 X die
induzierte Abbildung f⇤ : ⇡k(X,x) ! ⇡k(Y, f(x)) ein Isomorphismus ist für alle 0  k < n und
surjektiv für k = n.

Ein Paar (X,A) mit A 6= ; heißt n-zusammenhängend, wenn die Inklusion A ,! X eine n-
zusammenhängende Abbildung ist.

Eine Abbildung f : (X,A)! (Y,B) von Paaren mit A, B 6= ; heißt n-zusammenhängend, wenn
für alle x 2 A und alle 0  k < n die induzierte Abbildung f⇤ : ⇡k(X,A, x) ! ⇡k(Y,B, f(x)) ein
Isomorphismus ist, und eine Surjektion für k = n.

Für einen Raum bedeutet 0-zusammenhängend das gleiche wie wegzusammenhängend, siehe
Bemerkung 3.2 (1), und 1-zusammenhängend bedeutet wegzusammenhängend und einfach zusam-
menhängend nach Bemerkung 3.2 (2). Ein Paar (X,A) ist 0-zusammenhängend, wenn jede Weg-
zusammenhangskomponente von X einen Punkt von A enthält.

3.36. Bemerkung. Für einen Raum X sind äquivalent:

(1) der Raum X ist n-zusammenhängend;
(2) für alle k  n lässt sich jede Abbildung Sk ! X zu einer Abbildung Dk+1 ! X fortsetzen;
(3) für alle k  n lässt sich jede Abbildung @Ik+1 ! X zu einer Abbildung Ik+1 ! X

fortsetzen.

Die Äquivalenz von (2) und (3) ist o↵ensichtlich, da die Paare (Dk+1, Sk) und (Ik+1, @Ik+1)
homöomorph sind.

Zur Äquivalenz von (1) und (2) sei f : Sk = Ik/@Ik ! X gegeben. Eine Nullhomotopie h von f
ist eine Fortsetzung von f auf Ik+1/@0Ik+1 und umgekehrt, und das Paar (Ik+1/@0Ik+1, Ik/@Ik) ist
homöomorph zu (Dk+1, Sk).

3.37. Bemerkung. Für ein Paar (X,A) und n � 0 sind äquivalent:

(1) das Paar (X,A) ist n-zusammenhängend;
(2) für alle k  n und alle x 2 A gilt ⇡k(X,A, x) = 0;
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Abbildung 3.4. Die Mengen Kr(W ) und Gr(W )

(3) für alle 1  k  n ist jede Abbildung (Ik, @Ik) ! (X,A) als Abbildung von Paaren
homotop zu einer Abbildung (Ik, @Ik) ! (A,A), und jeder Punkt in X lässt sich durch
einen Weg mit A verbinden;

(4) für alle k  n lässt sich jede Abbildung (@0Ik+1, @Ik ⇥ {0}) ! (X,A) zu einer Abbil-
dung (Ik+1, Ik ⇥ {0})! (X,A) fortsetzen.

Die Äquivalenz von (1) und (2) ergibt aus der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (X,A).
Zu (2) ) (3) überlegt man sich, dass die Paare (Ik, @Ik), (Dk, Sk�1) und (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik)

paarweise homöomorph sind.
Wie in Bemerkung 3.23 existiert ein Homöomorphismus g : Ik+1 ! Ik+1, der @0Ik+1 auf Ik⇥{0}

abbildet und umgekehrt. Zu (3) ) (4) sei h : (Ik+1, @0Ik+1) ! (X,A) die Homotopie aus (3)
zu f � g�1|Ik⇥{0}. Dann ist h � g die gesuchte Fortsetzung.

Für (4) ) (2) betrachte f : (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik) ! (X,A). Da das Paar (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik)
zu (@0Ik+1, @Ik ⇥ {0}) homöomorph ist, ist f relativ zum Rand @Ik/@0Ik homotop zu einer Abbil-
dung (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik)! (A,A), liegt also im Bild von ⇡k(A,A, x) = 0.

3.38. Satz (Ausschneidungssatz, Blakers-Massey). Es sei X ein topologischer Raum und U ,
V ⇢ X o↵en mit X = U [ V und U \ V 6= ;. Das Paar (U,U \ V ) sei p-zusammenhängend,
und (V, U \ V ) sei q-zusammenhängend mit p, � 0, dann ist i : (U,U \ V )! (X,V ) eine (p+ q)-
zusammenhängende Abbildung von Paaren.

Der Name rührt daher, dass wir die abgeschlossene Menge V \U aus X
”
ausschneiden“ können,

ohne die ersten p+q�1 Homotopiegruppen zu verändern. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir später
einige nichttriviale Homotopiegruppen ausrechnen und viele wichtige Resultate beweisen.

Wir kopieren den Beweis von Puppe, siehe [tD2, Abschnitt 6.9]. Als erstes bringen wir die
Repräsentanten von Homotopieklassen oder Homotopien zwischen ihnen in eine spezielle Form
(Propositionen 3.39, 3.40), siehe Abbildung 3.6. Anschließend können wir den Anteil mit Werten
in V \ U wegdeformieren (Proposition 3.41).

Dazu betrachten wir achsenparallele Würfel der Form

W (a, �, J) =
�

x 2 Rn
�

� xi 2 [ai, ai + �]für i 2 J , und xi = ai sonst
 

⇢ Rn

für a 2 Rn, � > 0 und J ⇢ {1, . . . , n}. Für W = W (a, �, J) und 0  r definieren wir Teilmen-
gen Kr(W ) und Gr(W ) ⇢W — wie in Abbildung 3.4 angedeutet — durch

Kr(W ) =
�

x 2W
�

� xi 2
�

ai, ai +
�
2

�

für mindestens r verschiedene i 2 J
 

,

Gr(W ) =
�

x 2W
�

� xi 2
�

ai +
�
2

, ai + �
�

für mindestens r verschiedene i 2 J
 

.
(3.2)

Inbesondere gilt Kr(W ) = Gr(W ) = ; falls r > dimW = #J . Unter den Seiten von W (a, �, J)
verstehen wir alle Würfel W (a0, �, J 0) mit J 0 ⇢ J und mit a0i 2 {ai, ai + �} für alle i 2 J \ J 0

und a0i = ai sonst. Die Vereinigung aller echten Seiten W heißt wieder der (geometrische) Rand @W
von W .
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3.39. Proposition. Es seien r  dimW , f : W ! X und A ⇢ X gegeben, so dass

f�1(A) \W 0 ⇢ Kr(W
0)

für alle Seiten W 0 von W gilt. Dann ist f homotop relativ zum Rand @W zu einer Abbildung g : W !
X mit g�1(A) ⇢ Kr(W ). Eine entsprechende Aussage gilt, wenn man Kr überall durch Gr ersetzt.

Beweis. Ohne Einschränkung sei W = Ik ein Einheitswürfel. Wir definieren eine Abbil-
dung h = h

1

: Ik ! Ik homotop zur Identität und ersetzen f durch die homotopie Abbildung f �h.
Dazu fixieren wir x =

�

1

4

, . . . , 1
4

�

. Für jeden Strahl s am Punkt x sei y der Schnittpunkt von s

mit @[0, 1
2

⇤k
, und z sei der Schnittpunkt von s mit @Ik. Dann bilde h

1

die Strecke xy a�n auf die
Strecke xz, und die Strecke yz konstant auf den Punkt z ab, siehe Abbildung 3.5. Diese Abbildung
ist stetig, eine Homotopie zur Identität wird gegeben durch ht = (1� t) idW + t h

1

, und man sieht
leicht, dass g = f � h

1

die gestellte Bedingung erfüllt. ⇤

Wir betrachten jetzt eine Abbildung f : Ik ! X. Nach dem Satz 1.55 können wir Ik für ein
geeignetes N so in Nk Würfel der Kantenlänge 1

N zerlegen, dass jeder dieser Würfel entweder
in f�1(U) oder in f�1(V ) liegt.

3.40. Proposition. Das Paar (U,U \ V ) sei p-zusammenhängend, und (V, U \ V ) sei q-
zusammenhängend für p, q � 0. Dann existiert zu jeder Abbildung f : Ik ! X eine Homotopie h
von f zu g : Ik ! X, die für alle Seiten W von Würfeln der obigen Zerlegung folgendes erfüllt:

(1) falls W ⇢ f�1(U \ V ), gelte h(x, t) = f(x) für alle x 2W , t 2 I;
(2) falls W ⇢ f�1(U), gelte h(x, t) ⇢ U für alle x 2W , t 2 I, und g�1(U\V )\W ⇢ Kp+1

(W );
(3) falls W ⇢ f�1(V ), gelte h(x, t) ⇢ V für alle x 2W , t 2 I, und g�1(V \U)\W ⇢ Gp+1

(W ).

Beweis. Wir konstruieren h der Reihe nach für alle Ecken der Würfel W , dann für alle Kanten,
und so weiter, und zum Schluss für die Würfel W selbst.

Sei also zunächst W = {x} eine Ecke. Falls f(x) 2 U \ V , definieren wir h|W⇥I durch (1). Sei
also f(x) 2 U \ V . Da ⇡

0

(U,U \ V ) = 0, finden wir einen Weg von x zu einem Punkt in U \ V ;
dieser sei unsere Homotopie. Genauso verfahren wir, falls f(x) 2 V \ U .

Sei jetztW ein Würfel der Dimension n � 1. Nach Induktion ist h auf @W⇥I bereits konstruiert
und wird auf W ⇥ {1} durch f |W gegeben. Falls W ⇢ f�1(U \ V ), definieren wir h|W⇥I wieder
durch (1). Gelte also W ⇢ f�1(U), aber nicht W ⇢ f�1(V ). Wir unterscheiden zwei Fälle.

Falls n  p, gilt ⇡n(U,U \V ) = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gilt h(x, t) 2 U und h(x, 1) 2
U \ V für alle x 2 @W und alle t 2 I. Wir setzen f |W⇥{0} und h|@W⇥I gemäß Bemerkung 3.37 (4)
zu einer Abbildung h : W ⇥ I ! U so fort, dass h(x, 1) 2 U \ V für alle x 2W . Es folgt

g�1(U \ V ) = ; = Kp+1

(W ) .

Falls n > p, konstruieren wir h und g mit Hilfe von Proposition 3.39. Analog verfahren wir,
falls W ⇢ f�1(V ), aber nicht W ⇢ f�1(U). ⇤

3.41. Proposition. Es sei k  p+q und f : (Ik, @0Ik)! (X,U) eine Abbildung mit Ik�1⇥{0} ⇢
f�1(V ). Dann existiert eine Homotopie h : Ik+1 ! X von f zu einer Abbildung g : Ik ! U mit
folgenden Eigenschaften.

(1) Wenn f eine Seite W ⇢ @0Ik von Ik nach U \V abbildet, gelte h(x, t) = f(x) für alle t 2 I
und alle x 2W .

(2) Für alle t 2 I und alle x 2 @0Ik gelte h(x, t) 2 U .
(3) Für alle t 2 I und alle x 2 Ik�1 ⇥ {0} gelte h(x, t) 2 V .
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Abbildung 3.6. Die Urbilder von V \ U und U \ V in Ik

Beweis. Wir wenden Proposition 3.40 an und erhalten eine zu f homotope Abbildung Ik !
X. Die Bedingungen (1)–(3) in Proposition 3.40 stellen sicher, dass diese Homotopie die obigen
Eigenschaften (1)–(3) erfüllt. Wir dürfen daher ohne Einschränkung für alle W annehmen, dass

f�1(U \ V ) ⇢ Kp+1

(W ) und f�1(V \ U) ⇢ Gp+1

(W ) .

Betrachte jetzt die orthogonale Projektion p : Ik ! Ik�1 ⇥ {0}. Sei W 0 das Bild unter p eines
Würfels W der obigen Zerlegung. Da wir die Kontrolle über eine Koordinate verlieren, gilt

Kp+1

(W ) ⇢ p�1
�

Kp(W
0)
�

und Gq+1

(W ) ⇢ p�1
�

Gq(W
0)
�

.

Da k � 1 < p + q, sind die Mengen Kp(W 0) und Gq(W 0) nach Konstruktion (3.2) disjunkt, siehe
Abbildung 3.4. Wegen Proposition 3.40 (2) und (3) sind dann auch die kompakten Mengen

A =
�

p(x)
�

� x 2 f�1(U \ V )
 

und B =
�

p(x)
�

� x 2 f�1(V \ U)
 

disjunkt. Da @0Ik auf U abgebildet wird, ist insbesondere B auch disjunkt zu @Ik�1. Nach Urysohns
Lemma 1.30 existiert eine stetige Funktion u : Ik�1 ! I mit u|A[@Ik�1

= 0 und u|B = 1.
Insbesondere liegt f�1(U \ V ) oberhalb des Graphen von u in Ik, und f�1(V \ U) unterhalb,

siehe Abbildung 3.6. Wir konstruieren eine Homotopie relativ zu @0Ik durch

h(x
1

, . . . , xk, t) = f
�

x
1

, . . . , xk�1, xk + (1� xk)tu(x1, . . . , xk�1)
�

.

Diese Homotopie bildet ganz @Ik⇥ I nach V ab, und die Abbildung g = h( · , 1) nimmt Werte in U
an. Zusammen mit der Homotopie aus Proposition 3.40 ist die Behauptung bewiesen. ⇤
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Beweis des Ausschneidungssatzes 3.38. Sei k = 0. Jede Wegzusammenhangskomponente
von U und V enthält Punkte von U \ V , da p, q � 0. Es folgt

⇡
0

(X,V ) = {⇤} = ⇡
0

(U,U \ V ) .

Zur Surjektivität der Abbildung

i⇤⇡k(U,U \ V, x)! ⇡k(X,V, x)

seien 1  k  p + q und f : (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik) ! (X,V ) gegeben. Wir wenden Proposition 3.41
auf f̄ : Ik ! X an. Es folgt [f ] = [g] 2 ⇡k(X,V ) und [g] 2 im(i⇤). Damit ist Surjektivität von i⇤
bewiesen.

Der Beweis der Injektivität verläuft ähnlich. Sei 2  k  p+ q, und seien f
0

, f
1

2 ⇡k�1(U,U \
V, x) mit i⇤f0 = i⇤f1 repräsentiert durch f̄j : (Ik�1, @Ik�1)! (U,U \V ), so dass @0Ik�1 ⇢ f̄�1j ({x})
für j = 0, 1. Dann existiert eine Homotopie h̄ : (Ik, @Ik�1⇥ I)! (X,V ) zwischen f̄

0

und f̄
1

, wobei
ganz @0Ik�1 ⇥ I auf x abgebildet wird. Insbesondere bildet h̄ die Seite @Ik�2 ⇥ {0}⇥ I nach V ab,
alle anderen Seiten von Ik werden nach U abgebildet. Wir werden Proposition 3.41 auf h̄ an und
erhalten eine neue Abbildung k̄ : Ik ! U . Dabei wird zunächst fj durch eine in (U,U\V ) punktiert
homotope Abbildung gj = k( · , j) ersetzt, und k ist eine punktierte Homotopie zwischen g

0

und g
1

in (U,U\V ). Es folgt [f
0

] = [g
0

] = [g
1

] = [f
1

]⇡k�1(U,U\V ), und wir erhalten die Injektivität von i⇤
in den Graden 0, . . . , p+ q� 1. Zusammen mit der obigen Surjektivität ist i : (U,U \ V )! (X,V )
also eine (p+ q)-zusammenhängende Abbildung von Paaren. ⇤

3.e. Der Satz von Brouwer und Hopf

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Homotopiegruppen von Sphären. Die Homotopie-
gruppen der S1 kennen wir bereits aus Beispiel 3.27.

Für n � 1 bezeichne e
1

2 Sn ⇢ Rn+1 den Basispunkt. Wir zerlegen Sn = U [ V mit U =
Sn \{�e

2

} und V = Sn \{e
2

}; beide Teilmengen sind zusammenziehbar. Mit Bemerkung 3.6 liefert
die lange exakte Sequenz des Paares (Sn, V ) Isomorphismen

· · · � ⇡k�1(V )
| {z }

=0

 � ⇡k(S
n, V )

j⇤ �⇠
=

⇡k(S
n) � ⇡k(V )

| {z }

=0

 � · · · (3.3)

für alle k. Der Durchschnitt U \ V ist homotopieäquivalent zu einer Sn�1. Mit Folgerung 3.21
schließen wir, dass die jeweiligen Inklusionen der

”
oberen“ und

”
unteren“ Hemisphären in die Sn

für alle k Isomorphismen

⇡k(D
n, Sn�1) ⇠= ⇡k(U,U \ V ) und ⇡k(D

n, Sn�1) ⇠= ⇡k(V, U \ V ) (3.4)

induzieren. Der Raum Dn ist zusammenziehbar. Die Homotopiesequenz 3.19 des Paares (Dn, Sn�1)
liefert also Isomorphismen

· · · � ⇡k�1(D
n)

| {z }

=0

 � ⇡k�1(S
n�1)

@ �⇠
=

⇡k(D
n, Sn�1) � ⇡k(D

n)
| {z }

=0

 � · · · (3.5)

für alle k.

3.42. Satz (Brouwer, Hopf). Für alle n � 1 gilt:

(1) der Raum Sn ist (n� 1)-zusammenhängend;
(2) das Paar (Dn, Sn�1) ist (n� 1)-zusammenhängend;
(3) es gilt

⇡n(S
n) ⇠= ⇡n+1

(Dn+1, Sn) ⇠= Z ,

dabei werden beide Gruppen von der jeweiligen Identität erzeugt;
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(4) die Abbildung

⇡k�1(S
n�1)

@�1

�!⇠
=

⇡k(D
n, Sn�1) ⇠= ⇡k(U,U \ V )

i⇤�! ⇡k(S
n, V )

j�1

⇤�!⇠
=

⇡k(S
n)

ist ein Isomorphismus für alle 1  k < 2n� 2, und surjektiv, falls 1  k = 2n� 2.

In (3) haben wir In/@In gemäß Bemerkung 3.2 (3) mit Sn und (In/@0In, @In/@0In) gemäß
Bemerkung 3.13 mit (Dn, Sn�1) identifiziert.

Aussage (1) kann man auch elementar (ohne Ausschneidung) beweisen, allerdings ist der Beweis
immer noch etwas aufwändig. Dazu stellt man ein Element von ⇡k(Sn) mit k < n durch eine
punktierte Abbildung f : Ik/@Ik ! Sn dar. Diese Abbildung kann surjektiv sein, siehe Beispiel 1.22.
Indem man f im Inneren von Ik geschickt glättet, erhält man eine punktiert homotope Abbildung,
die einen Punkt in Sn nicht tri↵t, ohne Einschränkung den Südpol x. Dann zieht man Sn \ {x} auf
den Nordpol zusammen und erhält so eine Nullhomotopie von f .

Beweis. Wir beweisen zunächst (1), (2) und (4) durch Induktion über n. Für n = 1 gelten die
Behauptungen, denn S1 ist zusammenhängend, es gilt ⇡

0

(D1, S0) = {⇤}, und Aussage (4) ist leer.
Sei jetzt n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist ⇡k(Sn�1) = 0 für k  n � 2. Aus (3.3)

folgt ⇡k(Dn, Sn�1) = 0 für alle k  n� 1, also ist (Dn, Sn�1) ein (n� 1)-zusammenhängendes Paar
nach Bemerkung 3.37, und (2) ist gezeigt.

Wegen (3.4) sind auch die Paare (U,U \ V ) und (V, U \ V ) jeweils (n� 1)-zusammenhängend.
Nach dem Ausschneidungssatz 3.38 ist (U,U \ V ) ! (Sn, V ) eine (2n � 2)-zusammenhängende
Abbildung. Es folgt Behauptung (4).

Für n � 2 ist 2n� 2 � n, und für k < n erhalten wir

0 = ⇡k(D
n, Sn�1) ⇠= ⇡k(U,U \ V ) ⇠= ⇡k(S

n, V ) ⇠= ⇡k(S
n) .

Damit sind (1), (2) und (4) für alle n gezeigt.
Für n = 1 folgt (3) aus Satz 2.28. Für n = 2 betrachten wir die Homotopiesequenz der Hopf-

Faserung aus Beispiel 3.33. Wegen (1) hat sie die Form

· · · � ⇡
1

(S3)
| {z }

=0

i⇤ � ⇡
1

(S1)
| {z }

⇠
=

Z

@ � ⇡
2

(S2)
p⇤ � ⇡

2

(S3)
| {z }

=0

 � · · ·

Mit (4) und (3.5) erhalten wir die Isomorphismen in (3) induktiv für alle n.
Wir konstruieren induktiv Homöomorphismen

'k : I
k/@Ik

⇠
=�! Sk und  k : (I

k/@0Ik, @Ik/@0Ik)
⇠
=�! (Dk, Sk�1)

wie in den Bemerkung 3.2 (3), und zeigen, dass [idSn ] = ['n] und [id
(Dn+1,Sn

)

] = [ n+1

] jeweils
Erzeuger von ⇡n(Sn) beziehungsweise ⇡n+1

(Dn+1, Sn) sind. Für ⇡
1

(S1) folgt das aus Satz 2.28.
Sei also n � 2 und ['n�1] Erzeuger von ⇡n�1(Sn�1). Dann können wir  n konstruieren, indem

wir
 n|

(In�1⇥{0})/(@In�1⇥{0}) = 'n�1

auf (In/@0In, @In/@0In) fortsetzen. Nach Satz 3.19 und (3.5) ist dann [ n] = @�1['n�1] Erzeuger
von ⇡n(Dn, Sn�1).

Mit dem Ausschneidungssatz 3.38 erhalten wir einen Isomorphismus

Z ⇠= ⇡n(D
n, Sn�1) ⇠= ⇡n(U,U \ V ) �! ⇡n(S

n, V ) ⇠= ⇡n(S
n) ⇠= Z

(für n = 2 ist diese Abbildung wegen (4) zunächst nur surjektiv, aber die einzigen surjektiven
Gruppen-Endomorphismen von Z sind a 7! ±a, also bijektiv). Das Bild von [ n] ist Erzeuger
von ⇡n(Sn).
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Das Bild von [ n] in ⇡n(Sn, V ) entspricht einer Abbildung, die das Innere von In homöomorph
auf die Hemisphäre {x 2 Sn | x

2

> 0
 

abbildet. In ⇡n(Sn, {e
1

}) ⇠= ⇡n(Sn) entspricht das ei-
ner Abbildung, die das Innere von In homöomorph auf Sn \ {e

1

} abbildet; diese sei unsere neue
Abbildung 'n. ⇤

3.43. Beispiel. Wir betrachten die Hopf-Faserungen aus den Beispielen 3.33 und 3.34.

(1) Da ⇡
1

(S2n+1) = 0 für n � 1 nach Satz 3.42 (1), ist die Inklusion i : S1 ! S2n+1 der Faser in
der Hopf-Faserung p : S2n+1 ! CPn homotop zur konstanten Abbildung; es folgt ⇡ki = 0
für alle k. Somit zerfällt die lange exakte Sequenz in eine Folge kurzer exakter Sequenzen
der Form

0 � ⇡k�1(S
1)

@⌘� ⇡k(CPn)
p⇤ �- ⇡k(S2n+1) � 0 .

Aus Beispiel 3.27 folgt jetzt

⇡
2

(CPn) ⇠= ⇡
1

(S1) ⇠= Z und ⇡k(CPn) ⇠= ⇡k(S
2n+1) für alle k 6= 2 .

Wegen Satz 3.42 (3) gilt für k 6= 2 also auch

⇡
2n+1

(CPn) ⇠= ⇡
2n+1

(S2n+1) ⇠= Z , insbesondere ⇡
3

(S2) ⇠= ⇡
3

(CP 1) ⇠= Z .

Erzeuger dieser Gruppe Z ist übrigens die Hopf-Faserung selbst, denn

[p] = [p � idS2n+1 ] = p⇤[idS2n+1 ] .

Interessanterweise kann man also eine Sphäre in eine Mannigfaltigkeit M kleinerer Dimen-
sion nicht-nullhomotop abbilden.

(2) Genauso ist in der quaternionischen Hopf-Faserung i : S3 ! S4n+3 homotop zur konstanten
Abbildung, und wir erhalten eine Folge kurzer exakter Sequenzen

0 � ⇡k�1(S
3)

@⌘� ⇡k(HPn)
p⇤ �- ⇡k(S4n+3) � 0 .

Im Gegensatz zur S1 gilt ⇡k(S3) 6= 0 für unendlich viele k � 3. Für k = 4n + 3 sehen
wir aber immerhin, dass die Klasse [p] = p⇤[idS4n+3 ] der quaternionischen Hopf-Faserung
unendliche Ordnung in der Gruppe ⇡

4n+3

(HPn) hat. Im Spezialfall n = 1 folgt daraus,
dass ⇡

7

(S4) eine unendliche Gruppe ist.

In der Tat enthält ⇡
4n�1(S2n) stets Z als direkten Summanden für alle n 2 Z, aber das können

wir jetzt noch nicht beweisen. Ansonsten ist ⇡k(Sn) endlich für k > n, und wir sehen, dass die
Bedingung in Satz 3.42 (4) scharf ist, denn ⇡

4n�1(S2n)! ⇡
4n(S2n+1) ist sicher nicht injektiv.

Der Satz 3.42 von Brouwer-Hopf hat viele topologische und geometrische Anwendungen. Einige
fassen wir hier zusammen, weitere folgen in Übung 3.118.

3.44. Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz). Für n � 0 hat jede stetige Abbildung f : Dn ! Dn

einen Fixpunkt.

Der Fall n = 1 folgt aus dem Zwischenwertsatz, siehe Bemerkung 2.29, und n = 2 haben wir
bereits in Satz 2.31 behandelt.

Beweis. Für n = 0 ist nichts zu zeigen, es sei also n � 1. Wie im Beweis von Satz 2.31 im
Fall n = 2 nehmen wir an, dass die Abbildung f : Dn ! Dn keinen Fixpunkt hat, und konstruieren
dann eine Retraktion r : Dn ! Sn�1 = @Dn wie in Abbildung 2.2. Sei i : Sn�1 ! Dn die Inklusion,
dann gilt also r � i = idSn�1 . Wie in Bemerkung 2.30 folgt für jeden kovarianten Funktor � von
der Kategorie Top

+

in eine Kategorie C, dass �r � �i = id
�Sn�1 . Der Funktor ⇡n�1 : Top

+

! Set
+

liefert jetzt einen Widerspruch, da ⇡n�1(Sn�1) 6= {⇤} = ⇡n�1(Dn). ⇤
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Wir wollen jetzt freie Homotopieklassen von Abbildungen von Sn nach Sn betrachten und
erinnern uns an Folgerung 3.8. Für die Spären Sn mit n � 1 wirkt ⇡

1

(Sn) trivial auf ⇡k(Sn),
denn ⇡

1

(S1) ⇠= Z ist abelsch und alle anderen ⇡k(S1) verschwinden, und für n > 1 ist ⇡
1

(Sn)
trivial. Daher identifizieren wir [Sk

+

, Sn] mit ⇡k(Sn).

3.45. Definition. Sei deg : [Sn
+

, Sn] ⇠= ⇡n(Sn) ! Z der Isomorphismus aus Satz 3.42 (3). Für
eine Abbildung f : Sn ! Sn heißt deg f = deg[f ] 2 Z der Abbildungsgrad von f .

Später werden wir diesen Begri↵ verallgemeinern auf Abbildungen zwischen orientierten topo-
logischen Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension.

3.46. Folgerung (aus Satz 3.42). Zwei Abbildungen f , g : Sn ! Sn sind genau dann homotop,
wenn sie den gleichen Abbildungsgrad haben. ⇤

3.47. Beispiel. Es sei A 2 GL(n,R) für n � 1, dann hat die Abbildung fA : Sn�1 ! Sn�1 mit

fA(x) =
Ax

kAxk
den Abbildungsgrad deg fA = sign detA 2 {1,�1}.

Die Gruppe GL(n,R) hat genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, auf denen die Deter-
minante unterschiedliches Vorzeichen hat. Ein Weg � zwischen zwei Elementen A, B 2 GL(n,R)
liefert eine Homotopie

h(x, t) =
�(t)x

k�(t)xk
zwischen fA und fB. Da deg fE

n

= deg id = sign detEn gilt, reicht es, ein Element A mit deg fA =
sign detA = �1 anzugeben. Aus dem Beweis von Proposition 3.5 schließen wir, dass folgende Matrix
das Gewünschte leistet:

A =

✓

1 0

·.
1

0 �1

◆

.

Unter einem Vektorfeld auf Sn verstehen wir eine Abbildung f : Sn ! Rn+1, so dass x und f(x)
für alle x aufeinander senkrecht stehen.

3.48. Satz (Satz vom Igel). Die Sphäre Sn trägt genau dann ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

Beweis. Sei n = 2k � 1 ungerade. Ein nicht verschwindendes Vektorfeld wird gegeben durch

f(z) = iz für alle z 2 Sn ⇢ Ck .

Umgekehrt sei f ein nirgends verschwindendes Vektorfeld. Indem wir f(x) durch f(x)
kf(x)k ersetzen,

dürfen wir kf(x)k = 1 für alle x 2 Sn annehmen. Dann erhalten wir eine Homotopie zwischen id
und �id durch

h(x, t) = cos(⇡t)x+ sin(⇡t) f(x) .

Es folgt
1 = deg id = deg(�id) = sign det(�En+1

) = (�1)n+1 ,

also ist n ungerade. ⇤
Wir beweisen noch die Invarianz der Dimension und die Invarianz des Gebietes. Dabei ist inter-

essant, dass wir mit Hilfe eines homotopieinvarianten Funktors Eigenschaften nachweisen können,
die nicht homotopieinvariant sind. Wir erinnern uns an den Begri↵ der topologischen Mannigfaltig-
keit aus Definition 1.77, siehe auch Bemerkung 1.79 (3). Es sei (X,x

0

) ein punktierter topologischer
Raum und x 2 X, x 6= x

0

. Dann schreiben wir X|x = (X,X \ {x}) = (X,X \ {x}, x
0

).
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3.49. Beispiel. Bis auf Homöomorphie gibt es nur zwei zusammenhängende eindimensionale
Mannigfaltigkeiten: den Kreis S1 und das o↵ene Intervall R. In diesem Fall erhalten wir für jeden
Punkt x Bijektionen ⇡

0

(S1|x) = ⇡
0

(R|x) = {⇤}, sowie mit Folgerung 3.21 auch

⇡
1

(S1|x) ⇠= ⇡
1

(S1, {x
0

}) ⇠= Z , und ⇡
1

(R|x) ⇠= ⇡
1

(D1, S0) ⇠= ⇡
0

(S0) ⇠= {0, ⇤} .

3.50. Proposition. Es sei M eine zusammenhängende topologische Mannigfaltigkeit der Di-
mension n � 2, und es sei x 2M . Dann gilt

(1) Für 0  k  n� 1 ist ⇡k(M |x) = 0.
(2) Die Gruppe ⇡n(M |x) enthält eine Kopie von Z als Untergruppe.

Falls M nicht zusammenhängend ist, gilt die Aussage, falls wir den Basispunkt in der gleichen
Zusammenhangskomponente wie x wählen.

Beweis. Es sei U ⇢ M eine o↵ene Umgebung von x, die zu Bn (oder äquivalent zu Rn)
homöomorph ist. Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, dürfen wir annehmen, dass sich der
Homöomorphismus zu einem Homöomorphismus U ⇠= Dn fortsetzt.

Wir zerlegen
M = U [ (M \ {x}) .

Da M zusammenhängend ist, ist (M \ {x}, U \ {x}) ein 0-zusammenhängendes Paar. Da U zu-
sammenziehbar und U \ {x} zu Sn�1 homotopieäquivalent ist, ist U |x = (U,U \ {x}) ein (n � 1)-
zusammenhängendes Paar. Aus dem Ausschneidungssatz folgt für k  n� 1, dass

⇡k(M |x) = ⇡k(M,M \ {x}) ⇠= ⇡k(U,U \ {x}) = ⇡k(U |x) = 0 .

Betrachte jetzt die Inklusion U !M und die Quotientenabbildung

q : M !M/(M \ U) ⇠= Sn .

Wie im Beweis von Satz 3.42 erhalten wir einen Isomorphismus

⇡n(q � i) : ⇡n(U |x) ⇠= ⇡n(D
n, Sn�1) �! ⇡n(S

n) .

Wie in Bemerkung 2.30 folgt die Injektivität von ⇡ni. ⇤
3.51. Satz (Invarianz der Dimension, Brouwer). Es seien M , N topologische Mannigfaltigkeiten.

der Dimensionen m, n 2 N. Wenn M und N homöomorph sind, gilt m = n.

Beweis. Wir betrachten als erstes den Spezialfall, dass m = 0. In diesem Fall trägt M die
diskrete Topologie. Wenn M und N homöomorph ist, trägt auch N die diskrete Topologie, also gilt
auch n = 0. Andernfalls können wir mit Beispiel 3.49 und Proposition 3.50 die Dimension von M
charakterisieren als

m = inf{ k 2 N | ⇡k(M |x) 6= 0
 

.

Wenn M und N homöomorph sind, folgt m = n. ⇤
3.52. Definition. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n 2 N ist ein

Hausdor↵-RaumM mit abzählbarer Basis, so daß jeder Punkt p 2M eine o↵ene Umgebung U ⇢M
besitzt, die homöomorph zu Rn oder zu Rn�1 ⇥ [0,1) ist.

Der (geometrische) Rand @M von M ist die Teilmenge derjenigen Punkte, die von Homöomor-
phismen U ! Rn�1 ⇥ [0,1) wie oben auf Punkte in Rn�1 ⇥ {0} abgebildet werden.

3.53. Bemerkung. Für einen Punkt x in einer Mannigfaltigkeit M mit Rand gibt es genau
zwei Möglichkeiten, siehe Übung 3.119.

(1) Für jede o↵ene Umgebung U ⇢ M von x und jeden Homöomorphismus ' : U ! Rn�1 ⇥
[0,1) gilt '(x) 2 Rn�1 ⇥ (0,1); in diesem Fall heißt x ein innerer Punkt von M , oder

101



(2) Es gibt keine o↵ene Umgebung von x in M , die zu Rn homöomorph ist, und für jede
o↵ene Umgebung U ⇢ M von x und jeden Homöomorphismus ' : U ! Rn�1 ⇥ [0,1)
gilt '(x) 2 Rn�1 ⇥ {0}; in diesem Fall heißt x ein Randpunkt von M .

3.54. Beispiel. Wir kennen bereits einige topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand.

(1) Jede topologische Mannigfaltigkeit M im Sinne von Definition 1.77 ist eine Mannigfaltig-
keit mit Rand @M = ;.

(2) Jede di↵erenzierbare Mannigfaltigkeit M mit Rand N ⇢M ist topologische Mannigfaltig-
keit mit Rand @M = N .

(3) Der Halbraum Rn�1 ⇥ [0,1) ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand Rn�1 ⇥ {0}.
(4) Der abgeschlossene Ball Dn ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand Sn�1.
(5) Der Einheitswürfel In ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand @In, denn es gilt (Dn, Sn�1) ⇠=

(In, @In�1).

3.f. Kofaserungen und Quotienten

Wenn man in einem Diagramm alle Pfeile umdreht, erhält man ein dazu duales Diagramm. In
diesem Sinne sind Produkte dual zur disjunkten Vereinigung (Sätze 1.40 und 1.46), Unterräume sind
dual zu Quotienten (Sätze 1.43 und 1.72). Solange man nur abstrakt mit universellen Eigenschaften
arbeitet, lassen sich alle Argumente übertragen. Aber bereits die Existenz von Produkten oder
disjunkten Vereinigungen lässt sich nicht rein abstrakt zeigen, man braucht konkrete Überlegungen.

Eckmann-Hilton-Dualität ist die Idee, dass es auch zu jedem homotopietheoretischen Begri↵
einen dualen Begri↵ geben sollte. In diesem Abschnitt geht es um den dualen Begri↵ zu den
Faserungen aus Abschnitt 3.c, der tatsächlich mindestens so wichtig ist wie das Original. Dazu
betrachten wir das Diagramm zur Homotopieliftungseigenschaft und das duale Diagramm

Y E

Y ⇥ I B

˜f

⇥{0} p
˜h

h

und

Y X

C(I, Y ) A

f

ev

0 i
H

h

Hier ist nach dem Exponentialgesetz 1.60 das Produkt mit einem festen Raum I dual zum We-
geraum C(I, · ): anstelle von Homotopien von Abbildungen von Y nach B betrachten wir Homo-
topien von Abbildungen von A nach Y . Das rechte Diagramm führt zu unserem neuen Begri↵.

3.55. Definition. Eine Abbildung i : A! X ist eine (Hurewicz-) Kofaserung, wenn i für jeden
Raum Y die Homotopieausdehnungseigenschaft besitzt, das heißt, wenn es zu jedem Raum Y , jeder
Abbildung f : X ! Y und jeder Homotopie h : A⇥ I ! Y mit

h(a, 0) = f(i(a)) für alle a 2 A (1)

eine Homotopie H : X ⇥ I ! Y gibt, so dass

H(x, 0) = f(x) und H(i(a), t) = h(a, t) für alle x 2 X, a 2 A und t 2 I . (2)

Wir nennen ein Paar (X,A) eine Kofaserung, wenn die Inklusion i : A! X eine Kofaserung ist.
Wir nennen einen punktierten Raum (X,x

0

) gut punktiert und x
0

einen guten oder nicht entarteten
Basispunkt, wenn {x

0

} in X abgeschlossen und (X, {x
0

}) eine Kofaserung ist.

Beispiele gibt es in den Übungen 3.122 und 3.127. Wir werden die neue Definition von
”
gut

punktiert“ bald mit derjenigen aus Folgerung 2.50 vergleichen. Zunächst wollen wir etwas besser
verstehen, was wir gerade definiert haben.
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3.56. Definition. Es sei f : Y ! X eine Abbildung. Wir definieren den Abbildungszylinder

Zf = (Y ⇥ I tX)/⇠ ,

wobei
”
⇠“ die von (y, 0) ⇠ f(y) für alle y 2 Y erzeugte Äquivalenzrelation sei.

3.57. Bemerkung. Es sei i : A! X eine Abbildung, dann entspricht ein Paar von Abbildun-
gen f , h wie in Definition 3.55 (1) nach der charakteristischen Eigenschaft 1.72 (2) der Quotien-
tentopologie genau einer stetigen Abbildung F : Zi ! Y . Insbesondere induzieren für Y = X ⇥ I
die Abbildungen

X ⇠= X ⇥ {0} ,�! X ⇥ I und A⇥ I
i⇥id

I��! X ⇥ I

eine stetige Abbildung ◆̄ : Zi ! X ⇥ I. Es folgt, dass i genau dann eine Kofaserung ist, wenn
eine Abbildung r̄ : X ⇥ I ! Zi mit r̄ � ◆̄ = idZi existiert. Denn für jede Kofaserung i liefert die
Homotopieausdehnungseigenschaft für idZi : Zi! Zi gerade eine solche Abbildung r̄. Seien umge-
kehrt f und h wie in Definition 3.55 (1) gegeben, sei F : Zi! Y die davon induzierte Abbildung,
und sei r̄ : X ⇥ I ! Zi wie oben, dann erfüllt H = F � r̄ : X ⇥ I ! Y gerade die Bedingung in
Definition 3.55 (2).

Jetzt kann man zeigen, dass jede Kofaserung eine Einbettung ist (Übung 3.124), also induziert i
einen Homöomorphismus A ⇠= im(i). Wir können uns also auf Paare (X,A) beschränken. In diesem
Fall ist X ⇥ {0} [ A⇥ I also ein Retrakt von X ⇥ I. Wenn X ein Hausdor↵-Raum ist, ist A ⇢ X
abgeschlossen (Übung 3.125).

3.58. Proposition. Es sei X normal, A ⇢ X abgeschlossen, und U ⇢ X eine o↵ene Umgebung
von A, so dass A starker Deformationsretrakt von U ist. Dann ist (X,A) eine Kofaserung.

Beweis. Es sei h : U ⇥ I ! U eine Homotopie relativ zu A zwischen idU = h( · , 0) und einer
Retraktion h( · , 1) : U ! A. Mit dem Lemma 1.30 von Urysohn finden wir eine Funktion u : X ! I
mit A ⇢ u�1(0) und supp(1� u) ⇢ U . Wir definieren eine Retraktion r : X ⇥ I ! X ⇥ {0}[A⇥ I
durch

r(x, t) =

8

>

>

<

>

>

:

⇣

h
�

x, (1� u(x))t
�

, 0
⌘

falls x 2 U , t  u(x),
⇣

h
�

x, (1� u(x))t
�

, t� u(x)
⌘

falls x 2 U , t � u(x), und

(x, 0) falls x 2 X \ U .

⇤

3.59. Beispiel. Mit diesem Ergebnis erhalten wir weitere Beispiele von Kofaserungen.

(1) Das Paar (Dn, Sn�1) ⇠= (In, @In) ist Kofaserung für n � 1.
(2) Allgemeiner sei M topologischer Mannigfaltigkeit mit Rand @M 6= ;, dann ist (M, @M)

eine Kofaserung. Hierzu ist allerdings noch zu zeigen, dass @M in M eine Umgebung der
Gestalt @M ⇥ [0, 1) besitzt.

(3) Es sei (X,x
0

) ein gut punktierter (schwach-) Hausdor↵-Raum im Sinne von Folgerung 2.50.
Dann besitzt x

0

eine Umgebung U in X, die in X auf x
0

deformiert werden kann. Wenn wir
überdies noch u wie oben bestimmen können (zum Beispiel, wenn X ein metrischer Raum
ist), ist (X,x

0

) eine Kofaserung. Somit stimmen diese Begri↵e zumindest in wichtigen
Fällen überein.

Es gibt ein zu Proposition 3.58 ähnliches, aber zur Definition 3.55 äquivalentes Kriterium für
Kofaserungen.

3.60. Proposition. Es sei A ⇢ X abgeschlossen, dann sind äquivalent:
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(1) (X,A) ist ein Umgebungsdeformationsretrakt, das heißt, es gibt eine Abbildung u : X ! I
und eine Homotopie h : X ⇥ I ! X, so dass

A ⇢ u�1(0) , (a)

h|X⇥{0}[A⇥I = ⇡X |X⇥{0}[A⇥I , (b)

h(x, t) 2 A für alle x 2 X mit u(x) < t ; (c)

(2) X ⇥ {0} [A⇥ I ist starker Deformationsretrakt von X ⇥ I;
(3) X ⇥ {0} [A⇥ I ist Retrakt von X ⇥ I;
(4) (X,A) ist eine Kofaserung.

Der Begri↵ Umgebungsdeformationsretrakt bedeutet, dass sich eine Umgebung U = u�1([0, 1))
von A in X (also nicht notwendigerweise in U) auf A zusammenziehen lässt. Die Situation in
Proposition 3.58 ist also deutlich spezieller.

Beweis. Nach Bemerkung 3.57 sind (3) und (4) äquivalent, und (3) folgt o↵ensichtlich aus (2).
Es gelte (1), dann folgt (2) mit der Deformationsretraktion r : X ⇥ I ⇥ I ! X ⇥ I,

r(x, t, s) =

(

�

h(x, st), (1� s)t
�

falls t  u(x), und
�

h(x, st), t� su(x)
�

falls t � u(x).

Es gelte jetzt (3), und r : X ⇥ I ! X ⇥ {0} [ A ⇥ I sei Retraktion. Es seien ⇡X : X ⇥ I ! X
und ⇡I : X ⇥ I ! I die Projektionen. Dann definiere u und h durch

u(x) = sup
t2I

�

t� ⇡Ir(x, t)
�

,

h(x, t) = ⇡Xr(x, t) .

Die Funktion u ist stetig, da I kompakt ist. Die Eigenschaften (a)–(c) sind leicht zu prüfen, also
folgt (1). ⇤

Wenn A abgeschlossen ist, erhalten wir sogar A = u�1(0) im Schritt (3) =) (1).

3.61. Folgerung (aus Proposition 3.60). Es seien (X,A) und (Y,B) Kofaserungen mit A ⇢ X
und B ⇢ Y abgeschlossen. Dann ist auch (X ⇥ Y,A⇥ Y [X ⇥B) Kofaserung.

Beweis. Wir nehmen an, dass (X,A) mit u : X ! I und h : X ⇥ I ! X sowie (Y,B)
mit v : Y ! I und k : Y ⇥ I ! I zu Umgebungsdeformationsrektrakten wie in Proposition 3.60 (1)
werden, wobei A = u�1(0) und B = v�1(0). Dann ist auch (X ⇥ Y,A ⇥ Y [ X ⇥ B) ein Umge-
bungsdeformationsrektrakt mit x : X ⇥ Y ! I und ` : X ⇥ Y ⇥ I ! X ⇥ Y , mit

w(x, y) = min
�

u(x), v(y)
�

,

`(x, y, t) =
⇣

h
�

x,min(t, v(y))
�

, k
�

y,min(t, u(x))
�

⌘

. ⇤

Wir benutzen als nächstes die Homotopieausdehnungseigenschaft, um interessante Aussagen
über Kofaserungen zu beweisen.

3.62. Proposition. Es sei (X,A) eine abgeschlossene Kofaserung. Falls A zusammenziehbar
ist, ist die Quotientenabbildung X ! X/A eine Homotopieäquivalenz.

Beweis. Es bezeichne F : X ! X/A die Quotientenabbildung. Es sei h : A ⇥ I ! A eine
Homotopie zwischen idA und der konstanten Abbildung auf den Punkt a

0

2 A ⇢ X. Mit der
Homotopieausdehnungseigenschaft erhalten wir eine Homotopie H : X ⇥ I ! X mit H|A⇥I = h
und H( · , 0) = idX . Da H(a, 1) = a

0

für alle a 2 A, induziert H( · , 1) eine Abbildung G : X/A! X.
Da G(F (x)) = H(x, 1) für alle x 2 X, ist H eine Homotopie zwischen idX und G � F .
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Da H(a, t) = h(a, t) 2 A für alle a 2 A, induziert H eine Abbildung H̄ : (X/A) ⇥ I ! X/A,
und es gilt H̄( · , 1) = F �G. Also ist H̄ eine Homotopie zwischen idX/A und F �G. ⇤

In Folgerung 1.75 haben wir Pushouts kennengelernt. Wenn A ⇢ X Teilmenge und f : A! B
stetig ist, schreiben wir hier X[fB statt B[fX. Dieser Begri↵ ist übrigens dual zum Faserprodukt
oder Pullback aus Übung 3.114.

3.63. Beispiel. Es sei A ⇢ X Teilmenge und f : A ! pt die konstante Abbildung, dann
ist X [f pt homöomorph zum Quotienten X/A.

Das nächste Resultat ist eine wichtige Übung, siehe 3.126.

3.64. Proposition. Es sei (X,A) eine abgeschlossene Kofaserung und f : A! B stetig. Dann
ist auch (X [f B,B) eine abgeschlossene Kofaserung. ⇤

3.65. Proposition. Es sei (X,A) eine Kofaserung, und f , g : A ! B seien homotop. Dann
sind die Pushouts X [f B und X [g B homotopieäquivalent relativ zu B.

Beweis. Es sei h : A ⇥ I ! B eine Homotopie zwischen f und g, und mit F : X ! X [f B
und G : X ! X [g B bezeichnen wir die Strukturabbildungen der Pushouts. Mit der Homotopie-
ausdehnungseigenschaft erhalten wir eine Homotopie H : X ⇥ I ! X [f B, die F und h fortsetzt.

X X ⇥ I X

X [f B X [g B

A A⇥ I A

B B

⇥{0}

⇥{0}

⇥{1}

⇥{1}

F G

f g

id

B

h h

H KL

M

Für alle a 2 A gilt H(a, 1) = h(a, 1) = g(a) = idB(g(a)). Wegen der Pushouteigenschaft von X[gB
induziert H( · , 1) eine Abbildung L : X [g B ! X [f B mit L|B = idB, so dass H : F ⇠ L �G.

Analog können wir die Homotopieausdehnungseigenschaft
”
spiegelverkehrt“ anwenden und er-

halten M : X [f B ! X [g B mit M |B = idB und eine Homotopie K : M �F ⇠ G mit K|A⇥I = h.
Unser nächstes Ziel ist eine Homotopie � zwischen idX[

f

B und L �M . Definiere Abbildun-
gen N : X ⇥ (@I2 \ ({1}⇥ (0, 1)))! X [f B und p : A⇥ I2 ! B durch

N(x, t, 0) = F (x) , N(x, 0, s) = H(x, s) , N(x, t, 1) = (L �K)(x, 1� t) ,

und p(a, t, s) = h(a, s(1� t)) .

Auf A⇥ (@I2 \ ({1}⇥ (0, 1))) stimmen N und p überein, denn nach Konstruktion von H, K, L gilt

N(a, t, 0) = f(a) = h(a, 0) , N(a, 0, s) = h(a, s) , und N(a, t, 1) = (idB � h)(a, 1� t) .

Nach Bemerkung 3.23 sind die Paare
�

I2, @I2\({1}⇥(0, 1))
�

und (I2, I⇥{0}) homöomorph. Außer-
dem ist (X ⇥ I, A⇥ I) eine Kofaserung (Übung 3.123). Mit der Homotopieausdehnungseigenschaft
erhalten wir also eine Fortsetzung P : X ⇥ I2 ! X [f B von N und p.

In Übung 3.126 sehen wir, dass (X [f B) ⇥ I = (X ⇥ I) [f⇥id
I

(B ⇥ I) ein Pushout ist. Die
Abbildungen P ( · , 1, · ) : X ⇥ I ! X [f (B) und ' : (B ⇥ I)! B ! X [f B mit (b, s) = b erfüllen

P (a, 1, s) = h(a, 0) = f(a) = (' � (f ⇥ idI))(a, s) ,
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U

V
U\V

A BA\B

Abbildung 3.7. Der Raum Y = U [ V

also induzieren sie eine Abbildung � : (X [f B) ⇥ I ! X [f B. Aufgrund der Eindeutigkeit der
induzierten Abbildungen gilt P ( · , 0) = idX[

f

B und P ( · , 1) = L �M , denn

�(b, t) = '(b, t) = idB(b) = (L �M)(b) ,

�(F (x), 0) = N(x, 1, 0) = F (x) =
�

idX[
f

B � F
�

(x)

und �(F (x), 1) = N(x, 1, 1) = (L �K)(x, 1) = (L �M � F )(x) .

Also ist � eine Homotopie zwischen idX[
f

B und L �M relativ zu B. Analog konstruieren wie eine
Homotopie zwischen idX[

g

B und M � L relativ zu B. ⇤
Weitere Aussagen über Kofaserungen folgen in den nächsten Abschnitten. Anstelle beliebiger

Paare betrachtet man in der Homotopietheorie besonders gern Kofaserungen. Daher wollen wir ein
wichtiges Resultat auf eine Kofaserungs-Situation übertragen.

3.66. Folgerung (Ausschneidungssatz für Kofaserungen). Es seien A, B ⇢ X abgeschlossen
mit A [ B = X, A \ B 6= ;, so dass (A,A \ B) eine p-zusammenhängende und (B,A \ B) eine
q-zusammenhängende Kofaserung ist, mit p, q � 0. Dann ist (X,B) ebenfalls eine Kofaserung,
und i : (A,A \B)! (X,B) ist eine (p+ q)-zusammenhängende Abbildung von Paaren.

Beweis. Indem wir X als Pushout von A längs der Inklusion A \B ! B au↵assen, sehen wir
mit Proposition 3.64, dass (X,B) eine Kofaserung ist.

Wir betrachten die Teilmenge

Y = (A⇥ {0}) [
�

(A \B)⇥ I
�

[ (B ⇥ {1}) ⇢ X ⇥ I ,

siehe Abbildung 3.7. Nach Proposition 3.60 (2) existieren Homotopien H : A ⇥ I2 ! A ⇥ I zwi-
schen idA⇥I und einer Retraktion auf A⇥{0}[(A\B)⇥I, und K : B⇥I2 ! B⇥I zwischen idB⇥I
und einer Retraktion auf B ⇥ {1}[ (A\B)⇥ I. Indem wir H und K verkleben, sehen wir, dass Y
Deformationsretrakt von X ⇥ I ist, insbesondere induziert die Projektion X ⇥ I ! X eine Homo-
topieäquivalenz Y ! X.

Wir zerlegen jetzt Y in o↵ene Teilmengen U = Y \
�

X⇥ [0, 1)
�

und V = Y \
�

X⇥ (0, 1]
�

. Dann
induziert die obige Projektion Homotopieäquivalenzen U ! A, V ! B und U \ V ! A \B. Jetzt
folgt die Aussage aus dem Ausschneidungssatz 3.38. ⇤

Wir wollen den Ausschneidungssatz benutzen, um Aussagen über Quotienten von Paaren to-
pologischer Räume zu machen.

3.67. Definition. Es sei (X,x
0

) ein punktierter topologischer Raum. Dann definieren wir den
(reduzierten) Kegel über X als

CX = (X ⇥ I)/
�

X ⇥ {1} [ {x
0

}⇥ I
�

.

Es sei (X,A) ein punktiertes Paar, dann definieren wir den Homotopiequotienten X//A durch

X//A = X [A CA = (X t CA)/ ⇠ ,

wobei die Äquivalenzrelation
”
⇠“ erzeugt wird durch X 3 a ⇠ [(a, 0)] 2 CA für alle a 2 A.
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3.68. Bemerkung. Wir nehmen an, dass (A, x
0

) gut punktiert und (X,A) eine Kofaserung ist,
dann ist auch (X,x

0

) gut punktiert (Übung 3.123).

(1) Betrachte die drei Mengen

D = A⇥ {1} ⇢ E = A⇥ {1} [ {x
0

}⇥ I ⇢ A⇥ I .

Das Intervall (I, 1) ist gut punktiert. Indem wir E = D[I⇥{x
0

} schreiben, sehen wir wie
in Folgerung 3.66, dass (E,D) eine Kofaserung ist. Nach Folgerung 3.61 ist auch (A⇥I, E)
eine Kofaserung, also auch (A⇥ I,D) nach Übung 3.123.

Wir betrachten zunächst den (unreduzierten) Kegel (A ⇥ I)/D. Er ist o↵ensicht-
lich zusammenziehbar auf seinen Basispunkt. Wir betrachten (A ⇥ I)/D als Pushout
von (A ⇥ I, E) zur Quotienten-Abbildung E ! E/D und sehen, dass

�

(A ⇥ I)/D,E/D
�

nach Proposition 3.64 eine Kofaserung ist. Der Raum E/D ⇠= I ist zusammenziehbar,
also ist nach Proposition 3.62 die Quotientenabbildung (A ⇥ I)/D ! CA eine Homoto-
pieäquivalenz, und der reduzierte Kegel CA ist nach wie vor zusammenziehbar. Durch den
Übergang zum reduzierten Kegel erhalten wir in erster Linie einen natürlichen (und guten)
Basispunkt.

(2) Wir fassen X//A = X [A CA als Pushout von (X,A) längs der Abbildung

A ⇠= A⇥ {0}! A⇥ I ! CA

auf. Da (X,A) Kofaserung ist, ist (X [ACA,CA) eine Kofaserung nach Proposition 3.64.
Da CA zusammenziehbar ist, ist die Quotientenabbildung X//A = X [A CA ! X/A
eine Homotopieäquivalenz nach Proposition 3.62. Wenn wir auf die Annahme verzichten,
dass (X,A) Kofaserung ist, erhalten wir einen Ersatz für den Quotienten mit besseren
homotopietheoretischen Eigenschaften, daher der Name

”
Homotopiequotient“.

(3) Es bezeichne jetzt B = A ⇥ {0} ⇢ A ⇥ I die Basis des Kegels. Da (I, {0, 1}) ⇠= (D1, S0)
eine Kofaserung ist, ist auch (A⇥ I, B [E) eine Kofaserung nach Folgerung 3.61. Mit den
gleichen Argumenten wie oben sehen wir, dass (CA,A) eine Kofaserung ist, wobei wir A
mit dem Bild von B identifizieren. Wir fassen jetzt X [A CA als Pushout von (CA,A)
längs der Inklusion A! X auf. Nach Proposition 3.64 ist (X [ACA,X) eine Kofaserung.
Das erlaubt uns später, den Ausschneidungssatz in der Fassung 3.66 für Kofaserungen zu
verwenden.

3.69. Proposition. Es sei (X,A) eine p-zusammenhängende Kofaserung mit p � 0, und A
sei q-zusammenhängend. Dann ist die Quotientenabbildung (X,A) ! (X/A, ⇤) eine p + q + 1-
zusammenhängende Abbildung.

Beweis. Anstelle vonX/A betrachten wir den RaumX//A = X[ACA. Da CA zusammenzieh-
bar und A ein q-zusammenhängender Raum ist, ist (CA,A) ein (q + 1)-zusammenhängendes Paar
nach Definition 3.35. Nach dem Ausschneidungssatz 3.66 ist die Inklusion (X,A)! (X[ACA,CA)
eine (p + q + 1)-zusammenhängende Abbildung. Da CA zusammenziehbar und die Quotientenab-
bildung X [A CA! X/A eine Homotopieäquivalenz ist, gilt ⇡k(X [A CA,CA) ⇠= ⇡k(X [A CA) ⇠=
⇡k(X/A) für alle k. ⇤

3.70. Beispiel. Wir betrachten das 1-zusammenhängende Paar (D2, S1). Da S1 zusammen-
hängend ist, erhalten wir ein 2-zusammenhängende Quotientenabbildung (D2, S1) ! (S2, ⇤). Tat-
sächlich gilt ⇡

2

(D2, S1) ⇠= Z ⇠= ⇡
2

(S2), aber 0 ⇠= ⇡
3

(D2, S1)! ⇡
3

(S2) ⇠= Z ist nicht mehr surjektiv.

3.71. Folgerung (aus der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (X,A)). Es sei (X,A) eine
p-zusammenhängende Kofaserung mit p � 0, und A sei q-zusammenhängend. Dann erhalten wir
eine natürliche exakte Sequenz

0 � ⇡
0

(X) � ⇡
0

(A)
@ � ⇡

1

(X/A) � · · · � ⇡p+q(X) � ⇡p+q(A) . ⇤

107



3.g. Der Freudenthalsche Einhängungssatz

Wir definieren das reduzierte Produkt und die Einhängung punktierter Räume und zeigen,
dass Homotopiegruppen unter iterierter Einhängung

”
stabil“ werden. Die Eigenschaften dieser so-

genannten stabilen Homotopiegruppen beleuchten wir dann im nächsten Abschnitt.
Wir erinnern uns an das Bouquet oder Wedge-Produkt punktierter Räume aus Definition 2.48.

Es ist das Koprodukt in der Kategorie Top
+

nach Bemerkung 2.49. Indem wir Deformationsretrak-
tionen X ⇥ I2 ! X ⇥ I und Y ⇥ I2 ! Y ⇥ I wie in Proposition 3.60 (2) entlang x

0

⇥ I ⇠= y
0

⇥ I
verkleben, erhalten wir eine entsprechende Deformationsretraktion

(X ⇥ I2) [ (Y ⇥ I2) ⇠= (X _ Y )⇥ I2 �! (X ⇥ I) [ (Y ⇥ I) ⇠= (X _ Y )⇥ I .

Also sind endliche Bouquets gut punktierter Räume wieder gut punktiert. Später sehen wir, dass
das auch für unendlich Bouquets noch gilt.

Die universellen Eigenschaften aus Satz 1.40 und 1.46 liefern stets Abbildungen vom Koprodukt
einer Familie von Räumen in ihr Produkt. Wir können also X _ Y nach X ⇥ Y abbilden, indem
wir x 2 X auf (x, y

0

) und y 2 Y auf (x
0

, y) 2 X ⇥ Y abbilden, und erhalten einen Unterraum des
kartesischen Produktes.

3.72.Definition. Es seien (X,x
0

), (Y, y
0

) punktierte Räume, dann definieren wir das reduzierte
(oder auch Smash-) Produkt durch

(X,x
0

) ^ (Y, y
0

) = (X ⇥ Y )/(X _ Y ) .

Für x 2 X, y 2 Y schreibe x^y 2 X ^Y für die Äquivalenzklasse des Punktes (x, y). Seien (X,A),
(Y,B) punktierte Paare, dann setzen wir

(X,A) ^ (Y,B) = (X ^ Y,A ^ Y [X ^B) .

Seien f : X
1

! X
2

, g : Y
1

! Y
2

punktierte Abbildungen von Räumen oder Paaren, dann definieren
wir ihr reduziertes Produkt als

f ^ g : X
1

^ Y
1

! X
2

^ Y
2

mit (f ^ g)(x ^ y) = f(x) ^ g(y) .

Die (reduzierte) Einhängung oder (reduzierte) Suspension von X oder (X,A) ist definiert als

SX = X ^ S1 beziehungsweise (SX, SA) .

Die Einhängung einer punktierten Abbildung f : X ! Y ist definiert als

Sf = f ^ idS1 : SX ! SY .

Später werden wir die Basispunkte des Öfteren nicht mitschreiben.

3.73. Beispiel. Es folgen einige wichtige elementare Beispiele.

(1) Der reduzierte Kegel von X aus Definition 3.67 lässt sich auch darstellen als CX =
(X,x

0

) ^ (I, 1).
(2) Es gilt Sk ^ S` ⇠= Sk+`. Formal sieht man das am einfachsten mit Hilfe der Homöomor-

phismen

Sk ^ S` ⇠= (Ik/@Ik) ^ (I`/@I`) ⇠= Ik+`
� �

@Ik ⇥ I` [ Ik ⇥ @I`
�

= Ik+`/@Ik+` ⇠= Sk+` .

(3) Es gilt Sk ^ (D`, S`�1) ⇠= (Dk+`, Sk+`�1). Hierzu betrachten wir

Sk ^ (D`, S`�1) ⇠= (Ik/@Ik) ^ (I`/@0I`, @I`/@0I`)

⇠=
�

Ik+`/ (@Ik ⇥ I` [ Ik ⇥ @0I`)
| {z }

=@0Ik+`

, (@Ik ⇥ I` [ Ik ⇥ @I`)/@0Ik+`
� ⇠= (Dk+`, Sk+`�1) .

3.74. Bemerkung. Es folgen einige elementare Eigenschaften.
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(1) Das reduzierte Produkt von Abbildungen ist mit der Verkettung verträglich:

(f
1

^ g
1

) � (f
2

^ g
2

) = (f
1

� f
2

) ^ (g
1

� g
2

) .

Insbesondere definiert die Einhängung einen Funktor S : Top
+

! Top
+

.
(2) Das reduzierte Produkt punktierter Räume oder Paare ist genau wie das kartesische Pro-

dukt (jeweils bis auf natürliche Homöomorphismen) assoziativ und kommutativ. Insbeson-
dere können wir die Einhängung iterieren und erhalten

SkX ⇠= (· · · (X ^ S1) ^ · · · ) ^ S1 ⇠= X ^ Sk .

Außerdem gilt

Sk(X ^ Y ) ⇠= X ^ Y ^ Sk ⇠= X ^ (SkY ) ⇠= (SkX) ^ Y .

(3) Es gilt (bis auf einen natürlichen Homöomorphismus) das Distributivgesetz

(X _ Y ) ^ Z ⇠= (X ^ Z) _ (Y ^ Z) ,

und analog für das reduzierte Produkt von links (Übung 3.128), analog zum Distributiv-
gesetz von disjunkter Vereinigung und kartesischem Produkt. Insbesondere gilt auch

Sk(X _ Y ) ⇠= SkX _ SkY .

(4) Es gilt (bis auf einen natürlichen Homöomorphismus), dass

X ^ S0 ⇠= X ⇠= S0 ^X .

Insbesondere gilt SkX ⇠= X ^ Sk auch für k � 0.
(5) Ein reduziertes Produkt gut punktierter Räume ist wieder gut punktiert. Dazu benutzen

wir Folgerung 3.61 und Proposition 3.64, und stellen X ^ Y als Pushout der Kofase-
rung (X ⇥ Y,X _ Y ) längs der konstanten Abbildung X _ Y ! pt dar.

Genauso ist ein reduziertes Produkt gut punktierter, abgeschlossener Kofaserungen
wieder eine gut punktierte, abgeschlossene Kofaserung (Übung 3.129). Also erhalten wir
also auch einen Einhängungsfunktor für gut punktierte, abgeschlossene Kofaserungen mit

Sk(X,A) = (SkX,SkA) .

(6) Seien (X,A) und (Y,B) gut punktierte, abgeschlossene Kofaserungen, und sei (Z,C) =
(X,A) ^ (Y,B), dann gilt Z/C ⇠= (X/A) ^ (Y/B). Eine analoge Eigenschaft haben wir in
Beispiel 3.73 (2) bereits benutzt.

Man beachte, dass das reduzierte Produkt nicht die universelle Eigenschaft eines Produktes
aus Satz 1.46 auf Top

+

erfüllt — diese Rolle übernimmt das punktierte kartesische Produkt, wie
wir bereits aus Übung 3.106 wissen. Stattdessen legen die obigen Eigenschaften nahe, es als eine
Art Tensorprodukt zu betrachten. Diesen Standpunkt werden wir in Abschnitt 4.a noch näher
beleuchten.

3.75. Satz (Freudenthalscher Einhängungssatz). Es sei X ein n-zusammenhängender, gut
punktierter Raum, dann ist der Einhängungshomomorphismus

S : ⇡k(X)! ⇡k+1

(SX)

ein Isomorphismus für k  2n und surjektiv für k = 2n + 1. Insbesondere ist SX ein (n + 1)-
zusammenhängender Raum.

Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, dass wir genau dieses Verhalten im Falle X = Sn

bereits in Satz 3.42 (4) beobachten konnten.

109



Beweis. Wir erinnern uns an den reduzierten Kegel CX aus Definition 3.67. Wir hatten in
Bemerkung 3.68 (3) die Basis des Kegels CX mit X identifiziert und gezeigt, dass (CX,X) eine
Kofaserung ist. Für den Quotienten erhalten wir

CX/X ⇠= (X ⇥ I)/(X ⇥ @I [ {x
0

}⇥ I) ⇠= (X ⇥ S1)/(X _ S1) ⇠= SX .

Wir fahren ähnlich fort wie im Beweis des Satzes 3.42 von Brouwer und Hopf. Da CX zusam-
menziehbar ist, erhalten wir in der langen exakten Homotopiesequenz 3.19 des Paares (CX,X)

einen Isomorphismus @ : ⇡k+1

(CX,X)
⇠
=�! ⇡k(X). Die Umkehrabbildung wird induziert von f 7!

f ^ id
(I,1). Wir schalten die Quotientenabbildung q : CX ! SX nach und erhalten die gesuchte

Abbildung

S : ⇡k(X)
@�1

�! ⇡k+1

(CX,X)
q⇤�! ⇡k+1

(SX) .

Da X ein n-zusammenhängender Raum und CX zusammenziehbar ist, ist (CX,X) ein (n+1)-
zusammenhängendes Paar. Unsere Behauptung folgt also aus Proposition 3.69 über die Quotien-
tenabbildung q. ⇤

3.h. Stabile Homotopiegruppen

Wir benutzen den Freudenthalschen Einhängungssatz, um stabile Homotopiegruppen zu definie-
ren. Anschließend beweisen wir einige angenehme Eigenschaften dieser Funktoren. Unter anderem
können wir abgeschlossene Kofaserungen durch ihre Quotienten ersetzen, ohne höheren Zusammen-
hang vorauszusetzen. Tatsächlich liefert stabile Homotopietheorie den Prototyp für eine Homolo-
gietheorie. Allerdings bezahlen wir auch einen Preis: die einfachen Formeln für Produkte und die
lange exakte Sequenz für Faserbündel gehen verloren.

3.76. Bemerkung. Wir betrachten Abbildungen zwischen Einhängungen.

(1) Es seien X, Y punktierte Räume. Auf der Menge [SX, Y ] der punktierten Homotopie-
klassen von Abbildungen SX ! Y können wir wie in den Definitionen 2.13 und 3.1 eine
Gruppenstruktur definieren durch

(f + g)(x ^ t) =

(

f
�

x ^ (2t)
�

falls 0  t  1

2

, und

g
�

x ^ (2t� 1)
�

falls 1

2

 t  1.

Die Abbildung ist wohldefiniert, denn für t 2
�

0, 1
2

, 1
 

bildet sie auf den Basispunkt y
0

ab, ebenso wie im Falle, dass x = x
0

.
(2) Indem wir diese Konstruktion iterieren, erhalten wir Gruppenstrukturen auch auf [SkX,Y ]

für alle k � 1. Im Falle k � 2 ist [SkX,Y ] abelsch wie in Proposition 3.5 (3).
(3) Als Spezialfall der obigen Konstruktion betrachten wir [SkX,SkY ]. Da Einhängung ein

Funktor ist, erhalten wir eine Abbildung

S : [SkX,SkY ]! [Sk+1X,Sk+1Y ] mit f 7! Sf .

Nach Bemerkung 3.74 (2) ist das reduzierte Produkt assoziativ und kommutativ. Wir
können also dafür sorgen, dass die

”
neue“ Kopie von S1 in Sk+1X = S(SkX) nicht dieje-

nige ist, mit der wir oben die Gruppenstruktur definiert haben. Daher ist S : [SkX,SkY ]!
[Sk+1X,Sk+1Y ] ein Gruppenhomomorphismus.

(4) Wir wissen aus Übung 3.117, dass [Sn, Sn] mit der Hintereinanderschaltung zu einem Ring
wird. Analog sehen wir, dass Hintereinanderausführung eine bilineare Abbildung

[SnX,SnY ]⇥ [SnY ⇥ SnZ]
��! [SnX,SnZ]

liefert.
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In Folgerung 1.76 haben wir die universelle Eigenschaft des Kolimes kennengelernt und Kolimi-
ten für Familien topologischer Räume definiert. Auch in der Kategorie der abelschen Gruppen gibt
es Kolimiten. Sei dazu (Gk)k2N eine Familie abelscher Gruppen mit Homomorphismen fk` : Gk !
G`, so dass fk` � fjk = fj` für alle j  k  `. Dann definieren wir in Analogie zu (1.4) den Kolimes

G = lim
�!

Gk =
M

k2N
Gk

.

⇠ ,

wobei Gj 3 gj ⇠ gk 2 Gk genau dann gelte, wenn es ein ` � k, j gibt, so dass fj`(gj) = fk`(gk) 2 G`.
Für jedes k erhalten wir eine natürliche Abbildung fk : Gk ! G mit gk 7! [gk] 2 G, so dass fk =
f` � fk` für alle k  `. Man kann sich davon überzeugen, dass G eine Gruppe ist, dass alle fk
Gruppenhomomorphismen sind, und dass

�

G, (fk)k
�

die universelle Eigenschaft eines Kolimes aus
Folgerung 1.76 erfüllt. Beispiele gibt es in Übung 3.132.

Hier haben wir zunächst Abbildungen S : [SkX,SkY ]! [Sk+1X,Sk+1Y ]. Hintereinanderschal-
ten von (`�k) dieser Abbildungen liefert fk` : [SkX,SkY ]! [S`X,S`Y ]. Bei einem Kolimes kommt
es nie auf die ersten Glieder in der Folge an. Daher stört es im Folgenden nicht, dass im Allgemei-
nen [X,Y ] keine Gruppe und [SX, SY ] nicht abelsch ist. Wir dürfen am Anfang der Folge sogar
negative Indizes zulassen.

Sei f : X ! Y stetig, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

⇡k(X)
S����! ⇡k+1

(SX)
S����! ⇡k+2

(S2X) ����! · · ·

⇡
k

f

?

?

y

⇡
k+1

Sf

?

?

y

⇡
k+1

S2f

?

?

y

⇡k(Y )
S����! ⇡k+1

(SY )
S����! ⇡k+2

(S2Y ) ����! · · · ,

denn für u : Sk ! X gilt nach Bemerkung 3.74 (1), dass
�

⇡k+1

Sf
�

(S[u]) =
⇥

(f ^ idS1) � (u ^ idS1)
⇤

=
⇥

(f � u) ^ idS1

⇤

= S
�

(⇡kf)[u]
�

. (3.6)

Die obere Reihe des Diagramms
”
konvergiert“ gegen den Kolimes der ⇡k+n(SnX) für n!1, die

untere gegen den Kolimes der ⇡k+n(SnY ), und die Abbildungen ⇡k+nSnf induzieren eine Abbildung
zwischen diesen Kolimiten.

3.77. Definition. Es seien X, Y punktierte Räume, dann definieren wir

[X,Y ]s = lim
�!

[SnX,SnY ] 2 Ab .

Insbesondere definieren wir für alle k 2 Z die k-te stabile Homotopiegruppe von X als

⇡sk(X) = [Sk, X]s = lim
�!

⇡k+n(S
nX) 2 Ab .

Für Abbildungen f : X ! Y definieren wir

⇡skf = lim
�!

⇡k+nS
nf : ⇡sk(X)! ⇡sk(Y ) .

Wir könnten jetzt eine
”
naive“ stabile Homotopiekategorie mit den gleichen Objekten wie

in Top
+

und HTop
+

definieren, und als Morphismenmengen die Gruppen [X,Y ]s einsetzen. Diese
Kategorie ist aber für Anwendungen nicht

”
stabil genug“: zum einen enthält sie zu wenig Objek-

te, so dass man später zu sogenannten
”
Spektren“ übergeht. Zum anderen enthält sie zu wenig

Morphismen, so dass man stattdessen Folgen solcher Abbildungen fk zwischen Teilmengen der k-
ten Räume der Spektren betrachtet, dass jeder

”
Teil“ des k-ten Raumes für irgendein ` � k im

Definitionsbereich von f` liegt. Im Falle der stabilen Homotopiegruppen sind diese Überlegungen
allerdings nicht notwendig, so dass wir hier bereits das Wort

”
stabil“ benutzen dürfen.
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3.78. Proposition. Für alle k 2 Z sind die stabilen Homotopiegruppen Funktoren

⇡sk : HTop
+

! Ab . ⇤
Ein Kolimes ist besonders leicht dann zu berechnen, wenn die Folge der betrachteten Objekte

irgendwann stationär wird, das heißt, wenn die Abbildungen fk` : Gk ! G` für alle k, ` � n
0

Isomorphismen sind. In diesem Fall ist der Kolimes G natürlich isomorph zu allen Gruppen Gk

mit k � n
0

. Genau dieses Phänomen beobachten wir im Fall der stabilen Homotopiegruppen.

3.79. Folgerung (aus dem Freudenthalschen Einhängungssatz 3.75). Für jeden gut punktier-
ten topologischen Raum X gilt

⇡sk(X) ⇠=
(

0 falls k < 0, und

⇡k+`(S`X) falls k � 0 und ` � k + 2.

Wenn X ein n-zusammenhängender Raum ist, gilt sogar

⇡sk(X) ⇠=
(

⇡k(X) falls k  2n, und

⇡k+`(S`X) falls k > 2n und ` � k � 2n. ⇤

3.80. Definition. Ein gutes Paar (X,A, x
0

) ist eine abgeschlossene Kofaserung, bei der (A, x
0

)
gut punktiert ist.

Zu jedem guten Paar betrachten wir die Inklusionsabbildung i : A ! X und die Quotien-
tenabbildung q : X ! X/A. Für Abbildungen f schreiben wir wieder kurz f⇤ = ⇡skf , wenn keine
Missverständnisse zu erwarten sind.

3.81. Satz (stabile Homotopiesequenz). Für gute Paare (X,A) erhalten wir eine natürliche
lange exakte Sequenz abelscher Gruppen

· · · � ⇡sk�1(A)
@ � ⇡sk(X/A)

q⇤ � ⇡sk(X)
i⇤ � ⇡sk(A) � · · ·

Diese Sequenz haben wir in Folgerung 3.71 bereits für die
”
unstabilen“ Homotopiegruppen

gesehen, allerdings hat sie dort auf beiden Seiten nach endlich vielen Schritten aufgehört.

Beweis. Aus Bemerkung 3.74 (6) folgt

S(X/A) ⇠= SX/(SA [ (X ^ ⇤)) ⇠= SX/SA .

Die Behauptung folgt aus Folgerung 3.71, wenn wir zeigen können, dass die dortige Sequenz mit
Einhängung verträglich ist, das heißt, dass das Diagramm

· · ·  ���� ⇡k�1(X)
⇡
k�1

i ���� ⇡k�1(A)
@ ���� ⇡k(X/A)

⇡
k

q ���� ⇡k(X)  ���� · · ·

S

?

?

y

S

?

?

y

S

?

?

y

S

?

?

y

· · ·  ���� ⇡k(SX)
⇡
k

Si ���� ⇡k�1(SA)
@ ���� ⇡k+1

(SX/SA)
⇡
k+1

Sq⇤ ����� ⇡k+1

(SX)  ���� · · ·
kommutiert. Denn dann erhalten wir die gesuchte Sequenz als Kolimes der obigen Sequenzen unter
iterierter Einhängung. Dazu überlegen wir uns, dass die (n + 1)-fach eingehängte Sequenz aus
mindestens n-fach zusammenhängenden Räumen besteht, und sich daher rechts bei ⇡

2n(Sn+1A)
anfängt, was einen Beitrag zu ⇡sn�1(A) liefert. Für n!1 erhalten wir also eine auf beiden Seiten
unbeschränkte exakte Sequenz.

Die äußeren Quadrate der obigen Sequenz kommutieren wegen der Funktorialität der Einhän-
gung, siehe (3.6). Für das mittlere Quadrat betrachten wir die Konstruktion von @ in Satz 3.19
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und Folgerung 3.71. Sei dazu p : (X,A) ! (X/A, ⇤) die Quotientenabbildung, und seien X und A
so hoch zusammenhängend, dass ⇡kp nach Proposition 3.69 ein Isomorphismus ist. Dann betrachte

⇡k�1(A)
@ ���� ⇡k(X,A)

⇡
k

p����!⇠
=

⇡k(X/A)

S

?

?

y

S

?

?

y

S

?

?

y

⇡k(SA)
@⇡

k+1 ���� (SX, SA)
⇡
k+1

(Sp)������!⇠
=

⇡k(SX/SA) .

Die Kommutativität des rechten Quadrats folgt wie in (3.6). Es sei [u] 2 ⇡k(X,A) repräsentiert
durch

u : (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik)! (X,A) .

Mit Beispiel 3.73 (3) sehen wir schließlich, dass

@Su = @(u ^ idS1) = (u ^ idS1)|
(Ik⇥{0})/(@Ik⇥{0})

=
�

u|
(Ik�1⇥{0})/(@Ik�1⇥{0})

�

^ idS1 = @u ^ idS1 = S@u .

Also kommutieren S und @, und wir erhalten den Verbindungshomorphismus auch im Kolimes.
Die stabile lange exakte Sequenz im Satz ist natürlich, da die einzelnen instabilen Quotienten-

sequenzen natürlich sind. ⇤
3.82. Bemerkung. Da bei guten Paaren ⇡k+n(SnX,SnA) ⇠= ⇡k+n(Sn(X/A)) für hinreichend

große n gilt, können wir ⇡sk(X,A) = ⇡sk(X/A) definieren. Dann gilt eine lange exakte Sequenz
für Paare wie in Satz 3.19. Den Ausschneidungssatz für stabile Homotopiegruppen bekommen
wir geschenkt, denn wenn (A,A \ B) und (B,A \ B) gute Paare sind, gilt A/(A \ B) ⇠= X/B,
also erst recht ⇡sk(A,A \ B) ⇠= ⇡sk(X,B). Wir dürfen dabei aber nicht vergessen, dass sowohl
Proposition 3.69 über Quotienten als auch der Freudenthalsche Einhängungssatz 3.75 wesentlich
auf dem Ausschneidungssatz beruhen.

Es sei (Xj)j2J eine Familie gut punktierter Räume, und ◆j : Xj ! X =
W

j2J Xj seien die Struk-
turabbildungen. Dann erhalten wir Abbildungen ◆j⇤ : ⇡sk(Xj) ! ⇡sk(X) für alle j 2 J . Aufgrund
der universellen Eigenschaft 1.41 des Koproduktes

L

j2J ⇡
s
k(Xj) induzieren diese Abbildungen eine

eindeutige Abbildung
M

j2J
◆j⇤ :

M

j2J
⇡sk(Xj)! ⇡sk(X) = ⇡sk

⇣

_

j2J
Xj

⌘

.

3.83. Proposition. Die obige Abbildung
L

◆j⇤ ist ein natürlicher Isomorphismus.

Es folgt eine wichtige Vorüberlegung zum Beweis.

3.84. Proposition. Das Bouquet gut punktierter Räume ist gut punktiert.

Beweis. Wir wählen für jedes j 2 J eine Funktion uj : Xj ! I, so dass {xj} ⇢ u�1j (0), und
eine Homotopie hj : Xj ⇥ I ! Xj relativ zu xj wie in Proposition 3.60 (1). Verkleben der uj liefert
eine stetige Abbildung

u :
_

j2J
Xj �! I .

Verkleben der Homotopien hi liefert erst einmal nur eine stetige Abbildung

h :
⇣

a

j2J
(Xj ⇥ I)

⌘ .

⇠ �! X =
_

j2J
Xj ,
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wobei
�

`

j2J(Xj ⇥ I)
� �

⇠ die gleiche Menge wie X ⇥ I bezeichnet, aber versehen mit der durch
die Verklebung der Unterräume Xj⇥I längs {xj}⇥I induzierten Quotiententopologie. Wir müssen
überprüfen, dass die Abbildung h auch als Homotopie h : X ⇥ I ! X stetig ist.

Die Abbildungen ◆j ⇥ idI : Xj ⇥ I !
�

W

j2J Xj
�

⇥ I induzieren eine stetige, bijektive Abbildung
⇣

a

j2J
(Xj ⇥ I)

⌘ .

⇠ �! X ⇥ I =
⇣

_

j2J
Xj

⌘

⇥ I .

Die Topologie auf X ⇥ I ist also unter Umständen gröber als auf
�

`

j2J(Xj ⇥ I)
� �

⇠. Da die
Punkte {xj} nach Voraussetzung in Xj abgeschlossen sind, hat jeder Punkt (x, t) 2 X ⇥ I mit x 2
Xj \ {xj} in beiden Topologien eine Umgebungsbasis aus Produkten o↵ener Umgebungen von x
in Xj mit o↵enen Intervallen, die t enthalten. Also ist h an einem solchen Punkt auch in der
Produkttopologie auf X ⇥ I stetig.

Es bleiben also nur die Punkte (⇤, t) zu betrachten. Da alle hi Homotopien relativ zu {xi}
sind, folgt h(⇤, t) = ⇤ 2 X für alle t 2 I. Wir wählen eine Umgebung V ⇢ X von ⇤ in der
Quotiententopologie auf X, also ein Bouquet von Umgebungen Vj ⇢ Xj von xj . Da I kompakt ist,
finden wir für jedes j eine Umgebung Uj ⇢ Xj von xj mit Uj ⇥ I ⇢ h�1j (Vj). Dann ist U =

W

j2J Uj

eine Umgebung von ⇤ in X, und U ⇥ I ⇢ h�1(⇤). Also ist h auch entlang {⇤}⇥ I stetig.
Man überprüft jetzt leicht, dass h und u die Bedingungen aus Proposition 3.60 (1) erfüllt. ⇤
Beweis von Proposition 3.83. Wir setzen wieder X =

W

j2J Xj . Für ein festes j 2 J indu-
zieren idX

j

und die konstanten Abbildungen pj0 : Xj0 ! {xj} für alle j0 2 J \ {j} eine Kollaps-
Abbildung qj : X ! Xj . Nach der universellen Eigenschaft 1.47 des Produktes erhalten wir eine
eindeutige Abbildung

Y

j2J
qj⇤ : ⇡

s
k

⇣

_

j2J
Xj

⌘

!
Y

j2J
⇡sk(Xj) .

Da qj � ◆j = idX
j

, während qj � ◆j0 für j0 6= j die konstante Abbildung auf xj liefert, ist die
Komposition der beiden obigen Abbildungen

⇣

Y

j2J
qj⇤
⌘

�
⇣

M

j2J
◆j⇤
⌘

:
M

j2J
⇡sk(Xj) �!

Y

j2J
⇡sk(Xj)

die kanonische Abbildung vom Koprodukt ins Produkt, die man in jeder punktierten Kategorie
(Kategorie mit Nullobjekt, also mit gleichzeitig initialem und terminalem Objekt — hier pt) ähnlich
wie oben definieren kann. Für abelsche Gruppen ist diese Abbildung stets injektiv, also haben wir
die Injektivität von

L

◆j⇤ gezeigt.
Falls die Indexmenge J = {1, . . . , N} endlich ist, zeigen wir Surjektivität durch Induktion

über N . Dazu betrachten wir das Paar
�

WN
j=1

Xj ,
WN�1

j=1

Xj
�

und erhalten eine lange exakte Sequenz

· · · ⇡sk(XN )
q
N⇤ ��!
◆
N⇤

⇡sk

 

N
_

j=1

Xj

!

 ⇡sk

 

N�1
_

j=1

Xj

!

 . . .

aus Satz 3.81. Aus qN⇤ � ◆N⇤ = id⇡s

k

(X
N

)

folgt die Surjektivität von qN⇤, insbesondere sind die Ver-
bindungshomomorphismen 0, und die obige Sequenz zerfällt in eine Folge kurzer exakter Sequenzen,
die allesamt spalten. Induktiv erhalten wir

⇡sk

 

N
_

j=1

Xj

!

⇠= ⇡sk

 

N�1
_

j=1

Xj

!

� ⇡sk(XN ) ⇠=
N
M

i=1

⇡sk(Xj) .

Im Falle eine unendlichen Indexmenge zeigen wir, dass jedes Element von ⇡sk(X) einen Re-
präsentanten in einem Bouquet von endlich vielen der Xj besitzt. Dazu wählen wir zunächst einen
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Repräsentanten [f ] 2 ⇡k+n(SnX), der wiederum dargestellt wird durch

f : Sk+n �! SnX = Sn
_

j2J
Xj .

Da X nach Proposition 3.84 gut punktiert ist, ist auch SnX nach Bemerkung 3.74 (5) gut
punktiert. Wir bestimmen u : SnX ! I und h : SnX ⇥ I ! SnX wie in Proposition 3.60 (1).
Dann erhalten wir eine o↵ene Umgebung U = u�1([0, 1)) vom Basispunkt ⇤ 2 SnX, so dass h die
Menge U in SnX relativ zu ⇤ auf ⇤ zusammenzieht. Außerdem sei Uj = SnXj \ {⇤} ⇢ SnX, dann
ist Uj ebenfalls o↵en, und die Mengen U und (Uj)j2J überdecken SnX.

Da f stetig und Sk+n kompakt ist, existiert eine endlich Teilmenge J
0

⇢ J , so dass

Sk+n = f�1(U) [
[

j2J
0

f�1(Uj) .

Nach der Konstruktion in Proposition 3.84 und Folgerung 3.61 bildet die obige Homotopie h jede
Teilmenge der Form SnXj ⇥ I ⇢ SnX ⇥ I wieder auf SnXj ab. Außerdem bildet h( · , 1) die
Menge U \ Xj auf den Basispunkt ⇤ ab. Wir setzen daher g = h( · , 1) � f und erhalten eine
Abbildung g ⇠ f = h( · , 0) � f mit

g : Sk+n �!
_

j2J
0

SnXj ,�!
_

j2J
SnXj .

Somit liegt [f ] = [g] im Bild von
L

J
0

⇡sk(Xj) ⇠= ⇡sk
�

W

j2J
0

Xj
�

, also auch im Bild von
L

J ⇡
s
k(Xj).
⇤

3.85. Bemerkung. Wir haben jetzt bei einigen bekannten Resultaten die lästigen Zusammen-
hangsvoraussetzung durch den Übergang zu stabilen Homotopiegruppen eliminiert. Wir haben aber
auch einige schöne Eigenschaften verloren: da die Einhängung eines kartesischen Produktes kein
Produkt mehr ist, geht die Produktformel aus Beispiel 3.28 verloren, genauso wie die lange exakte
Homotopiesequenz 3.25 für Serre-Faserungen. Anstelle dieser Resultate treten Spektralsequenzen,
die für viele Berechnungen zu sperrig sind.

Die Kunst im Umgang mit Homotopiegruppen besteht daher oft darin, möglichst viele Rech-
nungen im sogenannten

”
stabilen Bereich“ durchzuführen, also für solche k, für die ⇡k(X) ⇠= ⇡sk(X)

für den jeweiligen Raum X noch gilt.

3.i. Gerahmter Bordismus

Wir geben jetzt eine di↵erentialtopologische Beschreibung der stabilen Homotopiegruppen. Der
Begri↵ einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M des Rn sollte bekannt sein. Wir lassen im
Folgenden übrigens auch die leere Menge als Untermannigfaltigkeit zu. In jedem Punkt p 2M spal-
tet sich Rn auf in den Tangentialraum TpM an M und den dazu senkrechten Normalenraum ⌫pM .
Diese Unterräume des Rn hängen stetig von p 2M ab, insbesondere bildet die Vereinigung aller ⌫pM
eine Untermannigfaltigkeit von M ⇥Rn ⇢ R2n, das Normalenbündel ⌫M von M . Dabei identifizie-
ren wir p 2 M mit dem Nullvektor an der Stelle p und erhalten einen Einbettung M ,! ⌫M , den
Nullschnitt.

Unter einer Trivialisierung des Normalenbündels von M verstehen wir eine stetige Abbil-
dung ⌧ : ⌫M !M⇥Rn�k, so dass ⌧p : ⌫pM ! {p}⇥Rn�k für alle p 2M ein linearer Isomorphismus
ist. Äquivalent dazu können wir jedem p 2 M auf stetige Weise einen Rahmen (v

1

, . . . , vk�n), das
heißt, eine Basis von ⌫pM , zuordnen, so dass ⌧(vj) = (p, ej) 2M ⇥Rn�k. Daher nennen wir ⌧ auch
Rahmung von M .

Sei schließlich ⌧ eine Rahmung von M ⇢ Rn, und sei J ⇢ R ein Intervall der Länge > 0. Dann
können wir das Normalenbündel ⌫(J ⇥M) ⇢ Rn+1 mit J ⇥ ⌫M ! J ⇥M identifizieren, da die
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[0,")⇥M
0

{0}⇥Rn

{1}⇥Rn

W

(1�",1]⇥M
1

Abbildung 3.8. Ein gerahmter Bordismus

zusätzliche Richtung im umgebenden Raum tangential zu J ist, also nicht zum Normalenbündel
beiträgt. Daher induziert ⌧ eine Rahmung ⌧ � ⇡⌫M : ⌫(J ⇥M) ⇠= J ⇥ ⌫M ! Rn�k.

3.86. Definition. Es seien 0  k < n.

(1) Eine gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn besteht aus
(a) einer glatten, kompakten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M ⇢ Rn (ohne

Rand) für ein n > k, und
(b) einer Trivialisierung ⌧ : ⌫M ! M ⇥ Rn�k des Normalenbündels von M in Rn, der

Rahmung.
(2) Ein gerahmter Bordismus zwischen zwei k-dimensionalen gerahmten Untermannigfaltig-

keiten (Mi, ⌧i) (i = 0, 1) des Rn besteht aus
(a) einer glatten, kompakten (k+1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit W ⇢ I⇥Rn ⇢

Rn+1 mit Rand @W ⇢ @I ⇥ Rn mit Krägen

W \
�

[0, ")⇥ Rn
�

= [0, ")⇥M
0

und W \
�

(1� ", 1]⇥ Rn
�

= (1� ", 1]⇥M
1

für ein geeignetes " > 0, und
(b) einer Trivialisierung ⌧̄ : ⌫W !W ⇥ Rn�k von ⌫W , so dass auf den Krägen

⌧̄ |
[0,")⇥M

0

= ⌧
0

� ⇡⌫M
0

: ⌫W |W\([0,")⇥Rn

)

�! Rn�k

und ⌧̄ |
(1�",1]⇥M

1

= ⌧
1

� ⇡⌫M
1

: ⌫W |W\((1�",1]⇥Rn

)

�! Rn�k .

(3) Zwei gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des Rn heißen gerahmt bordant,

wenn ein gerahmter Bordismus zwischen ihnen existiert. Es bezeichne ⌦fr,n
k die Menge aller

gerahmten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des Rn bis auf gerahmten Bordismus.

In (2) schreiben wir

@(W, ⌧̄) = @
0

(W, ⌧̄) t @
1

(W, ⌧̄) mit @i(W, ⌧̄) = (Mi, ⌧i) .

Wenn @
1

(W, ⌧̄) = ; gilt, nennen wir (M
0

, ⌧
0

) gerahmt nullbordant und (W, ⌧̄) einen gerahmten
Nullbordismus von (M

0

, ⌧
0

).
Die einzigen kompakten Untermannigfaltigkeiten, die wir uns gut vorstellen können, sind ge-

schlossene Kurven im R2 und R3 (
”
Knoten“) sowie orientierbare Flächen im R3. Für alle diese
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Untermannigfaltigkeiten finden wir Rahmungen (für Knoten sogar abzählbar viele nicht homo-
tope). Es gibt aber auch Untermannigfaltigkeiten höherer Dimension und Kodimension, die keine
Rahmungen zulassen.

Als Beispiel für einen Bordismus betrachten wir eine “Hose” wie in Abbildung 3.8, deren Rand
aus zwei Kreisen in {0} ⇥ R2 und einem Kreis in {1} ⇥ R2 besteht. Wir erhalten eine kompatible
Trivialisierung des Normalenbündels zum Beispiel, wenn wir jeweils für alle Kreise die nach außen
beziehungsweise die nach innen weisenden Normalenvektoren gewählt haben.

3.87. Bemerkung. Wir überprüfen, dass
”
gerahmt bordant“ eine Äquivalenzrelation definiert.

(1) Sei (M, ⌧) gerahmte Mannigfaltigkeit, dann ist W = I⇥M ein Bordismus, und ⌧ induziert
eine Trivialisierung ⌧̄ von ⌫W , die ⌧ an beiden Randkomponenten fortsetzt.

(2) Sei W ein gerahmter Bordismus zwischen (M
0

, ⌧) und (M
1

, ⌧
1

). Spiegeln an der Ebe-
ne
�

1

2

 

⇥Rn liefert einen Bordismus zwischen M
1

und M
0

, und die Trivialisierung ⌧̄ lässt
sich mitspiegeln.

(3) Sei schließlich (W 0, ⌧̄ 0) gerahmter Bordismus zwischen (M
0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

), und (W 00, ⌧̄ 00)
sei gerahmter Bordismus zwischen (M

1

, ⌧
1

) und (M
2

, ⌧
2

). Wir stauchen beide Bordismen
auf

⇥

0, 1
2

⇤

⇥Rn beziehungsweise
⇥

1

2

, 1
⇤

⇥Rn, dann bildet die Vereinigung W aufgrund der
Produktstruktur auf den Krägen wieder eine glatte Mannigfaltigkeit, und wir wählen " =
min

�

"0

2

, "
00

2

�

. Die Trivialisierungen ⌧̄ 0 und ⌧̄ 00 stimmen nach Stauchung auf
�

1

2

�", 1
2

+"
�

mit
der von ⌧

1

induzierten Trivialisierung überein, und lassen sich daher auf ganzW fortsetzen.

Wir haben also gezeigt, dass gerahmter Bordismus eine wohldefinierte Äquivalenzrelation darstellt.

Sei (M, ⌧) eine gerahmte Untermannigfaltigkeit des Rn, und sei p 2 M . Wir definieren eine
Abbildung a : ⌫M ! Rn durch

a(p, v) = p+ v .

An der Stelle (p, 0) 2M ⇥ {0} ⇢ ⌫M mit p 2M hat ⌫M den Tangentialraum

T
(p,0)⌫M = TpM � ⌫pM ⇠= Rn = TpRn ,

und wir sehen, dass da
(p,0) = idRn . Nach dem Umkehrsatz ist a also ein lokaler Di↵eomorphismus

nahe des Nullschnitts M ⇢ ⌫M . Da M kompakt ist, finden wir ein r > 0, so dass a : ⌫(r)M ! Rn

eine Einbettung wird, wobei

⌫(r)M =
�

v 2 ⌫pM
�

� |v| < r
 

.

Wir definieren jetzt eine Abbildung f : Rn ! Sn�k ⇠= Dn�k/Sn�k�1 durch

f(x) =

(

⌧
p

(v)
r falls x = a(p, v) für ein p 2M und ein v 2 ⌫pM mit |v| < r, und

⇤ sonst.
(3.7)

Diese Abbildung ist stetig auf im a. Sei jetzt U ⇢ Sn�k o↵ene Umgebung von ⇤. Dann ist a�1(U)
o↵ene Umgebung von Rn \ im a. Also ist f insgesamt stetig. Das Bild im a ist in einem Kompak-
tum K in Rn enthalten, also wird Rn \ K konstant auf ⇤ abgebildet. Also können wir f auf die
Einpunktkompaktifizierung fortsetzen und erhalten f : Sn ! Sn�k.

3.88. Satz (Pontryagin-Thom-Konstruktion, [Mi, Chapter 7]). Für 0  k < n gilt

⇡n(S
n�k) ⇠= ⌦fr,n

k .

Beweis. Der vollständige Beweis benötigt einige Sätzen aus der Di↵erentialtopologie. Wir ge-
ben hier daher nur eine Beweisskizze und verweisen ansonsten auf [Mi].
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Als erstes geben wir eine Umkehrabbildung zur obigen Konstruktion an. Dabei benutzen wir,
dass es in jeder punktierten Homotopieklasse von Abbildungen f : Sn ! Sn�k einen glatten Re-
präsentanten gibt, für den der

”
Südpol“ 0 2 Rn�k ⇠= Sn�k \ {⇤} regulärer Wert ist, und setzen

M = f�1(0) ⇢ f�1(Sn�k \ {⇤}) ⇢ Rn .

Dann ist M eine glatte Untermannigfaltigkeit nach dem Satz über implizite Funktionen. Als Tri-
vialisierung des Normalenbündels wählen wir einfach ⌧ = df |⌫M .

O↵ensichtlich hängt (M, ⌧) von der Wahl des Repräsentanten f von [f ] 2 ⇡n(Sn�k) ab. Es sei
also g ein weiterer glatter punktierter Repräsentant, für den 0 ein regulärer Wert ist. Dann können
wir mit dem gleichen Satz wie oben eine Homotopie zwischen f und g durch eine glatte punktierte
Homotopie approximieren, für die 0 ein regulärer Wert ist. Dabei können wir sogar annehmen,
dass diese Homotopie nahe der Endpunkte stationär ist. Dann ist W = h�1(0) ⇢ I ⇥ Rn eine
Untermannigfaltigkeit wie in Definition 3.86 (2a) und ⌧̄ = dh|⌫W eine Trivialisierung von ⌫W , so
dass (W, ⌧̄) einen gerahmter Bordismus zwischen (M

0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

) darstellt.

Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung � : ⇡n(Sn�k) ! ⌦fr,n
k . Die Surjektivität ha-

ben wir oben bereits gezeigt, indem wir f zu (M, ⌧) konstruiert haben. Injektivität erhalten wir,
indem wir auf dem gleichen Wege zu einem gerahmten Bordismus zwischen (f�1

0

, df
0

|⌫(f�1

0

(0))

)
und (f�1

1

, df
1

|⌫(f�1

1

(0))

) eine Homotopie h : I⇥Rn ! Dn�k/Sn�k�1 zwischen f
0

und f
1

angeben. ⇤

3.89. Bemerkung. Für n � 2 trägt ⇡n(Sn�k) eine abelsche Gruppenstruktur. Auch ⌦fr,n
k ist

eine abelsche Gruppe für n � 2. Für die konstante Abbildung f ⌘ ⇤ ist f�1(0) = ;, also ist das
Nullelement die leere Menge.

Seien (M
0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

) gegeben. Beide Mannigfaltigkeiten sind kompakt, also beschränkt
in Rn. Wir können daher beide Mannigfaltigkeiten innerhalb Rn in verschiedene Richtungen par-
allel so verschieben, dass sie disjunkt werden. Dann nehmen wir die disjunkte Vereinigung als
Summe. Man überprüft leicht, dass verschiedene Verschiebungsvektoren gerahmt bordante Sum-
men (M

0

, ⌧
0

) + (M
1

, ⌧
1

) liefern, und dass diese Summe genau der Summe in ⇡n(Sn�k) entspricht.
Außerdem erhalten wir das gerahmte Inverse �(M, ⌧) von (M, ⌧), indem wir M und ⌧ gemein-

sam an einer Hyperbene H in Rn spiegeln. Wenn wir diese Hyperbene disjunkt zu M wählen,
stellen wir uns jetzt vor, dass (M, ⌧) an der

”
Achse“ H ⇥ {0} ⇢ Rn ⇥ [0,1) auf sein Inverses

”
rotiert“. Die so erzeugte

”
Rotationsmannigfaltigkeit“ stauchen wir nach Rn ⇥ [0, 1) und erhalten

einen Bordismus von (M, ⌧) + (�(M, ⌧)) zur leeren Menge.

3.90. Beispiel. Für k = 0 betrachten wir endliche Teilmengen M = (p
1

, . . . , pN ) des Rn. Der
Einfachheit halber sei n � 2. Für jeden Punkt pi fixieren wir eine Basis von Rn. Ein gerahmter
Bordismus zwischen M

0

und M
1

ist eine Sammlung von Kurven zwischen den Punkten aus beiden
Mengen. Aufgrund der Rahmung verbindet eine Kurve mit zwei Randpunkten in M

0

immer Punkte
mit verschieden orientierten Basen, während eine Kurve von M

0

nach M
1

immer Punkte mit gleich
orientierten Basen miteinander verbindet. Jetzt überzeugt man sich leicht, dass ⌦fr,n

0

⇠= Z ⇠= ⇡n(Sn)
gilt. Man beachte, dass es uns soeben gelungen ist, ⇡n(Sn) ohne Benutzung des Ausschneidungs-
satzes und der Homotopiesequenz 3.25 für Faserungen zu bestimmen.

3.91. Folgerung. Es sei f : Sn ! Sn punktierte Abbildung. Wenn ein Punkt p 2 Rn ⇠= Sn\{⇤}
existiert, so dass f in einer Umgebung U ⇢ Rn von f�1(p) glatt und p regulärer Wert ist, dann
berechnet sich der Abbildungsgrad aus Definition 3.45 als

deg f =
X

q2f�1

(p)

sign det dfq . ⇤

Später können wir mit dieser Formel einen Abbildungsgrad für Abbildungen zwischen kompak-
ten orientierten Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension erklären.
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In Abschnitt 3.j betrachten wir noch den Fall k = 1. Für größere k ist der Aufwand bei der
Bestimmung von ⇡n(Sn�k) mit der Pontryagin-Thom-Konstruktion so hoch, dass man lieber auf
andere Methoden zurückgreift.

Wir wollen jetzt zu ⇡sk(S
0) übergehen. Wir betrachten dazu die Inklusion ◆ : Rn ⇠= Rn ⇥ {0} ,!

Rn+1. Es sei (M, ⌧) gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn. Dann ist M 0 = ◆(M) ⇢
Rn+1 wieder Untermannigfaltigkeit mit Tangential- und Normalbündel

TM 0 = di(TM) ⇠= TM und ⌫M 0 = d◆(⌫M)⇥ {0}⇥ R ⇠= ⌫M ⇥ R .

Wir erweitern also ⌧ zu einer Trivialisierung

⌧ 0 = ⌧ ⇥ idR : ⌫M
0 ⇠= ⌫M ⇥ R! Rn+1�k .

Mit gerahmten Bordismen verfahren wir analog und erhalten eine Abbildung

◆
#

: ⌦fr,n
k �! ⌦fr,n+1

k .

3.92. Proposition. Für alle 0  k < n kommutiert das Diagramm

⇡n(Sn�k)
⇠
=����! ⌦fr,n

k

S

?

?

y

?

?

y

◆
#

⇡n+1

(Sn+1�k)
⇠
=����! ⌦fr,n+1

k .

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir Sn+1 = Sn ^ S1 und Sn+1�k = Sn�k ^ S1

und stabilisieren entsprechend in der letzten Koordinate. Sei f : Sn ! Sn�k wie im Beweis von
Satz 3.88 eine glatte punktierte Abbildung, so dass 0 2 Rn = Sn \ {0} regulärer Wert ist, und es
sei (M, ⌧) =

�

f�1(0), df |⌫(f�1

(0))

�

. Dann ist Sf = f ^ idS1 in einer Umgebung von (Sf)�1(0) immer
noch glatt und stimmt dort mit f ⇥ idR überein. Daher erhalten wir

(Sf)�1(0) = f�1(0)⇥ {0} = M 0 und d(Sf)|⌫M 0 = (df ⇥ didR)|⌫M⇥R = ⌧ 0 . ⇤
3.93. Definition. Für k � 0 ist die k-te gerahmte Bordismusgruppe definiert durch

⌦fr

k = lim
�!
⌦fr,n
k .

3.94. Folgerung (Aus Satz 3.42 (4) und 3.88). Es gilt

⇡sk ⇠= ⌦fr

k ,

insbesondere gilt ⌦fr

k
⇠= ⌦fr,n

k für alle n � 2k + 2. ⇤
Wir nennen (M, ⌧) schlicht gerahmte k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es uns egal ist, in

welchen Rn wir (M, ⌧) betrachten wollen — nur muss n eine gewisse Mindestgröße haben, typischer-
weise jedoch nicht mehr als 2k+k. Genauso sprechen wir nur noch von gerahmten Bordismen (W, ⌧̄)
zwischen (M

0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

) — dabei müssen wir unter Umständen (M
0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

) erst in
einen größeren Rn einbetten. Als nächstes kommen wir zu einer geometrischen Interpretation der
stabilen Homotopiegruppen ⇡sk(X), dabei betrachten wir direkt den Kolimes.

3.95. Definition. Es sei X ein (nicht notwendig punktierter) topologischer Raum.

(1) Ein gerahmter singulärer k-Zykel in X besteht aus
(a) einer gerahmten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit (M, ⌧) und
(b) einer Abbildung F : M ! X.

(2) Zwei gerahmte singuläre Zykel (M
0

, ⌧
0

, F
0

) und (M
1

, ⌧
1

, F
1

) heißen in X gerahmt bordant
oder auch gerahmt homolog, wenn es
(a) einen gerahmten Bordismus (W, ⌧̄) zwischen (M

0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

) und
(b) eine Abbildung F̄ : W ! X mit F̄ |@

i

M = Fi für i 2 {0, 1} gibt.
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(3) Die k-te gerahmte Bordismusgruppe ⌦fr

k (X) von X sei die Menge aller gerahmten sin-
gulären k-Zykel in X bis auf gerahmten Bordismus.

Wir nennen die obigen Zykel
”
singulär“, weil wir nicht erwarten, dass F eine Einbettung ist —

im schlimmsten Fall kann F sogar konstant sein.

3.96. Bemerkung. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Wie in Bemerkung 3.85 ist
”
gerahmt bordant“ in X eine Äquivalenzrelation.

(2) Falls X = pt der einpunktige Raum ist, kommt für F immer nur die konstante Abbildung
in Frage, also gilt

⌦fr

k (pt) = ⌦
fr

k .

(3) Durch disjunkte Vereinigung der gerahmten Mannigfaltigkeiten (M, ⌧) wird ⌦fr

k (X) wie
in Bemerkung 3.89 zu einer abelschen Gruppe. Dabei müssen die Bilder der einzelnen
gerahmten Untermannigfaltigkeiten in X aber nicht disjunkt sein.

(4) Es sei ' : X ! Y stetig. Dann induziert ' einen funktoriellen Gruppenhomomorphismus

'⇤ : ⌦
fr

k (X)! ⌦fr

k (Y )

durch '⇤(M, ⌧, F ) = (M, ⌧,'�F ). Sei ⌘ eine Homotopie zwischen ' und  : X ! Y , dann
können wir ⌘ � (F ⇥ idI) : M ⇥ I ! Y als gerahmten Bordismus zwischen '⇤(M, ⌧, F )
und  ⇤(M, ⌧, F ) au↵assen. Also ist gerahmter Bordismus ein Funktor

⌦fr,n
k : HTop �! Ab .

Es sei X ein topologischer Raum, dann erinnern wir uns an die Konstruktion

X
+

= X t pt ,

aus Abschnitt 3.a, wobei der zusätzliche Punkt ⇤ 2 pt = {⇤} der Basispunkt sei.

3.97. Satz (Pontryagin-Thom-Konstruktion). Es gibt einen natürlichen Isomorphismus

⇡sk( ·+) ⇠= ⌦fr

k : HTop �! Ab .

Beweis. Es sei f : Sn ! Sn�k ^ X
+

Repräsentant eines Elementes von ⇡sk(X+

). Als erstes
überlegen wir uns, dass

Sn�k ^X
+

= (Sn�k ⇥X t Sn�k)/({⇤}⇥X t Sn) ⇠= (Sn�k ⇥X)/({⇤}⇥X) .

Wir bezeichnen den Basispunkt von Sn�k ^X
+

wieder mit {⇤} und betrachten

V = (Sn�k ^X
+

) \ {⇤} ⇠= Rn�k ⇥X
+

und U = f�1(V ) ⇢ Rn ⇠= Sn \ {⇤} .

Dann sind V ⇢ Sn�k ^X
+

und U ⇢ Rn o↵en. Die zusammengesetzte Abbildung

g : U
f |

U�! Rn�k ⇥X
⇡Rn�k

�⇣ Rn�k

ist eigentlich, das heißt, Urbilder kompakter Mengen sind kompakt. Denn sei K ⇢ Rn�k kompakt,
dann sind Sn�k \K und (Sn�k \K)^X

+

o↵en und g�1(Rn�k \K)[ (Sn \U) = f�1(Sn�k \K) ist
o↵ene Umgebung des unendlichen Punktes {⇤}, also ist ihr Komplement g�1(K) in Sn kompakt.

Insbesondere ist g�1(0) ⇢ U kompakt, und wir können f auf einer kompakten Umgebung
von g�1(0) in U homotop so deformieren, dass die neue Abbildung g in einer kleineren Umgebung
von g�1(0) glatt ist und 0 2 Rn�k als regulären Wert besitzt. Wie im Beweis von Satz 3.88 erhalten
wir eine gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn, nämlich

(M, ⌧) =
�

g�1(0), dg|⌫(g�1

(0))

�

.

Außerdem erhalten wir eine zusammengesetzte Abbildung

F : M ,�! U
f |

U�! Rn�k ⇥X
⇡
X�⇣ X ,
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und (M, ⌧, F ) ist der gesuchte singuläre gerahmte k-Zykel.
Seien zwei Repräsentanten fi : Sn

i ! Sn
i

�k ^ X
+

, i 2 {0, 1} desselben Elements von ⇡sk(X)
gegeben, dann finden wir zunächst ein n � max{n

0

, n
1

} und eine Homotopie h zwischen Sn�n
0f

0

und Sn�n
1f

1

. Wie in Proposition 3.92 ersetzt Stabilisierung die gerahmte Mannigfaltigkeit (M, ⌧)
durch (M 0, ⌧ 0), ändert jedoch nichts an der Abbildung F : M 0 ⇠= M ! X. Wir nehmen also an,
dass n = n

0

= n
1

. Außerdem nehmen wir wie im ersten Schritt an, dass für V = Rn�k ⇥ X wie
oben und U = h�1(V ) die zusammengesetzte Abbildung

` : U
h|

U�! Rn�k ⇥X
⇡Rn�k

�⇣ Rn�k

in einer Umgebung der kompakten Menge `�1(0) ⇢ I ⇥ Sn glatt ist und 0 als regulären Wert
besitzt. Wie im Beweis von Satz 3.88 ist (W, ⌧̄) = (`�1(0), d`|`�1

(0)

) ein gerahmter Bordismus
zwischen (M

0

, ⌧
0

) und (M
1

, ⌧
1

), und wir erhalten eine zusammengesetzte Abbildung

H : W ,�! U
h|

U�! Rn�k ⇥X
⇡
X�⇣ X

mit H|@
i

W = Fi für i = 0, 1. Mithin sind (M
0

, ⌧
0

, F
0

) und (M
1

, ⌧
1

, F
1

) gerahmt bordant in X. Also
ist �X : ⇡sk(X+

)! ⌦fr

k (X) wohldefiniert.
Zur Natürlichkeit sei ' : X ! Y gegeben. Zu zeigen ist die Kommutativität des Diagramms

⇡sk(X+

) ����! ⌦fr

k (X)

'⇤=

?

?

y

⇡s

k

('
+

)

'⇤=

?

?

y

⌦

fr

k

(')

⇡sk(Y+) ����! ⌦fr

k (Y ) .

Wir setzen V = Rn�k ⇥X ⇢ Sn�k ^X
+

wie oben und W = Rn�k ⇥ Y ⇢ Sn�k ^ Y
+

, dann folgt

V = (idRn�k

⇥ ')�1(W ) .

Zu f : Sn ! Sn�k ^X
+

bestimmen wir U ⇢ Rn, g : U ! Rn�k, (M, ⌧) und F wie oben. Da U =
f�1(V ) = (' � f)�1(W ), liefert ' � f : Sn ! Sn�k ^ Y

+

die gleiche Abbildung

⇡Rn�k

� (idRn�k

⇥ ') � f |U = ⇡Rn�k

� f |U = g ,

und daher die gleiche gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (M, ⌧). Jetzt folgt Natürlich-
keit, denn ' � f liefert den k-Zykel

�

M, ⌧,⇡Y � (idRn�k

⇥ ') � f |M
�

=
�

M, ⌧,' � ⇡X � f |M
�

= '⇤(M, ⌧, F ) .

Zum Beweis der Surjektivität sei ein singulärer gerahmter k-Zykel (M, ⌧, F ) in X gegeben,
dabei sei (M, ⌧) gerahmte Untermannigfaltigkeit des Rn, und a : ⌫(r)M ! Rn sei eine Einbettung.
In Analogie zu (3.7) definieren wir f : Sn ! Sn�k ^X durch

f(x) =

(

⌧
p

(v)
r ^ F (p) falls x = a(p, v) für ein p 2M und ein v 2 ⌫pM mit |v| < r, und

⇤ sonst.

Man überprüft wieder leicht, dass f stetig ist, und den singulären gerahmten k-Zykel (M, ⌧, F ) in-
duziert. Zur Injektivität verfahren wir analog mit einem singulären gerahmten Bordismus zwischen
zwei k-Zykeln. ⇤

3.98. Bemerkung. Die höheren Homotopiegruppen ⇡k(X) finden
”
runde Löcher“ von X, die

dadurch sichtbar werden, dass man Sphären nach X abbildet, die man anschließend nicht mehr
zusammenziehen kann. Man findet jedoch keine Löcher, die dadurch zustande kommen, dass man
andere kompakte Mannigfaltigkeiten nachX abbildet, die sich dann inX nicht durch einen Nullbor-
dismus ausfüllen lassen. Beispielsweise sollte der Torus T 2 ein solches

”
torusförmiges Loch“ haben,

aber es gilt ⇡
2

(T 2) = 0.
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Mit der stabilen Homotopie und der Pontryagin-Thom-Konstruktion können wir nun immer-
hin Löcher in der Form gerahmter Untermannigfaltigkeiten aufspüren. Aber zum einen tragen die
Rahmungen merkwürdige Zusatzinformation, siehe unten. Zum anderen gibt es in höheren Dimen-
sionen Untermannigfaltigkeiten, die keine Rahmungen zulassen (ein Beispiel wäre CP 2 ⇢ R8). Nach
Bemerkung 3.96 (2) ist

⌦fr

k (pt) = ⇡sk(S
0)

gerade die k-te stabile Homotopiegruppe der Sphären. Für viele k > 0 gilt ⇡sk(S
0) 6= 0, obwohl ein

Punkt eigentlich keine weitere Information tragen sollte. Aber immerhin sind alle ⇡sk(S
0) endliche

Gruppen für k > 0.
Poincarés erste Idee,

”
Homologie“ zu definieren war daher,

”
orientierten“ Bordismus ⌦SO

k ohne
Rahmungen zu betrachten. Aber auch diese Definition hat Probleme, so dass man einen etwas ab-
strakteren Zugang entwickelt hat. Würden wir Poincarés Ansatz folgen, so erhielten wir für ⌦SO

k (pt)
nämlich abzählbar unendliche Gruppen für alle k 2 4N, also noch mehr

”
Lärm um Nichts.“

3.99. Bemerkung. Der Vollständigkeit halber skizzieren wir auch
”
gerahmten Kobordismus“

mit dem dazugehörigen Pontryagin-Thom Isomorphismus

⌦k
fr

(X) ⇠= [X
+

, Sk]s = lim
�!

[Sn�k ^X
+

, Sn] .

Diesmal erhalten wir kontravariante Funktoren, denn eine Abbildung ' : X ! Y induziert durch
Zurückziehen eine Abbildung

'⇤ : ⌦k
fr

(Y ) ⇠= [Y
+

, Sk]s
�'�! [X

+

, Sk]s ⇠= ⌦k
fr

(X) .

Am besten lässt sich die linke Seite beschreiben, wenn X selbst eine kompakte Mannigfaltigkeit
ist, denn in diesem Fall wird ⌦k

fr

(X) von (dimX � k)-dimensionalen kompakten Untermannigfal-
tigkeiten N ⇢ Rn�k ⇥ X mit Trivialisierungen ⌧ des Normalenbündels ⌫N,X von N in Rn�k ⇥ X
erzeugt. Das Paar (N, ⌧) heißt dann singulärer gerahmter k-Kozykel. Die Äquivalenzrelation wird
diesmal über gerahmte Kobordismen, also (dimX + 1 � k)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
in I ⇥ Rn�k ⇥X mit trivialisiertem Normalenbündel definiert.

Aufgrund der Pontryagin-Thom-Isomorphismen erhält man eine bilineare Abbildung

⌦k
fr

(X)⇥ ⌦fr

` (X) ⇠= [X
+

, Sk]s ⇥ [S`, X
+

]
��! ⇡s` (S

k) = ⇡s`�k(S
0) .

Im Fall k = ` ist der Wertebereich ⇡s
0

(S0) ⇠= Z, man spricht von einer Kronecker-Paarung. Geome-
trisch lässt sie sich so beschreiben, dass man (M, ⌧) und das Bild von (N, ⌧ 0) unter ⇡X in

”
allgemeine

Lage“ bringt und Schnittpunkte zählt, wobei die Rahmungen das Vorzeichen festlegen.
Wir haben jetzt die zur stabilen Homotopietheorie assoziierte Homologie- und Kohomologie-

theorie kennengelernt. Viele Aspekte fehlen noch, zum Beispiel gibt es ein Cup-Produkt

^ : ⌦k
fr

(X)⇥ ⌦`
fr

(X) �! ⌦k+`
fr

(X) ,

bei dem man singuläre gerahmte Kozykeln miteinander
”
schneidet“, dabei addieren sich die Ko-

dimensionen. So wird ⌦•
fr

(X) zu einem Z-graduierten Ring, dem gerahmten Kobordismusring. Es
gibt auch ein Cap-Produkt

_ : ⌦k
fr

(X)⇥ ⌦fr

` (X) �! ⌦fr

`�k(X) ,

das ⌦fr

• (X) zu einem Z-graduierten ⌦•
fr

(X)-Modul macht. Auch hier schneidet man einen Zykel mit
einem Kozykel und erhält so einen Zykel kleinerer Dimension.
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3.j. Die erste stabile Homotopiegruppe der Sphären

Wir wollen jetzt ⇡s
1

(S0) bestimmen. Da wir dazu gerahmte Kreise betrachten müssen, und sich
zwei Rahmungen von S1 ⇢ Rn um eine Abbildung S1 7! SO(n � 1) unterscheiden, beweisen wir
zur Vorbereitung das folgende Resultat.

3.100. Satz. Es sei n � 3. Dann gilt ⇡
1

(SO(n), En) ⇠= Z/2, und das nicht triviale Element wird
dargestellt durch die Schleife

� : I 3 t 7�!

0

B

B

B

B

B

@

cos 2⇡t � sin 2⇡t 0
sin 2⇡t cos 2⇡t

1
. . .

0 1

1

C

C

C

C

C

A

2 SO(n) .

Selbstverständlich können wir auch jede andere Ebene im Rn
”
einmal herumdrehen“, um den

Erzeuger von ⇡
1

(SO(n)) zu erhalten. Die Bedingung n � 3 ist nötig, denn es gilt SO(1) ⇠= pt
und SO(2) ⇠= S1.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall n = 3. Es sei H die Algebra der Quaternionen, dann
bildet die Menge S3 ⇢ H ⇠= R4 der Einheitsquaternionen eine Gruppe bezüglich der Quaternionen-
Multiplikation. Diese Gruppe wirkt auf dem Raum I ⇠= R3 ⇢ H der imaginären Quaternionen
durch

S3 ⇥ I 3 (q, p) 7�! qpq̄ = qpq�1 .

Diese Operation erhält das Euklidische Skalarprodukt und die Orientierung, liefert also einen Ho-
momorphismus S3 ! SO(3). Dabei wirken ±1 2 S3 als idI. Da es zu jedem Quaternion q 2
S3 \{±1} ⇢ H\R ein p 2 I gibt, mit dem q nicht kommutiert, wirken alle anderen Elemente der S3

nicht-trivial. Schließlich kann man — zum Beispiel anhand der gleich folgenden geometrischen Dar-
stellung – überprüfen, dass die obige Abbildung surjektiv ist. Es folgt

SO(3) ⇠= S3/{±1} ⇠= RP 3 .

Wir geben eine geometrische Beschreibung der obigen Gruppenwirkung ohne Quaternionen.
Dazu seien e

0

, . . . , e
3

die Standardbasis des R4, und R3 sei das Erzeugnis von e
1

, e
2

, e
3

. Wir wissen
bereits, dass ±1 = ±e

0

als idR3 wirkt. Jedes andere q 2 S3 \ {±e
0

} schreiben wir als in eindeutiger
Weise als

q = e
0

cos'+ u sin' mit u 2 S2 ⇢ R3 mit ' 2 (0,⇡) .

Dann wirkt q als Drehung mit Winkel 2' um die Achse uR. Genauer ergänzen wir u zu einer
orientierten Orthonormalbasis (u, v, w) des R3, dann folgt

q(u) = u , q(v) = v cos 2'� w sin 2' , q(w) = v sin 2'+ w cos 2' .

Wir erhalten die gleiche Abbildung, indem wir u durch �u und ' durch ⇡ � ' ersetzen. Der
Winkel 2' lässt sich auch dadurch erklären, dass wir in der obigen Darstellung für ' = ⇡ den
Punkt �e

0

2 S3 erhalten, dem wir keine Drehachse zuordnen können, und der daher als Identität
wirken soll.

Wir wissen jetzt also, dass S3 ! SO(3) ⇠= RP 3 die universelle Überlagerung ist. Aus Ab-
schnitt 2.f wissen wir, dass dem nichttrivialen Element 1 2 Z/2 ⇠= ⇡

1

(RP 3) das Bild eines Weges �̃
von e

0

nach �e
0

entspricht. Wir wählen �̃(t) = e
0

cos⇡t + e
3

sin⇡t und erhalten die im Satz
genannte Schleife �.

Damit ist der Fall n = 3 erledigt. Wir beweisen die Behauptung für größere n durch Induktion.
Dazu betrachten wir die Abbildung p : SO(n+1)! Sn ⇢ Rn+1 mit p(g) = g en+1

. Diese Abbildung
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Abbildung 3.9. Elementare Bordismen

ist ein Faserbündel mit Faser

p�1(en+1

) =

⇢✓

A 0
0 1

◆

2 SO(n+ 1)

�

�

�

�

A 2 SO(n)

�

⇠= SO(n) .

Aus der langen exakten Sequenz 3.25 schließen wir mit n � 3, dass

⇡
1

(Sn)
| {z }

=0

 � ⇡
1

�

SO(n+ 1)
� ⇠

= � ⇡
1

�

SO(n)
�

 � ⇡
2

(Sn)
| {z }

=0

.

Dabei geht die erzeugende Schleife � in SO(n) in die entsprechende Schleife in SO(n+1) über. ⇤
3.101. Satz (Pontryagin). Es gilt ⇡s

1

(S
0

) ⇠= Z/2.

Beweis. Nach Satz 3.42 (4) und Satz 3.88 gilt ⇡s
1

(S
0

) ⇠= ⇡n(Sn�1) ⇠= ⌦fr,n
1

für alle n � 4.
Wir betrachten zunächst kompakte 1-Mannigfaltigkeiten im Rn. Jede kompakte 1-Mannigfaltigkeit
ist eine disjunkte Vereinigung von Kreisen. Da n � 4 ist, können wir diese Kreise gegebenenfalls

”
entknoten“, das heißt zu disjunkten Einheitskreisen in der Ebene R2 ⇢ Rn mit Mittelpunkten auf
der x-Achse deformieren — aus jeder solchen Deformation macht man leicht einen Bordismus, auf
den sich auch die Rahmungen übertragen lassen.

Für einen einzelnen Kreis S1 ⇢ R2 ⇢ Rn konstruieren wir eine Standardrahmung ⌧0, indem wir
als v0

1

den Ortsvektor in R2 wählen, und mit den Standardbasisvektoren v0
2

= e
3

, . . . , v0n�1 = en
zu einer Basis des Normalenbündels. Jede andere Rahmung unterscheidet sich um ein Element
aus ⇡

1

(SO(n� 1)) ⇠= Z/2. Wenn wir mehrere gerahmte Kreise haben, addieren wir die zugehörigen
Elemente von Z/2. Wir behaupten, dass dieses Summe eine gerahmte Bordismusinvariante ist.

Sei W ⇢ I ⇥ Rn ein Bordismus. Zunächst erreichen wir durch eine kleine Deformation, dass
die Koordinate t 2 I eine sogenannte Morse-Funktion auf W wird, das heißt, die Abbildung W 3
(t, x) 7! t 2 I hat nur endlich viele kritische Punkte (t

1

, p
1

), . . . , (tk, pk), und nahe dieser Punk-
te pj = (xj,1, . . . , xj,n) sieht W aus wie der Graph einer Funktion

(x
1

, . . . xn) 7�! tk ± (x
1

� xj,1)
2 ± · · · ± (xn � xj,n)

2 .

Wir dürfen dabei annehmen, dass t
1

< · · · < tk paarweise verschieden sind. Die Rahmungen
deformieren wir wieder mit. Dann können wir den Bordismus durch Aufschneiden längs {si}⇥ Rn

mit t
1

< s
1

< t
2

< · · · < sk�1 < tk in
”
elementare Bordismen“ wie in Abbildung 3.9 zerlegen. Diese

können wir so anordnen, dass ganz W in I ⇥ R2 ⇢ I ⇥ Rn zu liegen kommt; dabei ordnen wir die
Kreise in @

0

W und @
1

W gegebenenfalls um, siehe Abbildung 3.10.
Auf W konstruieren wir eine Standardrahmung ⌧0, indem wir auf den elementaren Bordismen

in I ⇥ R2 jeweils den nach außen weisenden Normalenvektor als v0
1

wählen und dann mit den
Standardbasisvektoren v0

2

= e
3

, . . . , v0n�1 = en zu einer Basis des Normalenbündels ergänzen. Die
Rahmungen ⌧ und ⌧0 unterscheiden sich um eine Abbildung g : W ! SO(n � 1). Für jedes s 2
I \ {t

1

, . . . , tk} liefert die Einschränkung auf W \ ({s}⇥Rn) ⇠= S1 t · · ·tS1 nach Folgerung 3.8 ein
Tupel von Elementen von ⇡

1

(SO(n� 1)) ⇠= Z/2. Es sei as 2 Z/2 die Summe dieser Elemente. Die
obige Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass as nicht von s abhängt. Für alle s 2 (ti, ti+1

)
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1

t
2

s
2

t
3

Abbildung 3.10. Zusammengesetzter Bordismus

mit 1  i < k ist das klar, da die Abbildungen g|W\({s}⇥Rn

)

homotop sind. Außerdem ist klar, dass
sich der Beitrag eines zylindrischen elementaren Bordismus in einer Umgebung von ti nicht ändert.

Da SO(n� 1) zusammenhängend ist, können wir die gegebene Rahmung ⌧ im Innern der nicht
zylindrischen elementaren Bordismen so deformieren, dass sie auf den in Abbildung 3.9 grau mar-
kierten, zusammenziehbaren Regionen jedes elementaren Bordismus mit ⌧0 übereinstimmt. Dabei
ändern sich die Elemente as 2 Z/2 nicht. Wenn der elementare Bordismus eine

”
Kappe“ ist (zweiter

oder letzter elementarer Bordismus in der Abbildung), dann ist der Beitrag zu as auf beiden Seiten
von ti trivial. Wenn der elementare Bordismus eine

”
Hose“ ist (dritter oder vierter elementarer

Bordismus in der Abbildung), dann ist der Beitrag zu as auf der Seite von ti mit einer Randkom-
ponente die Summe der Beiträge auf der Seite mit zwei Randkomponenten. Insgesamt ändert sich
also as beim Überqueren eines kritischen Wertes ti nicht.

Also ist unsere Behauptung bewiesen, und wir haben eine Abbildung

a : ⇡s
1

(S0) ⇠= ⌦fr

1

�! ⇡
1

(SO(n� 1)) ⇠= Z/2
konstruiert. Nach unser Vorüberlegung ist diese Abbildung surjektiv, da wir im Urbild jedes Ele-
ments einen gerahmten Kreis finden. Nach Konstruktion wird die leere gerahmte Mannigfaltigkeit
auf 0 abgebildet. Wenn a bijektiv ist, ist a ein Isomorphismus, denn bis auf Isomorphie gibt es nur
eine Gruppe mit zwei Elementen.

Zur Injektivität sei eine gerahmte Bordismusklasse in Rn gegeben, ohne Einschränkung re-
präsentiert durch eine disjunkte Vereinigung (M, ⌧) von gerahmten Einheitskreisen wie oben. Wir
behaupten, dass (M, ⌧) zu einem einzigen gerahmten Kreis kobordant ist, und erhalten Injektivität,
da es auf einem Kreis nur zwei Klassen von Rahmungen gibt. Falls M aus einem Kreis besteht, ist
nichts zu tun. Falls M = ;, betrachten wir den letzten elementaren Bordismus in Abbildung 3.9.
Andernfalls benutzen wir die Hose in der Mitte der Abbildung, um die Anzahl der Kreise Schritt für
Schritt bis auf einen zu reduzieren. Dabei überlegen wir uns, dass wir die gegebenen Rahmungen
der

”
Hosenbeine“ bis zum

”
Gürtel“ fortsetzen können. ⇤

In der gleichen Arbeit, in der Pontryagin diesen Satz bewiesen hat, hat er auch ⇡s
2

(S0) ⇠= Z/2
bestimmt. Die Berechnung der höheren stabilen Homotopiegruppen der S0 mit Hilfe der Pontryagin-
Thom-Konstruktion erweist sich als sehr aufwändig, so dass man sich stattdessen anderer Hilfsmittel
bedient. Ohne Beweis geben wir das folgende wichtige Resultat an.

3.102. Satz (Serre). Mit Ausnahme von ⇡n(Sn) und ⇡
4k�1(S2k) sind alle Homotopiegruppen

von Sphären endlich. Insbesondere ist ⇡sk(S
0) endlich für alle k > 0.
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3.103. Bemerkung. Die Umkehrung der obigen Abbildung a ist der sogenannte stabile J-
Homomorphismus

Jk : ⇡k(SO) = lim
�!

⇡k(SO(n))! ⇡sk(S
0) ,

den wir jetzt betrachten wollen. Der Kolimes bezieht sich auf die gleiche Folge von Einbettun-
gen ◆n : SO(n) ,! SO(n + 1) wie im Beweis von Satz 3.100. Dabei ist SO die Gruppe der

”
Ma-

trizen“ mit Indizes in N, die bis auf endlich viele Einträge mit der
”
Einheitsmatrix“ (�ij)i,j2N

übereinstimmen.
Die Gruppe SO(n) wirkt durch Drehungen auf Sn ⇢ Rn+1, bei denen insbesondere der Basis-

punkt e
0

2 Sn festgehalten wird. Wir erhalten also eine Abbildung

⇢n : SO(n) ^ Sn ! Sn .

Einhängen liefert die Beziehung

⇢n ^ idS1 = ⇢n+1

.

Die exakte Homotopiesequenz des Faserbündels SO(n+1)! Sn mit Faser SO(n) aus dem Beweis
des Satzes 3.100 liefert

⇡k(S
n)

| {z }

=0

 � ⇡k(SO(n+ 1))
⇠
= � ⇡k(SO(n))

@ � ⇡k+1

(Sn)
| {z }

=0

für n > k + 1, so dass

lim
�!

⇡k(SO(n)) ⇠= ⇡k(SO(2k + 2)) .

Sei jetzt f : Sk ! SO(n) eine punktierte Abbildung, dann definieren wir Jn
k (f) : S

k+n ! Sn

durch

Jn(f) = ⇢n � (f ^ idS
n

) : Sk ^ Sn �! Sn

und erhalten Jn
k ([f ]) : ⇡k(SO(n))! ⇡k+n(Sn). Dann kommutiert das Diagramm

⇡k(SO(n))
Jn

k //

◆
n⇤
✏✏

⇡k+n(Sn)

S
✏✏

⇡k(SO(n+ 1))
Jn+1

k // ⇡k+n+1

(Sn+1) .

Also erhalten wir den stabilen J-Homomorphismus als Kolimes

Jk = lim
�!

Jn
k : lim

�!
⇡k(SO(n)) �! lim

�!
⇡k+n(S

n) = ⇡sk(S
0) ,

und wegen Satz 3.42 (4) und der obigen Überlegung und gilt sogar Jk = Jk+2

k .
Für k > 0 liefert Bott-Periodizität Isomorphismen ⇡k+8n(SO) ⇠= ⇡k(SO). Die folgende Tabelle

gibt einen Überblick über Jk für kleine k.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

⇡k(SO) 0 Z/2 0 Z 0 0 0 Z Z/2 Z/2 0 Z
im Jk 0 Z/2 0 Z/24 0 0 0 Z/240 Z/2 Z/2 0 Z/504
⇡sk(S

0) Z Z/2 Z/2 Z/24 0 0 Z/2 Z/240 (Z/2)2 (Z/2)3 Z/6 Z/504

Die Gruppe imJ
4n�1 hängt zusammen mit den Bernoulli-Zahlen: der Nenner von B

2n/4n ist gera-
de # im J

4n�1.
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3.k. Übungen zu Kapitel 3

Übungen zu Abschnitt 3.a.

3.104. ¨

Ubung. Seien X, Y topologische Räume und X = A [ B, wobei A, B abgeschlossen
sind. Zeigen Sie: f : X ! Y ist genau dann stetig, wenn f |A und f |B stetig sind.

3.105. ¨Ubung. Konstruieren Sie Homöomorphismen

(1) f : Ik/@Ik ! Sk ⇢ Rk+1 ,
(2) g : (Ik/@0Ik, @Ik/@0Ik)! (Dk, Sk�1) .

3.106. ¨Ubung. Es seien (Xi, xi) für i 2 J punktierte Räume. Zeigen Sie:

(1) der punktierte Raum

(X,x
0

) =

 

Y

i2J
Xi, (xi)i2J

!

mit den Projektionen pi : (X,x
0

) ! (Xi, xi) erfüllt die universelle Eigenschaft eines Pro-
duktes in der Kategorie Top

+

;
(2) es gilt ⇡k(X,x

0

) ⇠=
Q

i2J ⇡k(Xi, xi), wobei die Abbildung pi⇤ = ⇡kpi der Projektion auf
den Faktor ⇡k(Xi, xi) entspricht.

(3) Sei j 2 J , und sei ◆j : Xj ! X die Inklusion, die y 2 Xj auf (yi)i2J mit yj = y und yi = xi
für i 6= j abbildet. Beschreiben Sie die Abbildung ◆j⇤ : ⇡k(Xj , xj)! ⇡k(X,x

0

).

3.107. ¨Ubung. Beweisen Sie Bemerkung 3.10. Überlegen Sie sich außerdem, dass ⌦k(X) natür-
lich zum Raum

�

f : Sk ! X
�

� f(⇤) = x
0

 

homöomorph ist, wobei
”
⇤“ den Basispunkt der Sk bezeichne.

Übungen zu Abschnitt 3.b.

3.108. ¨Ubung. Beweisen Sie Bemerkung 3.16.

3.109. ¨Ubung. Zeigen Sie für exakte Sequenzen von Gruppen:

(1) Die Sequenz 0 �! A
f�! B

g�! C ist genau dann bei A und B exakt, wenn f einen
Isomorphismus A ⇠= ker g induziert.

(2) Die Sequenz A
f�! B

g�! C �! 0 ist genau dann bei B und C exakt, wenn g einen
Isomorphismus cokerf ⇠= C induziert.

Was folgt für A und f in den exakten Sequenzen 0 �! A �! 0 beziehungsweise 0 �! A
f�!

B �! 0?

3.110. ¨Ubung. Beweisen Sie die Exaktheit der Sequenz aus Satz 3.19 an den fehlenden Stellen.

3.111. ¨

Ubung. Beweisen Sie Lemma 3.20. Achten Sie darauf, nur B, C und C 0 als Gruppen
und nur die Abbildungen dazwischen als Gruppenhomomorphismen vorauszusetzen; betrachten Sie
alles andere in der Kategorie Set

+

.

3.112. ¨Ubung. Es seien Z ⇢ Y ⇢ X Räume mit Basispunkt in Z. Wir betrachten

@ : ⇡k(X,Y )
@�! ⇡k�1(Y ) �! ⇡k�1(Y, Z)

als Verbindungshomomorphimus in der Sequenz

· · · � ⇡k�1(Y, Z)
@ � ⇡k(X,Y ) � ⇡k(X,Z) � ⇡k(Y, Z)

@ � ⇡k+1

(X,Y ) � · · · ,
wobei die unmarkierten Pfeile von Inklusion induziert werden.
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(1) Zeichnen Sie die obige Sequenz zusammen mit den exakten Sequenzen der Paare (X,Y ),
(X,Z) und (Y, Z) so in ein kommutatives Diagramm, dass keine Homotopiegruppe zweimal
erscheint.

(2) Beweisen Sie Exaktheit der Sequenz, indem Sie nach Möglichkeit vom Diagramm aus (1)
Gebrauch machen.

Übungen zu Abschnitt 3.c.

3.113. ¨Ubung. Konstruieren Sie den Homöomorphismus aus Bemerkung 3.23.

3.114. ¨Ubung. Im Folgenden bedeute Faserung entweder Serre- oder Hurewicz-Faserung. Zeigen
Sie:

(1) Sei p : E ! B eine Faserung, und sei f : X ! B stetig. Seien die Abbildungen f⇤p : f⇤E !
X und f̄ : f⇤E ! E durch

f⇤E =
�

(e, x) 2 E ⇥X
�

� p(e) = f(x) 2 B
 

, (f⇤p)(e, x) = x , f̄(e, x) = e

gegeben, dann ist f⇤p wieder eine Faserung.
(2) Die konstante Abbildung F ! pt ist eine Faserung für alle F . Die Projektion B⇥F ! B

ist eine Faserung für alle F und alle B.
(3) Seien p : E ! B und q : Y ! E Faserungen. Dann ist auch p � q : Y ! B eine Faserung.

Übungen zu Abschnitt 3.d.

3.115. ¨

Ubung. Es seien X, Y topologische Räume. Definiere den Verbund von X und Y als
Quotienten

X ⇤ Y = (X ⇥ Y ⇥ I)/ ⇠ ,

wobei
”
⇠“ erzeugt wird durch

(x, y, 0) ⇠ (x, y0, 0) und (x, y, 1) ⇠ (x0, y, 1) für alle x, x0 2 X und alle y, y0 2 Y .

Geben Sie Homöomorphismen Sk ⇤ pt ⇠= Dk+1 und Sk ⇤ S` ⇠= Sk+`+1 für alle k, ` an.

3.116. ¨Ubung. Es seien (X,x
0

), (Y, y
0

) punktierte Räume, und es sei X ⇤Y wie oben definiert.
Wir identifizieren X, Y mit Unterräumen von X ⇤ Y durch x 7! [(x, y

0

, 0)], y 7! [(x
0

, y, 1)] für
alle x 2 X, y 2 Y , wählen als Basispunkt

⇥�

x
0

, y
0

, 1
2

�⇤

und setzen U = X ⇤Y \Y und V = X ⇤Y \X.

(1) Zeigen Sie, dass U , V , U \ V jeweils zu X, Y und X ⇥ Y homotopieäquivalent sind.
(2) Bestimmen Sie die von den Inklusionen induzierten Abbildungen

⇡k(U \ V )! ⇡k(U) , ⇡k(V )! ⇡k(X ⇤ Y )

und die Gruppen ⇡k(U,U \ V ).
(3) Die Räume X und Y seien p- beziehungsweise q-zusammenhängend. Wie hoch zusam-

menhängend ist dann X ⇤ Y ?

Hinweis: Betrachten Sie die natürlichen Abbildung zwischen den langen exakten Sequenz der Paa-
re (U,U \ V )! (X ⇤ Y, V ) und benutzen Sie den Ausschneidungssatz.

Übungen zu Abschnitt 3.e.

3.117. ¨Ubung. Zeigen Sie: die Hintereinanderausführung von punktierten Abbildungen von Sn

nach Sn macht die Gruppe ⇡n(Sn) zu einem Ring isomorph zu Z.

3.118. ¨Ubung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen für alle n � 1.

(1) Betrachte Dn ⇢ Rn. Es sei f : Dn ! Rn mit Sn�1 ⇢ f�1(Sn�1) und deg f |@Dn 6= 0
gegeben, dann gilt Dn ⇢ im(f).
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(2) Es seien f
1

, . . . , fn : In ! R gegeben, so dass fi(x) < 0 falls xi = 0 und fi(x) > 0
falls xi = 1 für alle i = 1, . . . , n und alle x 2 Ik. Dann existiert ein x

0

2 Ik mit f
1

(x
0

) =
· · · = fn(x0) = 0.

3.119. ¨Ubung. Beweisen Sie Bemerkung 3.53.

3.120. ¨

Ubung. Zeigen Sie: Die Abbildung U(n) ! S2n�1 mit g 7! ge
1

2 S2n�1 ⇢ Cn ist ein
Faserbündel mit Faser U(n� 1).

Folgern Sie, dass ⇡k(U(n)) ⇠= ⇡k(U(n� 1)) für k < 2n� 2.

Übungen zu Abschnitt 3.f.

3.121. ¨

Ubung. Für topologische Räume X, B, A ⇢ X, und f : A ! B stetig betrachten wir
den Pushout

X [f B = (X tB)/ ⇠ ,

wobei
”
⇠“ erzeugt wird von X 3 a ⇠ f(a) 2 B für alle a 2 A. Er erfüllt die universelle Eigenschaft

aus Folgerung 1.75.
Es bezeichne TopA die Kategorie der

”
Räume unter A mit Objekten (C, g) mit g : A! C und

Morphismen

homTopA

�

(B, f), (C, g)
�

=
�

h : B ! C
�

� h stetig mit h � f = g
 

.

Es sei (X,A) fest. Zeigen Sie, dass (B, f) 7! (X [f B,B) einen Funktor von der Kategorie TopA
in die Kategorie Pair definiert.

3.122. ¨Ubung. Handelt es sich bei den Paaren

(X,A) =
�

{a, b}, {a}
�

, (1)

(Y,B) =
�� 1

n
| n 2 N \ {0}

 

[ {0}, {0}
�

(2)

um Kofaserungen, wobei X die Klumpentopologie und Y ⇢ R die Unterraumtopologie trage?

3.123. ¨Ubung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Es seien A ⇢ B ⇢ X abgeschlossene Teilmengen. Wenn (B,A) und (X,B) Kofaserungen
sind, dann ist auch (X,A) Kofaserung.

(2) Es sei (X,A) Kofaserung und Y beliebig, dann ist auch (X ⇥ Y,A⇥ Y ) Kofaserung.
(3) Ein Paar (X,A) sei Retrakt von (Y,B), das heißt, es gebe Abbildungen i : (X,A)! (Y,B)

und r : (Y,B) ! (X,A) mit r � i = idX . Wenn (Y,B) eine Kofaserung ist, dann ist
auch (X,A) eine Kofaserung.

3.124. ¨Ubung. Zeigen Sie: jede Kofaserung i : A! X ist eine Einbettung, siehe Definition 1.44.
Zeigen Sie dazu, dass

◆
1

: A ⇠= A⇥ {1} ,! Zi und ◆̄
1

: X ⇠= X ⇥ {1} ,! X ⇥ I .

Einbettungen sind, und betrachten Sie das folgende Diagramm zu Bemerkung 3.57.

A Zi

X X ⇥ I

◆
1

◆̄
1

◆̄ r̄i
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3.125. ¨Ubung. Zeigen Sie: wenn X ein Hausdor↵-Raum und (X,A) eine Kofaserung ist, dann
ist A ⇢ X abgeschlossen. Betrachten Sie dazu die stetigen Abbildungen

f : X ⇠= X ⇥ {1} ,! X ⇥ I und g : X ⇠= X ⇥ {1} r�! Zi ,! X ⇥ I ,

und zeigen Sie zunächst

A =
�

x 2 X
�

� f(x) = (x, 1) = r(x, 1) = g(x) 2 X ⇥ I
 

.

3.126. ¨Ubung. Es sei (X,A) eine abgeschlossene Kofaserung und f : A! B stetig.

(1) Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften eine natürliche, stetige, bijektive
Abbildung

(X ⇥ I) [f⇥id
I

(B ⇥ I) �! (X [f B)⇥ I .

(2) Zeigen Sie die Stetigkeit der Umkehrabbildung. Hinweis: Sie können dazu das Exponenti-
algesetz 1.60 benutzen.

(3) Zeigen Sie, dass (X [f B,B) wieder eine abgeschlossene Kofaserung ist.

3.127. ¨

Ubung. Betrachten Sie A = {a} ⇢ X = {a, b} mit der Topologie OX = {;, A,X}, und
zeigen Sie:

(1) Das Paar (X,A) ist eine Kofaserung, (X2, A⇥X [X ⇥A) jedoch nicht.
(2) Überprüfen Sie, ob es Abbildungen u : X ! I und h : X⇥I ! X wie in Proposition 3.60 (1)

gibt.

Übungen zu Abschnitt 3.g.

3.128. ¨

Ubung. Es seien (Xj)j2J und Y punktierte Räume. Konstruieren Sie eine natürliche
bijektive, stetige Abbildung

_

j2J
(Xj ^ Y ) �!

⇣

_

j2J
Xj

⌘

^ Y .

Zeigen Sie, dass diese Abbildung ein Homöomorphismus ist, wenn J endlich ist.

3.129. ¨

Ubung. Es seien (X,A), (Y,B), (A, {x
0

}) und (B, {y
0

}) abgeschlossene Kofaserungen.
Zeigen Sie, dass (X,A) ^ (Y,B) wieder eine gut punktierte, abgeschlossene Kofaserung ist.

3.130. ¨

Ubung. Es sei (X,A) ein gutes Paar und f : A ! B stetig. Konstruieren Sie mit Hilfe
der universellen Eigenschaften eine natürliche, stetige, bijektive Abbildung

SX [Sf SB �! S(X [f B) ,

und beweisen Sie die Stetigkeit der Umkehrabbildung.

3.131. ¨Ubung. Konstruieren Sie eine Abbildung f : S1 ! S1 _S1, so dass man den 2-Torus als
Pushout

T 2 = S1 ⇥ S1 ⇠= D2 [f (S1 _ S1)

schreiben kann. Folgern Sie dann mit Proposition 3.65 und Aufgabe 3.130, dass die Einhängung ST 2

homotopieäquivalent zu S2 _ S2 _ S3 ist.

Übungen zu Abschnitt 3.h.

3.132. ¨

Ubung. Bestimmen Sie für die folgenden Sequenzen von Gruppen jeweils den Kolimes
G und geben Sie auch die Abbildungen gk : Gk ! G an.

(1) Z ·1�! Z ·2�! Z ·3�! Z ·4�! . . .

(2) R ·1�! R ·2�! R ·3�! R ·4�! . . .

(3) R/Z ·1�! R/Z ·2�! R/Z ·3�! R/Z ·4�! . . .
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3.133. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Die stabile Homotopiegruppe ⇡s
3

(S2) ⇠= ⇡s
1

(S0) wird von der Hopf-Faserung p : S3 ! S2

erzeugt.
(2) Es bezeichne ◆ : CP 1 ! CP 2 die Inklusion mit (z

0

: z
1

) 7! (z
0

: z
1

: 0). Dann ist ◆⇤[p] =
0 2 ⇡

3

(CP 2).
(3) Es gilt dann auch ◆⇤[p] = 0 2 ⇡s

3

(CP 2).

3.134. ¨Ubung. (1) Zeigen Sie mit der stabilen Homotopiesequenz 3.81 für (CPn,CPn�1),
dass ⇡sk(CPn) ⇠= ⇡sk(CPn�1) für alle k < 2n� 1.

(2) Bestimmen Sie ⇡s
2

(CPn) für alle n � 2.
(3) Bestimmen Sie ⇡s

3

(CPn) für alle n � 2.

Übungen zu Abschnitt 3.i.

3.135. ¨

Ubung. Es sei p : S3 ! S2 die Hopf-Faserung aus Beispiel 3.33. Bestimmen Sie die ge-
rahmte Untermannigfaltigkeit (M, ⌧), die das Bild von [p] unter der Pontryagin-Thom-Konstruktion
repräsentiert.
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KAPITEL 4

Elementare Homotopietheorie

In diesem Abschnitt fassen wir einige Konstruktionen und Sätze zusammen, die uns später hel-
fen, Homologie- und Kohomologietheorien homotopietheoretisch zu betrachten. In den ersten bei-
den Abschnitten betrachten wir die Unterkategorien CW ⇢ kwH ⇢ Top. Während CW-Komplexe
vor allem homotopietheoretisch schöne Eigenschaften haben, zeichnen sich die kompakt erzeugten
schwach-Hausdor↵-Räume dadurch aus, dass mit Ihnen viele elementare topologische Konstruktio-
nen möglich sind, und dabei nur sehr selten pathologisches Verhalten auftritt.

Im letzten Abschnitt schauen wir uns an, wie wir beliebige Abbildungen durch homotopieäqui-
valente Faserungen oder Kofaserungen ersetzen können. In diesem Zusammenhang lernen wir zwei
Typen topologischer Sequenzen kennen, aus denen wir viele exakte Sequenzen ableiten können.

4.a. Eine angenehme Kategorie topologischer Räume

Wir betrachten die Kategorie kwH der kompakt erzeugten schwach-Hausdor↵-Räume und zei-
gen, dass in ihr (fast) alle wichtigen Konstruktionen mit (fast) allen wünschenswerten Eigenschaften
möglich sind. Zum Beispiel gilt das Exponentialgesetz aus Satz 1.60 ohne weitere Voraussetzungen
an die beteiligten Räume. In diesem Zusammenhang führen wir den Begri↵ einer abgeschlosse-
nen monoidalen Kategorie ein, der es uns ermöglicht, einige der Konstruktionen im Beweis des
Exponentialgesetzes besser zu verstehen.

Wir betrachten dazu eine sogenannte volle Unterkategorie kwH der Kategorie Top, das heißt,
unsere Kategorie enthält eine gewisse Auswahl der Objekte von Top, aber für je zwei Objekten X,
Y von kwH gilt

homkwH(X,Y ) = homTop(X,Y ) ,

es sind also nach wie vor alle stetigen Abbildungen erlaubt. Die Definition von kwH erfolgt, indem
wir mit stetigen Abbildungen f : K ! X von Kompakta nach X gewisse Eigenschaften

”
testen“.

Dabei erinnern wir uns, dass bei uns alle kompakten Räume gemäß Definition 1.50 als Hausdor↵
vorausgesetzt sind.

4.1. Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Es bezeichne kX den Raum X mit der kompakt erzeugten Topologie
�

U ⇢ X
�

� f�1(U) ⇢ K o↵en für alle Kompakta K und alle stetigen f : K ! X
 

.

(2) Wir nennen X kompakt erzeugt, wenn X = kX.
(3) Wir nennen X schwach Hausdor↵, wenn im f ⇢ X abgeschlossen ist für alle Kompakta K

und alle stetigen Abbildungen f : K ! X.
(4) Es bezeichne kwH ⇢ Top die volle Unterkategorie der kompakt erzeugten schwach-Haus-

dor↵-Räume.

4.2. Bemerkung. Die folgenden elementaren Eigenschaften der obigen Begri↵e überprüfen wir
in den Übungen.

(1) Die kompakte erzeugte Topologie auf X ist feiner als die ursprüngliche, insbesondere
ist idX : kX ! X stetig.
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(2) Es gilt k(kX) = kX für alle X.
(3) Ein Raum X ist genau dann kompakt erzeugt, wenn für jeden Raum Y und jede Abbil-

dung g : X ! Y von Mengen äquivalent sind:
(a) die Abbildung g ist stetig, und
(b) für jedes Kompaktum K und jede stetige Abbildung f : K ! X ist g � f : K ! Y

stetig.
Wir können Stetigkeit also mit Abbildungen f : K ! X testen.

(4) Die Zuordnung X 7! kX definiert einen Funktor k : Top ! Top.
(5) Jeder Hausdor↵-Raum ist schwach Hausdor↵ nach Bemerkung 1.51 (2) und (5).
(6) Jeder schwache Hausdor↵-Raum ist (T1), denn der einpunktige Raum pt ist kompakt.
(7) In jedem kompakt-erzeugten schwach-Hausdor↵-Raum haben konvergente Folgen eindeu-

tige Grenzwerte.
(8) Bezeichne wH die volle Unterkategorie der schwach-Hausdor↵-Räume, dann ist k : wH!

kwH rechtsadjungiert zur Inklusion kwH ⇢ kwH, das heißt für alleX 2 kwH und Y 2 wH
gilt

homkwH(X, kY ) = homwH(X,Y ) .

(9) Ein kompakt erzeugter Raum X ist genau dann schwach Hausdor↵sch, wenn die Diago-
nale �X = { (x, x) | x 2 X } ⇢ k(X ⇥X) abgeschlossen ist.

Zu (5) und (6) siehe Übung 4.46 (1). Zu (1)–(3) siehe Übung 4.47. Zu (8) siehe Übung 4.48 (1).
Zu (9) siehe Übung 4.49 (2). Auf Übung (7) kommen wir nach Proposition 4.3 zurück.

Wir sehen später, dass k(X⇥X) das Produkt vonX mit sich in der Kategorie kTop der kompakt
erzeugten Räume beschreibt. Also werden schwache Hausdor↵-Räume durch die gleiche Eigenschaft
in kTop charakterisiert, wie Hausdor↵-Räume in Top. In der algebraichen Geometrie definiert man
auf ähnlichem Wege ein Analogon des Hausdor↵-Begri↵s.

Wir wollen uns überzeugen, dass die Kategorie kwH genug interessante Räume enthält.

4.3. Proposition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Wenn jede folgenabgeschlossene Teilmenge von X, das heißt, jede Teilmenge A ⇢ X, für
die jede in X konvergente Folge (ai)i2N in A ihre Grenzwerte in A annimmt, abgeschlossen
ist, dann ist X kompakt erzeugt.

(2) Wenn X lokalkompakt ist, ist X kompakt erzeugter schwach-Hausdor↵-Raum.

Beweis. Zu (1) sei A ⇢ X eine Teilmenge, so dass f�1(A) ⇢ K abgeschlossen ist für alle Kom-
pakta K und alle f : K ! X. Nach Voraussetzung reicht es zu zeigen, dass A folgenabgeschlossen
ist, denn dann sind auch alle k-o↵enen Teilmengen von X o↵en. Sei also (ai)i2N eine Folge in A
und x 2 X ein Grenzwert (da wir Hausdor↵ nicht vorausgesetzt haben, könnte es mehrere Grenz-
werte geben). Wir bilden K =

�

1

n

�

� 0 6= n 2 N
 

[ {0} nach X ab durch f
�

1

n

�

= an und f(0) = x.
Da x Grenzwert ist, ist diese Abbildung stetig. Da f�1(A) abgeschlossen angenommen wurde,
folgt 0 2 f�1(A), somit x 2 A.

Zu (2) sei U ⇢ X eine Teilmenge, so dass f�1(U) ⇢ K o↵en ist für alle Kompakta K und
alle f : K ! X. Zu zeigen ist, dass jeder Punkt x 2 U eine Umgebung in U besitzt. Nach Vor-
aussetzung besitzt x eine kompakte Umgebung V , insbesondere enthält V eine in X o↵ene Um-
gebung U 0 von x. Dann ist das Urbild U \ V von U in V unter der Inklusion U ! V o↵en, also
existiert eine o↵ene Menge U 00 ⇢ X mit U 00 \ V = U \ V . Aber dann ist U 0 \ U 00 ⇢ V \ U 00 ⇢ U
eine o↵ene Umgebung von x in U , also ist U o↵en. Außerdem haben wir lokalkompakte Räume in
Definition 1.57 als Hausdor↵ vorausgesetzt. ⇤

Mit dem gleiche Trick wie im Beweis von (1) zeigt man auch Bemerkung 4.2 (7).

4.4. Folgerung. Die Kategorie kwH enthält

134



(1) alle Hausdor↵-Räume, die das Abzählbarkeitsaxiom (A1) erfüllen,
(2) alle metrischen oder metrisierbaren Räume,
(3) alle topologischen Mannigfaltigkeiten, und
(4) alle CW-Komplexe.

Sie enthält jedoch keine algebraischen Varietäten mit der Zariski-Toplogie.

Beweis. Nach Satz 1.36 impliziert (A1), dass folgen-abgeschlossene Teilmengen abgeschlos-
sen sind, daher gilt (1). Metrische Räume erfüllen stets (A1) und (T2), also gilt (2). Topologische
Mannigfaltigkeiten erfüllen nach Definition 1.77 sogar (A2) und (T2), also gilt (3), sie sind überdies
sogar lokal kompakt. CW-Komplexe sind nach Konstruktion kompakt erzeugt, denn zum Testen rei-
chen bereits die charakteristischen Abbildungen aus Definition 1.80. Außerdem sind CW-Komplexe
normal nach Satz 1.84, also insbesondere Hausdor↵. ⇤

Man beachte, dass CW-Komplexes nicht automatisch (A1) sind, siehe Bemerkung 1.83.
Wir kommen jetzt zu den wichtigsten Konstruktionen über universelle Eigenschaften. Die mei-

sten der folgenden Sätze zeigen wir in den Übungen. Als erstes betrachten wir Initialtopologien.

4.5. Proposition. (1) Unterräume schwacher Hausdor↵-Räume sind schwach Hausdor↵.
Es sei X 2 kwH und A ⇢ X ein Unterraum, dann ist kA ! X stetig und erfüllt die
charakteristische Eigenschaft eines Unterraums aus Satz 1.43 in kwH.

(2) Das Produkt schwacher Hausdor↵-Räume ist schwach Hausdor↵. Für eine Familie (Xi)i2I
in kwH erfüllt der Raum k

Q

i2I Xi die universelle Eigenschaft aus Satz 1.46 in kwH.
(3) Es sei (Xn)n2N eine Folge schwacher Hausdor↵-Räume mit Abbildungen fn : Xn ! Xn�1

für n > 0, dann ist der (inverse) Limes

X = lim
 �

Xn =

⇢

(xn)n 2
Y

n2N
Xn

�

�

�

�

fn(xn) = xn�1 für alle n > 0

�

schwach Hausdor↵, und kX zusammen mit den Abbildungen

pk : kX ! Xk , pk((xn)n) = xk ,

erfüllt die universelle Eigenschaft des Limes, das heißt für alle Räume Y in kwH mit
stetigen Abbildungen qk : Y ! Xk, so dass fk � qk = qk�1 für alle k > 0, existiert eine
eindeutige Abbildung q : Y ! kX, so dass qk = pk � q für alle k.

Beweis. Zu (1) siehe Übungen 4.46 (3) und 4.48 (2). Zu (2) siehe Übungen 4.46 (3) und 4.48 (3).
Zu (3) siehe Übung 4.54. ⇤

Zu (3) betrachte das Diagramm

Y

X
0

X
1

. . .

kX .

f
1

q

p
0

p
1

q
0

q
1

Ein Beispiel hierzu findet sich in Übung 4.55. In Wirklichkeit ist der Begri↵ des (inversen) Limes
wesentlich allgemeiner; Produkte und Pullbacks sind weitere Spezialfälle. Es folgen Finaltopologien.
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4.6. Proposition. (1) Topologische Summen (disjunkte Vereinigungen) kompakt erzeug-
ter Räume sind wieder kompakt erzeugt. Disjunkte Vereinigungen schacher Hausdor↵-
Räume sind wieder schwach Hausdor↵.

(2) Quotienten kompakt erzeugter Räume sind wieder kompakt erzeugt. Sei q : X ! Y surjektiv
und X schwach Hausdor↵, dann ist die Quotiententopologie auf Y genau dann schwach
Hausdor↵, wenn (q ⇥ q)�1(�Y ) ⇢ k(X ⇥X) abgeschlossen ist.

Beweis. Zu (1) siehe Übung 4.49 (1) und (3). Zu (2) siehe Übung 4.49 (1) und (4). ⇤

Kolimiten sind nicht ganz so leicht zu haben — hier könnte die schwache Hausdor↵-Eigenschaft
verletzt sein. Daher braucht man einen Funktor, der sie wieder herstellt. Es sei X kompakt erzeugt.
Dann gibt es eine minimale abgeschlossene Teilmenge R ⇢ X ⇥ X, die eine Äquivalenzrelation
darstellt. Der Quotient hX von X nach dieser Relation liegt in kwH, siehe Übung 4.51, in der auch
das folgende Resultat bewiesen wird.

4.7. Proposition. Es sei X kompakt erzeugt und q : X ! hX die Quotientenabbildung. Dann
gibt es zu jedem Raum Y in kwH und jeder stetigen Abbildung f : X ! Y eine eindeutige stetige
Abbildung f̄ : hX ! Y mit f = f̄ �q. Insbesondere erhalten wir einen Funktor h : kTop ! kwH. ⇤

4.8. Folgerung. Es sei (Xn)n2N eine Folge in kwH, und für i  j sei fij : Xi ! Xj eine
stetige Abbildung, so dass fik = fjk � fij für alle i  j  k. Dann erfüllt der Raum h lim

�!
Xn die

universelle Eigenschaft eines Kolimes aus Folgerung 1.76. ⇤
Ein Beispiel dazu findet sich in Übung 4.52.

4.b. Das Exponentialgesetz

Wir kommen jetzt zum Raum der stetigen Abbildungen, siehe auch Abschnitt 1.f. Um den
topologischen Aufwand gering zu halten, führen wir den Begri↵ der abgeschlossenen monoidalen
Kategorie ein. Um den abstrakten Aufwand in Grenzen zu halten, begnügen wir uns mit einer
relativ einfachen Version, die für den Anfang ausreicht.

4.9. Definition. Eine monoidale Kategorie (C,⌦, E) ist eine Kategorie C mit

• einem Funktor ⌦ : C ⇥ C ! C, dem Tensorprodukt,
• einem Einheitsobjekt E, und
• natürlichen Isomorphismen

↵X,Y,Z : (X ⌦ Y )⌦ Z
⇠
=�! X ⌦ (Y ⌦ Z) ,

�X : E ⌦X
⇠
=�! X und ⇢X : X ⌦ E

⇠
=�! X ,

so dass für alle Objekte X, Y , Z, W die folgenden Axiome gelten:

↵X,Y,Z⌦W � ↵X⌦Y,Z,W = (idX ⌦ ↵Y,Z,W ) � ↵X,Y⌦Z,W � (↵X,Y,Z ⌦ idW ) , (1)

⇢X ⌦ idY = (idX ⌦ �Y ) � ↵X,E,Y . (2)

Eine (rechts-) abgeschlossene monoidale Kategorie C ist eine monoidale Kategorie mit

• einem Objekt hom(Y, Z) und
• einem Morphismus evY,Z : hom(Y, Z)⌦ Y ! Z

für je zwei Objekte Y , Z, so dass zu jedem Morphismus f : X ⌦ Y ! Z ein eindeutiger Morphis-
mus g : X ! hom(Y, Z) existiert mit

f = evY,Z � (g ⌦ idY ) : X ⌦ Y ! Z . (3)
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Eine kartesisch abgeschlossene Kategorie ist eine abgeschlossene monoidale Kategorie, bei der
das Tensorprodukt ein Produkt im Sinne von Bemerkung 1.47 ist und das Einheitsobjekt mit dem
terminalen Objekt übereinstimmt.

Zu den Eigenschaften (1)–(3) gehören die kommutativen Diagramme

(X ⌦ Y )⌦ (Z ⌦W )

((X ⌦ Y )⌦ Z)⌦W X ⌦ (Y ⌦ (Z ⌦W ))

(X ⌦ (Y ⌦ Z))⌦W X ⌦ ((Y ⌦ Z)⌦W ) ,

↵
X⌦Y,Z,W

↵
X,Y,Z⌦W

↵
X,Y,Z

⌦id
W

↵
X,Y ⌦Z,W

id

X

⌦↵
Y,Z,W

(X ⌦ E)⌦ Y X ⌦ (E ⌦ Y ) X ⌦ Y hom(Y, Z)⌦ Y

und

X ⌦ Y Z .

↵
X,E,Y

⇢
X

⌦id
Y

id

X

⌦�
Y

g⌦id
Y

f ev

Y,Z

Die Eigenschaften (1) und (2) besagen, dass die Isomorphieklassen der Objekte von C eine
”
große“

Halbgruppe oder auch Monoid bilden (
”
groß“ bedeutet, dass der Träger eine echte Klasse sein kann).

Man nennt eine Kategorie streng monoidal, wenn (X⌦Y )⌦Z = X⌦(Y ⌦Z) und E⌦X = X = X⌦E
für alle Objekte X, Y und Z gelten, und ↵X,Y,Z �X und ⇢X jeweils die Identitäten dieser Objekte
sind. Die meisten naiv konstruierten monoidalen Kategorien sind nicht streng monoidal, aber mit
einer Art Auswahlaxiom lässt sich zu jeder monoidalen Kategorie eine äquivalente streng monoidale
Kategorie konstruieren.

Eigenschaft (3) heißt die universelle Eigenschaft des internen hom-Funktors hom. In der Tat
kann man zeigen, dass hom ein im ersten Argument kontravarianter und im zweiten Argument
kovarianter Funktor ist, siehe Übung 4.56.

”
Intern“ bedeutet hier, dass hom(Y, Z) im Gegensatz

zu HomC(Y, Z) ein Objekt der Kategorie C ist.

4.10. Beispiel. Wir geben eine Liste uns bekannter Kategorien mit verschiedenen monoidalen
Strukturen an. Jeder der folgenden Kategorien ist jeweils monoidal

• mit Koprodukt und initialem Objekt,
• mit Produkt und terminalem Objekt, beziehungsweise
• mit Tensorprodukt und Einheitsobjekt (falls definiert),

wir erhalten also pro Zeile bis zu drei verschiedene monoidale Kategorien, und nur in zwei Fällen
ist das abstrakte Tensorprodukt aus Definition 4.9 tatsächlich ein Tensorprodukt.

Kategorie Koprodukt Initiales Produkt Terminales Tensor- Einheits-
Objekt Objekt produkt objekt

Set t ; ⇥ pt ⇥ pt
Set

+

_ pt ⇥ pt ^ S0

Grp ⇤ {e} ⇥ {e} — —
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Ab � 0 � 0 ⌦ Z
Veck � 0 � 0 ⌦ k
Top t ; ⇥ pt (⇥) (pt)
Top

+

_ pt ⇥ pt (^) (S0)
kwH t ; ⇥ pt ⇥ pt
kwH

+

_ pt ⇥ pt ^ S0

All diese Beispiele sind sogar symmetrische monoidale Kategorien, das heißt, es gibt natürliche Iso-
morphismen ⌧X,Y : X⌦Y ! Y ⌦X, die gewisse Zusatzaxiome erfüllen, auf die wir aus Zeitgründen
nicht eingehen wollen.

(1) Die Kategorie (Set ,⇥, pt) ist kartesisch abgeschlossen. Das haben wir im Beweis von
Satz 1.60 bereits ausgenutzt. Für die Kategorie (Set

+

,^, S0) der punktierten Mengen
verwenden wir die gleiche Notation wie für Top

+

. Sie ist abgeschlossen monoidal, aber das
kartesische Produkt

”
⇥“ ist nicht das Tensorprodukt

”
^“.

(2) Die Kategorien Ab = ModZ und allgemeiner ModR für einen kommutativen Ring R mit 1
sind abgeschlossen monoidal, denn die linearen Abbildungen zwischen zwei R-Moduln
bilden selbst wieder einen R-Modul. Im Spezialfall eines Körpers R = k gilt ModR = Veck.

Wir kennen die folgende charakteristische Eigenschaft des Tensorproduktes. Es gibt
eine bilineare Abbildung ⌦ : X ⇥ Y ! X ⌦ Y , und zu jeder bilinearen Abbildung B : X ⇥
Y ! Z gibt es eine eindeutige lineare Abbildung b : X ⌦ Y ! Z, so dass B = b � ⌦.

Mit dem internen hom-Funktor können wir jede bilineare Abbildung X⇥Y ! Z durch
einen Morphismus X ! hom(Y, Z) ersetzen. Aus diesem Grund trägt das Produkt in einer
abgeschlossenen monodialen Kategorie den Namen

”
Tensorprodukt“.

(3) In der Unterkategorie fdVeck ⇢ Veck der endlich-dimensionalen Vektorräume gibt es einen
Dualitätsfunktor X 7! X⇤ = hom(X, k), so dass hom(X,Y ) ⇠= X⇤ ⌦ Y . In den anderen
obigen Beispielen gibt es so etwas jedoch nicht.

(4) Die Kategorien (Top,⇥, pt) und (Top
+

,^, S0) sind monoidal. Für Top
+

haben wir das
in Bemerkung 3.74 angedeutet. Beide Kategorien sind nicht abgeschlossen, da einzelne
Punkte im Exponentialgesetz 1.60 nicht ohne Voraussetzungen gelten.

(5) Die Kategorien kwH und kwH
+

sind nach Satz 4.14 und Folgerung 4.16 abgeschlossen
und monoidal. Zur Bedeutung der Symbole

”
⇥“ und

”
^“ siehe 4.15.

4.11. Bemerkung. Wir können umgekehrt abgeschlossene Kategorien (C, hom, E) als Katego-
rien mit Einheitsobjekt E, internem hom-Funktor hom und gewissen natürlichen Transformatio-
nen betrachten. In diesem Zusammenhang formulieren wir die universelle Eigenschaft des Tensor-
produktes. Es gibt einen Morphismus ⌦X,Y : X ! hom(Y,X ⌦ Y ), so dass zu jedem f : X !
hom(Y, Z) ein eindeutiger Morphismus F : X ⌦ Y ! Z mit f = hom(Y, F ) � ⌦X,Y existiert.

X hom(Y,X ⌦ Y )

hom(Y, Z) .

⌦
X,Y

f
hom(Y,F )

In jeder abgeschlossenen monoidalen Kategorie gilt diese universelle Eigenschaft, siehe Übung 4.57.

4.12.Bemerkung. In einer Kategorie sind Objekte üblicherweise abstrakt, keine Mengen, deren
Elemente man (mit der Sprache der Kategorien) erkennen könnte. Man kann also auch Morphismen
nicht als Zuordnungsvorschriften interpretieren. In abgeschlossenen monoidalen Kategorien geht
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all das jedoch. Dazu wollen wir annehmen, dass unsere Kategorien lokal klein sind, das heißt,
dass HomC(X,Y ) für alle X, Y eine Menge ist.

Sei C zunächst nur monoidal. Jedem Objekt X können wir die Menge |X| = HomC(E,X) zuord-
nen. Wenn E das initiale Objekt (und ⌦ das Koprodukt) ist, hat diese Menge stets nur ein Element.
In (Set ,⇥, pt) und (Top,⇥, pt) hingegen entsprechen die Bildpunkte von Morphismen pt! X genau
den (mengentheoretisch definierbaren) Elementen von X. In (Ab,⌦,Z) und (Veck,⌦, k) identifizie-
ren wir einen Morphismus E ! X mit dem Bild von 1 2 E. In (Set

+

,^, S0) und (Top
+

,^, S0)
betrachten wir das Bild desjenigen Punktes in S0, der nicht Basispunkt ist. In diesen Fällen ist |X|
stets die dem Objekt X zugrundeliegende Menge.

Ab jetzt sei C abgeschlossen. Für X = E erhalten wir mit Definition 4.9 (3) eine bijektive
Abbildung

HomC(Y, Z)
��

X�! HomC(E ⌦ Y, Z) ⇠= HomC
�

E, hom(Y, Z)
�

= |hom(Y, Z)| ,

da �X ein Isomorphismus ist. Also entspricht hom(Y, Z) der Menge HomC(Y, Z). Um Morphismen
auf Elementen auszuwerten, benutzen wir die Komposition � von Morphismen in C:

|hom(Y, Z)|⇥ |Y | ⇠= HomC(Y, Z)⇥HomC(E, Y )
��! HomC(E,Z) = |Z| .

Wir erhalten also eine Abbildung |hom(Y, Z)|! HomSet(|Y | , |Z|), und man kann überprüfen, dass
das einen Funktor | · | : C ! Set liefert. In den obigen Beispielen ist | · | natürlich isomorph zum
vergesslichen Funktor, der jedem Objekt die zugrundeliegende Menge zuordnet.

Sei schließlich C zusätzlich punktiert, das heißt, es gibt ein Nullobjekt 0, also eines, das gleich-
zeitig initial und terminal ist. Dann erhalten wir einen Funktor | · | : C ! Set

+

, dabei repräsentiert
der Nullmorphismus E ! 0! X den Basispunkt von |X|.

4.13. Satz (Abstraktes Exponentialgesetz). In jeder abgeschlossenen monoidalen Kategorie
existiert ein natürlicher Isomorphismus

hom(X ⌦ Y, Z) ⇠= hom(X, hom(Y, Z)) .

Beweis. Wir benutzen die Assoziativität des Tensor-Produktes und die universelle Eigenschaft
des internen hom-Funktors, um Abbildungen �X,Y,Z und �X,Y,Z zu definieren durch die Diagramme

hom(X ⌦ Y, Z)⌦X ⌦ Y hom(X, hom(Y, Z))⌦X ⌦ Y

Z hom(Y, Z)⌦ Y ,

�
X,Y,Z

⌦id
X⌦Y

�0
X,Y,Z

⌦id
Y

ev

X⌦Y,Z

ev

X,hom(Y,Z)

⌦id
Y

ev

Y,Z

hom(X, hom(Y, Z))⌦X ⌦ Y hom(X ⌦ Y, Z)⌦X ⌦ Y

hom(Y, Z)⌦ Y Z .

�
X,Y,Z

⌦id
X⌦Y

ev

X,hom(Y,Z)

⌦id
Y

ev

X⌦Y,Z

ev

Y,Z
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Wir setzen Teile der obigen Diagramme entlang evY,Z � (evX,hom(Y,Z)

⌦ idY ) aneinander. Dann
folgt �X,Y,Z � �X,Y,Z = id

hom(X⌦Y,Z)

mit der Eindeutigkeitsaussage in Definition 4.9 (3):

hom(X ⌦ Y, Z)⌦X ⌦ Y hom(X, hom(Y, Z))⌦X ⌦ Y

Z hom(X ⌦ Y, Z)⌦X ⌦ Y .

�
X,Y,Z

⌦id
X⌦Y

�
X,Y,Z

⌦id
X⌦Y

ev

X⌦Y,Z

ev

X⌦Y,Z

id

hom(X⌦Y,Z)

⌦id
X⌦Y

Als Zwischenschritt zeigen wir �0X,Y,Z � (�X,Y,Z ⌦ idX) = evX,hom(Y,Z)

mit dem Diagramm

hom(X, hom(Y, Z))⌦X ⌦ Y hom(X ⌦ Y, Z)⌦X ⌦ Y

Z hom(Y, Z)⌦ Y .

�
X,Y,Z

⌦id
X⌦Y

�0
X,Y,Z

⌦id
Y

ev

X,hom(Y,Z)

⌦id
Y

ev

Y,Z

�
(ev

X,hom(Y,Z)

⌦id
Y

)

ev

Y,Z

Jetzt folgt auch �X,Y,Z � �X,Y,Z = id
hom(X,hom(Y,Z))

, indem wir Hälften der ersten zwei Diagramme
entlang �0X,Y,Z � (�X,Y,Z ⌦ idX) = evX,hom(Y,Z)

zusammensetzen:

hom(X, hom(Y, Z))⌦X hom(X ⌦ Y, Z)⌦X

hom(Y, Z) hom(X, hom(Y, Z))⌦X .

�
X,Y,Z

⌦id
X

�
X,Y,Z

⌦id
X

id

hom(X,hom(Y,Z))

⌦id
X

ev

X,hom(Y,Z)

ev

X,hom(Y,Z) ⇤

4.14. Satz. Die Kategorie kwH ist kartesisch abgeschlossen.

Insbesondere gilt in kwH das Exponentialgesetz wie in Satz 1.60, aber ohne zusätzliche Vor-
aussetzungen an die beteiligten Räume.

Beweis. Man überprüft leicht, dass das kompakt erzeugte Produkt aus Proposition 4.5 asso-
ziativ ist mit Einheitsobjekt pt, somit ist (kwH, k( · ⇥ · ), pt) eine monoidale Kategorie.

Als internes hom-Objekt zu Y , Z definieren wir

hom(Y, Z) = kC(Y, Z) ,

wobei C(Y, Z) wie immer die kompakt-o↵ene Topologie trage. Es bleibt zu zeigen, dass kC(Y, Z)
schwach Hausdor↵sch ist. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von imF ⇢ kC(Y, Z) für alle Kompak-
ta K und alle F : K ! kC(Y, Z). Für alle Kompakta L und alle Testabbildungen G : L! kC(Y, Z)
muss also G�1(imF ) ⇢ L abgeschlossen sein. Betrachte jetzt die zugehörigen Abbildungen f : K ⇥
Y ! Z und g : K⇥Y ! Z sowie ◆y : k(K⇥L)! k(K⇥Y ⇥L⇥Y ) mit ◆y(k, `) = (k, y, `, y), dann
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gilt

G�1(imF ) =
�

` 2 L
�

� es gibt k 2 K mit f(k, y) = g(`, y) 2 Z für alle y 2 Y
 

= ⇡L
\

y2Y
◆�1y (f ⇥ g)�1(�Z) .

Da Z schwach Hausdor↵ ist, ist �Z ⇢ k(Z⇥Z) abgeschlossen, also auch ◆�1y (f⇥g)�1(�Z) ⇢ k(K⇥
L) = K ⇥ L. Somit ist G�1(imF ) das Bild einer abgeschlossenen, mithin kompakten Teilmenge
von K ⇥ L, und somit selbst kompakt, also auch abgeschlossen in L, was zu zeigen war.

Als nächstes definieren wir evY,Z : k(kC(Y, Z)⇥Y )! Z wie in Satz 1.60 (5). Es sei K kompakt
und f : K ! k(kC(Y, Z) ⇥ Y ) stetig, insbesondere sind f

1

: K ! C(Y, Z) und f
2

: K ! Y stetig.
Zu zeigen ist, dass evY,Z � f stetig ist. Sei dazu U ⇢ Z o↵en, dann betrachte

V =
�

evY,Z � f
��1

(U) =
�

x 2 K
�

� f
1

(x)
�

f
2

(x)
�

2 U
 

.

Sei x 2 V . Da f
1

(x) : Y ! Z und f
2

stetig sind, existiert eine kompakte Umgebung L ⇢ K von x,
so dass f

2

(L) ⇢ (f
1

(x))�1(U). Sei Sf
2

(L),U die zugehörige Subbasismenge der kompakt o↵enen
Topologie wie in Definition 1.57, dann folgt insbesondere f

1

(x) 2 Sf
2

(L),U . Da f
1

stetig ist, erhalten

wir eine Umgebung f�1
1

�

Sf
2

(L),U

�

\ L ⇢ V von x, also ist V o↵en und evY,Z � f stetig.
Sei jetzt f : k(X ⇥ Y ) ! Z stetig gegeben, dann definieren wir g : X ! kC(Y, Z) wie in

Satz 1.60. Um zu zeigen, dass g stetig ist, betrachten wir eine Testabbildung h : K ! X mit K
kompakt. Es sei L ⇢ Y kompakt mit Einbettungsabbildung ◆ : L ! Y und U ⇢ Z o↵en, dann ist
zu zeigen, dass h�1g�1SL,U in K o↵en ist. Dazu sei

p 2 h�1g�1SL,U =
�

q 2 K
�

� f
�

h(q), ◆(`)
�

2 U für alle ` 2 L
 

und V =
�

f � (h⇥ ◆)
��1

(U) ⇢ K ⇥ L .

Da f stetig ist, ist f � (h⇥ ◆) : K⇥L! Z ebenfalls stetig, also ist V o↵en. Da h(p)⇥L ⇢ V und L
kompakt ist, gibt es eine o↵ene Teilmenge W ⇢ K mit W ⇥L ⇢ V . Es folgt p 2W ⇢ h�1g�1SL,U ,
also ist h�1g�1SL,U o↵en, und g � h und g sind stetig. Außerdem ist g bereits als Abbildung von
Mengen eindeutig bestimmt. Damit sind alle Axiome aus Definition 4.9 überprüft. ⇤

4.15.Notation. Im Folgenden werden wir oft — manchmal stillschweigend — in kwH arbeiten.
Dann verwenden wir die üblichen Symbole für Produkte, Koprodukte, Unterräume, Quotienten,
Limites, Kolimites, Abbildungsräume und ähnliches für die in den Propositionen 4.5, 4.6, Satz 4.14
und Folgerungen 4.8, 4.16 angebenen Konstruktionen. Beispielsweise schreiben wirX⇥Y undX^Y
anstelle von k(X ⇥ Y ) und k(X ^ Y ). Für gut punktierte Räume X, Y in kwH

+

schreiben wir

Y X = k
�

f 2 kC(X,Y )
�

� f(x
0

) = y
0

 

⇢ kC(X,Y ) .

Im nicht punktierten Fall sei Y X
+ = kC(X,Y ) auch dann, wenn Y keinen Basispunkt besitzt.

Wenn Y = (Y, y
0

) punktiert ist, haben Y X und Y X
+ die konstante Abbildung auf y

0

als Basis-
punkt. Unter einer Einbettung verstehen wir eine injektive Abbildung, die ein Homöomorphismus
auf das mit der kompakt erzeugten Unterraum-Topologie versehene Bild ist. Nach Definition be-
zeichnet [X,Y ] die Menge der punktierten Homotopieklassen von Abbildungen, also die Wegzu-
sammenhangskomponenten von Y X . Daher erhalten wir die punktierte Menge

[X,Y ] = ⇡
0

(Y X) .

4.16. Folgerung. Die Kategorie
�

kwH
+

, k( · ^ · ), S0

�

der punktierten kompakt erzeugten
schwach-Hausdor↵-Räume ist abgeschlossen und monoidal. ⇤

Wir verstehen jetzt die letzten zwei Zeilen der Tabelle in Beispiel 4.10.
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4.c. CW-Komplexe und der Satz von Whitehead

Wir erinnern uns an die Konstruktion von CW-Komplexen in Abschnitt 1.i vor Definition 1.80.
Wir modifizieren diese Konstruktion wie folgt. Wie immer sei Sn�1 = @Dn und Bn = D̊n.

4.17. Definition. Ein Paar (X,A) heißt CW-Paar, wenn A in kwH liegt, und es Mengen Jn,
Räume Xn�1 und Verklebeabbildungen 'n

j : S
n�1 ! Xn�1 für alle n 2 N und alle j 2 Jn gibt,

wobei

X�1 = A , (1)

Xn =
⇣

a

j2Jn

Dn
⌘

['n Xn�1 für alle n 2 N , (2)

wobei 'n :
`

j2Jn

Sn�1 ! Xn�1 von den 'n
j induziert wird, und

X = lim
�!

Xn in Top . (3)

Ein punktierter CW-Komplex (X,x
0

) ist ein CW-Paar der Form (X, {x
0

}).
Die Räume Xn heißen n-Gerüste oder n-Skelette, die induzierten Abbildungen

�n
j : D

n ! Xn ,! X mit �n
j |Sn�1 = 'n

j

heißen charakteristische Abbildungen. Man nennt enj = �n
j (B

n) eine (o↵ene) und ēnj = �n
j (D

n) eine
abgeschlossene n-Zelle von X.

Die Topologie auf X ist wie in Definition 1.80 so gewählt, dass U ⇢ X genau dann o↵en ist,
wenn U \ A und U \ ēnj für alle n � 0 und alle j 2 Jn o↵en sind, beziehungsweise, wenn U \ A

und (�n
j )
�1(U) ⇢ Dn für alle n � 0 und alle j 2 Jn o↵en sind. Für einen beliebigen Raum Y ist

eine Abbildung f : X ! Y genau dann stetig, wenn f |A und alle f � �n
j : D

n ! Y stetig sind.
Im Fall A = ; erhalten wir die CW-Komplexe aus Definition 1.80 In Folgerung 4.4 haben wir

gesehen, dass die Kategorie kwH alle CW-Komplexe umfasst. Aus Proposition 4.6 und Folgerung 4.8
folgt, dass ein CW-Paar ebenfalls ein Paar in kwH ist, falls wir den Kolimes in kwH bilden. Hier
ist allerdings der

”
gewöhnliche“ Kolimes in Top gemeint, der Funktor h aus Proposition 4.7 wird

also nicht angewendet. Daher ist etwas mehr zu zeigen.

4.18. Proposition. Es sei (X,A) ein CW-Paar und K kompakt. Dann tri↵t für jede stetige
Abbildung f : K ! X das Bild im f nur endlich viele Zellen.

Insbesondere ist jede Zelle enj an nur endlich viele Zellen in Xn�1 angeklebt, da Sn�1 kompakt
ist. Außerdem ist jede kompakte Teilmenge von X in einem der Gerüste Xn enthalten.

Beweis. Für jedes n sei

J 0n =
�

j 2 Jn
�

� enj \ im f 6= ;
 

,

und für alle j 2 J 0n wählen wir knj 2 K, so dass xnj = f(knj ) 2 enj .
Zunächst zeigen wir per Induktion über n, dass alle J 0n endlich sind. Die Menge Ln = Xn\ im f

ist kompakt, da Xn ⇢ X abgeschlossen ist. Die Menge

Mn =
�

xmj
�

� m  n und j 2 J 0m
 

⇢ L

ist diskret, denn der Durchschnitt jeder Teilmenge mit Xn�1 sowie mit ēnj für alle j 2 Jn ist endlich
und daher abgeschlossen, da alle J 0m für m < n nach Induktionsvoraussetzung endlich sind. Nach
Definition der schwachen Topologie ist also jede Teilmenge vonMn abgeschlossen. Also istMn ⇢ Ln

diskret und abgeschlossen, also kompakt, und daher endlich.
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Die Menge

M =
�

xmj
�

� m 2 N und j 2 J 0m
 

⇢ im f

hat mit jedem Xn den abgeschlossenen Durchschnitt Mn, ist also selbst abgeschlossen. Das gleiche
gilt für jede ihrer Teilmengen, also ist auch M diskret und als Teilmenge von im f kompakt. Also
ist M endlich, was zu zeigen war. ⇤

4.19. Folgerung. Sei (X,A) ein CW-Paar, dann ist (X,A) ein Paar in kwH.

Insbesondere stimmt der Kolimes in Definition 4.17 (3) nach Folgerung 4.8 mit dem Kolimes
in kwH überein.

Beweis. Wenn U in der kompakt erzeugten Topologie o↵en ist, dann ist (�n
j )
�1(U) ⇢ Dn für

alle n und alle j 2 Jn o↵en, da Dn kompakt ist. Also ist U auch in der schwachen Topologie auf X
o↵en. Daher ist X kompakt erzeugt.

Es sei K kompakt und f : K ! X stetig. Da im f ⇢ Xn und Xn schwach Hausdor↵ ist, ist im f
abgeschlossen. Also ist X auch schwach Hausdor↵. ⇤

Da A nicht normal sein muss, können wir nicht erwarten, dass X wie in Satz 1.84 normal ist.
Als Ersatz dafür reicht für manche Zwecke das folgende Resultat.

4.20. Proposition. Es sei (X,A) ein CW-Paar, dann sind für alle m  n die Paare (X,Xn),
(Xn, Xm) und (Xm, A) abgeschlossene Kofaserungen.

Beweis. Da (Dn, Sn�1) eine abgeschlossene Kofaserung ist, ist auch
�

`

j2Jn

Dn,
`

j2Jn

Sn�1�

eine abgeschlossene Kofaserung. Aufgrund von Proposition 3.64 und Definition 4.17 (2) ist dann
auch

(Xn, Xn�1) =

✓

⇣

a

j2Jn

Dn
⌘

['n Xn�1, Xn�1
◆

eine abgeschlossene Kofaserung. Da X�1 = A, sind wegen Übung 3.123 (1) alle Paare (Xn, Xm)
und (Xm, A) abgeschlossene Kofaserungen, siehe dazu auch Übung 4.50.

Sei jetzt n � �1, sei Y ein weiterer Raum, und seien f : X ! Y und hn : Xn ⇥ I ! Y
mit f |Xn = hn|Xn⇥{0} wie in Definition 3.55 gegeben. Konstruiere induktiv hk : Xk ! Y I

+ mit der
Homotopieausdehnungseigenschaft, so dass das Diagramm

C(I, Y )

ev

0

✏✏
Xn �� //

h
n

22

Xn+1 �� //
h
n+1

33

· · · // X
f //

h

;;

Y

(4.1)

kommutiert. Aufgrund der Kolimes-Eigenschaft in Top existiert auch h. Da I lokalkompakt ist,
entspricht h nach Satz 1.60 (3) der gesuchten Homotopie X⇥I ! Y . Außerdem ist nach Definition
der Kolimes-Topologie in Top eine Teilmenge B ⇢ X genau dann abgeschlossen, wenn B \ Xn

in Xn für alle n abgeschlossen ist. Daher ist Xn ⇢ X abgeschlossen. ⇤

Wir erinnern uns an Unterkomplexe von CW-Komplexen aus Definition 1.85. Analog definieren
wir einen relativen Unterkomplex Y von (X,A) als einen abgeschlossenen Unterraum Y ⇢ X
mit A ⇢ Y , der sich als Vereinigung von A und o↵enen Zellen von X schreiben lässt. Das nächste
Resultat ist Übung 4.58.

4.21. Folgerung. Es sei Y ein Unterkomplex von (X,A), dann ist (X,Y ) eine Kofaserung.
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f
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h

2

( · ,1)
X

t

Abbildung 4.1. Eine Teleskop-Homotopie

Die folgende Definition geben wir nur der Vollständigkeit halber. Ein Retrakt einer Abbil-
dung f : A ! X ist eine Abbildung g : B ! Y zusammen mit Inklusionen i : B ! A, j : Y ! X
und Retraktionen r : A! B und s : X ! Y , so dass

r � i = idB , s � j = idY , f � i = j � g und g � r = s � f .

4.22.Definition. Ein Paar (Y,B) in kwH heißt Serre-Kofaserung, wenn es ein CW-Paar (X,A)
gibt, so dass (Y,B) ein Retrakt von (X,A) ist.

Wir verallgemeinern als nächstes Definition 1.88.

4.23. Definition. Es seien (X,A) und (Y,B) CW-Paare. Eine Abbildung f : (X,A)! (Y,B)
von Paaren heißt zellulär, wenn im(f |Xn) ⇢ Y n für alle n � �1 gilt. Die CW-Paare mit den zel-
lulären Abbildungen bilden eine Kategorie CWPair . Analog definieren wir Kategorien CW und CW

+

der nicht-punktierten und der punktierten CW-Komplexe mit zellulären Abbildungen.

4.24. Satz (Zelluläre Approximation). Jede Abbildung f : (X,A) ! (Y,B) von CW-Paaren
ist homotop zu einer zellulären Abbildung. Wenn f auf einem Unterkomplex Z von (X,A) bereits
zellulär ist, können zelluläre Abbildung und Homotopie relativ zu Z gewählt werden.

Beweis. Wir konstruieren zunächst durch Induktion über n, Homotopien hn : Xn⇥I ! Y Zelle
für Zelle und relativ zu Xn�1, so dass hn( · , 0) = hn�1( · , 1), und so dass hn( · , 1)|Xn zellulär ist.
Dabei sei h�1(x, · ) = f die stationäre Homotopie, wobei

”
�1“ hier nur ein Index ist. Da (X,Xn)

nach Proposition 4.20 eine Kofaserung ist, können wir hn zu hn : X ⇥ I ! Y ausdehnen.
Anschließend definieren wir eine

”
Teleskop-Homotopie“ h : X ⇥ I ! Y durch

h(x, t) =

(

hn(x, 1) falls x 2 Xn für n � �1 und t 2 [0, 2�n�1], und

hn
�

x, 2� 2n+1t)
�

falls x 2 X \Xn�1 für n � 0 und t 2 [2�n�1, 2�n].

Für jedes n ist diese Homotopie stationär auf Xn ⇥ [0, 2�n�1], siehe Abbildung 4.1, und daher
insbesondere stetig in der schwachen Topologie. Außerdem ist h( · , 1) = h0( · , 0) = h�1( · , 1) = f ,
und h( · , 0) ist zellulär.

Dann erhalten wir die zweite Aussage mit Folgerung 4.21, indem wir hn|Z⇥I auf allen Zellen
von Z stationär wählen.

Es sei jetzt n � 0, und hn�1 : X⇥I ! Y sei bereits konstruiert, so dass hn�1( · , 1)|Xn�1 zellulär
ist. Wegen Definition 4.17 (2) können wir hn|Xn festlegen, indem wir für jedes j 2 Jn unabhängig
Abbildungen hnj : D

n ⇥ I ! Y wählen, so dass das Diagramm

Dn ⇥0 //

�

n

j

✏✏

gn
j

((

Dn ⇥ I

hn

j

✏✏

Sn�1 ⇥ I
◆⇥id

Ioo

'n

j

� p
S

n�1

✏✏
X

hn�1

( · ,1) // Y Xn�1hn�1

( · ,1)|
X

n�1oo
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kommutiert, und hn dann mit Hilfe der Pushout-Eigenschaft auf Xn konstruieren.
Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung gnj = hn�1(�n

j ( · ), 1) : Dn ! Y relativ zu Sn�1 zu
einer Abbildung mit Bild in Y n homotop ist. Da Dn kompakt ist, tri↵t im gnj nur endlich viele
Zellen. Sei m die maximale Dimension einer Zelle in Y , die getro↵en wird, ohne Einschränkung
gelte m > n. Wieder wegen Definition 4.17 (2) dürfen wir gnj Zelle für Zelle von Y m auf Y m�1

”
herunterhomotopieren“.

Es seien also cm
1

, . . . , cmk ⇢ Y m die m-Zellen von Y , die noch getro↵en werden, und  m
k sei die

Verklebeabbildung von cmk . Betrachte Y 0 = Y m�1 [ cm
1

[ · · · [ cmk�1 und

Y 0 [ cmk =
�

(Dm \ {0}) [ m

k

Y 0
�

[Bm\{0} B
m .

Da Dn zusammenhängend ist, brauchen wir nur die Wegzusammenhangskomponente von Y 0 zu
betrachten, die im gnj enthält. Dann ist ((Dm \ {0}) [ m

k

Y 0, Bm \ {0}) ein 0-zusammenhängendes
und (Bm, Bm\{0}) ein (m�1)-zusammenhängendes Paar. Nach dem Ausschneidungssatz 3.38 und
Homotopieinvarianz ist die Abbildung

0 = ⇡n(B
m, Bm \ {0}) �⇣ ⇡n

�

Y 0 [ cmk , (Dm \ {0}) [ m

k

Y 0
� ⇠= ⇡n

�

Y 0 [ cmk , Y 0
�

surjektiv, da n  m � 1. Wir können also gnj relativ zu Sn�1 zu einer Abbildung homotopieren,
die cmk nicht tri↵t. Genauso verfahren wir mit den Zellen cmk�1, . . . , c

m
1

und erhalten eine Abbildung
mit Bild in Y m�1. Diesen Prozess setzen wir fort, bis wir eine Homotopie hnj von gnj relativ zu Sn�1

zu einer Abbildung mit Bild in Y n gefunden haben. ⇤
4.25. Folgerung. Es sei (X,A) ein CW-Paar mit X = lim

�!
Xn wie oben.

(1) Dann sind die Inklusionen ◆ : Xn ! X und ◆ : (Xn, A) ! (X,A) jeweils n-zusammen-
hängende Abbildungen.

(2) Wenn Jm+1 = · · · = Jn = ;, ist (X,Xm) ein n-zusammenhängendes Paar.

Beweis. Wir schreiben Sk als CW-Komplex ⇤ [Sk�1

Dk und wenden zelluläre Approximation
an. ⇤

4.26.Definition. Eine Abbildung f : (X,A)! (Y,B) zwischen Paaren heißt schwache (Homo-
topie-) Äquivalenz, wenn ⇡kf : ⇡k(X,A, x

0

) ! ⇡k(Y,B, f(x
0

)) für alle k 2 N und alle x
0

2 A ein
Isomorphismus ist.

Zwei Paare (X,A) und (Y,B) heißen schwach äquivalent, wenn es n � 0, Paare (Xi, Ai) für i = 0,
. . . , n mit X = X

0

und Y = Xn und (Zi, Ci) für i = 0, . . . , n � 1 und schwache Äquivalen-
zen fi : (Xi, Ai)! (Zi, Ci) und gi : (Xi+1

, Ai+1

)! (Zi, Ci) für 0  i < n gibt.
Analog definieren wir schwache Äquivalenz für Räume.

Somit bedeutet
”
schwache Äquivalenz“ das gleiche wie

”
n-zusammenhängende Abbildung“ für

alle n � 0.
O↵ensichtlich ist jede Homotopieäquivalenz eine schwache Äquivalenz, die Umkehrung muss

jedoch nicht gelten, siehe Beispiel 4.33. Um tatsächlich eine Äquivalenzrelation zu erhalten, haben
wir Symmetrie und Transitivität durch die Einführung von Zwischenschritten wie im folgenden
Diagramm sichergestellt:

(X,A) = (X
0

, A
0

)
f
0�! (Z

0

, C
0

)
g
0 � (X

1

, A
1

) �! · · · �! (Zn�1, Cn�1)
g
n�1 � (Xn, An) = (Y,B) .

In Übung 4.59 sehen wir, wie man diese Situation mit Hilfe von Satz 4.32 unten etwas vereinfachen
kann.

4.27. Satz (Whitehead). Jede schwache Äquivalenz f : (Y,A)! (X,A) von CW-Paaren relativ
zu A ist eine Homotopieäquivalenz. Wenn die Inklusion ◆ : Y ! X eines relativen Unterkomplexes
von (X,A) eine schwache Äquivalenz ist, dann ist Y ein Deformationsretrakt von X.
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In der ersten Aussage dürfen wir nicht von Abbildungen (Y,B)! (X,A) sprechen, denn bereits
für Abbildungen f : (B,B) ! (A,A) kann sie falsch sein. Um zu zeigen, dass schwach äquivalente
CW-Komplexe homotopieäquivalent sind, müssen wir später noch sicherstellen, dass die Räume Xi

und Zi in Definition 4.26 alle als CW-Komplexe gewählt werden können.

Beweis. Es sei f : (Y,A)! (X,A) eine stetige Abbildung relativ zu A, die wir nach Satz 4.24
als zellulär voraussetzen dürfen. Es sei Zf der Abbildungszylinder aus Definition 3.56. Da f |A = idA,
enthält Zf den Abbildungszylinder A ⇥ I von idA als Unterraum. Wir definieren den relativen
Abbildungszylinder ZAf als Pushout

Zf // ZAf

A⇥ I
?�

OO

// A ,
?�

OO

induziert von der Projektion A ⇥ I ! A. Wir betrachten (ZAf,A) als CW-Paar mit Unter-
paar (X,A), so dass (ZAf,X) zu jeder m-Zelle cmk von Y eine m-Zelle cmk ⇥ {0} und eine (m+ 1)-
Zelle cmk ⇥ (0, 1) ⇢ ZAf enthält. Man beachte, dass der Rand der letzteren im m-Gerüst von ZAf
liegt. Die Inklusion ◆ : Y ! ZAf mit ◆(y) = (y, 0) und die Projektion p : ZAf ! X mit [(y, t)] 7!
[f(y)] sind dann ebenfalls zellulär.

Wir erhalten f als zusammengesetzte Abbildung

Y
◆

,�! ZAf
p
�⇣ X .

Da p eine Deformationsretraktion ist, ist mit f auch ◆ eine schwache Äquivalenz. Aus der zweiten
Behauptung folgt dann, dass Y ein Deformationsretrakt von ZAf ist, insbesondere ist f dann auch
eine Homotopieäquivalenz.

Zur zweiten Behauptung konstruieren wir induktiv Homotopien hn : (Xn [ Y )⇥ I ! X relativ
zu Y , so dass hn( · , 0) = id, im(hn( · , 1)) ⇢ Y , und hn|

(Xn�1[Y )⇥I = hn�1. Im Falle n = 0 besagt
unsere Voraussetzung, dass jede Zusammenhangskomponente von X einen Punkt aus Y enthält,
und wir wählen h0(x, · ) als Pfad in X von x nach Y 0 für alle x 2 X0 \ Y 0.

Wir nehmen jetzt an, dass n � 1, und dass hn�1 = h|
(Xn[Y )⇥I bereits konstruiert ist. Für eine

n-Zelle enj von (X,Y ) suchen wir also eine Abbildung hnj : D
n ⇥ I ! X mit hnj ( · , 1) : Dn ! Y , so

dass das Diagramm

Dn

�

n

j

✏✏

⇥0 // Dn ⇥ I

hn

j

✏✏

Sn�1 ⇥ I? _oo

'n

j

⇥id
I

✏✏
Xn [ Y �

� // X (Xn�1 [ Y )⇥ I
hn�1

oo

kommutiert. Aufgrund des Homöomorphismus
�

Dn ⇥ {0} [ Sn�1 ⇥ I, Sn�1 ⇥ {1}
� ⇠= (Dn, Sn�1)

können wir hnj auch als Homotopie relativ zu Sn�1 von einer Abbildung (Dn, Sn�1) ! (X,Y ) zu

einer Abbildung nach Y verstehen. Da die Inklusion eine schwache Äquivalenz ist, schließen wir
aus der langen exakten Homotopiesequenz des Tripels (X,Y,A) aus Übung 3.112, dass

· · · � ⇡n�1(X,A)
⇠
= � ⇡n�1(Y,A)

@ � ⇡n(X,Y ) � ⇡n(X,A)
⇠
= � ⇡n(Y,A) � · · ·

Insbesondere ist ⇡n(X,Y ) = 0, und die gesuchte Abbildung hnj existiert. Mit Definition 4.17 (2)
induzieren die hnj die gesuchte Homotopie hn. Nach Definition der schwachen Topologie erhalten
wir unsere Homotopie h wie in Diagramm (4.1). ⇤
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4.28. Bemerkung. Für zwei schwach äquivalente Räume X und Y gibt es nach Definition 4.26
Isomorphismen ⇡k(X) ⇠= ⇡k(Y ) für alle k � 0; diese werden induziert von den Abbildungen fi und gi.
Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig. Dazu betrachten wir beispielsweise
die Räume

X = S2 ⇥ RP 3 und Y = RP 2 ⇥ S3 .

Beide Räume haben als universelle Überlagerung S2 ⇥ S3, und die isomorphe Fundamentalgrup-
pen Z/2. Dennoch werden wir später sehen, dass sie nicht homotopieäquivalent sind.

Als nächstes versuchen wir, einen beliebigen topologischen Raum durch einen CW-Komplex zu
ersetzen. Bis auf schwache Äquivalenz ist das möglich. Für spätere Anwendungen formulieren wir
den entsprechenden Begri↵ noch etwas allgemeiner.

4.29. Definition. Ein n-zusammenhängendes CW-Modell für ein punktiertes Paar (Y,A) ist
ein n-zusammenhängendes CW-Paar (X,A) zusammen mit einer Abbildung f : (X,A) ! (Y,A)
relativ zu A, so dass f⇤ : ⇡nX ! ⇡nY injektiv ist und f⇤ : ⇡kX ! ⇡kY ein Isomorphismus für
alle k > n.

Eine CW-Approximation eines Paares (Y,A) besteht aus einem CW-Paar (X,A) und einer
Abbildung f : (X,A) ! (Y,A) relativ zu A, so dass f⇤ : ⇡k(X,x

0

) ! ⇡k(Y, f(x0)) für alle k � 0
und alle x

0

2 X ein Isomorphismus ist.

Falls n � 1, faktorisiert die Abbildung ◆⇤ : ⇡n(A)! ⇡n(Y ) nach Voraussetzung als

◆⇤ : ⇡n(A) �⇣ ⇡n(X)
f⇤
,�! ⇡n(Y ) .

Aus dem Homomorphiesatz folgt, dass ⇡n(X) in natürlicher Weise isomorph ist zu im ◆⇤.

4.30. Bemerkung. Wir betrachten einen punktierten CW-Komplex (X,x
0

), somit ist A =
{x

0

}.
(1) Ein 0-zusammenhängendes CW-Modell von X ist beispielsweise die Zusammenhangskom-

ponente X
0

von X, die x
0

enthält.
(2) Ein 1-zusammenhängendes CW-Modell von X ist beispielsweise die universelle Überlage-

rung p : X̃
0

! X
0

, denn ⇡
1

(X̃
0

, x̃
0

) = ⇡
0

(X̃
0

, x̃
0

) = 0 und p⇤ : ⇡k(X̃0

, x̃
0

) ⇠= ⇡k(X0

, x
0

) ⇠=
⇡k(X,x

0

) nach Folgerung 3.26. Wir überlegen uns dazu, dass die universelle Überlagerung
eines CW-Komplexes wieder eine natürliche CW-Struktur trägt.

Daher nennt man in diesem Spezialfall ein n-zusammenhängende CW-Modell eines CW-Komplexes
auch eine

”
n-zusammenhängende Überlagerung“.

4.31. Beispiel. Es folgen einige konkrete Beispiele.

(1) Da ⇡k(S1) = 0 für alle k � 2 nach Beispiel 3.27, ist {⇤}! S1 ein n-zusammenhängendes
CW-Modell für alle n � 1.

(2) Nach Beispiel 3.33 liefert die Hopf-Faserung p : S3 ! S2 Isomorphismen p⇤ : ⇡k(S3) !
⇡k(S2) für alle k � 3. Also ist die Hopf-Faserung ein 2-zusammenhängendes CW-Modell
für S2.

Weitere Beispiele betrachten wir in Übung 4.60.

4.32. Satz (CW-Approximation). Zu jedem punktierten Paar (Y,A) und jedem n � 0 existiert
ein n-zusammenhängendes CW-Modell. Zu jedem Paar (Y,A) existiert eine CW-Approximation.

Sei f
1

: (X,A)! (Y,A) ein n-zusammenhängendes und f
2

: (Z,B)! (W,B) ein m-zusammen-
hängendes CW-Modell, mit n � m, wobei wir CW-Approximationen wie �1-zusammenhängende
CW-Modelle behandeln. Sei g : (Y,A)! (W,B) eine Abbildung, dann existiert eine zelluläre Abbil-
dung ` : (X,A)! (Z,B), so dass f

2

� ` relativ A zu g � f
1

homotop ist. Je zwei solche Abbildungen
sind relativ A homotop.
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Beweis. Für die erste Behauptung konstruieren wir ein CW-Paar (X,A) mit Xn = A und eine
Abbildung f : (X,A)! (Y,A) relativ zu A mit fn = f |Xn = f |A.

Sei jetzt k > n, und sei fk�1 : Xk�1 ! Y bereits konstruiert. Wir wählen zunächst eine Erzeu-
germenge Jk

1

von ker
�

fk�1
⇤ : ⇡k�1(Xk�1) ! ⇡k�1(Y )

�

falls k � 2. Falls k = 1, sei J1

1

stattdessen
die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X0, die den Basispunkt x

0

nicht enthalten.
Für jedes j 2 Jk

1

sei 'k
j : S

k�1 ! Xk�1 eine punktierte Abbildung, die das entsprechende Element

von ⇡k�1(Xk�1) darstellt. Da [fk�1 � 'k
j ] = 0 2 ⇡k�1(Y ), existiert eine Abbildung gkj : D

k ! Y

mit gkj |Sk�1

= fk�1 � 'k
j . Wir kleben eine Zelle ēkj mit 'k

j an Xk�1 an und setzen fk�1 durch fk
j

auf ēkj fort, so dass

Dk

�

k

j

//

gk
j

**Xk�1 [ ēkj
fk

j

// Y

Sk�1
?�

OO

'k

j // Xk�1 .
?�

OO

fk�1

::

Sei  k :
`

j2Jk

1

Sk�1 ! Xk�1 durch die 'k
j für j 2 Jk

1

induziert, dann setzen wir

Xk
1

=

✓

a

j2Jk

1

Dk

◆

[ k

Xk�1 und fk
1

= fk�1 [
[

j2Jk

1

fk
j : X

k
1

�! Y .

Im zweiten Schritt wählen wir eine Erzeugermenge Jk
2

von ⇡k(Y ) und Abbildungen fk
j : S

k !
(Y, y

0

), die die entsprechenden Elemente von ⇡k(Y ) repräsentieren. Als Verklebeabbildung für die
neuen k-Zellen wählen wir die konstante Abbildung Sk�1 ! {x

0

}! Xk�1. Jetzt sei Jk = Jk
1

t Jk
2

,
und wir erhalten

Xk = xk
1

_
_

j2Jk

2

Sk und fk = fk
1

_
_

j2Jk

2

fk
j : X

k �! Y .

Da die Abbildung fk�1 über fk faktorisiert, folgt im fk�1
⇤ ⇢ im fk

⇤ ⇢ ⇡j(Y ) für alle j. Nach Kon-
struktion ist fk

1⇤ : ⇡k�1(X
k
1

)! ⇡k�1(Y ) injektiv. Auf der anderen Seite ist die InklusionXk�1 ,! Xk

nach Folgerung 4.25 eine (k � 1)-zusammenhängende Abbildung, also folgt induktiv

im fk�1
⇤ = im fk

⇤ ⇢ ⇡j(Y ) für alle j  k � 1 ,

und ker fk
⇤ = 0 ⇢ ⇡j(X) für alle n  j  k � 1 .

Außerdem ist fk
⇤ : ⇡k(X)! ⇡k(Y ) nach Konstruktion surjektiv.

Wenn alle fk : Xk ! Y konstruiert sind, setzen wir schließlich

X = lim
�!

Xk und f = lim
�!

fk : X �! Y .

Aus Folgerung 4.25 und der obigen Konstruktion folgt, dass (X,A) ein n-zusammenhängendes Paar
ist, da Xn = A. Da ⇡k(X) = ⇡k(Xk+1) für alle k, ist f⇤ : ⇡k(X) ! ⇡k(Y ) injektiv für k = n und
ein Isomorphismus für alle k > n.

Für die zweite Behauptung erhalten wir X0 und f0 : X0 ! Y , indem wir zu jeder Wegzusam-
menhangskomponente Y

0

von Y , die keinen Punkt aus A enthält, einen Punkt y
0

2 Y
0

zu A hin-
zunehmen. Anschließend wählen wir für jede Wegzusammenhangskomponente von Y einen Punkt
aus X0 als Basispunkt, und verfahren dann weiter wie im obigen Beweis, beginnend bei k = 1.

Zur letzten Behauptung nehmen wir an, dass Xn = A falls n � 0. Andernfalls bilden wir wie
oben ein n-zusammenhängendes CW-Modell (X 0, A) von (X,A) mit X 0n = A. Nach dem Satz 4.27
von Whitehead sind (X 0, A) und (X,A) homotopieäquivalent relativ zu A, so dass wir (X,A)
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Abbildung 4.2. Das Topologische Huhn

durch (X 0, A) ersetzen dürfen. Außerdem nehmen wir an, dass Z !W eine Inklusionsabbildung ist,
die wir ◆ nennen. Andernfalls ersetzen wir (W,B) durch den relativen Abbildungszylinder (ZBf2, B),
der (W,B) als Deformationsretrakt enthält, und g durch die entsprechende Abbildung im Diagramm

(X 0, A)
⇠ //

`
✏✏

(X,A)

xx

f
1 // (Y,A)

✏✏

g

xx
(Z,B) �

� ◆ //

f
2

33(ZBf2, B) (W,B) .? _⇠oo

Da ◆⇤ : ⇡m(Z) ,! ⇡m(W ) injektiv ist und ◆⇤ : ⇡k(Z) ,! ⇡k(W ) ein Isomorphismus für alle k > m,
folgt ⇡k(W,Z) = 0 für alle k > m nach der langen exakten Sequenz 3.19. Im Falle m = �1 gilt das
bezüglich jedes Basispunkts in Z.

Jetzt können wir induktiv Zelle für Zelle eine Homotopie h : X ⇥ I ! W mit h( · , 0) = g � f
1

konstruieren, so dass h( · , 1) Werte in Z ⇢ W annimmt und zellulär ist. Nach Voraussetzung
gilt Xn = A, und wir setzen hn = (g � f

1

� pX)|A⇥I : A⇥ I ! B ⇢ Z.
Sei jetzt hk�1 : Xk�1 ⇥ I ! W bereits konstruiert, so dass im(hk�1( · , 1)) ⇢ Zk�1. Sei ēkj eine

k-Zelle von X. Ähnlich wie im Beweis des Satzes 4.27 von Whitehead betrachte

Dk ·⇥0 //

�

k

j

✏✏

Dk ⇥ I

✏✏

Sk�1 ⇥ I? _oo

('k

j

⇥id
I

)

✏✏
X

g�f
1 // W Xk�1 ⇥ I .

hk�1

oo

Wir erhalten also eine Abbildung

(Dk, Sk�1) ⇠= (Dk ⇥ {0} [ Sk�1 ⇥ I, Sk�1 ⇥ {1}) �! (W,Zk�1) .

Da m  n < k, gilt ⇡k(W,Z) = 0, und wie im Beweis der zellulären Approximation 4.24 können
wir die obige Abbildung so auf Dk⇥ I fortsetzen, dass ganz Dk⇥{1} nach Zk abgebildet wird. Auf
diese Weise setzen wir hk�1 auf ēkj ⇥ I ⇢ Xk ⇥ I fort und definieren hk Zelle für Zelle. Schließlich

leisten h = lim
�!

hk und ` = h( · , 1) das gewünschte.
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien `

0

, `
1

: X ! Z wie oben gegeben. Die zugehörigen Ho-
motopien h

0

, h
1

: X ⇥ I ! W liefern eine Homotopie relativ zu A von `
0

und `
1

als Abbildungen
nach W . Mit dem gleichen Trick wie oben können wir diese Homotopie relativ zu A⇥I [X⇥{0, 1}
Zelle für Zelle zu einer Homotopie zwischen `

0

und `
1

mit Werten in Z deformieren, was noch zu
zeigen war. ⇤
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4.33. Beispiel. Wir betrachten das topologische Huhn

Y =

⇢✓

2 + sin
2⇡2

'

◆

ei'
�

�

�

�

' 2 (0, 2⇡]

�

[ [1, 3] ⇢ C ,

siehe Abbildung 4.2, auch bekannt als polnischer Kreis. Die starken Oszillationen machen den Über-
gang von Punkten mit positivem Argument zur positiven reellen Achse zu einem unüberwindbaren
Hindernis für Abbildungen Sk ! Y , somit ist ⇡k(Y ) = 0 für alle k. Eine CW-Approximation wäre
demnach ein einzelner Punkt X = {x

0

}, den wir auf y
0

abbilden. Dass X ! Y keine Homoto-
pieäquivalenz ist, sehen wir daran, dass es eine nicht-zusammenziehbare Abbildung Y ! S1 gibt,
gegeben durch z 7! z

|z| . Da alle CW-Approximationen nach Satz 4.32 homotopieäquivalent sind,
sagen wir, dass Y nicht den Homotopietyp eines CW-Komplexes hat. Wir haben jetzt also auch ein
Beispiel von schwach äquivalenten, aber nicht homotopieäquivalenten Räumen.

In Übung 4.59 können wir jetzt zeigen, dass je zwei schwach äquivalente CW-Komplexe ho-
motopieäquivalent sind, und dass schwach äquivalente topologische Räume homotopieäquivalente
CW-Approximationen besitzen.

4.34. Bemerkung. Die Sätze 4.24, 4.27 und 4.32 zusammen erklären die Rolle der Homotopie-
gruppen und der CW-Komplexe in der Homotopietheorie.

(1) Zu jedem topologischen Raum Y gibt es eine CW-Approximation f
1

: X ! Y , und zu
jedem Morphismus g : Y ! W und jeder CW-Approximation f

2

: Z ! W gibt es bis auf
Homotopie einen entsprechenden Morphismus ` : X ! Z. Wenn wir eine

”
Homotopieka-

tegorie der topologischen Räume bis auf schwache Äquivalenz“ definieren könnten, wäre
sie durch CW-Approximation äquivalent zur Homotopiekategorie der CW-Komplexe mit
zellulären Abbildungen.

(2) Umgekehrt zeigt Beispiel 4.33 zwar, dass alle Homotopiegruppen ⇡k zusammen nicht aus-
reichen, um bei einer Abbildung f : X ! Y zwischen topologischen Räumen zu erkennen,
dass sie keine Homotopieäquivalenz ist. Die Homotopiegruppen sind dazu aber mächtig ge-
nug, wenn X und Y zu CW-Komplexen homotopieäquivalent sind. Also könnten wir statt
der Kategorie kwH die

”
topologischen Räume vom Homotopietyp von CW-Komplexen“

(also zu CW-Komplexen homotopieäquivalente Räume) als
”
angenehme“ Kategorie topo-

logischer Räume zu benutzen, und alle anderen Räume als
”
pathologisch“ anzusehen. So

weit wollen wir nicht gehen; wir werden stattdessen die Kategorie CW der CW-Komplexe
und zellulären Abbildungen als eine sehr wichtige Unterkategorie von kwH ⇢ Top ansehen.

Letztlich sollte es nicht allzusehr verwundern, dass CW-Komplexe und Homotopiegruppen so gut
zusammenarbeiten: Homotopiegruppen basieren auf dem Verhalten von Abbildungen der Paa-
re (Dk, Sk�1) in topologische Räume, und CW-Komplexe sind aus genau diesen Paaren zusam-
mengebaut.

Als letztes in diesem Abschnitt wollen wir uns überlegen, welche der Standardkonstruktionen
aus CW-Komplexen wieder CW-Komplexe machen.

4.35. Proposition. Die folgenden Konstruktionen mit CW-Konstruktion in der Kategorie kwH
liefern wieder CW-Komplexe:

(1) beliebige Koprodukte,
(2) Pushouts entlang zellulärer Abbildungen von einem Unterkomplex in einen anderen CW-

Komplex,
(3) Kolimiten von Inklusionen von Unterkomplexen,
(4) Produkte und reduzierte Produkte endlich vieler CW-Komplexe.

In (4) dürfen wir nicht mit dem gewöhnlichen topologischen Produkt arbeiten.
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Beweis. In jedem der Punkte (1)–(4) findet sich eine natürliche CW-Struktur auf dem neu
konstruierten Raum. In (1)–(3) liefern die universellen Eigenschaften, dass diese CW-Struktur die
gleiche Topologie induziert wie die universelle Konstruktion. Die Details sind Übung 4.61.

Wir führen daher nur den Beweis von (4) vor. Dazu seien X und Y CW-Komplexe mit charak-
teristischen Abbildungen (�n

j : D
n ! X)n,j2Jn und ( n

k : D
n ! Y )n,k2Kn . Es bezeichne X ⇥Y das

kwH-Produkt beider Räume, und es bezeichne Z den CW-Komplex auf der Trägermenge vonX⇥Y
mit den charakteristischen Abbildungen

�

�p
j ⇥ 

q
k : D

n ⇠= Dp ⇥Dq ! Z
�

p+q=n,
j2Jp,k2Jq

.

Wir betrachten zunächst die Identität f = id: Z ! X ⇥ Y . Da alle �p
j : D

p ! X und al-

le  q
k : D

q ! Y stetig sind, sind auch alle Abbildungen

f � (�p
j ⇥ 

q
k) : D

n �! X ⇥ Y

stetig. Damit ist f selbst nach Definition der schwachen Topologie auf Z ebenfalls stetig.
Fixiere jetzt k 2 Jq. Für jedes j 2 Jp induziert die charakteristische Abbildung �p

j ⇥ 
q
k von Z

eine stetige Abbildung
Dp �! hom(Dq, Z) .

Nach Definition der schwachen Topologie auf X ist dann auch die Abbildung X ! hom(Dq, Z)
stetig, und aufgrund des Exponentialgesetzes 4.13 in kwH auch die Abbildung

idX ⇥ q
k : X ⇥Dq �! Z .

Diese Abbildung induziert wiederum eine stetige Abbildung

Dq �! hom(X,Z)

für alle q und alle k 2 Jq. Mit der schwachen Topologie auf Y erhalten wir eine stetige Abbil-
dung Y ! hom(X,Z). Somit ist die Abbildung id: X ⇥ Y ! Z ebenfalls stetig, das heißt, X ⇥ Y
und Z sind homöomorph. Hieraus leitet man mit (2) das analoge Resultat für X ^ Y ab. ⇤

Für kompliziertere Konstruktionen sind CW-Komplexe leider nicht mächtig genug. Immerhin
gilt aber folgendes Resultat, das wir ohne Beweis angeben.

4.36. Satz (Milnor). Es seien X, Y homotopieäquivalent zu CW-Komplexen, dann ist auch der
Abbildungsraum C(X,Y ) homotopieäquivalent zu einem CW-Komplex.

4.d. Faser- und Kofaser-Sequenzen

In den Homotopiekategorien HTop und HkwH topologischer Räume gibt es keinen natürlichen
Begri↵ exakter Sequenzen. In diesem Abschnitt lernen wir zwei Typen von Sequenzen kennen, die
sich ähnlich wie exakte Sequenzen verhalten. Dazu ersetzen wir Abbildungen durch homotopieäqui-
valente Faserungen beziehungsweise Kofaserungen.

Wir erinnern uns an den Begri↵ der Faserung aus Abschnitt 3.c und den der Kofaserung aus
Abschnitt 3.f. Wir können die Faser einer Faserung E ! B als Pullback auf den Basispunkt
verstehen, somit erhalten wir dual den Begri↵ der Kofaser als Pushout entlang einer konstanten
Abbildung.

E

p
✏✏✏✏

F ⇠= p�1(⇤)

✏✏✏✏

? _oo

B ⇤? _oo

und

X // // Q ⇠= X/A

A
?�

OO

// // ⇤ .?
�

OO

Also ist die Kofaser einer Kofaserung nichts anderes als ihr Quotient. In Definition 3.67 haben wir
den reduzierten Kegel CA = A ^ (I, 0) eines Raumes A und den Homotopiequotienten X//A =
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X[ACA eines Paares (X,A) kennengelernt. Dabei vertauschen wir hier die Rollen von 0 und 1 2 I,
so dass 0 hier stets die Kegelspitze und 1 die Basis bezeichne. Nach Bemerkung 3.68 (2) und (3)
ist (CA,A) immer eine Kofaserung.

4.37. Definition. Es sei f : Y ! X eine punktierte Abbildung. Dann definieren wir den
(reduzierten) Abbildungskegel durch

Cf = CY [f X ,

wobei f auf Y ⇠= Y ⇥ {1} ⇢ CY definiert sei.

Insbesondere ist X//A gerade der Abbildungskegel der Inklusion A ,! X.

4.38. Bemerkung. Der Abbildungskegel hat einige schöne Eigenschaften.

(1) In Analogie zum Abbildungszylinder aus Definition 3.56 definieren wir den reduzierten
Abbildungszylinder Zf einer punktierten Abbildung f : Y ! X als Pushout

Zf = (Y ^ I
+

) [f X mit f : Y ⇥ {1} ⇠= Y ! X .

Er enthält Y ⇠= Y ⇥ {0} als Unterraum, und (Zf, Y ) ist eine Kofaserung. Außerdem
betrachten wir die Abbildung f̄ : Y ⇥ {0, 1}! X mit

f̄(y, t) =

(

⇤ für t = 0, und

f(y) für t = 1.

Man sieht leicht, dass

Cf = CY [f X ⇠= Zf/Y ⇠= (Y ^ I
+

) [
¯f X .

(2) Es sei Z ein weiterer punktierter Raum. Aus der universellen Eigenschaft 1.75 eines Pu-
shouts folgt, dass eine Abbildung k : Cf ! Z genau einer Abbildung g : X ! Z und einer
punktierten Nullhomotopie h von der konstanten Abbildung Y ! {z

0

} ,! Z zu g � f
entspricht.

Y ^ I
+

//

h

))
Cf

k
// Z

Y ⇥ {0, 1}
?�

OO

¯f // X
?�

OO

g

??

(3) Betrachte die Inklusion ◆ : X ! Cf . Wir schreiben f⇤ = · � f : [X,Z] ! [Y, Z]. Mit (2)
sieht man, dass die Sequenz

[Cf,Z]
◆⇤�! [X,Z]

f⇤
�! [Y, Z]

punktierter Mengen für alle Z bei [X,Z] exakt ist.

Mit Hilfe dieser Bemerkung können wir jeder punktierten Abbildung f : Y ! X eine Sequenz
topologischer Räume und für jeden Raum Z eine exakte Sequenz zuordnen. Auf diese Konstruktion
kommen wir später in der Kohomologietheorie zurück.

4.39. Satz (Barratt-Puppe-Sequenz). Zu jeder Abbildung f : Y ! X existiert eine Sequenz

· · · � S2Cf
S2◆ � S2X

S2f � S2Y
Sj � SCf

S◆ � SX
Sf � SY

j � Cf
◆ � X

f � Y (1)
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punktierter Abbildungen, so dass für je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der Sequenz ein
kommutatives Diagramm

Ck

` ⇠
✏✏

W Voo

aa

U
koo

(2)

existiert, bei dem ` eine Homotopieäquivalenz ist. Dann ist für jeden Raum Z die induzierte Sequenz

· · · �! [S2Cf,Z]
(S2◆)⇤���! [S2X,Z]

(S2f)⇤���! [S2Y, Z]
(Sj)⇤��! [SCf, Z]

(S◆)⇤��!

�! [SX,Z]
(Sf)⇤��! [SY, Z]

j⇤�! [Cf,Z]
◆⇤�! [X,Z]

f⇤
�! [Y, Z] (3)

exakt.

Die Sequenz (1) heißt auch Kofasersequenz. Nach Bemerkung 3.76 (1) ist die Puppe-Sequenz (3)
bis zur Stelle [SY, Z] eine exakte Sequenz von Gruppen, und nach 3.76 (2) sogar eine Sequenz
abelscher Gruppen bis zur Stelle [S2Y, Z].

Allgemeiner heißt eine Sequenz

· · · � X
3

 � X
2

 � X
1

 � X
0

mit der Eigenschaft (3) Homotopie-koexakt. Die Sequenz (1) wird durch diese Eigenschaft allein
nicht eindeutig bestimmt. Beispielsweise können wir Cf durch einen Raum W ersetzen, der Cf
als Retrakt besitzt, und die Sequenz (1) links von X durch die entsprechende Sequenz zur Ab-
bildung X ! W ersetzen, ohne die Exaktheit von (3) zu zerstören. Die Homotopieäquivalenz k
in (2) ist ebenfalls nicht eindeutig bestimmt, denn die Gruppe [SU,W ] operiert auf der Menge der
möglichen Homotopieklassen von Homotopieäquivalenzen.

Beweis. Wir beweisen (2), dann folgt die Exaktheit der Sequenz (3) aus Bemerkung 4.38 (3).
Dazu betrachten wir den Abbildungskegel

C◆ = CX [◆ Cf .

Da (CY, Y ) eine Kofaserung ist, sind (Cf,X) und (C◆, CX) nach Proposition 3.64 ebenfalls Kofa-
serungen. Außerdem ist CX zusammenziehbar, also ist die Quotientenabbildung p : C◆! C◆/CX
eine Homotopieäquivalenz nach Proposition 3.62. Da CX die

”
Basis“ des Abbildungskegels C◆ ist,

ist C◆/CX natürlich homöomorph zur Einhängung SY . Wir beweisen (2) an der Stelle Cf , indem
wir die Abbildung j : Cf ! SY definieren wie im Diagramm

C◆

p ⇠
✏✏✏✏

Cf
Joo

j}}

X
◆oo

SY .

Im nächsten Schritt sei J : Cf ! C◆ die natürliche Inklusion. Wie oben ist CJ = C(Cf)[j C◆,
und (CJ,C(Cf)) ist eine Kofaserung. Da die

”
Basis“ C(Cf) von CJ zusammenziehbar ist, erhalten

wir wieder eine Homotopieäquivalenz

q : CJ
⇠�⇣ CJ/C(Cf) ⇠= SX .

Das linke Quadrat in Abbildung 4.3 kommutiert bis auf die punktierte Homotopie h : C◆ ! SX
mit

h
�

(y, s), t
�

=
�

f(y), s(1� t)
�

für (y, s) 2 CY ⇢ C◆ ,

und h
�

(x, s), t
�

= (x, 1� st) für (x, s) 2 CX ⇢ C◆; ,
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C(Cf)

CX

CJ

SX

C◆

SY

Cf
X

Y

q

K

p

Sf

J

j

◆
f

Abbildung 4.3. Zur Kofasersequenz der Abbildung f : Y ! X

wobei der Kegelparameter s jeweils an der Spitze den Wert 0 und an der Basis den Wert 1 annimmt.
Betrachte außerdem �idSX = (�idS1) ^ idX : SX ! SX, dann folgt h( · , 0) = (�idSX) � Sf � p
und h( · , 1) = q0 �K, wobei K : C◆ ! CJ wieder die natürliche Inklusion und q0 : CJ ! SX die
Quotientenabbildung bezeichne. Indem wir q0 durch q = (�idSX) � q0 ersetzen, erhalten wir das
kommutative Diagramm in Abbildung 4.3. Damit ist (2) an der Stelle SY ebenfalls gezeigt.

Um einzusehen, dass sich diese Sequenz beliebig weit nach links fortsetzt, müssen wir nur noch
zeigen, dass sich die Sequenz beim Einhängen um drei Schritte nach links verschiebt. Dazu überlegen
wir uns, dass

SCX = S1 ^ (I, 0) ^X ⇠= (I, 0) ^ S1 ^X = CSX

und S(Cf) = S(CY [f X) ⇠= SCY [Sf SX ⇠= CSY [Sf SX = C(Sf) .

Somit ist die um drei Schritte verschobene Sequenz von gleicher Bauart wie die ursprüngliche,
und(2) und (3) folgen induktiv. ⇤

4.40. Beispiel. Es sei f : S3 ! S2 die Hopf-Faserung. Wenn wir an S2 eine Zelle mit der
Verklebeabbildung f ankleben, erhalten wir die komplex projektive Ebene CP 2, siehe Übung 1.130.
Insbesondere ist CP 2 ⇠= Cf , da D4 ⇠= CS3. Der Quotient von CP 2 nach dem 2-Gerüst S2 ist
homöomorph zu S4. Wir erhalten also eine Kofasersequenz

· · · � S3

Sf � S4  � CP 2  � S2

f � S3 .

Völlig analog führen wir jetzt Fasersequenzen ein. Dabei lassen wir uns wie in Abschnitt 3.f
vom Prinzip der Eckmann-Hilton-Dualität leiten. Wir erinnern uns daran, dass Y I

+ = C(I, Y ) die
unpunktierten und Y I die punktierten Abbildungen von I = (I, 0) nach Y bezeichnet. Diese Räume
sind dual zum reduzierten Zylinder Y ^ I

+

beziehungsweise zum reduzierten Kegel CY .

4.41. Definition. Es sei f : X ! Y eine punktierte Abbildung. Dann definieren wir die Pfad-
Faserung

p : Pf �! Y I
+

ev

0�! Y ,

indem wir Pf =
�

(�, x) 2 Y I
+ ⇥X

�

� �(1) = f(x)
 

! Y I
+ als Pullback

Y I
+

ev

1

✏✏

Pfoo

f⇤
ev

1

✏✏
Y X

foo

konstruieren. Die typische Faser der Pfadfaserung ist die Homotopiefaser

Ff =
�

(�, x) 2 Y I
+ ⇥X

�

� �(0) = y
0

und �(1) = f(x)
 

=
�

(�, x) 2 Y I ⇥X
�

� �(1) = f(x)
 

.
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X X

Y

�(0) �(1)

X

y
0

x
x
0

x x

�(0)

Ff Pf

Y I Y I
+

f f

p

f⇤
ev

1

⇠

Abbildung 4.4. Die Pfadfaserung einer Abbildung f : X ! Y

4.42. Bemerkung. Die Pfadfaserung hat folgende Eigenschaften, siehe auch Abbildung 4.4 und
Übung 4.62.

(1) Die Abbildungen

ev
0

: Y I
+ �! Y , ev

1

: Y I
+ �! Y ,

p : Pf �! Y und f⇤ev
1

: Pf �! X

sind Hurewicz-Faserungen mit Faser Y I beziehungsweise Ff , siehe Definition 3.22.
(2) Wenn wir Y mit den konstanten Pfaden in Y I

+ identifizieren, ist Y ein Deformationsretrakt
von Y I

+ . Dabei können wir ev
0

oder ev
1

als Retraktionsabbildung wählen. Wählen wir
entsprechend zu x 2 X den konstanten Pfad im Punkt f(x) und benutzen ◆ : X ! Pf mit

◆(x) =
�

t 7! f(x), x
�

um X mit im ◆ ⇢ Pf zu identifizieren, so wird X zu einem Deformationsretrakt von Pf .
(3) Es gilt p � ◆ = f , und f � f⇤ev

1

ist punktiert homotop zu p, somit können wir jede belie-
bige Abbildung f durch eine Hurewicz-Faserung p : Pf ! Y mit homotopieäquivalentem
Totalraum ersetzen.

(4) Wenn f : X ! Y bereits eine Hurewicz-Faserung ist, dann ist die Homotopiefaser Ff
homotopieäquivalent zur Faser f�1(y

0

).

4.43. Bemerkung. Dual zu Bemerkung 4.38 hat die Homotopiefaser folgende Eigenschaften.

(1) Die Homotopiefaser Ff lässt sich auf zwei Weisen als Pullback darstellen:

Y I

ev

1

✏✏

Ffoo

q=f⇤
ev

1

✏✏
Y X

foo

und

Pf

p

✏✏

Ff? _oo

✏✏
Y pt .oo

(2) Eine Abbildung k : Z ! Ff entspricht genau einer Abbildung g : Z ! X und einer punk-
tierten Nullhomotopie h von der konstanten Abbildung Z ! {y

0

} ,! Y zur Abbildung f�g.
(3) Wir schreiben f⇤ = f � · : [Z,X]! [Z, Y ]. Aus (2) folgt, dass die Sequenz

[Z,Ff ]
q⇤�! [Z,X]

f⇤�! [Z, Y ]

punktierter Mengen exakt ist.

Der folgende Satz ist Eckmann-Hilton dual zum Satz 4.39 von Barratt-Puppe. Der Beweis ist
daher Übung 4.63. Wir überlegen uns aber, dass ⌦kX = XSk

zu SkX = X ^ Sk dual ist.
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4.44. Satz. Zu jeder Abbildung f : X ! Y existiert eine Sequenz

· · · �! ⌦2Ff
⌦

2q�! ⌦2X
⌦

2f�! ⌦2Y
⌦r�! ⌦Ff

⌦q�! ⌦X
⌦f�! ⌦Y

r�! Ff
q�! X

f�! Y (1)

punktierter Abbildungen, so dass für je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der Sequenz ein
kommutatives Diagramm

Ff

k ⇠
✏✏

q

  
W // V

f // U

(2)

existiert, bei dem k eine Homotopieäquivalenz ist. Dann ist für jeden Raum Z die induzierte Sequenz

· · · �! [Z,⌦2Ff ]
(⌦

2q)⇤�! [Z,⌦2X]
(⌦

2f)⇤�! [Z,⌦2Y ]
(⌦r)⇤�! [Z,⌦Ff ]

(⌦q)⇤�!

�! [Z,⌦X]
(⌦f)⇤�! [Z,⌦Y ]

r⇤�! [Z,Ff ]
q⇤�! [Z,X]

f⇤�! [Z, Y ] (3)

exakt.

Die Sequenz (1) heißt entsprechend Fasersequenz. Allgemeiner heißt eine Sequenz

· · · �! X
3

�! X
2

�! X
1

�! X
0

mit der Eigenschaft (3) Homotopie-exakt. Wiederum ist die Sequenz (1) nicht allein durch diese Ei-
genschaft bis auf Homotopieäquivalenz eindeutig festgelegt, und k in (2) ist nicht bis auf Homotopie
eindeutig bestimmt.

Als Spezialfall der Sequenz (3) mit Z = S0 erhalten wir die lange exakte Sequenz für Serre-
Faserungen aus Satz 3.25, wenn wir Ff durch die Faser F und [S0,⌦k · ] mit Hilfe des Exponenti-
algesetzes durch [Sk, · ] ersetzen.

4.45. Beispiel. Es sei ◆ : S2 ,! CP1 die Inklusion des 2-Gerüstes und f : S3 ! S2 die Hopf-
Faserung. Da ⇡

3

(CP1) = 0, lässt sich die Abbildung ◆ � f auf D4 = CS3 fortsetzen. Das liefert
uns eine Abbildung g : S3 ! F ◆. Der Schleifenraum ⌦CP1 ist nach Übung 4.64 zu S1 homo-
topieäquivalent. Aus der obigen langen exakten Sequenz (3) für Z = Sk und Beispiel 3.33 folgt,
dass g⇤ : ⇡k(S3) ! ⇡k(Ff) ein Isomorphismus ist für alle k � 3. Für k = 1, 2 überlegt man sich,
dass ⇡k(⌦S2)! ⇡j(⌦CP 1) = ⇡j(S1) ein Isomorphismus ist für j = 0, 1. Außerdem sind sowohl S3

als auch Ff zusammenhängend. Somit ist g eine schwache Äquivalenz. Da Ff nach einer etwas
allgemeineren Version des Satzes 4.36 von Milnor den Homotopietyp eines CW-Komplexes hat,
ist g nach dem Satz 4.27 von Whitehead sogar eine Homotopieäquivalenz. Wir erhalten somit eine
Fasersequenz

· · · �! S1 ,�! S3

f�! S2

◆�! CP1 .

Auf der rechten Seite können wir die Fasersequenz sogar noch durch die Abbildung CP1 ! HP1

fortsetzen.

4.e. Übungen zu Kapitel 4

Übungen zu Abschnitt 4.a. Zur Erinnerung: unter
”
kompakt“ verstehen wir stets überdeckungs-

kompakt und Hausdor↵sch, siehe Definition 1.50.

4.46. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Hausdor↵-Räume sind schwach Hausdor↵, und schwache Hausdor↵-Räume erfüllen (T1).
(2) Sei X schwach Hausdor↵, K kompakt und f : K ! X stetig. Dann ist im f kompakt

(insbesondere Hausdor↵), und f ist eigentlich, das heißt, Urbilder kompakter Teilmengen
sind kompakt.
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(3) Unterräume und Produkte schwacher Hausdor↵-Räume sind wieder schwache Hausdor↵-
Räume.

4.47. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Die k-o↵enen Mengen von X bilden eine Topologie OkX auf X; diese ist feiner als OX .
Schreibe kX = (X,OkX), dann ist insbesondere idX : kX ! X stetig.

(2) Sei K kompakt, dann ist f : K ! X genau dann stetig, wenn f : K ! kX stetig ist.
(3) Es gilt Ok(kX)

= OkX , also ist kX kompakt erzeugt.
(4) Ein Raum X ist genau dann kompakt erzeugt, wenn für jeden Raum Y und jede Abbil-

dung g : X ! Y von Mengen äquivalent sind:
(a) die Abbildung g ist stetig, und
(b) für jedes Kompaktum K und jede stetige Abbildung f : K ! X ist g � f : K ! Y

stetig.

4.48. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Der Funktor k : wH ! kwH ist rechtsadjungiert zum Inklusionsfunktor i : kwH ! wH,
das heißt, für alle X 2 kwH, Y 2 wH gibt es eine natürliche Bijektion

homkwH(X, kY ) = homwH(iX, Y ) .

(2) Es seiX 2 kwH und A ⇢ X eine Teilmenge. Dann hat kA die charakteristische Eigenschaft
eines Unterraums in der Kategorie kwH aus Satz 1.43.

(3) Es sei (Xi)i2I eine Familie von Räumen in kwH, dann hat k
Q

i2I Xi die universelle Eigen-
schaft eines Produkts in der Kategorie kwH aus Satz 1.46.

4.49. ¨Ubung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Disjunkte Vereinigungen und Quotienten kompakt erzeugter Räume sind wieder kompakt
erzeugt.

(2) Ein kompakt erzeugter Raum X ist genau dann schwach Hausdor↵sch, wenn die Diago-
nale �X = { (x, x) | x 2 X } ⇢ k(X ⇥X) abgeschlossen ist.

(3) Disjunkte Vereinigungen schwacher Hausdor↵-Räume sind schwach Hausdor↵sch.
(4) Sei X kompakt erzeugter schwach-Hausdor↵-Raum und q : X ! Y surjektiv. Dann ist

die Quotiententopologie auf Y genau dann schwach Hausdor↵sch, wenn (q ⇥ q)�1(�Y ) ⇢
k(X ⇥X) abgeschlossen ist.

4.50. ¨Ubung. Zeigen Sie in Analogie zu Aufgabe 3.125: wenn X ein kompakt erzeugter schwach
Hausdor↵-Raum und (X,A) eine Kofaserung in der Kategorie kwH ist, dann ist A ⇢ X eine k-
abgeschlossene Teilmenge.

4.51. ¨Ubung. Es sei X kompakt erzeugt. Wir identifizieren eine Äquivalenzrelation
”
⇠“ auf X

mit der Teilmenge

R⇠ =
�

(x, y) 2 X2

�

� x ⇠ y
 

⇢ k(X ⇥X) ,

und nennen
”
⇠“ abgeschlossen, wenn R⇠ eine abgeschlossene Teilmenge ist. Zeigen Sie:

(1) Es sei Y 2 kwH und f : X ! Y stetig, dann ist (f ⇥ f)�1(�Y ) eine abgeschlossene
Äquivalenzrelation.

(2) Zeigen Sie, dass X/⇠ genau dann schwach Hausdor↵ ist, wenn R⇠ abgeschlossen ist.
(3) Zeigen Sie, dass der Durchschnitt über alle abgeschlossenen Äquivalenzrelationen wieder

eine abgeschlossene Äquivalenzrelation ist.
(4) Es sei q : X ! hX der Quotient von X nach der Relation aus (3), dann faktorisiert jede

stetige Abbildung f : X ! Y in einen Raum Y aus kwH über q.
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4.52. ¨Ubung. Es bezeichne R/Z ⇠=
W

n2Z S
1 den Quotienten topologischer Räume. Bestimmen

Sie den Kolimes der Folge

R/Z · 1�! R/Z · 2�! R/Z · 3�! R/Z �! · · ·

zum einen in der Kategorie Top, zum anderen in der Kategorie kwH.

4.53. ¨

Ubung. Es sei X 2 kwH, und es sei X
0

⇢ X
1

⇢ · · · ⇢ X eine aufsteigende Folge von
Unterräumen in kwH, so dass X ⇠= lim

�!
Xn. Außerdem sei K kompakt und f : K ! X stetig.

(1) Zeigen Sie, dass im f ⇢ Xn für ein hinreichend großes n.
(2) Folgern Sie für x

0

2 X
0

, dass ⇡k(X,x
0

) = lim
�!

⇡k(Xn, x0).

Hinweis. Beweisen Sie zunächst folgende Aussage: es sei (xn)n eine Folge in X, so dass xn 2
X \Xn�1, dann ist {xn | n 2 N } ⇢ X abgeschlossen.

4.54. ¨Ubung. Sei (Xn)n2N eine Folge kompakt erzeugter schwacher Hausdor↵-Räume mit Ab-
bildungen fn : Xn ! Xn�1 für n > 0. Zeigen Sie, dass der Raum k lim

 �
Xn mit

lim
 �

Xn =

⇢

(xn)n 2
Y

n2N
Xn

�

�

�

�

fn(xn) = xn�1 für alle n > 0

�

die universelle Eigenschaft eines (inversen) Limes erfüllt.

4.55. ¨Ubung. Wir betrachten den inversen Limes X der Folge

S1

·1 � S1

·2 � S1

·3 � S1  � · · ·

topologischer Räume. Bestimmen Sie eine Abbildung der universellen Überlagerung R ! S1 des
ersten Raumes in den Limes X. Ist diese Einbettung surjektiv?

Übungen zu Abschnitt 4.b.

4.56. ¨Ubung. Es sei (C,⌦, E) eine abgeschlossene monoidale Kategorie. Zeigen Sie:

(1) Für jedes Objekt Y ist hom(Y, · ) : C ! C ein kovarianter Funktor mit

evY,W �
�

hom(Y, f)⌦ idY
�

= f � evY,Z für alle f : Z !W .

(2) Für jedes Objekt Z ist hom( · , Z) : C ! C ein kontravarianter Funktor mit

evX,Z �
�

hom(f, Z)⌦ idX
�

= evY,Z �
�

id
hom(Y,Z)

⌦ f
�

für alle f : X ! Y .

(3) Wir erhalten einen Bifunktor hom( · , · ), das heißt, für alle f : Z !W , g : X ! Y gilt

hom(X, f) � hom(g, Z) = hom(g,W ) � hom(Y, f) : hom(Y, Z) �! hom(X,W ) .

4.57. ¨

Ubung. Es sei (C,⌦, E) eine abgeschlossene monoidale Kategorie. Zeigen Sie, dass das
Tensorprodukt

”
⌦“ die folgende universelle Eigenschaft erfüllt:

(1) Für alle Objekte X, Y gibt es eine Abbildung

⌦X,Y : X �! hom(Y,X ⌦ Y ) .

(2) Zu jedem weiteren Objekt Z und jeder Abbildung f : X ! hom(Y, Z) gibt es genau eine
Abbildung F : X ⌦ Y ! Z, so dass

f = hom(Y, F ) � ⌦X,Y .
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Übungen zu Abschnitt 4.c.

4.58. ¨Ubung. Beweisen Sie Folgerung 4.21.

4.59. ¨Ubung. Zeigen Sie:

(1) Schwach äquivalente CW-Komplexe sind homotopieäquivalent.
(2) Schwach äquivalente topologische Räume haben homotopieäquivalente CW-Approxima-

tionen.

4.60. ¨Ubung. Geben Sie k-zusammenhängende CW-Modelle für (CPn, ⇤) an für alle k  2n.
Zusatz: Wie sieht es mit (HPn, ⇤) aus?
4.61. ¨Ubung. Präzisieren und beweisen Sie die folgende Aussage:
Pushouts längst zellulären Abbildungen auf Unterkomplexen sowie Kolimiten einer Folge zel-

lulärer Inklusionen von CW-Komplexen liefern wieder CW-Komplexe.

Übungen zu Abschnitt 4.d.

4.62. ¨

Ubung. Es sei f : X ! Y eine beliebige Abbildung. Beweisen Sie zwei der folgenden
Aussagen aus Bemerkung 4.42.

(1) Die Pfadfaserung Pf ! Y ist eine Hurewicz-Faserung mit Faser Ff .
(2) Der Unterraum im(◆) ⇠= X ist ein Deformationsretrakt von Pf .
(3) Die Abbildung f � (f⇤ev

1

) ist zu p : Pf ! Y punktiert homotop.
(4) Wenn f eine Hurewicz-Faserung ist, ist f�1(y

0

) zur Homotopiefaser Ff homotopieäqui-
valent.

4.63. ¨Ubung. Zeigen Sie die Exaktheit der Sequenz (2) aus Satz 4.44 an einer der Stellen [Z,Ff ]
oder [Z,!Y ], indem Sie den Beweis von Satz 4.39 mit Eckmann-Hilton-Dualität übertragen.

4.64. ¨Ubung. Es sei ◆ : S2 ⇠= CP 1 ,! CP1 die Inklusion. Die Abbildung S1 ^S1 ⇠= S2 ! CP1
induziert eine Abbildung

S1 �! ⌦1(CP1) .

Zeigen Sie, dass diese Abbildung eine schwache Äquivalenz ist. Aus den Sätzen von Milnor und
Whitehead folgt, dass sie sogar eine Homotopieäquivalenz ist.

4.65. ¨

Ubung. Es sei ◆ : S2 ⇠= CP 1 ,! CP1 die obige Inklusion und F ◆ ihre Homotopiefaser.
Da ⇡

3

(CP1) = 0, lässt sich die durch die Hopf-Faserung induzierte Abbildung g : S3 ! S2 ! CP1
auf ganz D4 fortsetzen.

Konstruieren Sie damit eine Abbildung S3 ! F ◆. Zeigen Sie mit Hilfe der langen exakten
Sequenz 3.25 für Faserungen, dass diese Abbildung eine schwache Äquivalenz ist.
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KAPITEL 5

Homologie

Wir haben am Ende von Kapitel 3 gesehen, dass stabile Homotopiegruppen etwas leichter zu
handhaben sind als die ursprünglichen Homotopiegruppen. Wir nehmen das als Inspiration für die
Eilenberg-Steenrod-Axiome für allgemeine Homologie- und Kohomologiefunktoren. In der Literatur
ist gern von Homologietheorien die Rede, aber eigentlich ist das ganze nur Teil einer größeren
Theorie, daher verwenden wir den etwas bescheideneren Begri↵ Funktor.

5.a. Abelsche Kategorien

Ein Homologiefunktor ordnet im einfachsten Falle jedem Raum eine Folge abelscher Gruppen
zu. Wir können aber auch Moduln über einem festen Ring oder Vektorräume über einem festen
Körper zulassen. Außerdem möchten wir später zusätzliche Strukturen betrachten können. Daher
bietet es sich an, die Zielkategorie eines Homologiefunktors nicht von vornherein auf abelsche Grup-
pen einzuschränken. Wir verlangen aber, dass die Zielkategorie ähnliche Eigenschaften wie die der
abelschen Gruppen hat.

5.1. Bemerkung. Da wir nicht davon ausgehen können, dass wir es mit einer Kategorie von
Mengen zu tun haben, müssen wir einige elementare Begri↵e neu definieren. Nichtsdestoweniger
kann man am Ende Mitchells Einbettungssatz beweisen [F, Thm 7.34], wonach jede abelsche Ka-
tegorie volle Unterkategorie einer Kategorie von Moduln über einem geeigneten Ring ist. Viele
Lemmata in abelschen Kategorien, lassen sich dadurch beweisen, dass man ihre Gültigkeit in der
Kategorie ModR der (Links-) R-Moduln für jeden unitären, nicht notwendig kommutativen Ring R
zeigt, siehe [F, Thm 4.31].

Es sei C eine Kategorie. Der Einfachheit halber sei C stets lokal klein. Ein Morphismus f 2
HomC(A,B) heißt Monomorphismus, wenn für jedes Objekt X und je zwei Morphismen g, h 2
HomC(X,A) gilt

f � g = f � h =) g = h ,

und Epimorphismus, wenn für jedes Objekt X und je zwei Morphismen g, h 2 HomC(B,X) gilt

g � f = h � f =) g = h .

Ein (kategorielles) Bild von f ist eine Faktorisierung f = g � h mit g 2 HomC(C,B), h 2
HomC(A,C), wobei g ein Monomorphismus ist, mit folgender universeller Eigenschaft: für jede
Faktorisierung f = k � ` mit k 2 HomC(X,B), ` 2 HomC(A,X), wobei k ein Monomorphismus ist,
existiert ein Morphismusm : C ! X mit g = `�m. Da k Monomorphismus ist, istm eindeutig. Da g
Monomorphismus ist, ist m ebenfalls Monomorphismus. Dadurch ist das Bild bis auf eindeutige
Isomorphismen eindeutig bestimmt, und wir schreiben im f = C, falls ein Bild C wie oben existiert.

A
f //

!!✏✏

B

im f
. �

g ==

// X .
?�
k

OO

Den dazu dualen Begri↵ des Kobildes coim f brauchen wir nicht zu erklären.
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5.2. Bemerkung. Wir listen einige elementare Eigenschaften dieser Begri↵e ohne Beweis auf.

(1) In den Kategorien Set , Ab, Grp und Veck sind Monomorphismen genau die injektiven und
Epimorphismen genau die surjektiven Morphismen. Das gilt aber nicht in jeder Kategorie,
deren Objekte Mengen sind. Beispielsweise ist die Inklusion einer dichten Teilmenge in
einen topologischen Raum ein Epimorphismus in kwH, auch wenn sie nicht surjektiv ist.

(2) Jeder Isomorphismus ist sowohl Monomorphismus als auch Epimorphismus. Das obige
Beispiel in kwH zeigt, dass die Umkehrung nicht in jeder Kategorie gilt.

(3) Seien f 2 HomC(B,C) und g 2 HomC(A,B) gegeben. Wenn f � g Monomorphismus ist,
dann auch f . Wenn f und g Monomorphismen sind, dann auch f �g. Die dualen Aussagen
gelten für Epimorphismen.

(4) Es sei A Retrakt von B in C, das heißt, es gibt ◆ 2 HomC(A,B) und r 2 HomC(B,A)
mit r � ◆ = idA. Dann ist ◆ Mono- und r Epimorphismus.

(5) Sind f 2 HomC(B,A) und g 2 HomC(C,A) Monomorphismen, dann gibt es höchstens
eine Abbildung h 2 Hom(B,C) mit f = h � g. Wenn h ein Isomorphismus ist, nennen
wir f und g äquivalent. Eine Äquivalenzklasse von Monomorphismen nach A heißt Unter-
objekt von A, und wir schreiben B ⇢ A. Dual definieren wir Quotientenobjekte von A als
Äquivalenzklassen von Epimorphismen aus A heraus.

Es sei jetzt C eine punktierte Kategorie wie in Bemerkung 4.12, das heißt, es gibt ein Null-
objekt 0, das gleichzeitig initial und terminal ist. In jeder Morphismenmenge HomC(A,B) gibt es
genau einen Nullmorphismus f , das heißt, es gilt f = g�h mit g 2 HomC(0, B) und h 2 HomC(A, 0).
Wir schreiben f = 0 2 HomC(A,B).

Ein (kategorieller) Kern von f 2 HomC(A,B) ist ein Morphismus g 2 HomC(C,A) mit der
universellen Eigenschaft, dass f � g = 0, und für jedes Objekt X und jeden Morphismus h 2
HomC(X,A) mit f � h = 0 existiert genau ein k 2 HomC(X,C), so dass h = g � k. Aufgrund der
universellen Eigenschaft sind Kerne bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig.

X

||

//

h✏✏

0

✏✏
ker f

66

g
// A

f
// B .

Man kann zeigen, dass ker f ! A ein Monomorphismus ist, also ist ker f ein Unterobjekt, und wir
schreiben ker f ⇢ A.

Dual dazu ist ein (kategorieller) Kokern von f ein Morphismus g : B ! coker f mit g � f = 0,
so dass für jedes Objekt X und jeden Morphismus h 2 HomC(B,X) mit h � f = 0 genau ein k 2
HomC(coker f,X) mit h = k � g existiert.

A
f //

✏✏

B
g //

h

✏✏

coker f

{{
0 //

66

X .

Zu guter Letzt heißt ein Monomorphismus normal, wenn er Kern eines anderen Morphismus
ist, und ein Epimorphismus heißt konormal, wenn er Kokern eines anderen Morphismus ist.

5.3. Bemerkung. (1) In einer punktierten Kategorie ist 0! A stets ein Mono- und A!
0 stets ein Epimorphismus.

(2) In den Kategorien Ab, ModR und Veck sind die algebraischen Kerne beziehungsweise
Kokerne auch kategorielle Kerne beziehungsweise Kokerne.
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(3) In einer punktierten Kategorie gilt ker f = 0 für jeden Monomorphismus f und coker f = 0
für jeden Epimorphismus f .

5.4. Definition. Eine Kategorie C heißt abelsch, wenn

(1) sie punktiert ist, also ein Nullobjekt 0 besitzt,
(2) alle endlichen Produkte und Koprodukte existieren,
(3) jeder Morphismus Kern und Kokern besitzt,
(4) jeder Monomorphismus normal und jeder Epimorphismus konormal ist.

5.5. Beispiel. Die Kategorien Ab, ModR und Veck sind abelsch.

Die obige Definition hat viele, wichtige Konsequenzen. Für die obigen Beispiele ist das klar,
daher verzichten wir auf den Beweis.

5.6. Proposition. Es sei C eine abelsche Kategorie.

(1) Alle Morphismenmengen HomC sind abelsche Gruppen unter einer Addition, der Nullmor-
phismus ist neutrales Element, und Verknüpfung von Morphismen ist bilinear.

(2) Für endlich viele Objekte A
1

, . . . , An ist die natürliche Abbildung

A
1

t · · · tAn �! A
1

⇥ · · ·⇥An

stets ein Isomorphismus.
(3) Für jeden Morphismus f 2 HomC(A,B) gibt es natürliche Isomorphismen

im f ⇠= ker coker f ⇠= coker ker f ⇠= coim f ,

und wir schreiben

A/ ker f = coim f ⇠= im f ⇢ B .

Insbesondere gilt der Homomorphiesatz.
(4) Ein Morphismus f 2 HomC(A,B) ist genau dann Monomorphismus, wenn ker f = 0

oder äquivalent coim f = A, und genau dann ein Epimorphismus, wenn coker f = 0 oder
äquivalent im f = B.

(5) Wenn f 2 HomC(A,B) sowohl Mono- als auch Epimorphismus ist, ist f Isomorphismus.
(6) In C existieren Pushouts und Pullbacks. Wenn B und C Unterobjekte von A sind, schreiben

wir B \ C für ihren Pullback und nennen B \ C den Durchschnitt von B und C. Der
Pushout von B \ C ,! B und B \ C ,! C ist dann ebenfalls ein Unterobjekt von A, und
wir schreiben B + C ⇢ A.

B \ C �
� //

_�

✏✏

B_�

✏✏
C �
� // B + C �

� // A .

Es folgt der Noethersche Isomorphiesatz B/(B \ C) ⇠= (B + C)/C.

5.7. Bemerkung. Wir erinnern uns an den Begri↵ der Sequenz aus Definition 3.17. Wir können
diesen Begri↵ auf abelsche Kategorien übertragen. Eine Sequenz in einer Kategorie C ist ein Folge
von Abbildungen

· · · Mi�1oo Mi
f
ioo Mi+1

f
i+1oo · · ·oo
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Eine Sequenzabbildung ist ein kommutatives Diagramm wie ebendort. Eine Sequenz in einer abel-
schen Kategorie heißt Komplex, wenn fi�fi+1

= 0 für alle i gilt. In diesem Fall folgt im fi+1

⇢ ker fi.

ker fig⌥

  

0

xx

im fi+1

? _oo
H h

}}
· · · Mi�1oo Mi

f
ioo

��uu

Mi+1

f
i+1oo

OO

0xx

· · ·oo

Mi/ ker fi = coim fi

OO

coker fi+1

= Mi/ im fi+1

oo

Falls im fi+1

= ker fi für alle i gilt, nennen wir die Sequenz exakt. Äquivalent dazu gilt coker fi+1

=
coim fi. Kurze exakte Sequenzen definieren wir wieder wie ebendort.

5.8. Bemerkung. In abelschen Kategorien gelten
”
die üblichen Lemmata“. Wir kennen davon

zur Zeit nur das Vierer- und Fünfer-Lemma 3.20. Der Beweis dieser Lemmata mit abstrakten Me-
thoden ist umständlich. Stattdessen kommen wir auf die Bemerkung am Anfang dieses Abschnitts
zurück, wonach aufgrund von Mitchells Einbettungssatz das

”
abstrakte“ Fünferlemma aus unserem

Beweis folgt.

5.b. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome

Wir geben die Eilenberg-Steenrod-Axiome für allgemeine Homologiefunktoren an, leiten einige
elementare Schlussfolgerungen ab, und geben ein Beispiel einer solchen Theorie. Weitere Homolo-
giefunktoren konstruieren wir später. Der Einfachheit halber arbeiten wir in der Kategorie kwH
aus Abschnitt 4.a. Ihre Homotopiekategorie HkwH entsteht, indem wir Morphismen durch Ho-
motopieklassen stetiger Abbildungen ersetzen. Außerdem bezeichne Kof

+

die Kategorie der (gut)
punktierten guten Paare.

Wir betrachten Funktoren mit Werten in einer abelschen Kategorie C, die beliebige Koproduk-
te zulässt. Unter dieser Kategorie dürfen wir uns gern die Kategorie Ab der abelschen Gruppen
vorstellen, in einfachen Fällen reicht sogar die Kategorie Veck der k-Vektorräume. Nach Bemer-
kung 5.1 ist der allgemeinste Fall, den wir betrachten müssen, der einer Kategorie ModR über
einem unitären, nicht notwendig kommutativen Ring. Wir erinnern uns an den Begri↵ eines guten
Paares aus Definition 3.80.

5.9. Definition. Ein (allgemeiner) reduzierter Homologiefunktor
�

h̃•, @•
�

mit Werten in einer
abelschen Kategorie C mit beliebigen Koprodukten besteht aus einer Familie von Funktoren

h̃• =
�

h̃n : HkwH
+

! C
�

n2Z ,

und einer Familie natürlicher Transformationen @• = (@n)n2Z mit @n(X,A) : h̃n(X/A) ! h̃n�1(A)
für alle gut punktierten Kofaserungen (X,A), die die folgenden Eilenberg-Steenrod-Axiome erfüllen.

(1) Homologiesequenz. Für jedes gute Paar (X,A) ist die folgende Sequenz exakt:

. . .
@
n+1����! h̃n(A)

˜h
n

◆����! h̃n(X)
˜h
n

p����! h̃n(X/A)
@
n����! h̃n�1(A)

˜h
n�1

◆����! . . .

(2) Summenaxiom. Sei (Xi, xi)i2I eine Familie gut punktierter Räume, dann ist die von den
Inklusionsabbildungen ◆i : Xi !

W

i2I(Xi, xi) induzierte Abbildung

M

i2I
h̃n◆i :

M

i2I
h̃n(Xi)

⇠
=�! h̃n

✓

_

i2I
(Xi, xi)

◆

ein Isomorphismus.
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Man nennt
�

h̃•, @•
�

einen (gewöhnlichen) reduzierten Homologiefunktor mit Koe�zienten M 2 C,
wenn zusätzlich das folgende Axiom gilt.

(3) Dimensionsaxiom.

h̃n(S
0) =

(

M für n = 0, und

0 sonst.

Da h̃n auf der Homotopiekategorie HkwH
+

definiert ist, haben homotopieäquivalente Räume
isomorphe Homologien. Axiom (1) spricht nur über Kofaserungen. Für beliebige Paare (Y,X) und
allgemeiner Abbildungen f : X ! Y ersetzt man den Quotienten durch den Homotopiequotien-
ten X//A aus Definition 3.67, beziehungsweise durch den Abbildungskegel aus Definition 4.37.
Aufgrund der Homotopieinvarianz von h̃ gilt Axiom (1) in dieser Situation analog.

Der Verbindungshomomorphismus oder die Randabbildung @n im Axiom (1) ist eine natürliche
Transformation im Sinne von Definition 3.3 zwischen den zwei Funktoren von der Kategorie Kof

+

nach C, die (X,A) auf h̃n(X/A) beziehungsweise auf h̃n�1(A) abbilden. Sei f : (X,A)! (Y,B) eine
Abbildung zwischen Kofaserungen, dann erhalten wir also ein kommutatives Diagramm

. . . ����! h̃n(A)
˜h
n

◆����! h̃n(X)
˜h
n

p����! h̃n(X/A)
@
n����! h̃n�1(A) ����! . . .

˜h
n

(f |
A

)

?

?

y

˜h
n

f

?

?

y

˜h
n

¯f

?

?

y

˜h
n�1

(f |
A

)

?

?

y

. . . ����! h̃n(B)
˜h
n

◆����! h̃n(Y )
˜h
n

p����! h̃n(Y/B)
@
n����! h̃n�1(B) ����! . . .

Dabei ergibt sich die Kommutativität der zwei linken Quadrate aus der Natürlichkeit von ◆ und p
(siehe oben) und der Funktorialität von h̃n, während die Kommutativität des rechten Quadrats aus
der Natürlichkeit von @• folgt. Später schreiben wir meistens nur h̃• anstelle von

�

h̃•, @•
�

. Außerdem

kürzen wir gern h̃kf durch f⇤ ab, wenn klar ist, zwischen welchen Homologien f⇤ abbildet.
In der Literatur gibt es viele Varianten dieser Axiome. Die natürliche lange exakte Sequenz (1)

zusammen mit Homotopieinvarianz bilden dabei stets den
”
harten Kern“. Auf das Summenaxi-

om (2) können wir wegen Bemerkung 5.14 verzichten, wenn wir nur endliche Koprodukte betrach-
ten wollen; diese reichen aber nicht für alle Anwendungen aus. Andere Axiome können wir bei
Bedarf zusätzlich fordern, zum Beispiel, dass h̃• auch unter schwachen Äquivalenzen invariant ist,
oder dass (2) sogar für alle abstrakten Limiten gilt. Die ursprünglichen Axiome von Eilenberg und
Steenrod beziehen sich übrigens auf unreduzierte Homologie, siehe Bemerkung 5.12 (2) unten.

5.10. Lemma. Es sei X ein gut punktierter Raum, der relativ zu seinem Basispunkt zusammen-
ziehbar ist. Dann gilt h̃k(X) = 0 für jeden allgemeinen reduzierten Homologiefunktor h̃•.

Beweis. Da h̃• homotopieinvariant ist und X zusammenziehbar, also homotopieäquivalent zu
einem Punkt, reicht es, den Ein-Punkt-Raum pt zu betrachten. Es sei also (X,A) = (pt, pt), mit
den natürlichen Abbildungen ◆ = p = idX . Nach Axiom (1) ist die Sequenz

h̃n(X/A)
p⇤ � h̃n(X)

◆⇤ � h̃n(A)

bei h̃n(X) exakt, also folgt

h̃n(X) = im(id) = ker(id) = 0 ⇢ h̃n(X) ,

das heißt, h̃n({⇤}) = 0 für alle n 2 Z und für jeden allgemeinen reduzierten Homologiefunktor. ⇤
Wir kennen bereits einen allgemeinen Homologiefunktor. Dieser wird uns später dabei helfen,

weitere Homologiefunktoren zu konstruieren.

5.11. Folgerung (aus Satz 3.81 und den Propositionen 3.78 und 3.83). Die stabilen Homoto-
piegruppen bilden einen allgemeinen Homologiefunktor ⇡s• : HkwH

+

! Ab.
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Stabile Homotopiegruppen erfüllen aber nicht das Dimensionsaxiom, denn nach Satz 3.101
gilt ⇡s

1

(S0) ⇠= Z/2 6= 0.

5.12. Bemerkung. Wir betrachten die Rolle des Basispunktes von X.

(1) Betrachte die punktierte Abbildung r : X
+

= X t {⇤} ! S0, die ganz X auf denjenigen
Punkt von S0 abbildet, der nicht der Basispunkt ist. Nach Übung 5.88 erhalten wir für
jeden reduzierten Homologiefunktor h̃• einen natürlichen Isomorphismus

h̃k(X)
⇠
=�! ker

�

r⇤ : h̃k(X+

)! h̃k(S
0)
�

.

Man beachte, dass die rechte Seite nicht von der Wahl des Basispunktes in X abhängt,
und auch dann wohldefiniert ist, wenn X überhaupt keinen guten Basispunkt besitzt. Im
Gegensatz zu den höheren Homotopiegruppen (siehe Folgerung 3.8) hängt h̃k(X) also nicht
von der Wahl eines Basispunktes ab; allerdings darf X nicht leer sein. Bezeichne HkwH 6=;
die volle Unterkategorie von HkwH der nicht-leeren Räume, dann lässt sich jeder Homo-
logiefunktor h̃k über HkwH 6=; faktorisieren als

HkwH
+

�! HkwH 6=; �! C .

Links steht hier der vergessliche Funktor, während wir den rechten auch als h̃k schreiben
können.

(2) Zu jedem allgemeinen reduzierten Homologiefunktor h̃• definieren wir einen allgemeinen
unreduzierten Homologiefunktor h̃• auf HkwH durch

hk(X) = h̃k(X+

) .

Für Paare (X,U) definiert man einen relativen Homologiefunktor h• durch

hk(X,U) = h̃k(X//U) ,

siehe Übungen 5.94 und 5.95 für CW-Komplexe. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome [ES, Sec-
tion I.3] fordern die lange exakte Sequenz für alle Paare (X,U), nicht nur für Kofaserungen.
Außerdem benötigt man ein Ausschneidungsaxiom, siehe Satz 7.36. Diese Forderungen sind
dann zu 5.9 (1) äquivalent.

(3) Sobald man einen Basispunkt in X auszeichnet, erhält man einen Isomorphismus

h•(X) ⇠= h̃•(X)� h̃•(S
0) ,

der allerdings von der Wahl des Basispunktes abhängt. Als Beispiel betrachte zunächst

h•(pt) = h̃•(pt
+

) = h̃•(S
0) .

Sei jetzt X = {1, . . . , n} eine endliche diskrete Menge, dann gilt

h•(X) =
n
M

i=1

h̃•(S
0) ⇠= h̃•(X)� h̃•(S

0) .

Dabei entspricht dem Summanden h̃•(S0) rechts derjenige Summand auf der linken Seite,
der zum gewählten Basispunkt gehört.

(4) Wir erhalten wegen Satz 3.97, Folgerung 5.11 und (2) als Beispiel eines allgemeinen unre-
duzierten Homologiefunktors den gerahmten Bordismus

⌦fr

• (X) = ⇡s•(X+

) .

In Zukunft meinen wir immer reduzierte Homologiefunktoren, solange wir nicht anderes sa-
gen. Als nächstes wollen wir einige möglichst allgemeine Sätze über Homologiefunktoren aus den
Axiomen herleiten.
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5.13. Satz (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei X = A [ B, so dass (A,A \ B) und (B,A \
B) Kofaserungen sind, und es sei h̃ ein allgemeiner Homologiefunktor. Bezeichne die natürlichen
Inklusionen mit

A \B �
� a //

_�

b
✏✏

A_�

i
✏✏

B �
� j // X .

Dann existiert ein natürlicher Verbindungshomomorphismus @ : h̃n(X)! h̃n�1(A\B), so dass die
Sequenz

· · · � h̃n�1(A \B)
@ � h̃n(X)

i⇤+j⇤ �� h̃n(A)� h̃n(B)
(a⇤,�b⇤) ��� h̃n(A \B) � · · ·

exakt ist.

Beweis. Wir wissen aus Folgerung 3.66, dass (X,A) und (X,B) unter den obigen Vorausset-
zungen ebenfalls Kofaserungen sind. Außerdem gilt X/A ⇠= B/(A \ B) und X/B ⇠= A/(A \ B).
Wir fassen die h̃-Sequenzen für die Paare (X,A), (X,B), (A,A \B) und (B,A \B) im folgenden
Diagramm zusammen:

h̃n�1(X/B) h̃n�1(A) h̃n(X/A) h̃n(B) h̃n+1

(X/B)

h̃n�1(X) h̃n�1(A \B) h̃n(X) h̃n(A \B)

h̃n�1(X/A) h̃n�1(B) h̃n(X/B) h̃n(A) h̃n+1

(X/A) .

r⇤ @ s⇤ �@

s⇤ �@ r⇤ @

j⇤ �@ i⇤ @

q⇤ a⇤ p⇤ b⇤i⇤ @ j⇤ �@

p⇤ b⇤ q⇤ a⇤

Die linke und die rechte Raute kommutieren, weil h̃• ein Funktor ist. Die
”
runden Dreicke“ kom-

mutieren wegen der Natürlichkeit der langen exakten Sequenz (1), angewandt auf die Paarabbil-
dung (B,A \ B) ,! (X,A) beziehungsweise (A,A \ B) ,! (X,B), und weil X/A ⇠= B/(A \ B)
beziehungsweise X/B ⇠= A/(A \ B). Die Kommutativität der mittleren Raute können wir erst
später in Bemerkung 5.15 zeigen; sie wird im Folgenden auch nicht benutzt.

Als Verbindungshomomorphismus wählen wir @ � p⇤ = �@ � q⇤. Da @ natürlich ist, ist dieser
Verbindungshomomorphismus ebenfalls natürlich, hängt allerdings von der Reihenfolge der Men-
gen A und B ab. Um zu zeigen, dass die Sequenz exakt ist, veranstalten wir eine Diagrammjagd
zwischen den (oben schwarz gezeichneten) exakten Sequenzen der Paare (X,A) und (B,A \B).

Beispielsweise folgt die Exaktheit bei hn(A)�hn(B) aus folgendem Argument. Sei zunächst � 2
h̃n(A \B). Aus der Kommutativität der rechten Raute folgt

�

(i⇤ + j⇤) � (a⇤,�b⇤)
�

(�) = (i⇤ � a⇤)(�)� (j⇤ � b⇤)(�) = 0 .

Seien jetzt ↵ 2 h̃n(A) und � 2 h̃n(B) gegeben, so dass i⇤↵ + j⇤� = 0. Dann liegt ⇠ = �j⇤� = i⇤↵
im Bild von i⇤, also im Kern von p⇤. Es folgt s⇤� = �p⇤⇠ = 0, also existiert ein Element �0 2
h̃n(A \ B) mit �b⇤�0 = �. Da (i⇤ � a⇤)�0 = (j⇤ � b⇤)�0 = ⇠ = i⇤↵, also i⇤(↵ � a⇤�0) = 0, existiert
ein � 2 h̃n+1

(X/A) mit @� = ↵ � a⇤�0 2 h̃n(A). Dann ist � = �0 + @� 2 h̃n(A \ B) das gesuchte
Urbild von (↵,�).
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Exaktheit an den anderen Stellen ist etwas einfacher und ist daher Inhalt der Übung 5.89. ⇤
5.14. Bemerkung. Mit Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz sehen wir, dass das Summenaxiom (2)

für endliche Summen bereits aus Homotopieinvarianz und (1) folgt, denn mehr haben wir im obigen
Beweis nicht gebraucht. Sei dazu X = Y _Z mit Basispunkt in Y \Z = pt, dann erhalten wir mit
Lemma 5.10, dass

· · · � h̃n�1(pt)
| {z }

=0

 � h̃n(X)
i⇤+j⇤ �� h̃n(Y )� h̃n(Z) � h̃n(pt)

| {z }

=0

 � · · ·

5.15. Bemerkung. Aufgrund der Symmetrie des Diagramms im Beweis von Satz 5.13 erhalten
wir analog zur Mayer-Vietoris-Sequenz eine zweite Sequenz

· · · � h̃n�1(X)
@ � h̃n(A \B)

@�@ �� h̃n(X/A)� h̃n(X/B)
(p⇤,�q⇤) ��� h̃n(X) � · · ·

Nun kann man sich überzeugen, dass X/(A \ B) ⇠= (X/A) _ (X/B), indem man X/(A \ B) als
Pushout von A/(A \ B) längs pt ! B/(A \ B) schreibt. Dann entspricht die obige Sequenz nach
Bemerkung 5.14 gerade der exakten Sequenz des Paares (X,A\B). Aus ihrer Exaktheit schließen
wir, dass auch die mittlere Raute im obigen Diagramm kommutiert.

5.16. Bemerkung. Nach Folgerung 5.11 bilden die stabilen Homotopiegruppen ⇡s• einen Homo-
logiefunktor, somit ist die Mayer-Vietoris-Sequenz für ⇡s• exakt. Wenn ähnliche Zusammenhangs-
voraussetzungen für die Paare (A,A \ B) und (B,A \ B) wie in Folgerung 3.66 gelten, existiert
eine ähnliche endliche exakte Sequenz für die

”
instabilen“ Homotopiegruppen ⇡•. Wir überlassen

Konstruktion und Beweis dem Leser als Übung 5.90. Allerdings muss man für ⇡
1

aufpassen, da der
Satz 2.42 von Seifert-van Kampen sich nur dann gut in die lange exakte Sequenz einfügt, wenn
mindestens eine der Gruppen ⇡

1

(A), ⇡
1

(B) oder ⇡
1

(A \B) verschwindet.

5.17. Satz. Es sei h̃• ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor und k, n 2 Z mit n � 1.
Dann existiert für jeden gut punktierten Raum X ein natürlicher Isomorphismus

h̃k(S
nX) ⇠= h̃k�n(X) . (1)

Falls h̃• ein gewöhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koe�zienten M in C ist, gilt insbeson-
dere

h̃k(S
n) ⇠=

(

M falls k = n, und

0 sonst .
(2)

Aussage (1) liefert für h̃• = ⇡s• eine o↵ensichtliche Folgerung aus dem Freudenthalschen Ein-
hängungssatz 3.75.

Jetzt wird auch der Name
”
Dimensionsaxiom“ klar: ein reduzierter Homologiefunktor mit Koef-

fizienten M 6⇠= 0
”
sieht“ die Dimension der Sphären Sn. Daher lassen sich manche derAnwendungen

des Satzes 3.42 von Brouwer-Hopf aus (2) folgern, beispielsweise der Fixpunktsatz 3.44 von Brou-
wer und der Satz 3.51 von der Invarianz der Dimension. Für den Satz 3.48 vom Igel benötigen wir
zusätzlich den Abbildungsgrad, siehe Satz 5.18 unten.

Beweis. Diesen Beweis können wir entweder analog zum Satz 3.42 oder mit Hilfe der Mayer-
Vietoris-Sequenz führen. Wir entscheiden uns für Letzteres. Für n = 0 ist nichts zu zeigen. Für n � 1
zerlegen wir SnX in zwei reduzierte Kegel Cn

±X ⇠= (I, 0)^ · · ·^ (I, 0)^X ⇠= Dn^X mit Basispunkt
auf dem Durchschnitt Sn�1X = Cn

+

X \ Cn
�X. Da (Cn

±X,Sn�1X) Kofaserungen sind und Cn
±X

zusammenziehbar, erhalten wir mit Lemma 5.10 und Satz 5.13 die exakte Sequenz

· · · h̃k�1(C
n
+

X)� h̃k�1(C
n
�X)

| {z }

=0

 h̃k�1(S
n�1X)

@ � h̃k(S
nX) h̃k(C

n
+

X)� h̃k(C
n
�X)

| {z }

=0

 · · ·
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Wir erhalten induktiv den gesuchten Isomorphismus

h̃k(S
nX) ⇠= h̃k�1(S

n�1X) ⇠= h̃k�n(X) .

Wenn h̃• ein gewöhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koe�zienten M in C ist, folgt die
zweite Behauptung aus der ersten und dem Dimensionsaxiom 5.9 (3). ⇤

Wir betrachten jetzt stetige Abbildungen f : Sn ! Sn. Nach dem Satz 3.42 von Brouwer-Hopf
und Übung 3.117 ist für alle n � 1 der Abbildungsgrad aus Definition 3.45 ein Ringisomorphis-
mus deg : ⇡n(Sn) ! Z. Wegen Homotopieinvarianz hängt f⇤ : h̃k(Sn) ! h̃k(Sn) nur vom Abbil-
dungsgrad deg f ab. Für spätere Anwendungen ist die Charakterisierung des Abbildungsgrades für
di↵erenzierbare f aus Folgerung 3.91 hilfreich, bei der es reicht, die Urbilder eines regulären Wertes
von f mit dem durch die jeweilige Orientierung von df gegebenen Vorzeichen zu zählen.

Da C eine abelsche Kategorie ist, ist HomC
�

h̃(Sn), h̃(Sn)
�

eine abelsche Gruppe, oder äquivalent

ein Z-Modul. Wir können also Elemente von HomC
�

h̃(Sn), h̃(Sn)
�

mit ganzen Zahlen multiplizieren.

5.18. Satz. Sei h̃• ein Homologiefunktor, und k 2 Z, m, n 2 N und f : Sm ! Sn seien stetig.

(1) Falls m < n, gilt f⇤ = 0: h̃k(Sm)! h̃k(Sn).
(2) Falls m = n, gilt f⇤ = deg f : h̃k(Sn)! h̃k(Sn).
(3) Falls m > n und falls h̃• das Dimensionsaxiom (3) erfüllt, gilt f⇤ = 0: h̃k(Sm)! h̃k(Sn).

Insbesondere liefert dieser Satz eine weitere Charakterisierung des Abbildungsgrades. Allerdings
können wir den Abbildungsgrad nur dann mit Hilfe von h̃• bestimmen, wenn Z treu auf h̃•(S0)
wirkt. Das ist beispielsweise nicht der Fall, wenn h̃• ein gewöhnlicher Homologiefunktor mit Koef-
fizienten Z/n ist für ein n 6= 0.

Beweis. Nach Satz 3.42 (1) ist f homotop zur konstanten Abbildung, falls m < n. In diesem
Fall faktorisiert f⇤ über h̃k(pt) = 0, und es folgt Behauptung (1).

Falls h̃• das Dimensionsaxiom erfüllt und m 6= n, gilt h̃k(Sm) = 0 oder h̃k(Sn) = 0, und es
folgt (3).

Zu (2) reicht es, zu zeigen, dass h̃ : ⇡n(Sn) ! EndC
�

h̃k(Sn)
�

mit f 7! f⇤ ein Homorphismus
abelscher Gruppen ist. Denn deg idSn = 1, und wegen Folgerung 3.46 und Funktorialität folgt

f⇤ = (deg f · idSn)⇤ = deg f · (idSn)⇤ = deg f .

Wegen des Summenaxioms (2) oder besser wegen Bemerkung 5.14 zur Mayer-Vietoris-Sequenz
induzieren die Inklusionsabbildungen i, j : Sn ! Sn _ Sn auf die einzelnen Summanden eine Iden-
tifikation

(i⇤ + j⇤) : h̃k(S
n)� h̃k(S

n)
⇠
=�! h̃k(S

n _ Sn) mit (x, y) 7! i⇤x+ j⇤y .

Mit der universellen Eigenschaft des Koproduktes erhalten wir zwei Abbildungen p, q : Sn _ Sn !
Sn, die jeweils eine der beiden Sphären auf den Basispunkt kollabieren, so dass

p � i = q � j = idSn und p � j = q � i = 0 .

Wegen Funktorialität sind daher p⇤ und q⇤ : h̃k(Sn) � h̃k(Sn) ! h̃k(Sn) gerade die Projektionen
auf die beiden direkten Summanden.

Es sei Sn�1 ⇢ Sn der Äquator, der auch den Basispunkt enthalte. Wir betrachten die Quotien-
tenabbildung

d : Sn �! Sn/Sn�1 ⇠= Sn _ Sn .

Da p � d und q � d homotop zu idSn sind, folgt p⇤ � d⇤ = q⇤ � d⇤ = id
˜h
k

(Sn

)

, also ist d⇤ die
Diagonalabbildung

d⇤ : h̃k(S
n) �! h̃k(S

n)� h̃k(S
n) mit d⇤x = (x, x) .
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Es seien jetzt f , g 2 ⇡n(Sn) gegeben. Nach der universellen Eigenschaft des Koproduktes
existiert eine Abbildung f _ g : Sn _Sn ! Sn, so dass (f _ g) � i = f und (f _ g) � j = g. Dann gilt

(f _ g)⇤(x, 0) = (f _ g)⇤(i⇤x) =
�

(f _ g) � i
�

⇤x = f⇤x

und (f _ g)⇤(0, y) = (f _ g)⇤(j⇤y) =
�

(f _ g) � j
�

⇤y = g⇤y ,

also (f _ g)⇤(x, y) = (f _ g)⇤(x, 0) + (f _ g)⇤(0, y) = f⇤x+ g⇤y .

Indem wir Sn mit In/@In identifizieren, sehen wir mit Definition 3.1, dass

(f _ g) � d = (f + g) : Sn ! Sn .

Insgesamt erhalten wir also

(f + g)⇤(x) = (f _ g)⇤(d⇤x) = (f _ g)⇤(x, x) = f⇤x+ g⇤x = (f⇤ + g⇤)(x) .

Also ist h̃ : ⇡n(Sn)! EndC
�

h̃k(Sn)
�

tatsächlich ein Homomorphismus, was noch zu zeigen war. ⇤
5.19. Bemerkung. Aussage (3) gilt nicht für allgemeine Homologiefunktoren. Dazu betrachten

wir wieder ⇡s•. Es sei f : S3 ! S2 die Hopf-Faserung. Aus Satz 3.101 wissen wir, dass 0 6= [f ] 2
⇡s
3

(S2) = ⇡s
1

(S0). Außerdem sei 1 = [idSn ] 2 ⇡s
0

(S0). Es folgt

f⇤(1) = f⇤[idS3 ] = [f � idS3 ] = [f ] 6= 0 2 ⇡s
3

(S2) .

5.c. Zelluläre Homologie

Wir zeigen, dass sich die (gewöhnliche) Homologie h̃• von CW-Komplexen allein aus den Ko-
e�zienten h̃•(S0) und gewissen Daten der CW-Struktur berechnen lässt. Dieses Ergebnis ist aus
zwei Gründen interessant:

• Es zeigt, dass die Eilenberg-Steenrod-Axiome gewöhnliche Homologiefunktoren auf der
Unterkategorie der CW-Komplexe bereits vollständig festlegen;

• Für einfach konstruierte Räume erhalten wir sehr e�zientes Verfahren zur Bestimmung
der Homologiegruppen.

Alle Überlegungen in diesem Abschnitt gelten für gewöhnliche Homologiefunktoren mit Werten in
einer beliebigen abelschen Kategorie C.

Wir beginnen mit einigen Vorüberlegungen. Im folgenden sei h̃• stets ein gewöhnlicher reduzier-
ter Homologiefunktor mit Koe�zienten M = h̃

0

(S0) in einer abelschen Kategorie C. Wir fixieren
Homöomorphismen Dn/Sn�1 ⇠= Sn und benutzen die Isomorphismen

@n : h̃n(S
n)! h̃n�1(S

n�1)

aus dem Beweis von Satz 5.17, um induktiv h̃n(Sn) mit h̃
0

(S0) = M zu identifizieren.
Sei (X, {x

0

}) ein CW-Paar wie in Definition 4.17 mit den n-Gerüsten Xn für n � �1 und den
Indexmengen Jn für die n-Zellen für n � 0. Insbesondere gilt X�1 = {x

0

} und X0 ⇠= J0 t {x
0

}.
Wir schreiben

M�J
n

=
M

j2Jn

M und
X

j2Jn

aje
n
j = (aj)j2Jn 2M�J

n

,

wobei wir verlangen, dass aj = 0 außer für endlich viele j 2 Jn.
Es seien �n

j die charakteristischen Abbildungen von X für j 2 Jn. Für n > 0 fassen wir �n
j

als Abbildung von Paaren (Dn, Sn�1)! (Xn, Xn�1) auf und bezeichnen die induzierte punktierte
Abbildung auf den Quotienten mit �̄n

j : S
n ! Xn/Xn�1. Für n = 0 fixieren wir einen Punkt von S0

als Basispunkt. Für j 2 J0 bezeichne �̄0

j : S
0 ! X0 = X0/X�1 die punktierte Abbildung, die den

anderen Punkt von S0 auf e0j 2 X0 \ {x
0

} abbildet.
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5.20. Lemma. Es sei k 2 Z und n � 0. Wir erhalten natürliche Isomorphismen

M�J
n ⇠= h̃n(X

n/Xn�1) mit aje
n
j 7�! h̃n�

n
j (aj) für alle j 2 Jn , (1)

0 ⇠= h̃k
�

Xn/Xn�1� falls k 6= n , (2)

0 ⇠= h̃k
�

Xn
�

falls k > n , (3)

und h̃k(X) ⇠= h̃k
�

Xn
�

falls n > k . (4)

Beweis. Für n = 0 schreiben wir
X0 =

_

i2J0

S0

mit gemeinsamem Basispunkt x
0

, und erhalten

h̃k(X
0/X�1) = h̃k(X

0) =
M

j2J0

h̃k(S
0) =

(

M�J
0

für k = 0, und

0 für k 6= 0.

aus dem Summenaxiom (2) und dem Dimensionsaxiom (3) aus Definition 5.9.
Für n > 0 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

`

j2Jn

�

Dn, Sn�1�
S

j2J

n

�

n

j //

✏✏

Xn

✏✏
W

j2Jn

Sn

W
j2J

n

¯

�

n

j // Xn/Xn�1 .

und die Abbildung
W

j �̄
n
j ist ein Homöomorphismus. Die Behauptungen (1) und (2) folgen jetzt

wieder aus dem Summenaxiom und aus Satz 5.17.
Punkt (3) folgt aus (2) für n = 0 und ergibt sich für n > 0 induktiv aus der langen exakten

Sequenz des Paares (Xn, Xn�1) aus Axiom (1) und Behauptung (2) für k > n, da

· · · � h̃k(X
n/Xn�1)

| {z }

⇠
=

0

 � h̃k(X
n) � h̃k(X

n�1)
| {z }

⇠
=

0

 � · · ·

Behauptung (4) folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (X,Xn), wenn wir zeigen
können, dass h̃k(X/Xn) ⇠= 0 für alle k  n, denn für k < n erhalten wir dann

· · · � h̃k(X/Xn)
| {z }

⇠
=

0

 � h̃k(X) � h̃k(Xn)
@ � h̃k+1

(X/Xn)
| {z }

⇠
=

0

 � · · ·

Der Raum Y = X/Xn ist wieder ein CW-Komplex mit Y 0 = · · · = Y n = X�1 = {⇤} und mit
charakteristischen Abbildungen p ��m

j für m > n und j 2 Jm, wobei p : X ! Y die Projektion auf

den Quotienten bezeichne. Für k  n gilt also h̃k(Y 0) = · · · = h̃k(Y n) ⇠= 0. Für m > n folgt aus
der langen exakten Sequenz

· · · � h̃k(Y
m/Y m�1)

| {z }

⇠
=

0

 � h̃k(Y
m) � h̃k(Y

m�1)
| {z }

⇠
=

0

 � · · ·

des Paares (Y m, Y m�1) mit (2) induktiv, dass h̃k(Y m) ⇠= 0 für alle m 2 Z. Damir haben wir (4)
bewiesen, falls X = Xm endlich dimensional ist.

Im allgemeinen Fall betrachten wir das Teleskop

Z =
1
[

m=0

Y m ⇥ [m,1) ⇢ Y ⇥ [0,1)
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Y

A

Z

Abbildung 5.1. Das Teleskop eines CW-Komplexes

als CW-Komplex mit Zellen der Form emi ⇥{a} und emi ⇥(a, a+1) für allem  a 2 Z. Da [0,1) lokal
kompakt ist, ist das nach Übung 1.132 möglich. Der Raum Z ist ein Deformationsretrakt von Y ⇥
[0,1). Zunächst ist Sm�1⇥ [0,1)[Bm⇥ [m,1) ein starker Deformationsretrakt von Bm⇥ [0,1);
dazu betrachten wir etwa die Zentralprojektion vom Punkt (0, . . . , 0,�1) 2 Rm ⇥ R aus. Mit Hilfe
der charakteristischen Abbildungen verkleben wir diese Projektionen zu einer Abbildung

Pm : Y m ⇥ [0,1) [ Z ! Y m�1 ⇥ [0,1) [ Z .

Es sei Hm : (Y m ⇥ [0,1) [ Z)⇥ [0, 1]! Y m ⇥ [0,1) [ Z eine Homotopie von id nach Pm relativ
zu Y m�1⇥ [0,1)[Z. Wie im Beweis von Satz 1.93 oder Satz 4.24 erhalten wir eine Retraktion P =
Pn+1 � Pn+2 � . . . von Y ⇥ [0,1) auf Z und eine Homotopie H von id nach P , indem wir auf dem
Teilintervall [2�m, 21�m] ⇢ [0, 1] die Homotopie Hm � Pm+1 � . . . ausführen.

Als nächstes betrachten wir den Unterkomplex

A = (Y 0 ⇥ [0,1)) [
1
[

m=n+1

(Y m ⇥ {m}) ⇢ Z .

Der Quotient A/(Y 0 ⇥ [0,1)) ist homöomorph zum unendlichen Bouquet

1
_

m=n+1

Y m ⇠=
1
_

m=n+1

(Y m ⇥ {m}) .

Da Y 0 ⇥ [0,1) zusammenziehbar ist, liefert die lange exakte Sequenz des Paares (A, Y 0 ⇥ [0,1)),
zusammen mit dem Summenaxiom, dass

h̃k(A) ⇠= h̃k

✓ 1
_

m=n+1

Y m

◆

⇠=
1
M

m=n+1

h̃k(Y
m) ⇠= 0

für alle k  n, denn alle Y m sind endlich-dimensionale CW-Komplexe mit Y n = ⇤.
Wir betrachten zum Schluss das CW-Paar (Z,A). Der Quotient Z/A ist homöomorph zu

1
_

m=n+1

�

(Y m ⇥ [m,m+ 1])/(Y m ⇥ {m,m+ 1} [ Y 0 ⇥ [m,m+ 1])
� ⇠=

1
_

m=n+1

(Y m ^ S1) ,

und jeder einzelne Summand ist ein endlich-dimensionaler CW-Komplex mit Zellen der Dimensi-
on > n+1. Wie oben folgt h̃k(Z/A) ⇠= 0 für alle k  n. Die lange exakte Sequenz des Paares (Z,A)
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enthält die Abschnitte

· · · � h̃k(Z/A)
| {z }

⇠
=

0

 � h̃k(Z) � h̃k(A)
| {z }

⇠
=

0

 � · · ·

für alle k  n. Also folgt
h̃k(X/Xn) = h̃k(Y ) ⇠= h̃k(Z) ⇠= 0

für alle k  n, und Behauptung (4) ist auch im allgemeinen Fall bewiesen. ⇤
Nach dem obigen Lemma enthält die lange exakte Sequenz des Paares (Xn+1, Xn) für alle n

einen Ausschnitt der Form

h̃n(X
n+1/Xn)

| {z }

⇠
=

0

 � h̃n(X
n+1)

| {z }

⇠
=

˜h
n

(X)

◆n+1

⇤ � h̃n(X
n)

@n+1

 � h̃n+1

(Xn+1/Xn)
| {z }

⇠
=

M�J

n+1

pn+1

⇤ � h̃n+1

(Xn+1) � h̃n+1

(Xn)
| {z }

⇠
=

0

.

Wir definieren dCW

n = pn�1⇤ � @ und setzen solche Ausschnitte zu einem großen kommutativen
Diagramm

. . .h̃n+1

�

Xn+1/Xn
�

h̃n
�

Xn/Xn�1�h̃n�1
�

Xn�1/Xn�2�. . .

h̃n
�

Xn
�

h̃n(X)

0

h̃n+1

�

Xn+1

�

0

0

h̃n�1
�

Xn�1�

. . . 0

. . .

dCW

n+1

dCW

n

pn+1

⇤

@n+1

◆n+1

⇤

pn⇤

@npn�1

⇤

zusammen. Indem wir die Exaktheit der Diagonalen ausnutzen, erhalten wir eine Kette natürlicher
Isomorphismen

h̃n(X) ⇠= h̃n
�

Xn
��

im @n+1 da ◆n+1

⇤ surjektiv ist,

⇠= im pn⇤
�

im
�

pn⇤ � @n+1

�

da pn⇤ injektiv ist,

= ker @n/ im dCW

n+1

da im pn⇤ = ker @n,

= ker dCW

n / im dCW

n+1

da pn�1⇤ injektiv ist.

Der Quotient auf der rechten Seite ist wohldefiniert, da im dCW

n+1

⇢ ker dCW

n , oder äquivalent

dCW

n � dCW

n+1

= pn�1⇤ � (@n � pn⇤ ) � @n+1 = 0 .

Mit unser Definition X�1 = {x
0

} funktioniert dieses Argument für alle n � 0. Wir erinnern uns an
Definition 3.17 und Bemerkung 5.7.

5.21. Definition. Ein (Ketten-)Komplex (C•, d•) in C ist eine Sequenz (dn : Cn ! Cn�1)n2Z
von C-Morphismen, so dass

dn � dn+1

= 0: Cn+1

�! Cn�1
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für alle n 2 Z. Man definiert Objekte Bn(C•, d•) ⇢ Zn(C•, d•) ⇢ Cn und Hn(C•, d•) in C durch

Zn(C•, d•) = ker dn ,

Bn(C•, d•) = im dn+1

und Hn(C•, d•) = Zn(C•, d•)/Bn(C•, d•) .

Elemente von Cn, Zn(C•, d•) und Bn(C•, d•) heißen n-Ketten, n-Zykel beziehungsweise n-Ränder
des Komplexes. Das Objekt Hn(C•, d•) heißt die n-te Homologie des Komplexes.

Eine Kettenabbildung f• : (C•, d•) ! (C 0•, d
0
•) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom

Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Homologien bezeichnet man mit

Hnf• = f⇤ : Hn(C•, d•)! Hn+a(C
0
•, d
0
•) .

Man überlegt sich leicht, dass sich jede Kettenabbildung f• : (C•, d•)! (C 0•, d
0
•) zu Abbildungen

Zn(C•, d•)! Zn+a(C
0
•, d
0
•) und Bn(C•, d•)! Bn+a(C

0
•, d
0
•)

einschränken lässt, so dass die Abbildung f⇤ tatsächlich wohldefiniert ist. Die Kettenkomplexe in C
bilden eine Kategorie ChC mit den Kettenabbildungen als Morphismen, und die n-te Homologie ist
ein Funktor Hn : ChC ! C. Im Falle von k-Vektorräumen oder R-Moduln schreiben wir anstelle
von ChVeck und ChMod

R

kurz Chk beziehungsweise ChR.
Wir verwenden im Folgenden Kleinbuchstaben h̃ für (reduzierte) Homologiefunktoren im Sinne

der Eilenberg-Steenrod-Axiome 5.9 und Großbuchstaben für die Homologie von Kettenkomplexen.
Nach unseren obigen Überlegungen ist h̃k(X) zur Homologie eines Kettenkomplexes (C̃CW

• , dCW

• )
isomorph. Wir identifizieren C̃CW

n (X;M) = h̃n(Xn/Xn�1) mit M�J
n

wie in Lemma 5.20 (1). Als
nächstes suchen wir eine explizite Formel für den Randoperator dCW

n : M�J
n ! M�J

n�1

. Wir
betrachten dazu für j 2 Jn die Projektionsabbildung

qnj : X
n/Xn�1 �! Xn

.⇣

Xn�1 [
[

i2Jn\{j}
eni

⌘

(�

n

j

)

�1

��! Sn .

Ähnlich wie im Beweis von Satz 5.18 gilt

qnj � �
n
i =

(

idSn falls i = j 2 Jn , und

konstant falls i 6= j ,

und für
P

i2Jn

aieni 2M�J
n

= h̃n(Xn/Xn�1) folgt

(qnj )⇤
X

i2Jn

aie
n
i =

X

i2Jn

�

qnj � �
n
i

�

⇤(ai) = aj 2M .

Wir betrachten die Paarabbildungen �n
i : (D

n, Sn�1) ! (Xn, Xn�1) und erhalten ein kommu-
tatives Diagramm

h̃n�1(Sn�1) h̃n�1(Sn�1)
(fn

ij

)⇤
oo

('n

i

)⇤
✏✏

h̃n(Sn)
@n

⇠
=

oo

(

¯

�

n

i

)⇤
✏✏

h̃n�1(Xn�1/Xn�2)

(qn�1

j

)⇤

OO

h̃n�1(Xn�1)
pn�1

⇤

oo h̃n(Xn/Xn�1)
@n
oo

für i 2 Jn, j 2 Jn�1 mit fn
ji = qn�1j � pn�1 � 'n

i : S
n�1 ! Sn�1. Dabei kommutiert das rechte

Quadrat wegen der Natürlichkeit von @n, und das linke nach Definition von fn
ji. Nach Satz 5.18 (2)

operiert (fn
ji)⇤ auf M = h̃n�1(Sn�1) durch Multiplikation mit dem Abbildungsgrad dnij = deg fn

ji.
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Insgesamt wird der zelluläre Randoperator dCW

n für n � 2 also durch die Matrix

dCW

n = (dnji)j,i 2MJn�1,Jn(Z) ⇢ homR(M
�Jn

,M�J
n�1

)

beschrieben. Die Koe�zienten dnji dieser Matrix heißen auch die Inzidenzzahlen vonX. Man beachte,

dass Sn�1 kompakt ist und 'n
i nach Bemerkung 1.51 (2) und Satz 1.86 (siehe auch Proposition 4.18)

daher nur endlich viele Zellen en�1j tri↵t, so dass eni 2M ⇠= im(h̃n�
n
i ) auf eine endliche Linearkom-

bination, also ein Element der direkten Summe M�J
n�1

abgebildet wird. Man beachte, dass der
reduzierte Homologiefunktor h̃• in dieser Beschreibung des reduzierten zellulären Kettenkomplexes
überhaupt nicht mehr auftaucht. Das liegt an Folgerung 3.46 aus dem Satz 3.42 von Brouwer-Hopf,
sowie an Satz 5.18.

5.22. Definition. Es sei X ein CW-Komplex und M Objekt in C. Der reduzierte zelluläre
Kettenkomplex von X mit Koe�zienten M ist definiert als

�

C̃CW

• (X;M), dCW

•
�

mit C̃CW

n = M�J
n

und

dCW

n

X

i2Jn

aie
n
i =

X

j2Jn�1

X

i2Jn

deg(qn�1j � pn�1 � 'n
i ) ai e

n�1
j =

X

j2Jn�1

X

i2Jn

dnjiai · en�1j .

Die Homologie H̃CW

• (X;M) = H•
�

C̃CW

• (X;M), dCW

•
�

dieses Komplexes heißt die reduzierte zel-
luläre Homologie von X mit Koe�zienten in M .

Wir erinnern uns an die Definitionen 1.88 und 4.23 zellulärer Abbildungen zwischen CW-
Komplexen. Die CW-Komplexe mit den zellulären Abbildungen bilden eine Kategorie CW .

Es sei Y ein CW-Komplex mit h̃n(Y n/Y n�1) = M�K
n

. Eine zelluläre Abbildung f : X ! Y
induziert Abbildungen f̄n : Xn/Xn�1 ! Y n/Y n�1, also auch Abbildungen f

#n = f̄n
⇤ : M

�Jn !
M�K

n

für alle n. Mit einem ähnlichen Argument wie oben sieht man, dass

f
#n

X

j2Jn

aje
n
j =

X

j2Jn

X

k2Kn

deg
�

qnk � f̄n � �n
j

�

aje
n
k .

Die Familie f
#• ist eine Kettenabbildung vom Grad 0, da das Diagramm

h̃n�1(Xn�1/Xn�2)

¯fn�1

⇤
✏✏

h̃n�1(Xn�1)
pn�1

⇤oo

fn�1

⇤
✏✏

h̃n(Xn/Xn�1)
@oo

¯fn

⇤
✏✏

h̃n�1(Y n�1/Y n�2) h̃n�1(Y n�1)
pn�1

⇤oo h̃n(Y n/Y n�1)
@oo

kommutiert. Wir bezeichnen die induzierten Abbildungen mit

fCW

⇤ = H̃CWfn : H̃
CW

n (X;M)! H̃CW

n (Y ;M) .

5.23. Satz (Zelluläre Homologie). Sei M Objekt einer abelschen Kategorie C und n 2 Z.
(1) Die n-te reduzierte zelluläre Homologie mit Koe�zienten M ist ein Funktor H̃CW

n ( · ;M) :
CW ! C.

(2) Für jeden reduzierten Homologiefunktor h̃n mit Koe�zienten M existiert ein natürlicher
Isomorphismus h̃n|CW ! H̃CW

n ( · ;M).

Eine ähnliche Beschreibung können wir auch für den Randoperator @ aus Definition 5.9 angeben.
Da wir zur Definition des reduzierten zellulären Kettenkomplexes einen Basispunkt x

0

wählen
mussten, sieht es zunächst so aus, als würde H̃CW

n (X;M) von dieser Wahl abhängen. Ähnlich wie
in Bemerkung 5.12 (1) können wir zeigen, dass es in Wirklichkeit nicht auf x

0

ankommt, siehe auch
Bemerkung 5.30 (2) unten.
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Beweis. Wir haben zu jeder zellulären Abbildung f : X ! Y eine induzierte Abbildung fCW

⇤ :
H̃CW

n (X;M)! H̃CW

n (Y ;M) konstruiert. Funktorialität (1) folgt, da hnidn = hnid = id und

(f � g)CW

⇤ = h̃n(f � g)n = h̃n(f̄n � ḡn) = h̃nf̄n � h̃nḡn = fCW

⇤ � gCW

⇤ .

Wir haben oben Isomorphismen

h̃n(X) � h̃n
�

Xn
��

im @n+1

�! im h̃np
n
�

im
�

h̃np
n � @n+1

�

= ker dn/ im dn+1

= H̃CW

n (X;M)

konstruiert, die alle von natürlichen Abbildungen zwischen Homologiemoduln induziert werden.
Also ist auch der zusammengesetzte Isomorphismus h̃n(X) ! H̃CW

n (X;M) natürlich, und es
folgt (2). ⇤

5.24. Bemerkung. Wir können uns zelluläre Homologie vereinfacht wie folgt vorstellen. Jede
n-Zelle ist ein n-dimensionales Objekt in X mit einem (n�1)-dimensionalen Rand, und Ketten c 2
C̃CW

n (X;M) sind M -Linearkombinationen davon. Den Rand dCW

n c einer solchen Kette c schreiben
wir wieder als M -Linearkombination von (n�1)-Zellen, dabei hängen die Vorzeichen von einer Art

”
Orientierung“ auf dem Rand ab, siehe Folgerung 3.91. Wenn also der Rand von c eine bestimmte
Zelle a-mal

”
richtig herum“ und b-mal

”
falsch herum“ tri↵t, dann kommt diese Zelle (a � b)-mal

in dCW

n c vor.
Ketten c mit Rand dCW

n c = 0 heißen Zykel. Wir stellen sie uns als
”
geschlossene“ n-dimensionale

Objekte in X vor. Jeder Zykel repräsentiert ein
”
Loch“ in Xn. Wenn dieses Loch in Xn+1 von

einer Kette b 2 CCW

n+1

(X;M)
”
gestopft“ wird, das heißt, wenn c = dCW

n+1

b, vergessen wir es. Alle
anderen Löcher bleiben nach Lemma 5.20 (4) dann auch in X

”
ungestopft“. Somit dürfen wir

uns H̃CW

n (X;M) als Menge der Linearkombinationen von Löchern in X vorstellen. Man vergleiche
das mit der Beschreibung des gerahmten Bordismus in Bemerkung 3.98.

Ein Beispiel ist das Loch in der Mitte der n-Sphäre Sn ⇢ Rn+1, das sich nach den Sätzen 5.17
und 5.23 dadurch manifestiert, dass HCW

n (Sn) ⇠= M . Allerdings sehen wir dieses Loch erst
”
mit

bloßem Auge“, wenn wir Sn in den Rn+1 einbetten, während die Homologie es immer findet.

5.25. Beispiel. Die reduzierte zelluläre Homologie lässt sich besonders einfach berechnen, wenn
der zelluläre Randoperator dCW

n für alle n 2 Z verschwindet. Das passiert etwa dann, wenn X keine
Zellen in aufeinanderfolgenden Dimensionen hat. Ein Beispiel sind die komplex und quaternionisch
projektiven Räume aus den Übungen 1.129 und 1.130, siehe Übung 5.91.

5.26. Beispiel. Wir betrachten jetzt den reell projektiven Raum X = RPn mit der CW-
Struktur aus Übung 1.130. Dann existiert neben {x

0

} = RP 0 genau eine Zelle ek in jeder Dimen-
sion 1  k  n, und die Verklebeabbildung ist die Projektion

'k : Sn�1 ! Xk�1 = RP k�1 = Sn�1/{1,�1} .

Dabei wird der Äquator Sk�2 gerade auf den Unterkomplex Xk�2 = RP k�2 abgebildet. Ähnlich wie
bei der Konstruktion der

”
Summe“ stetiger Abbildungen erhalten wir das kommutative Diagramm

Sk�1 //

'k

✏✏

Sk�1/Sk�2 ⇠
= //

✏✏

Sk�1 _ Sk�1

'k

+

_'k

�
✏✏

RP k�1 pk�1

// RP k�1/RP k�2 qk�1

⇠
=

// Sk�1 .

Also gilt [qk�1 � 'k] = ['k
+

] + ['k
�] 2 ⇡k�1(RP k�1); hierbei werden 'k

± : Sk�1 ! Sk�1 durch die
Einschränkung von qk�1 �'k auf je eine der beiden Halbkugeln induziert. Da 'k

� = 'k
+

� (�id) nach
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Konstruktion, folgt aus Beispiel 3.47 bei geeigneter Wahl der Verklebeabbildungen, dass

dCW

k = deg
�

qk�1 � 'k
�

= 1 + (�1)k =

(

2 falls k gerade ist, und

0 falls k ungerade ist.

(1) Wir wählen Z in der Kategorie Ab ⇠= ModZ als Koe�zienten. Für gerade n und erhalten
wir in den Graden 0 bis n den reduzierten zellulären Kettenkomplex

0 � Z 2 � Z 0 � · · · 2 � Z

für ungerade n hingegen

0 � Z 2 � Z 0 � · · · 2 � Z 0 � Z ,

und daher

H̃CW

k (RPn;Z) ⇠=

8

>

<

>

:

Z/2Z falls k ungerade und 0 < k < n,

Z falls k = n ungerade, und

0 sonst.

Hier taucht gelegentlich der Modul Z/2Z auf. Im Sinne von Bemerkung 5.24 beschreibt
das Element 0 6= c 2 H̃CW

k (RPn) ⇠= Z/2Z ein
”
Loch“ in RP k, das in RP k+1 nicht gestopft

wird; erst das zweimal umlaufene Loch 2c tritt als Rand einer (k + 1)-Kette auf.
(2) Wir bleiben in der Kategorie Ab und wählen Z/2 als Koe�zienten. Da 2 ⌘ 0 in Z/2,

verschwindet der Randoperator komplett, und wir erhalten

H̃CW

k (RPn;Z/2) ⇠=
(

Z/2Z falls 0 < k  n, und

0 sonst.

Das gleiche Ergebnis erhalten in der Kategorie VecZ/2. Wir sehen also modulo 2 mehr

”
Löcher“ als über Z.

(3) Es sei jetzt k ein Körper der Charakteristik 6= 2. Dann ist Multiplikation mit 2 invertierbar.
Sowohl in der Kategorie Ab als auch in Veck erhalten wir daher nur noch

H̃CW

k (RPn; k) ⇠=
(

k falls k = n ungerade ist, und

0 sonst.

5.27. Definition. Es sei k ein Körper, h̃• ein reduzierter Homologiefunktor mit Koe�zienten k
und X ein topologischer Raum, dann heißen die Dimensionen b̃k(X; k) = dimk h̃k(X) 2 N

0

[ {1}
der Homologie-Vektorräume von X die (reduzierten) Betti-Zahlen von X über k. Falls alle Betti-
Zahlen endlich sind und fast alle verschwinden, ist die Euler-Zahl oder Euler-Charakteristik von X
definiert als

�(X) = 1 +
X

k

(�1)k b̃k(X; k) .

Die Betti-Zahlen vonX hängen im allgemeinen vom gewählten reduzierten Homologiefunktor h̃•
ab. Nach Satz 5.23 hängen sie nur von k ab, genauer von seiner Charakteristik, wenn X ein CW-
Komplex ist. Aber selbst für CW-Komplexe können verschiedene Körper unterschiedliche Betti-
Zahlen liefern, siehe Beispiel 5.26. Die Euler-Zahl hängt zumindest für kompakte CW-Komplexe
nicht von k ab, wie der folgende Satz zeigt. Dazu beachten wir, dass CW-Komplexe nach Satz 1.86
genau dann kompakt sind, wenn sie insgesamt nur aus endlich vielen Zellen bestehen.
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5.28. Satz. Sei k ein Körper und X = Xn ein punktierter CW-Komplex mit endlich vielen
Zellen in jeder Dimension k und c̃k(X) = #Jk <1. Für alle m gilt

m
X

k=0

(�1)m�k c̃k(X) �
m
X

k=0

(�1)m�k b̃k(X, k) , (1)

c̃m(X) � b̃m(X, k) , (2)

�(X) = 1 +
X

k

(�1)k c̃k(X) falls X kompakt ist. (3)

Nach Definition 4.17 wird der Basispunkt nicht als 0-Zelle gezählt, da X�1 = {x
0

}.

Beweis. Man leitet (1) aus den Dimensionsformeln für k-Vektorräume ab. Sei etwa U ⇢ V ein
Untervektorraum und f : V !W linear, dann gilt

dimk U + dimk(V/U) = dimk V und dimk V = dimk ker f + dimk im f .

Die Ungleichungen (2) und die Gleichung (3) folgen aus (1). Die Details sind Übung 5.93. ⇤
5.29. Beispiel. Für die 2-Sphäre erhalten wir �(S2) = 2, da die übliche CW-Struktur nur

aus x
0

und einer 2-Zelle besteht. Die Oberfläche eines konvexen Polyeders im R3 liefert eine andere
CW-Struktur X auf S2 mit e = 1 + c̃

0

(X) = #I0
”
Ecken“, k = c̃

1

(X)
”
Kanten“ und f = c̃

2

(X)

”
Flächen“. Wir erhalten den Eulerschen Polyedersatz

2 = e+ f � k .

5.30. Bemerkung. Um Verwirrung zu vermeiden, bezeichnen wir den Randoperator im re-
duzierten zellulären Kettenkomplex jetzt mit d̃CW

• . In der Konstruktion von
�

C̃CW

• (X;M), d̃CW

•
�

spielt der Basispunkt x
0

= e0i
0

eine Sonderrolle. Wir betrachten daher zwei weitere verwandte
Kettenkomplexe.

(1) Der (unreduzierte) zelluläre Kettenkomplex
�

CCW

• (X;M), dCW

•
�

ist definiert als CCW

n (X;

M) = C̃CW

n (X;M) für n 6= 0 und CCW

0

(X;M) = M�X
0

, sowie

dCW

n

X

i2In
aie

n
i =

(

P

i2In
P

j2Jn�1

dnjiaie
n�1
j für n 6= 1,

P

i2I1
P

j2J0

d1jiai(e
0

j � e0i
0

) für n = 1.

Er hängt nicht von der Wahl von i
0

ab, siehe Übung 5.94 (1), und unterscheidet sich
nur in CCW

0

und dCW

1

vom reduzierten zellulären Kettenkomplex. Seine Homologie heißt
(unreduzierte) zelluläre Homologie HCW

• (X;M) mit Koe�zienten M .
(2) Der augmentierte zelluläre Kettenkomplex

�

C̄CW

• (X;M), d̄CW

•
�

unterscheidet sich vom un-
reduzierten zellulären Kettenkomplex nur durch

C̄CW

�1 (X;M) = M und d̄CW

0

X

i2I0
aie

0

i =
X

i2I0
ai .

Die Abbildung d̄CW

0

heißt Augmentierung und wird mit " bezeichnet.

Für die zugehörigen Homologien erhält man natürliche Isomorphismen

HCW

n (X;M) ⇠= H̄CW

n (X;M) ⇠= H̃CW

n (X;M) für alle n 6= 0.

Für n = 0 erhält man einen natürlichen Isomorphismus H̄CW

0

(X;M) ⇠= H̃CW

0

(X;M) und eine
natürliche kurze exakte Sequenz

0 �! H̄CW

n (X;M) ,�! HCW

0

(X;M) �⇣M �! 0 ,
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vergleiche Bemerkung 5.12 (1). Die Sequenz spaltet erst nach Wahl eines Basispunktes x
0

2 X0,
der Isomorphismus H̄CW

0

(X;M) ⇠= M � H̃CW

0

(X;M) ist daher nicht natürlich, siehe 5.12 (3) und
Übung 5.94 (1). Da der augmentierte Kettenkomplex die gleiche Homologie wie der reduzierte
Kettenkomplex liefert, aber keine Basispunkte benötigt, definiert man die reduzierte zelluläre Ho-
mologie später lieber als die Homologie des augmentierten Kettenkomplexes.

5.d. Homologiefunktoren und Spektra

Wir haben im letzten Abschnitten gesehen, dass gewöhnliche Homologiefunktoren auf CW-
Komplexen eindeutig bestimmt und (prinzipiell) mittels Kettenkomplexen berechenbar sind. Es
bleibt die Existenz solcher Funktoren zu zeigen. In diesem Abschnitt geben wir eine Konstruktion
allgemeiner Homologiefunktoren mit Hilfe von Spektren an. Wir arbeiten zumindest am Anfang
mit beliebigen abelschen Kategorien, später gehen wir aus technischen Gründen zu Kategorien von
Moduln über.

Als erstes führen wir noch ein weiteres Axiom ein, das es uns später dann mit Hilfe des CW-
Approximationssatzes 4.32 erlaubt, viele Berechnungen und Beweise auf CW-Komplexe zurück-
zuführen. Wir erinnern uns dazu an den Begri↵ der schwachen Äquivalenz aus Definition 4.26. Wir
nennen einen Raum Z schwach zusammenziehbar, wenn ⇡k(Z) = 0 für alle k 2 N.

5.31. Definition. Ein Homologiefunktor h̃• heißt invariant unter schwachen Äquivalenzen,
wenn

h̃n(Z) = 0

für alle schwach zusammenziehbaren Räume Z gilt.

5.32. Bemerkung. Diesen Begri↵ erklärt folgende Beobachtung.

(1) Es sei f : X ! Y eine schwache Äquivalenz, und es sei Cf = Zf/X ihr Abbildungs-
kegel. Wir dürfen annehmen, dass X und Y wegzusammenhängend sind, andernfalls be-
trachten wir f für jede Wegzusammenhangskomponente einzeln. Der Abbildungszylin-
der Zf enthält Y als Deformationsretrakt. Da f schwache Äquivalenz ist, ist die Inklusi-
on X ! Zf eine p-zusammenhängende Abbildung für alle p. Daher liefert Folgerung 3.71
für das Paar (Zf,X) eine lange exakte Sequenz

· · · � ⇡k�1(Zf)
⇠
= � ⇡k�1(X)

@ � ⇡k(Cf) � ⇡k(Zf)
⇠
= � ⇡k(X) � · · · ,

insbesondere ist Cf schwach zusammenziehbar. Wenn h̃• invariant unter schwachen Äqui-
valenzen ist, betrachten wir die lange exakte h̃•-Sequenz

· · · � h̃n(Cf)
| {z }

=0

 � h̃n(Zf)
| {z }

⇠
=

˜h
n

(Y )

 � h̃n(X)
@ � h̃n+1

(Cf)
| {z }

=0

 � · · ·

des Paares (Zf,X) aus Definition 5.9 (1), und erhalten für alle n 2 Z Isomorphismen

f⇤ : h̃n(X)
⇠
=�! h̃n(Y ) .

(2) Die stabilen Homotopiegruppen bilden nach Folgerung 5.11 einen allgemeinen Homologie-
funktor ⇡s•. Wegen Folgerung 3.79 ist ⇡s• invariant unter schwachen Äquivalenzen.

Für den nächsten Schritt erinnern wir uns an die Kofasersequenz

SA
q � X//A

j � X
◆ � A

der Inklusion A ,! X aus Satz 4.39.
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5.33. Proposition. Es gibt eine Bijektion zwischen allgemeinen Homologiefunktoren (h̃•, @•)
und Paaren (h̃•,�•) aus je einem Funktor h̃k : HkwH

+

! C und einem natürlichen Stabilisierungs-
isomorphismus �k : h̃k(S · )! h̃k�1 für alle k 2 Z, mit folgenden Eigenschaften.

(1’) Quotientenaxiom. Für jedes gute Paar (X,A) ist die folgende Sequenz exakt:

h̃k(X/A) � h̃k(X) � h̃k(A) .

(2) Summenaxiom. Es gilt das Summenaxiom 5.9 (2).

Dabei bezeichnet h̃• in beiden Paaren denselben Funktor, und für alle guten Paare (X,A) kommu-
tiert das Diagramm

h̃k(SA)

�
✏✏

h̃k(X//A)

✏✏

q⇤oo

h̃k�1(A) h̃k(X/A) .
@oo

Eine natürliche Transformation zwischen zwei solchen Funktoren kommutiert genau dann mit den
Randoperatoren @•, wenn sie mit den Stabilisierungsisomorphismen �• kommutiert.

Beweis. Es sei zunächst ein allgemeiner Homologiefunktor h̃• gegeben. Wir betrachten die
Abbildungen von Paaren (X [A ZA,A)! (CA,A), bei der X zu einem Punkt zusammengezogen
wird, und (X [A ZA,A) ! (X,A), bei der der Zylinder ZA auf A gestaucht wird. Wegen der
Natürlichkeit von @ erhalten wir ein kommutatives Diagramm

h̃k�1(A) h̃k(SA)
�=@oo h̃k(CA)oo

h̃k�1(A) h̃k(X//A)
@oo

q⇤

OO

⇠
=

✏✏

h̃k(X [A ZA)oo

OO

⇠
=

✏✏
h̃k�1(A) h̃k(X/A)

@oo h̃k(X) .oo

Mit diesem Diagramm definieren wir � und erhalten das Quotientenaxiom (1’) aus der langen
exakten Sequenz 5.9 (1).

Seien umgekehrt (h̃•,�•) gegeben. Wir wenden den Funktor h̃k auf die Kofasersequenz der
Inklusion A ,! X an. Nach Satz 4.39 (2) ist jeder Abschnitt der Kofasersequenz aus zwei aufein-
anderfolgen Abbildungen homotopieäquivalent zu einer Sequenz Y/B  Y  B für eine passende
Kofaserung (Y,B), also ist die obere Sequenz im folgenden Diagramm nach dem Quotientenaxi-
om (1’) exakt. Wir konstruieren die lange exakte Homologie-Sequenz des Paares (X,A) als

h̃k(SX)

�
✏✏

h̃k(SA)
(S◆)⇤oo

�
✏✏

h̃k(X//A)
q⇤oo

⇠
=

✏✏

h̃k(X)
j⇤oo

yy

h̃k(A)
◆⇤oo

h̃k�1(X) h̃k�1(A)
◆⇤oo h̃k(X/A) .

@oo

Aus den obigen Konstruktionen folgt sofort, dass eine natürliche Transformation zwischen zwei
solchen Funktoren genau dann mit � verträglich ist, wenn sie mit @ verträglich ist. ⇤

Diese Überlegung vereinfacht die Konstruktion eines allgemeinen Homologiefunktors.
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5.34. Lemma. Es sei h̃• : HkwH
+

! C ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor, und E
ein gut punktierter Raum in kwH

+

. Dann ist h̃E• = h̃•(E ^ · ) ebenfalls ein allgemeiner reduzierter
Homologiefunktor. Wenn h̃• invariant unter schwachen Äquivalenzen ist, dann ist es h̃E• auch.

Beweis. Es gilt S(E ^ X) ⇠= E ^ (SX). Somit erbt h̃E• den Stabilisierungsisomorphismus �
von h̃•.

Für ein gutes Paar (X,A) ist auch (E ^X,E ^A) ein gutes Paar nach Übung 3.129, und es gilt

(E ^X)/(E ^A) ⇠= E ^ (X/A) .

Also erfüllt h̃E• genau wie h̃• das Quotientenaxiom aus Proposition 5.33 (1’).
Es sei jetzt (Xi)i2I eine Familie gut punktierter Räume. Mit den universellen Eigenschaften

von Koprodukt und Smash-Produkt erhalten wir eine natürliche stetige Abbildung
_

i2I
(E ^Xi) �! E ^

_

i2I
Xi , (*)

die als Abbildung von Mengen eine Bijektion ist, siehe Übung 3.128. Für jedes i 2 I induziert die
Inklusion E ^Xi !

W

i2I(E ^Xi) eine Abbildung Xi ! hom
�

E,
W

i2I(E ^Xi)
�

, und wir erhalten
eine Abbildung

_

i2I
Xi ! hom

✓

E,
_

i2I
(E ^Xi)

◆

.

Aufgrund des Exponentialgesetzes 4.13 in kwH
+

schließen wir, dass (*) ein Homöomorphismus ist.
Wir erhalten das Summenaxiom für h̃E• aus dem Summenaxiom für h̃•, denn

M

i2I
h̃n(E ^Xi)

⇠
=�! h̃n

✓

_

i2I
(E ^Xi)

◆

⇠
=�! h̃n

✓

E ^
_

i2I
Xi

◆

.

Zu guter Letzt sei X schwach zusammenziehbar. Aus Übung 3.106 und dem Ausschneidungs-
satz 3.66 für Kofaserungen erhalten wir Isomorphismen

⇡k(E ⇥X)
⇠
= � ⇡kE

⇠
= � ⇡k(E _X) ,

falls E zusammenhängend ist. Andernfalls erhalten wir die obigen Isomorphismen, indem wir die
Zusammenhangskomponente des Basispunkts in E separat betrachten.

Da (E⇥X,E _X) somit p-zusammenhängend ist für jedes p, liefert Folgerung 3.71 wieder eine
lange exakte Sequenz

· · · � ⇡k�1(E ⇥X)
⇠
= � ⇡k�1(E _X)

@ � ⇡k(E ^X) �! ⇡k(E ⇥X)
⇠
= � ⇡k(E _X) � · · ·

Daher ist E ^X schwach zusammenziehbar. Also ist h̃E• invariant unter schwachen Äquivalenzen,
wenn dasselbe für h̃• gilt. ⇤

Wir wären jetzt fertig, wenn wir einen Raum E
0

mit ⇡s
0

(E
0

) = M 2 Ab und ⇡sk(E0

) = 0
für alle k 6= 0 angeben könnten. Denn dann würden wir h̃• = ⇡s• wählen und erhielten einen
Homologiefunktor mit Koe�zienten

h̃E0

k (S0) = ⇡sk(E0

^ S0) = ⇡sk(E0

) .

Leider geht es aber nicht so einfach. Denn ⇡sk(E0

) erkennen wir wegen Folgerung 3.79 erst am
Raum Sk+2E

0

. Um ein Element von ⇡sk(E0

) wie im Beweis von Satz 4.32 zu beseitigen, müssten
wir also eine (2k+3)-Zelle an Sk+2E

0

ankleben. Den gleichen E↵ekt können wir in der Regel nicht
dadurch erreichen, dass wir eine (k + 1)-Zelle an E

0

ankleben.
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Wir können stattdessen für i � 2 einen Raum Ei betrachten mit ⇡i(Ei) ⇠= M und ⇡k(Ei) = 0
für k 6= i. Dann betrachten wir

h̃ik(X) = ⇡sk+i(Ei ^X) .

Da Ei und Ei ^X dann (i� 1)-zusammenhängend sind, sehen wir mit Folgerung 3.79, dass

h̃ik(S
0) = ⇡sk+i(Ei) ⇠=

(

M für k = 0, und

0 für i 6= k  i� 2.

Für größere k erhalten wir nach wie vor keine Aussage. Je größer i ist, desto besser
”
approximieren“

wir also eine gewöhnliche Homologietheorie mit Koe�zienten M .
Wenn wir natürliche Transformationen zwischen den obigen allgemeinen Homologietheorien

zu Ei hätten, könnten wir jetzt eine gewöhnliche Homologietheorie h̃ mit Koe�zienten M durch

h̃k(X) = lim
�!

h̃ik(X) = lim
�!

⇡k+i(Ei ^X)

konstruieren. Das motiviert die folgenden Definitionen.

5.35. Definition. Ein Spektrum E = (Ei, si)i2Z ist eine Folge von CW-Komplexen Ei und
punktierten Abbildungen si : SEi ! Ei+1

, den Stabilisierungsabbildungen.
Ein Spektrum E heißt Suspensionsspektrum oder Einhängungsspektrum, wenn ein n

0

existiert,
so dass die Abbildungen si für alle i � n

0

schwache Äquivalenzen sind, und !-Spektrum, wenn die
induzierten Abbildungen Ei ! ⌦1(Ei+1

) = hom(S1, Ei+1

) für alle i � n
0

schwache Äquivalenzen
sind.

Wenn unsere Spektren erst bei einer bestimmten Zahl n
0

beginnen, können wir Ei = pt für
alle i < n

0

setzen, und für si : pt = SEi ! Ei+1

die Nullabbildung wählen. In anderen Büchern
heißen unsere Spektren oft Präspektren, da dort oft zusätzliche Anforderungen gestellt werden. Da
wir als Räume in der obigen Definition CW-Komplexe verwenden, ist es aufgrund der Sätze von
Whitehead und Milnor egal, ob wir in der Definition von Suspensions- und !-Spektren schwache
Äquivalenzen oder Homotopieäquivalenzen verlangen.

Für ein Spektrum E und einen Homologiefunktor h̃• definieren wir mit Lemma 5.34 weitere
Homologiefunktoren h̃E,i• durch

h̃E,ik (X) = h̃k+i(Ei ^X) .

Die Stabilisierungsabbildungen induzieren für alle Räume X natürliche Abbildungen

⌧ ik : h̃
E,i
k (X) = h̃k+i(Ei ^X)

⇠
=�! h̃k+i+1

(Ei ^ S1 ^X)
(s

i

^id
X

)⇤����! h̃k+i+1

(Ei+1

^X) = h̃E,i+1

k (X) .

Diese Abbildungen sind o↵ensichtlich mit den Stabilisierungsisomorphismen verträglich, und nach
Proposition 5.33 dann auch mit den Randoperatoren.

Da wir im Beweis des folgenden Lemma elementweise in Kolimiten arbeiten möchten, lassen
wir nur noch Kategorien von Moduln zu, also beispielsweise Ab = ModZ oder Veck.

5.36. Lemma. Es sei (h̃i•)i2Z eine Folge allgemeiner Homologiefunktoren in der Kategorie C =
ModR der (rechts-) R-Moduln, und es seien ⌧ i• : h̃

i
• ! h̃i+1

• natürliche Transformationen, die mit
den Randoperatoren @ verträglich sind. Dann ist auch der Kolimes

h̃•(X) = lim
�!

h̃i•(X)

ein allgemeiner Homologiefunktor. Wenn alle h̃i• unter schwachen Äquivalenzen invariant sind, gilt
das auch für h̃•.
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Beweis. Die Stabilisierungsisomorphismen für h̃i• induzieren im Kolimes einen Stabilisierungs-
isomorphismus � für h̃•.

Es sei (X,A) ein gutes Paar, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

h̃ik(X/A)

⌧ i
k

✏✏

h̃ik(X)
q⇤oo

⌧ i
k

✏✏

h̃ik(A)
◆⇤oo

⌧ i
k

✏✏
h̃i+1

k (X/A)

✏✏

h̃i+1

k (X)
q⇤oo

✏✏

h̃i+1

k (A)
◆⇤oo

✏✏
h̃k(X/A) h̃k(X)

q⇤oo h̃k(A)
◆⇤oo

Wir überprüfen Exaktheit der Grenzsequenz bei X. Für jedes ↵ 2 h̃k(A) existiert ein ↵i 2 h̃ik(A),
das im Kolimes auf ↵ abgebildet wird. Es gilt (q⇤ � ◆⇤)(↵i) = 0 2 h̃ik(X/A), wegen Kommutatität
also auch (q⇤ � ◆⇤)(↵) = 0 2 h̃k(X/A).

Zu jedem ⇠ 2 ker(q⇤) ⇢ h̃k(X) gibt es ein ⇠i 2 h̃ik(X), das im Kolimes auf ⇠ abgebildet

wird, und ein j � i, so dass xj = (⌧j�1 � · · · � ⌧i)(⇠i) 2 ker(q⇤) ⇢ h̃jk(X). Folglich existiert ↵j 2
h̃jk(A) mit ◆⇤(↵j) = ⇠j . Das Bild ↵ in h̃k(A) wird dann auf ⇠ abgebildet. Somit erhalten wir das
Quotientenaxiom 5.33 (1’), und Natürlichkeit ist o↵ensichtlich.

Zum Summenaxiom (2) betrachten wir X =
W

j2J Xj . Wir erhalten ein kommutatives Dia-
gramm

L

h̃i•(Xj) �◆
j⇤

⇠
=

**

✏✏
h̃i•(Xj)

44

◆
j⇤

//

✏✏

h̃i•
�

W

Xj
�

✏✏

L

h̃•(Xj) �◆
j⇤
**

h̃•(Xj)

44

◆
j⇤

// h̃•
�

W

Xj
�

.

Die untere Abbildung �◆j⇤ ist surjektiv, da jedes Element ⇠ 2 h̃•
�

W

Xj
�

von einem ⇠i 2 h̃i•
�

W

Xj
�

kommt, das ein Urbild �i 2
L

h̃i•(Xj) hat. Für das Bild � 2
L

h̃•(Xj) folgt �◆j⇤(�) = ⇠.
Sei jetzt � 2 ker(�◆j⇤) ⇢

L

h̃•(Xj). Dann liegt � in einem endlichen Teil der direkten Summe,
hat also zu einer endlichen Zeit i ein Urbild �i 2

L

h̃i•(Xj). Es gibt ein i0 � i, so dass �◆j⇤(�i0) = 0,
also folgt �i0 = 0 = �. Nach Proposition 5.33 ist h̃ also ein allgemeiner Homologiefunktor.

Wenn wir schließlich annehmen, dass alle h̃i• unter schwachen Äquivalenzen invariant sind, dann
erhalten wir für jeden schwach zusammenziehbaren Raum Z und alle k 2 Z, dass

h̃k(Z) = lim
�!

h̃ik(Z) = lim
�!

0 = 0 . ⇤

5.37. Satz und Definition. Zu jedem Spektrum E = (Ei, si)i2Z existiert ein allgemeiner
reduzierter Homologiefunktor Ẽ• mit Werten in Ab, gegeben durch

Ẽk(X) = lim
�!

⇡sk+i(Ei ^X) ⇠= lim
�!

⇡k+i(Ei ^X) ,

der unter schwachen Äquivalenzen invariant ist.

Man nennt Ẽ• den (reduzierten) Homologiefunktor zum Spektrum E.

Beweis. Aus den Lemmata 5.34 und 5.36 und der Konstruktion der natürlichen Transforma-
tionen ⌧ nach Definition 5.35 folgt, dass Ẽk ein reduzierter Kohomologiefunktor ist.
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Die Abbildungen ⇡k+i(Ei ^X)! ⇡sk+i(Ei ^X) liefern eine natürliche Abbildung

lim
�!

⇡k+i(Ei ^X) �! lim
�!

⇡sk+i(Ei ^X) = Ẽk(X) (*)

Für die Umkehrabbildung repräsentieren wir a 2 Ẽk(X) durch ein Element ai 2 ⇡sk+i(Ei ^X), und

dieses wiederum durch ai,` 2 ⇡k+i+`(S`Ei ^X). Betrachte dazu das Diagramm

⇡k(E0

^X)

⇡k+1

(SE
0

^X)

⇡k+2

(S2E
0

^X)

. . .

⇡k+1

(E
1

^X)

⇡k+2

(SE
1

^X)

. . .

⇡k+2

(E
2

^X)

. . .

S

S

S
(s

0

^id
X

)⇤

(Ss
0

^id
X

)⇤

(s
1

^id
X

)⇤

Mehrfaches Anwenden der Stabilisierungsabbildungen s• liefert ai+`,0 2 ⇡k+i+`(Ei+` ^X), welches
das Bild von ai in ⇡sk+i+`(Ei+` ^ X) und damit ebenfalls a 2 Ẽk(X) repräsentiert. Dann bilden
wir a auf das Bild von ai+`,0 in lim

�!
⇡k+i(Ei ^X) ab, das liefert die Umkehrabbildung zu (*). ⇤

5.38. Beispiel. Das Sphärenspektrum S ist definiert als (Si, si)i2Z, mit si = idSi+1

: SSi !
Si+1. Es ist demnach ein Suspensionsspektrum. Der zugehörige Homologiefunktor besteht aus den
stabilen Homotopiegruppen aus Folgerung 5.11. Wir erhalten also (noch) nichts Neues.

5.39. Bemerkung. Die obige Konstruktion ist sehr allgemein. Sie liefert uns im nächsten Ab-
schnitt alle gewöhnlichen Homologiefunktoren mit Koe�zienten in Ab. Später lernen wir Spektren
kennen, die verschiedene Bordismustheorien liefern.

Der Brownsche Darstellungssatz besagt, dass jeder allgemeine Homologiefunktor, der invariant
unter schwachen Äquivalenzen und invariant unter gerichteten Kolimiten ist, von einem Spektrum
herkommt. Dabei ist Invarianz unter gerichteten Kolimiten eine Verschärfung des Summenaxioms.

5.e. Das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum

Um die Existenz eines gewöhnlichen Homologiefunktors zu zeigen, müssen wir jetzt nur noch
das passende Spektrum konstruieren. Da wir mit stabilen Homotopiegruppen starten, arbeiten
wir jetzt in der Kategorie Ab = ModZ der abelschen Gruppen. Andere mögliche Konstruktionen
gewöhnlicher Homologiefunktoren sind singuläre Homologie oder Garbenkohomologie.

Am Schluss dieses Abschnitts betrachten wir die so konstruierten Homologiefunktoren H̃•( · ;G)
genauer und beweisen insbesondere den Satz von Hurewicz, der die erste nicht verschwinden-
de Homotopiegruppe eines zusammenhängenden Raumes mit der entsprechenden Homologiegrup-
pe H̃k(X;Z) in Verbindung bringt. Als Folgerung erhalten wir auch eine homologische Fassung des
Satzes 4.27 von Whitehead.

5.40. Definition. Es sei G eine Gruppe und n � 1. Ein Eilenberg-Mac Lane-Raum zu G im
Grad n ist ein punktierter CW-Komplex K(G,n) in kwH

+

mit ⇡k(K(G,n)) = 0 für alle k 6= n
zusammen mit einem Isomorphismus

' : ⇡n
�

K(G,n)
� ⇠

=�! G . (1)

Ein Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zur abelschen Gruppe G ist ein Spektrum HG = (HGn, sn)n2Z,
für das ein n

0

� 1 existiert, so dass HGn für alle n � n
0

ein Eilenberg-Mac Lane-Raum mit
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einem Isomorphismus 'n : ⇡n(HGn) ! G ist, und so dass für alle n � n
0

das folgende Diagramm
kommutiert.

⇡n(HGn)
S
⇠
=

//

'
n

⇠
=

✏✏

⇡n+1

(SHGn)

⇠
=

s
n⇤
✏✏

G ⇡n+1

(HGn+1

) .
'
n+1

⇠
=

oo

(2)

Ein Eilenberg-Mac Lane-Raum hat nur eine nicht verschwindende Homotopiegruppe. Dabei
sind die Isomorphismen ' wichtig. Die Notationen K(G,n) und HGn sind beide gebräuchlich, die
letztere passt etwas besser zu unser Notation für Spektra.

Nach Proposition 3.5 kann es Eilenberg-Mac Lane-Räume zu nicht-abelschen Gruppen nur in
Grad 1 geben. Da diese in manchen Bereichen der Topologie und Geometrie recht wichtig sind,
haben wir sie hier bereits mitdefiniert.

5.41. Beispiel. Wir können bereits einige Eilenberg-Mac Lane-Räume angeben.

(1) Der Kreis S1 ist ein K(Z, 1) nach Beispiel 3.27.
(2) Nach Übung 3.106 ist der n-Torus Tn = S1 ⇥ · · ·⇥ S1 ein K(Zn, 1).
(3) Sei allgemeiner (M, g) eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositi-

ver Schnittkrümmung, dann ist ihre universelle Überlagerung M̃ nach dem Satz von
Hadamard-Cartan zusammenziehbar. Nach Folgerung 3.26 ist M dann ein K(⇡

1

(M), 1).
(4) Der reell projektive Raum RP1 ist ein K(Z/2, 1).
(5) Der komplex projektive Raum CP1 ist einK(Z, 2) nach Beispiel 5.26 und Lemma 5.20 (4).
(6) Der quaternionisch projektive Raum HP1 ist kein Eilenberg-Mac Lane-Raum, denn es

gilt ⇡
4

(HP1) ⇠= ⇡
4

(S4) = Z und ⇡
5

(HP1) ⇠= ⇡
5

(S4) = Z/2 6= 0 nach Satz 3.101.

5.42. Satz. Zu jeder abelschen Gruppe G existiert ein Eilenberg-MacLane-Spektrum (HG•, s•)
aus CW-Komplexen mit HGn = 0 für alle n  0 und HGn

⇠= K(G,n) für alle n � 1. Diese können
so konstruiert werden, dass HGn außer dem Basispunkt keine Zellen der Dimension < n enthält.
Zu jedem Homomorphismus f : G ! K existiert eine bis auf Homotopie eindeutige Familie von
Abbildungen Hfn : HGn ! HKn zu (HG•, s•) und (HK•, t•), so dass die folgenden Diagramme
für alle n � 1 kommutieren.

SHGn�1
s
n�1 //

SHf
n�1

✏✏

HGn

Hf
n

und
✏✏

⇡n(HGn)
'

⇠
=

//

Hf
n⇤
✏✏

G

f

✏✏
SHKn�1

t
n�1 // HKn ⇡n(HKn)

'

⇠
=

// K .

Aus der zweiten Aussage folgt insbesondere, dass die einzelnen Räume HGn bis auf Homo-
topieäquivalenz und die einzelnen Abbildungen sn bis auf Homotopie eindeutig bestimmt sind.
Außerdem ist die Zuordnung G  (HG•, s•) fast funktoriell: seien f : G ! K und g : K ! L
Homomorphismen abelscher Gruppen, dann sind die Abbildungen H(g �f) und Hg �Hf homotop.
Man beachte, dass wir bei Hf• nicht von

”
Abbildungen von Spektren“ sprechen — dieser Begri↵

hat später eine andere, allgemeinere Bedeutung.

Beweis. Unsere Konstruktion lehnt sich an den Beweis des CW-Approximationssatzes 4.32 an.
Wir starten mit HGn = pt für alle n  0.

Sei jetzt n � 1 und HGn�1 bereits konstruiert. Wir konstruieren ein CW-Paar (HGn, SHGn�1)
und definieren sn�1 : SHGn�1 ! HGn als Inklusionsabbildung. Im Fall n = 1 wählen wir pt =
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SHG
0

als 0-Skelett. Als Indexmenge J1

1

wählen wir eine Erzeugermenge von G und erhalten

HG1

1

=
_

j2J1

1

S1 und ⇡
1

(HG1

1

) =
a

j2J1

1

Z .

Als J2

1

wählen wir eine Menge von Relationen, das sind Erzeuger von ker(⇡
1

(HG1

1

) ⇣ G) als
Normalteiler in ⇡

1

(HG1

1

), siehe Satz 2.52. Wir erhalten HG2

1

durch entsprechendes Ankleben von 2-
Zellen. Anschließend kleben wir induktiv k-Zellen für k � 3 so an, dass ⇡k�1(HG

1

) ⇠= ⇡k�1(HGk
1

) =
0. Wegen Folgerung 4.25 existiert der in Definition 5.40 (1) verlangte Isomorphismus

' : ⇡
1

(HG
1

) ⇠= ⇡
1

(HG2

1

) �! G .

Im Fall n = 2 ist die Abbildung S : ⇡
1

(HG
1

) ! ⇡
2

(SHG
1

) nach dem Freudenthalschen
Einhängungssatz 3.75 surjektiv. Nach Folgerung 3.79 gilt

⇡
2

�

S(HG1

1

)
�

= ⇡s
2

�

S(HG1

1

)
� ⇠=

M

j2J1

1

⇡s
2

(S2) ⇠=
M

j2J1

1

Z ,

und diese Gruppe bildet surjektiv auf G ab. Für jedes j 2 J2

1

realisiert S'2

j : S
2 ! S(HG1

1

) dieselbe

Relation in G wie bei der Konstruktion von HG2

1

. Daher ist die Abbildung ⇡
2

(SHG
1

)! ⇡
2

(HG
2

)
sogar ein Isomorphismus. Indem wir Zellen der Dimension � 4 an SHG

1

ankleben, erhalten
einen K(G, 2) zusammen mit dem kommutativen Diagramm in Definition 5.40 (2) für n = 1.

Für n � 3 ist HGn�1 nach Voraussetzung ein K(G,n�1) und daher (n�2)-zusammenhängend.
Daher ist die Abbildung ⇡k�1(HGn�1)! ⇡k(SHGn�1) nach dem Freudenthalschen Einhängungs-
satz 3.75 ein Isomorphismus für k  2n�3 � n und surjektiv für k = 2n�2, so dass ⇡k(SHGn�1) =
⇡k�1(HGn�1) = 0 für alle k  2n�2 mit Ausnahme von k = n. Wir erhalten also einen K(G,n), in-
dem wir Zellen der Dimension � 2n ankleben. Der Isomorphismus 'n : ⇡n(SHGn�1) ⇠= ⇡n(HGn)!
G ist durch das Diagramm in Definition 5.40 (2) bereits bestimmt.

Seien jetzt Eilenberg-Mac Lane-Spektren HG = (HGn, sn) und HK = (HKn, tn) wie im Satz
gegeben. Wir nehmen zunächst an, dass HG = (HGn, sn) wie oben konstruiert wurde. Dann setzen
wir Hfn = 0: pt ! HKn für n  0. Für n = 1 wählen wir zu jeder 1-Zelle e1k einen Repräsentan-
ten � : S1 ! HK

1

des Bildes des entsprechenden Erzeugers von G unter f in ⇡
1

(HK
1

) = K und
definieren dadurch

Hf1

1

: HG1

1

=
_

j2J1

S1 ! HK
1

.

Sei '2

j die Anklebeabbildung einer 2-Zelle e2j von HG. Da f ein Gruppenhomorphismus ist, ist

dann Hf1

1

�'2

j in HK
1

zusammenziehbar, und wir können Hf1

1

zu Hf2

1

: HG2

1

! HK
1

ausdehnen.
Da HK

1

ein K(K, 1) ist, können wir Hf
1

induktiv auf allen höheren Skeletten definieren. Nach
Konstruktion kommutiert das rechte Diagramm im Satz für n = 1.

Sei jetzt n � 2. Nach Konstruktion erhalten wir zunächst eine Abbildung

SHfn�1 : SHGn�1 �! SHKn�1
t
n�1�! HKn ,

diese können wir wie oben Zelle für Zelle auf ganz HGn ausdehnen, so dass das linke Diagramm im
Satz kommutiert. Das rechte Diagramm kommutiert dann ebenfalls, denn nach Konstruktion und
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Definition 5.40 (2) kommutieren alle Seiten des Diagramms

⇡n(SHGn�1)
(s

n�1

)⇤
⇠
=

tt

(SHf
n�1

)⇤ ✏✏

⇡n�1(HGn�1)
S
⇠
=

oo
'

⇠
=

uu
(Hf

n�1

)⇤
✏✏

⇡n(HGn)
'

⇠
=

//

(Hf
n

)⇤
✏✏

G

f

✏✏
⇡n(SHKn�1)

(t
n�1

)⇤
⇠
=

tt
⇡n�1(HKn�1) .

S
⇠
=

oo
'

⇠
=

uu
⇡n(HKn)

'

⇠
=

// K

mit Ausnahme der vorderen.
Falls das Spektrum HG nicht wie oben konstruiert wurde, sei E zu G wie oben konstruiert. Wir

erhalten kommutierende Abbildungen

SHGn

✏✏

SEn
oo //

✏✏

SHKn

✏✏
HGn+1

En+1

oo // HKn+1

.

Nach dem Satz 4.27 von Whitehead sind die Abbildungen En ! HGn Homotopieäquivalenzen, so
dass wir auch eine passende Abbildung HGn ! HKn erhalten.

Seien schließlich eine weitere Folge von Abbildungen gn : HGn ! HKn mit gn|SHG
n�1

= Sgn�1
und gn⇤ = f : ⇡n(HGn) ! ⇡n(HKn) gegeben. Da ⇡k(HKn) = 0 für alle k 6= n, lässt sich induktiv
eine Familie von Homotopien hn : HGn ⇥ I ! HKn zwischen Hfn und gn konstruieren. ⇤

Mit den so konstruierten Eilenberg-Mac Lane-Spektren können wir jetzt gewöhnliche Homolo-
giefunktoren konstruieren. Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammen.

5.43. Satz. Es sei G eine abelsche Gruppe.

(1) Es existiert ein gewöhnlicher reduzierter Homologiefunktor H̃•( · ;G) : HkwH
+

! Ab mit

H̃k(X;G) = lim
�!

⇡sk+`(HG` ^X) ⇠= lim
�!

⇡k+`(HG` ^X) ,

der das Dimensionsaxiom 5.9 (3) mit H̃
0

(S0;G) = G erfüllt und unter schwachen Äqui-
valenzen invariant ist.

(2) Jeder andere gewöhnliche reduzierte Homologiefunktor mit den obigen Eigenschaften ist
zu H̃•( · ;G) natürlich isomorph.

(3) Zu jedem Gruppenhomomorphismus f : G ! K existiert eine natürliche Transformati-
on ⌧f• : H̃•( · ;G)! H̃•( · ;H), so dass ⌧f,0(S0) = f : H̃

0

(S0;G) = G! K = H̃
0

(S0;K).

Beweis. Die Existenzaussage (1) folgt aus den Sätzen 5.37 und 5.42.
Zur Eindeutigkeit sei ein weiterer solcher Funktor h̃• und ein Raum Y in kwH gegeben.

Es sei g : X ! Y eine CW-Approximation von Y , dann sind die Abbildungen g⇤ : h̃k(X) !
h̃k(Y ) und g⇤ : H̃k(X;G) ! H̃k(Y ;G) Isomorphismen und durch Satz 4.32 eindeutig festgelegt.
Satz 5.23 (2) liefert den in (2) gesuchten natürlichen Isomorphismus.

Schließlich konstruieren wir die natürliche Transformation zu (3) durch

⌧f,k(X) = lim
�!

�

(Hf` ^ idX)⇤ : ⇡k+`(HG` ^X) �! ⇡k+`(HK` ^X)
�

. ⇤

5.44. Proposition. Sei HG• ein Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zur abelschen Gruppe G. Für
jeden topologischen Raum X gilt

H̃k(X;G) = ⇡k+`(HG` ^X) für alle ` � k + 2 . (1)
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Falls X ein n-zusammenhängender Raum ist für ein n � 0, gilt sogar

H̃k(X;G) =

(

0 für alle k  n, und

⇡k+`(HG` ^X) für alle k > n und alle ` � k � n .
(2)

Beweis. Da alle auftretenden Funktoren unter schwachen Äquivalenzen invariant sind, dürfen
wir nach Satz 4.32 annehmen, dass X ein CW-Komplex ist. Wenn X ein n-zusammenhängen-
der Raum ist, dürfen wir außerdem annehmen, dass das n-Skelett nur aus einem Punkt besteht.
Andernfalls setzen wir n = �1 und X�1 = pt.

Wenn wir HG` wie im Beweis des Satzes 5.42 konstruieren, besteht HG` nur aus Zellen der
Dimension � `. Also besteht HG`^X nach der Konstruktion zu Proposition 4.35 (4) nur aus Zellen
der Dimension > n+ `. Es gilt

⇡k+`(HG` ^X) = 0 für alle k  n ,

also H̃k(X;G) = 0 für alle k  n.
Es sei jetzt k > n. Da wir beim Übergang von SHG` zu HG`+1

im Beweis von Satz 5.42 nur
Zellen der Dimension � 2(`+ 1) ankleben, ist die Abbildung

SHG` ^X
s
`

^id
X // HG`+1

^X

nach Folgerung 4.25 eine (n+ 2`+ 2)-zusammenhängende Abbildung. Außerdem ist HG` ^X ein
(n+ `)-zusammenhängender Raum. Nach dem Freudenthalschen Einhängungssatz 3.75 ist daher

⇡k+`(HG` ^X)
S
⇠
=

// ⇡k+`(SHG` ^X)
(s

`

^id
X

)⇤

⇠
=

// ⇡k+`(HG`+1

^X) für alle ` � k � n > 0 ,

sofern ` � k � 2n und ` � k � n. Mit Satz 5.43 (1) folgt (1) und der zweite Fall in (2). ⇤
5.45. Bemerkung. Somit brauchen wir einerseits die Räume HG` für beliebig große `, um

entsprechend hohe Homologiegruppen eines festen RaumesX zu beschreiben, andererseits brauchen
wir nicht durch Einhängung zu stabilisieren. Schließlich hängt ⇡k+`(HG`^X) wegen Folgerung 4.25
nur vom (k+ `�n)-Skelett von HG` ab, und da ` � k�n, sogar nur vom 2`-Skelett. Wir erhalten
also einen isomorphen Homologiefunktor mit einem Spektrum E, bei dem En = pt für n  0,
bei dem E

0

\ pt aus Erzeugern von G besteht, und bei dem En aus SEn�1 durch Ankleben von
2n-Zellen entsteht, so dass für n � 1 gilt

⇡k(En) ⇠=
(

G für k = n, und

0 für k 6= n, k < 2n.

Sobald wir allerdings Kohomologiefunktoren konstruieren wollen, brauchen wir ein echtes !-Spek-
trum wie in Definition 5.40.

Wegen Beispiel 5.41 (1) können wirHZ
1

= S1 wählen. Nach Proposition 5.44 hat H̃n(Sn;Z) ⇠= Z
einen o↵ensichtlichen Erzeuger

"n = [idSn+1 ] 2 ⇡n+1

(S1 ^ Sn) = H̃n(S
n;Z) .

5.46. Definition. Es sei X ein topologischer Raum und n � 1. Dann ist der Hurewicz-Homo-
morphismus ⌘n : ⇡n(X)! H̃n(X;Z) definiert durch

⌘n([f ]) = f⇤("n) 2 H̃n(X;Z) .

Wegen der Homotopieinvarianz von H̃•( · ;Z) ist ⌘n wohldefiniert. Seien f , g : Sn ! X punk-
tierte Abbildungen. Mit der Notation aus dem Beweis von Satz 5.18 gilt

⌘n([f + g]) = (f + g)⇤("n) = (f ^ g)⇤(d⇤"n) = f⇤"n + g⇤"n = ⌘n([f ]) + ⌘n([g]) ,
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also ist ⌘n : ⇡n(X)! H̃n(X;Z) tatsächlich ein Homomorphismus.
Außerdem erinnern wir uns an die Abelisierung Gab = G/[G,G] aus Bemerkung 2.17 (2).

5.47. Satz (Hurewicz). Es sei X ein zusammenhängender topologischer Raum. Dann indu-
ziert ⌘

1

einen Hurewicz-Isomorphismus

⇡
1

(X)ab
⇠
=�! H̃

1

(X;Z) . (1)

Wenn X ein n-zusammenhängender Raum ist mit n � 1, erhalten wir einen Isomorphismus

⌘n+1

: ⇡n+1

(X)
⇠
=�! H̃n+1

(X;Z) . (2)

Beweis. Aussage (2) folgt aus dem Freudenthalschen Einhängungssatz 3.75 und Propositi-
on 5.44 (2), da

⇡n+1

(X) ⇠= ⇡n+2

(S1 ^X) ⇠= H̃n+1

(X;Z) ,
und ⌘n+1

bildet [f ] 2 ⇡n+1

(X) auf

f⇤["n+1

] = [(idS1 ^ f) � idSn+2 ] = [Sf ] 2 ⇡n+2

(X ^ S1)

ab. Somit entspricht ⌘n+1

gerade dem Einhängungsisomorphismus S aus dem Freudenthalschen
Einhängungssatz 3.75.

In Aussage (1) erhalten wir wie oben den surjektiven Einhängungshomomorphismus

⌘
1

= S : ⇡
1

(X) �⇣ ⇡
2

(X ^ S1) ⇠= H̃
1

(X;Z) .
Wir dürfen wieder annehmen, dass X ein CW-Komplex mit 0-Skelett X0 = pt ist. Indem wir
Satz 2.52 wie im Beweis von Satz 5.42 benutzen, sehen wir, dass ⌘

1

einen Isomorphismus ⇡
1

(X)ab !
H̃

1

(X;Z) induziert. ⇤
5.48. Bemerkung. Den Satz von Hurewicz kann man auch

”
rückwärts“ anwenden: Wenn X

zusammenhängend und einfach zusammenhängend ist und H̃k(X;Z) = 0 für alle k  n gilt, dann
ist ⌘n+1

: ⇡n+1

(X) ! H̃n+1

(X;Z) ein Isomorphismus. Dazu wenden wir den Satz von Hurewicz
induktiv für alle k  n+ 1 an.

Die Voraussetzung, dass X einfach zusammenhängend ist, ist dabei wichtig. Es gibt nämlich
sogenannte perfekte Gruppen G 6= 0, was bedeutet, dass [G,G] = G gilt und somit Gab = 0. In
diesem Fall ist H̃

1

(X;Z) = 0, aber ⌘
2

: ⇡
2

(X)! H̃
2

(X;Z) ist im allgemeinen kein Isomorphismus.

5.49. Bemerkung. Sowohl der Satz von Hurewicz als auch die Tatsache, dass der zelluläre
Randoperator allein durch die Inzidenzzahlen dnij 2 Z bestimmt ist, legen nahe, dass unter den

gewöhnlichen Homologiefunktoren die ganzzahlige Homologie H̃•( · ;Z) eine Sonderrolle annimmt.
Man schreibt daher oft kurz H̃k(X) für H̃k(X;Z).

Zum Schluss formulieren wir den Satz 4.27 von Whitehead noch einmal mit Hilfe von Homologie
um.

5.50. Satz (Whitehead, homologische Fassung). Es sei f : Y ! X eine punktierte Abbildung
von zusammenhängenden, einfach zusammenhängenden CW-Komplexen, so dass f⇤ : H̃k(Y ) !
H̃k(X) für alle k � 1 ein Isomorphismus ist. Dann ist f eine Homotopie-Äquivalenz.

Beweis. Wir schreiben den Abbildungskegel Cf als Zf [Y CY , dabei ist Zf zu X homoto-
pieäquivalent. Indem wir den Durchschnitt Y etwas aufdicken, sehen wir mit dem Satz 2.42 von
Seifert-van Kampen, dass Cf einfach zusammenhängend ist. Wegen der langen exakten Homologie-
sequenz 5.9 (1) für das Paar (Zf, Y ) gilt H̃k(Cf) = 0 für alle k. Somit ist Cf nach Bemerkung 5.48
schwach zusammenziehbar.

Wir zeigen induktiv über n, dass dann auch ⇡k(Zf, Y ) = 0 für alle k  n. Für n = 1 folgt das
aus den Voraussetzungen. Sei die Behauptung für ein n richtig, dann ist (Zf, Y ) ! (Cf, ⇤) eine
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(n+ 2)-zusammenhängende Abbildung nach Proposition 3.69. Also erhalten wir einen Isomorphis-
mus ⇡n+1

(Zf, Y ) ⇠= ⇡n+1

(Cf) = 0.
Aber dann sind Y ,! Zf und f schwache Äquivalenzen, somit ist f eine Homotopieäquivalenz

nach dem Satz 4.27 von Whitehead. ⇤

Hätten wir anstelle von ⇡
1

(X) = ⇡
1

(Y ) = 0 nur einen Isomorphismus f⇤ : ⇡1(Y ) ! ⇡
1

(X)
vorausgesetzt, so hätten wir zwar immer noch folgern können, dass Cf schwach zusammenziehbar
ist, aber nicht, dass alle ⇡k(Zf, Y ) verschwinden.

5.f. Die abgeleiteten Funktoren Tor und Ext

Für den nächsten Abschnitt benötigen wir einige Konstruktion aus der homologischen Algebra,
unter anderem Tensor- und Hom-Funktor und die daraus abgeleiteten Torsions- und Erweiterungs-
produkte. Dabei beschränken wir uns der Einfachheit halber auf Moduln über Hauptidealringen,
wobei wir speziell an Ab = ModZ denken.

Als erstes beschreiben wir das Tensorprodukt in der Kategorie ModR der Moduln über einem
kommutativen Ring R mit Eins. Wir erinnern uns zunächst an den internen hom-Funktor

hom(M,N) = homR(M,N) =
�

f : M ! N
�

� f ist linear.
 

mit der Modulstruktur

(f + g)(m) = f(m) + g(m) und (rf)(m) = r f(m) = f(rm)

für alle f , g 2 hom(M,N), alle m 2 M und alle r 2 R. Dann halten wir uns an die universelle
Eigenschaft des Tensorproduktes aus Bemerkung 4.11. Sie ist äquivalent zur charakteristischen
Eigenschaft aus Beispiel 4.10 (2), wonach es zu jeder bilinearen Abbildung B : L ⇥M ! N von
R-Moduln genau eine lineare Abbildung b : L ⌦M ! N mit B = b � ⌦ gibt. Das motiviert die
folgende Konstruktion.

5.51. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es seien M und N Moduln
über R. Dann definieren wir das Tensorprodukt M ⌦R N als den Quotient des Erzeugnisses der
Elemente von M ⇥N unter der Relation ⇠, die erzeugt wird von

(m
1

+m
2

, n) ⇠ (m
1

, n) + (m
2

, n) ,

(m,n
1

+ n
2

) ⇠ (m,n
1

) + (m,n
2

)

und (mr, n) ⇠ (m,n)r ⇠ (m,nr)

für alle r 2 R, m, m
1

, m
2

2 M und n, n
1

, n
2

2 N . Für die Äquivalenzklasse von (m,n) schreiben
wir kurz m⌦ n 2M ⌦N . Dann erhalten wir eine Abbildung

⌦ : M ⇥N �!M ⌦R N mit (m,n) 7�! m⌦ n .

Wir lassen den Index R beim Tensorprodukt und beim Homomorphismenmodul weg, wenn klar
ist, über welchem Ring wir arbeiten.

5.52. Bemerkung. Man überprüft jetzt, dass das Tensorprodukt alle Eigenschaften aus Defini-
tion 4.9 erfüllt, siehe Übung 5.97. Für 4.9 (3) betrachten wir den Raum der R-linearen Abbildungen
von M nach N als R-Modul hom(M,N) unter punktweiser Addition und Multiplikation mit Ele-
menten aus R. Außerdem erfüllt das Tensorprodukt die universelle Eigenschaft aus Bemerkung 4.11.

Das Tensorprodukt wird von Elementen der Form m ⌦ n erzeugt, diese heißen auch zerlegbar.
Ein typisches Element von M ⌦N ist somit eine Linearkombination solcher Elemente. Als Beispiel
sei R = k ein Körper und V , W seien endlich dimensionale k-Vektorräume. Dann gibt es einen
natürlichen Isomorphismus hom(V,W ) ⇠= V ⇤ ⌦W . Elemente der Form ↵ ⌦ w entsprechen genau
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den Abbildungen f : V ! W vom Rang  1. Abbildungen von höherem Rang lassen sich nur als
Linearkombinationen zerlegbarer Elemente von V ⇤ ⌦W darstellen.

5.53. Bemerkung. Aufgrund der universellen Eigenschaft von Produkt und Koprodukt gibt
es natürliche Isomorphismen

M ⌦
M

i2J
Ni
⇠=
M

i2J
M ⌦Ni ,

✓

M

i2J
Mi

◆

⌦M ⇠=
M

i2J
Mi ⌦M ,

hom

✓

M,
Y

i2J
Ni

◆

⇠=
Y

i2J
hom(M,Ni) und hom

✓

M

i2J
Mi, N

◆

⇠=
Y

i2J
hom(Mi, N) .

Man beachte, dass Produkt und Koprodukt für endliche Indexmengen übereinstimmen.

Man nennt einen Funktor zwischen abelschen Kategorien exakt, wenn er exakte Sequenzen auf
exakte Sequenzen abbildet. Äquivalent dazu erhält (vertauscht) ein ko- (kontra-) varianter exakter
Funktor Kerne und Kokerne beliebiger Morphismen. Im allgemeinen sind weder Tensor- noch Hom-
Funktoren exakt.

5.54. Definition. Es seien C, D abelsche Kategorien. Ein kovarianter Funktor F : C ! D heißt
rechtsexakt, wenn für jede kurze exakte Sequenz

0 �! A0 �! A �! A00 �! 0 (*)

in C die Sequenz
FA0 �! FA �! FA00 �! 0

in D exakt ist.
Ein kontravarianter Funktor G : C ! D heißt linksexakt, wenn

0 �! GA00 �! GA �! GA0

für jede kurze exakte Sequenz (*) exakt ist.

Von den vier möglichen Kombinationen haben wir nur die zwei eingeführt, die wir im Folgenden
benutzen wollen.

5.55. Proposition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es sei M ein R-Modul.
Dann ist Tensorieren mit M ein rechtsexakter kovarianter Funktor ⌦M : ModR ! ModR, und
der Hom-Funktor hom( · ,M) : ModR !ModR ist ein linksexakter kontravarianter Funktor.

5.56. Beispiel. Betrachte die kurze exakte Sequenz

0 �! Z 2 ·�! Z �! Z/2 �! 0 .

(1) Tensorieren mit Z/2 liefert eine exakte Sequenz

Z⌦ Z/2
| {z }

⇠
=

Z/2

0 ·�! Z⌦ Z/2
| {z }

⇠
=

Z/2

⇠
=�! Z/2⌦ Z/2
| {z }

⇠
=

Z/2

�! 0 ,

und der linke Morphismus hat Kern Z/2 6= 0.
(2) Die Funktoren hom(Z/2, · ) und hom( · ,Z) liefern exakte Sequenzen mit Kokern Z/2:

0 �! hom(Z/2,Z)
| {z }

⇠
=

0

�! hom(Z/2,Z)
| {z }

⇠
=

0

0 ·�! hom(Z/2,Z/2)
| {z }

⇠
=

Z/2

und 0 �! hom(Z/2,Z)
| {z }

⇠
=

0

�! hom(Z,Z)
| {z }

⇠
=

Z

·2�! hom(Z,Z)
| {z }

⇠
=

Z

.
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Man kann die obigen Sequenzen in natürlicher Weise zu langen exakten Sequenzen fortsetzen.
Dazu benötigt man die folgenden Begri↵e, von denen wir wieder nur zwei explizit einführen wollen.

5.57. Definition. Ein kovarianter homologischer �-Funktor (F•, @•) : C ! D besteht aus einer
Folge (Fk)k�0 von Funktoren Fk : C ! D und einer Folge von natürlicher Transformationen @k, so
dass für jede kurze exakte Sequenz (*) die natürliche Sequenz

· · · �! F
1

A0 �! F
1

A �! F
1

A00
@
1�! F

0

A0 �! F
0

A �! F
0

A00 �! 0

in D exakt ist.
Analog ordnet ein kontravarianter kohomologischer �-Funktor (G•, �•) : C ! D jeder kurzen

exakten Sequenz (*) in C eine natürliche lange exakte Sequenz zu:

0 �! G
0

A00 �! G
0

A �! G
0

A0
�0�! G

1

A00 �! G
1

A �! G
1

A0 �! · · ·
Somit ist @k also eine natürliche Transformation zwischen zwei Funktoren von der Kategorie der

kurzen exakten Sequenzen in C in die Kategorie D; in diesem Sinne ist auch die Natürlichkeit der
Sequenz zu verstehen. Man beachte die Ähnlichkeit zwischen der obigen Definition und der Homo-
logiesequenz aus Definition 5.9 (1). In der Konstruktion werden wir — wie in der CW-Homologie —
Kettenkomplexe verwenden. Es gibt aber auch einen abstrakteren Rahmen von Modellkategorien,
in dem sich diese Analogien formal beschreiben lassen. Die folgende Definition geht analog für jede
der vier möglichen Varianten von �-Funktoren.

5.58.Definition. EinMorphismus ⌧• : (F•, @•)! (G•, @•) zwischen kovarianten homologischen
�-Funktoren von C nach D ist eine Folge natürlicher Transformationen ⌧k : Fk ! Gk, so dass für
jede kurze exakte Sequenz (*) in C und für alle k � 1 das folgende Diagramm in D kommutiert:

FkA00
@
k //

⌧
k

✏✏

Fk�1A0

⌧
k�1

✏✏
GkA00

@
k // Gk�1A0 .

Morphismen zwischen kontravarianten kohomologischen �-Funktoren werden entsprechend definiert.
Ein kovarianter homologischer �-Funktor (F•, @•) : C ! D heißt universell, wenn es zu je-

dem kovarianten homologischen �-Funktor (G•, @•) : C ! D und jeder natürlichen Transforma-
tion ⌧

0

: G
0

! F
0

einen eindeutigen Morphismus ⌧• : (G•, @•) ! (F•, @•) gibt, der ⌧0 fortsetzt. Ein
kontravarianter kohomologischer �-Funktor (G•, �•) : C ! D heißt universell, wenn es zu jedem
kontravarianten kohomologischen �-Funktor (K•, �•) : C ! D und jeder natürlichen Transformati-
on ⌧

0

: G0 ! K0 einen eindeutigen Morphismus ⌧• : (G•, �•)! (K•, �•) gibt, der ⌧
0

fortsetzt.
Sei F : C ! D ein rechtsexakter kovarianter Funktor. Ein linksderivierter Funktor zu F ist ein

universeller kovarianter homologischer �-Funktor (F•, @•) mit F
0

= F . Sei G : C ! D ein linksexak-
ter kontravarianter Funktor. Ein rechtsderivierter Funktor zu G ist ein universeller kontravarianter
kohomologischer �-Funktor (G•, �•) mit G0 = G.

5.59. Bemerkung. Aufgrund der Universalität sind derivierte Funktoren bis auf natürliche
Isomorphie eindeutig bestimmt. Die Notation (Indizes für

”
homologische“ Funktoren stehen unten,

für
”
kohomologische“ Funktoren oben) und Bezeichnungen (alle Pfeile zeigen nach rechts, woraus

sich die Bezeichungen links-/rechtsexakt und links-/rechtsderiviert ableiten) stimmen mit dem all-
gemeinen Sprachgebrauch überein, und daher nicht immer mit unseren bisherigen Konventionen.
In Zukunft werden wir die

”
Verbindungshomomorphismen“ @• beziehungsweise �• in der Notation

oft weglassen.

Den Begri↵ der freien Auflösung führen wir in Proposition 5.64 (1) ein.
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5.60. Satz und Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann besitzt jeder
rechtsexakte kovariante Funktor F : ModR ! ModR einen linksderivierten Funktor (F•, @•), und
jeder linksexakte kontravariante Funktor G• : ModR !ModR besitzt einen rechtsderivierten Funk-
tor (G•, �•). Für freie R-Moduln A gilt Fk(A) = Gk(A) = 0 für alle k � 1.

Wenn R ein Hauptidealring ist, gilt Fk = Gk = 0 für alle k � 2. Sei a : A
1

! A
0

eine freie
Auflösung von A, dann existieren natürliche Isomorphismen

F
0

A ⇠= coker(Fa : FA
1

! FA
0

) , F
1

A ⇠= ker(Fa : FA
1

! FA
0

) ,

G0A ⇠= ker(Ga : GA
0

! GA
1

) , und G1A ⇠= coker(Ga : GA
0

! GA
1

) .

Wenn R = k ein Körper ist, gilt Fk = Gk = 0 für alle k � 1, folglich sind F und G exakt.

5.61. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Der linksderivierte Funktor zu ⌦R

M heißt das Torsionsprodukt TorR• ( · ,M). Der rechtsderivierte Funktor zu homR( · ,M) heißt das
Erweiterungsprodukt Ext•R( · ,M).

Wir werden nur den Spezialfall eines Hauptidealringes betrachten, wobei wir an R = Z und C =
ModZ = Ab denken. In diesem Fall schreiben wir TorR für TorR

1

und ExtR für Ext1R; für TorR
0

und Ext0R schreiben wir natürlich ⌦R M beziehungsweise homR( · ,M). Für beliebige R dürfen wir
jeden R-ModulM als abelsche Gruppe, also als Z-Modul au↵assen. Das liefert uns Funktoren ⌦ZM ,
homZ( · ,M), TorZ( · ,M), ExtZ( · ,M) : Ab !ModR.

In Definition 5.21 haben wir Kettenkomplexe und -abbildungen kennengelernt. Die folgende
Definition liefert das algebraische Pendant zum Begri↵ einer Homotopie zwischen stetigen Ab-
bildungen. Als Motivation können wir die Kettenabbildung betrachten, die von einer zellulären
Homotopie induziert wird, siehe Übung 5.99.

5.62. Definition. Seien f•, g• : (C•, d•)! (E•, e•) zwei Kettenabbildungen vom Grad a. Eine
Kettenhomotopie h• : f• ⇠ g• zwischen f• und g• ist eine Familie von Abbildungen hk : Ck !
Ek+a+1

, so dass
gk � fk = hk�1 � dk + ek+a+1

� hk : Ck ! Ek+a .

Falls eine solche Kettenhomotopie existiert, heißen f• und g• kettenhomotop.

5.63. Bemerkung. Wenn eine Kettenhomotopie h• : f• ⇠ g• existiert, dann induzieren f•
und g• die gleiche Abbildung

f⇤ = g⇤ : H•(C•, d•)! H•(E•, e•) ,

denn für alle Zykel c 2 Zk ⇢ Ck erhalten wir einen Rand

gk(c)� fk(c) = hk�1(dk(c)
| {z }

=0

) + ek+a+1

(hk(c)) .

Man überprüft außerdem leicht, dass Kettenhomotopie eine Äquivalenzrelation auf Kettenabbil-
dungen definiert, die mit der Verkettung von Kettenabbildungen verträglich ist, siehe Übung 5.98.

In Analogie zur Homotopiekategorie topologischer Räume können wir daher jetzt eine Homoto-
piekategorie HChC von Kettenkomplexen über einer abelschen Kategorie C definieren. In Analogie
zu den schwachen Äquivalenzen aus Definition 4.26 definiert man hier schwache Äquivalenzen als
Kettenabbildungen, die Isomorphismen auf allen Homologiegruppen induzieren. Diese Konstruktion
liefert die Grundlage für die sogenannte derivierte Kategorie in der homologischen Algebra.

5.64. Proposition. Es sei R ein Hauptidealring. Dann gilt

(1) Jeder Untermodul eines freien Moduls ist frei. Sei insbesondere M ein R-Modul, dann
existiert eine freie Auflösung a von M , das heißt, eine kurze exakte Sequenz der Form

0 �M
p � R�E

a � R�F  � 0 .
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(2) Sei f : M ! N linear, sei a : M
1

! M
0

eine freie Auflösung von M , und sei die untere
Zeile im folgenden Diagramm exakt. Dann gibt es Abbildungen fi : Mi ! Ni für i = 0, 1,
so dass das Diagramm

0 M

f
✏✏

oo M
0

f
0

✏✏

poo M
1

f
1

✏✏

aoo 0oo

0 Noo N
0

qoo N
1

boo N
2

oo · · ·oo

kommutiert.
(3) Je zwei Kettenabbildungen f• : M• ! N• in (2) sind kettenhomotop.

Beweis. Sei M ein R-Modul. Wir wählen eine Erzeugermenge E von M und erhalten eine
kurze exakte Sequenz der Form

0 �M
f � R�E  � ker(f) � 0 .

Wenn der Untermodul ker(f) von R�E wieder frei ist, wählen wir eine Erzeugermenge F von ker(f)
und haben somit eine freie Auflösung von M konstruiert. Die Elemente von E und F nennt man
daher auch Erzeuger und Relationen

Sei also U ⇢ R�E ein beliebiger Untermodul. Wir bezeichnen Potenzmengen mit P und be-
trachten die Menge

F =
�

(A,B)
�

� A ⇢ E , B Basis von U \R�A
 

⇢ P(E)⇥ P
�

R�E
�

.

Auf der Menge F definieren wir eine Halbordnung � durch

(A,B) � (C,D) genau dann, wenn A ⇢ C und B ⇢ D .

Um mit Zorns Lemma ein Element der Form (E,F ) 2 F zu finden, reicht es, die folgenden drei
Behauptungen zu prüfen.

• Die Menge F ist nicht leer, denn es gilt (;, ;) 2 F .
• Es sei K ⇢ F eine Kette, das heißt, für (A,B) und (C,D) 2 K gilt (A,B) � (C,D)
oder (C,D) � (A,B). Dann setzen wir

I =
[

(A,B)2K
A und J =

[

(A,B)2K
B .

Man kann zeigen, dass J eine Basis von U \ R�I ist, und somit (I, J) 2 F . Außerdem
gilt (A,B) � (I, J) für alle (A,B) 2 K. Also ist (I, J) eine obere Schranke von K.

• Sei schließlich (A,B) 2 F mit A 6= E, dann suchen wir ein Element (A0, B0) 2 F , das
unter

”
�“ echt größer als (A,B) ist. Wir wählen einen Erzeuger e 2 E\A, und setzen A0 =

A [ {e}. Falls U \R�A
0 ⇢ R�A, setzen wir B0 = B und sind fertig.

Ansonsten betrachten wir die Teilmenge

S =
�

s 2 R
�

� es gibt m 2 R�A mit m+ es 2 U
 

.

Dann ist {0} 6= S ⇢ R ein Ideal. Da R ein Hauptidealring ist, folgt S = (s
0

) für einen
Erzeuger 0 6= s

0

2 S, also existiert b
0

= m
0

+ es
0

2 U mit m
0

2 R�A. Man kann zeigen,
dass B0 = B [ {b

0

} eine Basis von U \R�A
0
ist, also gilt (A0, B0) 2 F .

Damit ist (1) bewiesen.
Zu (2) seien E, F Basen von M

0

beziehungsweise M
1

. Da die Abbildung N
0

! N surjektiv
ist, können wir zu jedem e 2 E ein Element f

0

(e) 2 N
0

mit q(f
0

(e)) = f(p(e)) wählen. Da E
eine Basis ist, haben wir auf dieser ein f

0

so definiert, dass das linke Quadrat im Diagramm
in (2) kommutiert. Sei jetzt v 2 F , dann folgt f

0

(a(v)) 2 ker q, also existiert wegen Exaktheit
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ein f
1

(v) 2 N
1

mit b(f
1

(v)) = f
0

(a(v)). Somit haben wir f
1

so bestimmt, dass auch das rechte
Quadrat im Diagramm in (2) kommutiert.

Zu (3) seien f• und f 0• wie oben gegeben. Für jedes e 2 E gilt f 0
0

(e)� f
0

(e) 2 ker q, also können
wir h

0

(e) 2 N
1

so wählen, dass f 0
0

(e)� f
0

(e) = b(h
0

(e)). Für jedes v 2 N
1

gilt dann

b
�

f 0
1

(v)� f
1

(v)� h
0

(a(v))
�

=
�

f 0
0

(a(v))� f
0

(a(v))
�

�
�

f 0
0

(a(v))� f
0

(a(v))
�

= 0 ,

also finden wir h
1

(v) 2 N
2

, so dass

f 0
1

(v)� f 0
1

(v) = h
0

(a(v)) + b(h
1

(v)) . ⇤

Jetzt fehlt uns nur noch ein Lemma.

5.65. Lemma (Schlangen-). Es seien (C•, @•), (C 0•, @
0
•) und (C 00• , @

00
• ) Komplexe in einer abelschen

Kategorie C, und es sei

✏✏ ✏✏ ✏✏
0 // C 0k

� � //

@0
k

✏✏

Ck
// //

@
k

✏✏

C 00k
//

@00
k

✏✏

0

0 // C 0k�1
� � //

✏✏

Ck�1 // //

✏✏

C 00k�1
//

✏✏

0

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Dann existiert eine Folge natürlicher Transfor-
mationen dk : Hk(C 00• , @

00
• )! Hk�1(C 0•, @

0
•), so dass die folgende Sequenz exakt ist:

· · · �! Hk(C•, @•) �! Hk(C
00
• , @

00
• )

d
k�! Hk�1(C

0
•, @
0
•) �! Hk�1(C•, @•) �! · · ·

Wenn man den simplizialen oder singulären Zugang zur Homologie wählt, dann konstruiert
man zu jedem Raum einen Kettenkomplex, dessen Homologie die Homologie des Raumes ergibt.
In diesem Zusammenhang liefert das Schlangenlemma die Verbindungshomomorphismen aus Defi-
nition 5.9. Daher nennen wir die im Lemma konstruierten natürlichen Transformationen ebenfalls
Verbindungshomomorphismen. Der Name des Lemmas ergibt sich, wenn man im obigen Diagramm
an die Stelle der Komplexe ihre Homologien einträgt und die Verbindungshomomorphismen mit
einzeichnet.

Beweis. Dieser Beweis ist eine Diagrammjagd. Um das Bild von [c00k] 2 Hk(C 00• , @
00
• ) zu bestim-

men, wählen wir zunächst ein Urbild ck 2 Ck von c00k, dann bildet @kck auf 0 2 C 00k�1 ab, also
erhalten wir ein Urbild c0k�1 2 C 0k�1 von @kck. Wir setzen dk[c00k] = [c0k�1] und lassen den Rest als

Übung 5.101. ⇤

Beweis von Satz 5.60. Wir beschränken uns — wie schon gesagt — auf den Fall eines Haupt-
idealringes.

Sei F ein rechtsexakter Funktor und A ein R-Modul. Nach Proposition 5.64 (1) existiert eine
freie Auflösung a : A

1

! A
0

. Wir betrachten den Komplex

0 � FA
0

Fa � FA
1

 � 0 ,

und für i = 0, 1 setzen wir

FiA = Hi(FA•, Fa) .
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Wegen Proposition 5.64 (2), (3), angewandt auf f = idA, erhalten wir zu jeder anderen freien
Auflösung eine eindeutige Abbildung zwischen den zugehörigen Homologien. Daher ist FiA bis auf
eindeutige Isomorphismen wohldefiniert.

Angewandt auf f : A! B liefert Proposition 5.64 (2) eine Folge von Abbildungen fi : Ai ! Bi,
und daher

Fif = fi⇤ : Hi(FA•, Fa)! Hi(FB•, F b) .

Da die fi nach Proposition 5.64 (3) bis auf Kettenhomotopie eindeutig bestimmt sind, ist Fif nach
Bemerkung 5.63 wohldefiniert. Genauso beweist man auch die Funktorialität der Fi.

Da F rechtsexakt ist (beachte, dass unsere Pfeile gerade falsch herum zeigen), ist die Sequenz

0 � FA � FA
0

Fa � FA
1

exakt, und es folgt
FA = FA

0

/ im(Fa) = H
0

(FA•, @•) = F
0

A ,

somit setzt die Folge F• den Funktor F = F
0

fort. Außerdem gilt

F
1

(A) = ker(Fa) ⇢ F (A
1

) .

Um zu zeigen, dass F• ein �-Funktor ist, betrachte die kurze exakte Sequenz (*). Ähnlich wie im
Beweis von Proposition 5.64 findet man freie Auflösungen von A0, A und A00, so dass das Diagramm

0

✏✏

0

✏✏

0

✏✏
0 // A0

1

a0

✏✏

� � // A
1

a

✏✏

// // A00
1

a00

✏✏

// 0

0 // A0
0

� � //

✏✏

A
0

// //

✏✏

A00
0

✏✏

// 0

0 // A0 �
� //

✏✏

A // //

✏✏

A00 //

✏✏

0

0 0 0

exakte Zeilen hat. Da die oberen zwei Zeilen aus freien Modulen bestehen, spalten sie, und bleiben
bei Anwendung von F exakt. Wir wenden F auf die oberen zwei Zeilen an und erhalten eine kurze
exakte Sequenz von Komplexen. Das Schlangenlemma 5.65 liefert den Verbindungshomorphismus

@ : F
1

A00 = H
1

(FA00•, Fa00) �! H
0

(FA0•, Fa0) = F
0

A0 .

Zur Natürlichkeit von @ sei ein kommutatives Diagramm

0 // A0 �
� //

f 0

✏✏

A // //

f
✏✏

A00 //

f 00

✏✏

0

0 // B0 // B // B00 // 0

exakter Sequenzen gegeben. Wir wiederholen die obige Konstruktion für beide Sequenzen. Dann
kann man zwischen den beiden Diagrammen von Auflösungen Morphismen so bestimmen, dass
das gesamte Diagramm kommutiert. Die Natürlichkeit von @ folgt jetzt aus der Natürlichkeit des
Verbindungshomomorphismus im Schlangenlemma.

Wenn A frei ist, wählen wir A
0

= A und A
1

= 0, und erhalten F
1

(A) = 0. Da jeder Vektorraum
eine Basis hat, folgt insbesondere F

1

= 0, falls R = k ein Körper ist. Aber dann ist F = F
0

exakt.
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Wir müssen noch Universalität beweisen. Das passiert in zwei Schritten. Sei zunächst (F 0•, @
0
•)

ein weiterer �-Funktor mit F 0
0

= F . Wir wählen eine freie Auflösung a : A
1

! A
0

von A. Anwenden
von F• und F 0• auf die zugehörige kurze exakte Sequenz liefert das Diagramm

· · · // F 0
1

(A
0

)

✏✏

// F 0
1

(A)

⌧
A

✏✏

@0
1 // F (A

1

)
Fa // F (A

0

) // F (A) // 0

0 // F
1

(A)
@ // F (A

1

)
Fa // F (A

0

) // F (A) // 0 .

Hierbei haben wir F
1

(A
0

) = F
1

(A
1

) = 0 benutzt. Da F
1

(A) = ker(Fa), existiert ein eindeutiger
Morphismus ⌧A, so dass das obige Diagramm kommutiert. Indem wir Proposition 5.64 (2), (3)
zum einen auf verschiedene freie Auflösungen von A, und zum anderen auf Morphismen A ! B
anwenden, sehen wir, dass ⌧ : F

1

! F 0
1

wohldefiniert und natürlich ist.
Wir betrachten wieder die kurze exakte Sequenz *. Nach Proposition 5.64 (2) erhalten wir

eine Sequenzabbildung von einer beliebigen freien Auflösung von A00 nach *. Wir wenden (F 0•, @
0
•)

und (F•, @•) auf das resultierende kommutierende Diagramm kurzer exakter Sequenzen an und
erhalten

· · · // F 0
1

(A00
0

)

✏✏

//

%%

F 0
1

(A00)
⌧
A

00

✏✏

@0
1 // F (A00

1

)
Fa00 //

$$

F (A00
0

) //

$$

· · ·

· · · // F 0
1

(A)

✏✏

// F 0
1

(A00)
⌧
A

00

✏✏

@0
1 // F (A0) // F (A) // · · ·

0 // F
1

(A00)
@ // F (A00

1

)
Fa00 //

$$

F (A00
0

) //

$$

· · ·

0 // F
1

(A00)
@ // F (A0) // F (A) // · · ·

Zu zeigen ist die Kommutativität des vorderen mittleren Quadrats. Sie ergibt sich, da im mittleren
Würfel alle anderen Seiten nach Konstruktion kommutieren. Daher liefert ⌧ einen Morphismus von
�-Funktoren.

Sei schließlich (G0•, @
0
•) ein beliebiger kovarianter homologischer �-Funktor. Die obige Kon-

struktion liefert einen Morphismus zum universellen kovarianten homologischen �-Funktor (G•, @•)
zu G = G0

0

, den wir wie oben konstruieren. Eine natürliche Transformation ⌧ : G! F , angewandt
auf freie Auflösungen, liefert ⌧• : (G•, @•) ! (F•, @•), und zusammensetzen dieser Morphismen lie-
fert den gesuchten Morphismus von �-Funktoren (G0•, @

0
•) ! (F•, @•). Damit ist alles über (F•, @•)

gezeigt, was wir beweisen wollten.
Sei jetzt G : C ! D ein linksexakter kontravarianter Funktor. Sei a : A

1

! A
0

eine freie
Auflösung von A. Wir wenden G an und erhalten G• als Kohomologie des entstehenden Kom-
plexes. Die gleichen Argumente wie oben liefern eine exakte Sequenz

0 �! G(A) �! G(A
0

)
Ga�! G(A

1

) �! G1(A) �! 0 ,

und für jede kurze exakte Sequenz (*) eine lange exakte Sequenz

0 �! G(A00) �! G(A) �! G(A0)
��! G1(A00) �! G1(A) �! G1(A0) �! 0 .

Mit genau den gleichen kommutativen Diagrammen von kurzen exakten Sequenzen in C wie oben
beweisen wir analog alle gewünschten Eigenschaften von (G•, �•). Aufgrund der Kontravarianz
von G ergibt sich, dass (G•, �•) ein universeller kontravarianter kohomologischer �-Funktor ist. ⇤

Nachdem wir die Existenz von Torsions- und Erweiterungsprodukt sichergestellt haben, geben
wir noch einige Eigenschaften an. Beispiele werden in Übung 5.103 betrachtet.
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5.66. Proposition. Sei R ein Hauptidealring, und A, B seien R-Moduln.

(1) Es gilt Tor(A,B) = 0, wenn A oder B frei ist.
(2) Sei 0! B ! C ! D ! 0 eine kurze exakte Sequenz, dann existiert eine natürliche lange

Sequenz

0 �! Tor(A,B) �! Tor(A,C) �! Tor(A,D) �! A⌦B �! A⌦ C �! A⌦D �! 0 .

(3) Es gibt einen natürlichen Isomorphismus TorR(A,B) ⇠= TorR(B,A).

Beweis. Wir lassen diesen Beweis als Übung 5.105. ⇤
5.67. Bemerkung. Es sei R wieder ein Hauptidealring und A ein R-Modul. Wir definieren den

Torsionsuntermodul von A als

TorR A =
�

a 2 A
�

� ra = 0 für ein r 2 R \ {0}
 

.

Ein Modul heißt A heißt Torsionsmodul, wenn A = TorR A. Der Name
”
Torsionsprodukt“ rührt

daher, dass
TorR(A,B) = TorR(TorR A,TorR B) ,

das Torsionsprodukt
”
sieht“ also nur die Torsionsanteile der Faktoren. Für endlich erzeugte R-

Moduln folgt das aus dem Elementarteilersatz und den expliziten Berechnungen einiger Torsions-
produkte in Übung 5.103. Den allgemeinen Fall wollen wir jetzt nicht untersuchen, siehe dazu aber
Übung 5.106.

Ein R-Modul A heißt divisibel, wenn zu jedem a 2 A und jedem r 2 R\{0} ein b 2 A mit a = rb
existiert. Beispielsweise sind Q und Q/Z divisible Z-Moduln, Z und Z/n jedoch nicht. Die folgenden
Eigenschaften des Erweiterungsproduktes geben wir ohne Beweis an. Den rechtsderivierten Funktor
in (3) definiert man analog zu Definition 5.58.

5.68. Proposition. Es sei R ein Hauptidealring, und A, B seien R-Moduln.

(1) Es gilt ExtR(A,B) = 0, wenn A frei oder B divisibel ist.
(2) Es sei 0! B ! C ! D ! 0 eine kurze exakte Sequenz, dann existiert eine exakte Sequenz

0 �! homR(A,B) �! homR(A,C) �! homR(A,D) �!
�! ExtR(A,B) �! ExtR(A,C) �! ExtR(A,D) �! 0 .

(3) Der rechtsderivierte kovariante Funktor zu homR(A, · ) ist ExtR(A, · ).
5.69. Bemerkung. Der Name

”
Erweiterungsprodukt“ rührt daher, dass ExtR(A,B) Erweite-

rungen von Moduln beschreibt. Eine Erweiterung von A durch B ist eine kurze exakte Sequenz der
Form

0 �! B �! C �! A �! 0

bis auf Isomorphie, wobei zwei solche Sequenzen isomorph heißen, wenn es einen Sequenzabbildung
zwischen ihnen gibt, die auf A und B jeweils durch die Identität gegeben ist. Eine freie Auflösung
von A liefert wegen Proposition 5.64 (2) eine bis auf Kettenhomotopie eindeutige Sequenzabbildung

0 // A
1

a //

f
✏✏

A
0

//

✏✏

A // 0

0 // B // C // A // 0 .

Insbesondere ist f 2 hom(A
1

, B) bis auf ein Element h � a mit h 2 hom(A
0

, B) wohlbestimmt, wir
erhalten also eine Klasse [f ] 2 coker(hom(A

0

, B)! hom(A
1

, B)) = ExtR(A,B). Man kann zeigen,
die obige Zuordnung eine Bijektion von der Menge der Erweiterungen nach ExtR(A,B) liefert.
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5.g. Das Moore-Spektrum und ein universelles Ko�zienten-Theorem

Der Begri↵
”
Koe�zienten“ hat in der Homologietheorie verschiedene Bedeutungen; eine, näm-

lich (h̃k(S0))k2Z, haben wir in Abschnitt 5.b kennengelernt. In Abschnitt 5.c haben wir zelluläre Ho-
mologie betrachtet, hierbei handelte es sich um gewöhnliche Homologie mit Koe�zienten in einem
Objekt M einer abelschen Kategorie C. In diesem Abschnitt geht es darum, einen gegebenen Homo-
logiefunktor zusätzlich mit Koe�zienten in einer gegebenen abelschen Gruppe A zu versehen. Im
Falle der

”
gewöhnlichen“ Homologie mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen stimmen

all diese Begri↵e überein: wendet man die im Folgenden beschriebene Methode auf H̃• = H̃•( · ;Z)
und die Gruppe A an, so erhält man H̃•( · ;A).

Mit den Methoden aus diesem Abschnitt können wir einen Zusammenhang zwischen den Funk-
toren h̃•( · ;A) und h̃• mit und ohne Koe�zienten herstellen. Im nächsten Abschnitt sehen wir, dass
dieses Resultat für gewöhnliche Homologie einen Spezialfall der Künneth-Formel für Produkte dar-
stellt. Sei M ein R-Modul und X ein topologischer Raum. Man könnte vermuten, dass Hk(X;M) ⇠=
Hk(X) ⌦ M gilt. Nach Beispiel 5.25 stimmt das beispielsweise für X = CPn oder X = HPn.
Für X = RPn, R = Z und M = Z/2 liefert Beispiel 5.26 jedoch ein anderes Ergebnis.

5.70. Definition. Ein Moore-Raum zur abelschen Gruppe A in Dimension n � 1 ist ein
punktierter CW-Komplex M(A, n) (oder kurz MAn) in kwH

+

mit abelscher Fundamentalgruppe,
so dass H̃k(M(A, n)) = 0 für alle k 6= n, zusammen mit einem Isomorphismus

' : H̃k(M(A, n))
⇠
=�! A .

Ein Moore-Spektrum zur abelschen Gruppe A ist ein Spektrum MA = (MAn, sn)n2Z, für das

ein n
0

existiert, so dass MAn für alle n � n
0

ein Moore-Raum mit 'n : H̃n(MAn)
⇠
=! A ist, so dass

für alle n � n
0

das folgende Diagramm kommutiert.

H̃n(MAn)
⇠
= //

'
n

✏✏

H̃n+1

(SMAn)

s
n⇤
✏✏

A H̃n+1

(MAn+1

) .
'
n+1oo

Der obere Pfeil im Diagramm bezeichnet den Isomorphismus aus Satz 5.17. Da ⇡
1

(M(A, n))
abelsch ist, folgt für k  n aus dem Satz 5.47 von Hurewicz induktiv, dass

⇡k(M(A, n)) ⇠= H̃k(M(A, n)) ⇠=
(

M falls k = n, und

0 falls k < n.

Insbesondere ist M(A, n) stets (n� 1)-zusammenhängend nach Bemerkung 5.48.
Da die Räume MAn CW-Komplexe sind, sind SMAn und MAn+1

homotopieäquivalent für al-
le n � 1 nach dem homologischen Satz 5.50 von Whitehead. Insbesondere ist jedes Moore-Spektrum
ein Suspensionsspektrum, und wir können MAn

0

+k = SkMAn
0

wählen.

5.71. Beispiel. Wir betrachten einfache Beispiele von Moore-Räumen.

(1) Die Sphären Sk sind Moore-Räume für Z in Dimension k, das Sphärenspektrum S ist also
ein Moore-Spektrum MZ.

(2) Nach Beispiel 5.26 (1) ist die reelle projektive Ebene RP 2 ein Moore-Raum M(Z/2, 1).

5.72. Proposition. Es sei A eine abelsche Gruppe.

(1) Dann existieren Moore-Räume MAn für alle n � 2.
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(2) Sei F : A ! B ein Gruppenhomomorphismus, sei n � 2, und seien MAn, MBn Moore-
Räume mit Isomorphismen 'n : H̃n(MAn) ! A und  n : H̃n(MBn) ! B, dann existiert
eine Abbildung f : MAn !MBn, so dass das Diagramm

H̃n(MAn)

'
n

✏✏

f⇤ // H̃n(MBn)

 
n

✏✏
A

F // B

kommutiert.
(3) Die Moore-Räume MAn sind für n � 2 bis auf Homotopieäquivalenz eindeutig bestimmt.

Diese Proposition ist das topologische Analogon zu Proposition 5.64 (1), (2). Man beachte,
dass die Abbildung f im Allgemeinen nicht eindeutig durch F bestimmt ist; Proposition 5.64 (3)
überträgt sich also nicht, siehe Übung 5.109. Insbesondere sind auch die Homotopieäquivalen-
zen zwischen zwei Moore-Räumen zur gleichen Gruppe A in der gleichen Dimension n nicht
notwendigerweise bis auf Homotopie eindeutig. Es kommt noch schlimmer: es gibt keinen Funk-
tor Ab ! kwH

+

, der jeder abelschen Gruppe A einen Moore-Raum MAn zuordnet. Als Beispiel
hat idRP 2 Ordnung 4 in [RP 2,RP 2]s, während 1 Ordnung 2 in homZ(Z/2,Z/2) hat. Insbesondere
erhalten wir kein Analogon zum Satz 5.42 über Eilenberg-MacLane-Räume.

Beweis. Sei A eine abelsche Gruppe. Es sei a : Z�K ! Z�J eine freie Auflösung von A wie
in Proposition 5.64 (1). Wir erhalten einen Moore-Raum MAn zu A als CW-Komplex mit je einer
n-Zelle enj für jeden Erzeuger j 2 J von A, und je einer (n+1)-Zelle en+1

k für jede Relation k 2 K.
Dabei ist die Verklebeabbildung 'k so gewählt, dass

'k⇤ : H̃
n(Sn) ⇠= Z �! H̃n

�

_

j2J
Sn
� ⇠= Z�J

den Erzeuger von Z auf die entsprechende Relation in Z�J abbildet. Nach Satz 5.23 ist MAn ein
Moore-Raum mit H̃n(MAn) ⇠= A, und (1) ist bewiesen. Wir können MAn auch als Abbildungske-
gel C' der Abbildung

' :
_

k2K
Sn �!

_

j2J
Sn

au↵assen.
Zu (2) sei F : A! B gegeben, und sei a eine freie Auflösung von A wie oben. Sei M(A, n) wie

oben konstruiert, und sei M(B,n) ein Moore-Raum zu B gemäß Definition 5.73. Mit Hilfe von F
finden wir eine Abbildung

fn :
_

j2J
Sn !M(B,n) ,

indem wir für jeden Erzeuger j 2 J von A die Abbildung fn auf dem entsprechenden Summanden Sn

durch einen Repräsentanten von F (j) 2 A ⇠= ⇡nM(B,n) vorgeben. Dann liegen alle Bilder von
Relationen k 2 K unter a im Kern von fn⇤ : Z�J ⇠= ⇡n

�

W

j2J S
n
�

! ⇡nM(B,n), und wir können fn
zu f : M(A, n)!M(B,n) fortsetzen.

Sei insbesondere F = idA, und sei M(B,n) ein weiterer Moore-Raum zu B = A. Für n � 2
folgt (3) aus (2) und dem Satz 5.50 von Whitehead. ⇤

Als Beispiel schreiben wir

Q = he
1

, e
2

, . . . i/he
1

� 2e
2

, e
2

� 3e
3

, . . . i ,
wobei der Erzeuger ek jeweils auf 1

k! 2 Q abgebildet wird. So erhalten wir einen Moore-Raum MQn

mit je abzählbar vielen Zellen in den Dimensionen n und n+ 1.
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Sei jetzt MAn ein Moore-Raum zur abelschen Gruppe A in Dimension n. Nach Lemma 5.34
erhalten wir einen Homologiefunktor h̃• mit

h̃k(X) = H̃k+n(MAn ^X)

für alle Räume X. Wir bestimmen die Koe�zienten von h̃• und erhalten

h̃k(S
0) = H̃k+n(MAn) =

(

A falls k = 0, und

0 sonst.

Satz 5.43 (2) liefert einen natürlichen Isomorphismus

h̃• ⇠= H̃•( · ;A) .

Das heißt, sobald wir das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu Z konstruiert haben, können wir al-
le weiteren gewöhnlichen Homologiefunktoren mit Werten in Ab mit Hilfe von Moore-Räumen
erhalten. Dazu reicht ein einzelner Moore-Raum aus; wir brauchen also nicht das gesamte Moore-
Spektrum zu betrachten. Mit Beispiel 5.71 erhalten wir

H̃k(X;Z) = H̃k+n(S
n ^X) und H̃k(X;Z/2) = H̃k+1

(RP 2 ^X) ,

die erste Gleichung ist gerade Satz 5.17.
Die obige Konstruktion funktioniert wegen Lemma 5.34 für jeden allgemeinen Homologiefunk-

tor. Das motiviert die folgende Definition, die wegen der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 5.72
möglich ist. Da Abbildungen zwischen Moore-Räumen nicht bis auf Homotopie eindeutig durch
ihre Wirkung auf der Homologie festgelegt sind, ist die folgende Definition für gewöhnliche Homo-
logie H̃•( · ;A) etwas schwächer als die bisherigen Konstruktionen.

5.73.Definition. Es sei h̃• ein allgemeiner Homologiefunktor, und es seiMAn ein Moore-Raum
zur abelschen Gruppe A in Dimension n. Dann definieren wir h̃•-Homologie mit Koe�zienten in A
für alle gut punktierten Räume X und alle k durch

h̃k(X;A) = h̃k+n(MAn ^X) .

Beispielsweise können wir die stabilen Homotopiegruppen eines Raumes X mit Z/2-Koe�-
zienten definieren durch

⇡sk(X;Z/2) = ⇡sk+1

(RP 2 ^X) .

5.74. Satz (Universelles Koe�ziententheorem für allgemeine Homologiefunktoren). Es sei A
eine abelsche Gruppe und (h̃•, @•) ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor mit Werten in der
Kategorie Ab = ModZ. Dann existiert für alle k und alle X eine natürliche exakte Sequenz

0 �! h̃k(X)⌦Z A �! h̃k(X;A) �! TorZ
�

h̃k�1(X), A
�

�! 0 .

Nach Bemerkung 5.69 gibt es Ext
�

TorZ(h̃k�1(X), A), h̃k(X)⌦ZA
�

-viele Erweiterungen der obi-
gen Form. Dabei können die mittleren Terme verschiedener Erweiterungen isomorph sein, müssen
es aber nicht. Wir können aus dem obigen Satz den Isomorphietyp von h̃k(X;A) also im Allgemei-
nen nicht ablesen. Dass es für gewöhnliche Homologie mit Einschränkungen doch geht, sehen wir
im folgenden Abschnitt.

Beweis. Es bezeichne a : Z�K ! Z�J eine freie Auflösung von A und ' :
W

K Sn !
W

J S
n die

zugehörige Anklebeabbildung in der Konstruktion von M(A, n) im Beweis von Proposition 5.72.
Wir betrachten die Kofaserung

_

K

Sn ^X
◆�! Z' ^X

q�! C' ^X = MAn ^X ,
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siehe Übung 3.129, und erhalten die lange exakte Homologiesequenz

· · · �! h̃k+n

�

W

K Sn ^X
�

˜h
k+n

◆�! h̃k+n(Z' ^X)
˜h
k+n

q�! h̃k+n(MAn ^X)
@
k+n�!

�! h̃k+n�1
�

W

K Sn ^X
�

˜h
k+n�1

◆�! h̃k+n�1(Z' ^X) �! · · ·
Da diese Sequenz exakt und natürlich ist, erhalten wir eine natürliche kurze exakte Sequenz

0 �! coker(h̃n+k◆) �! h̃k+n(MAn ^X) �! ker(h̃n+k�1◆) �! 0 .

Der mittlere Term in dieser Sequenz ist h̃k(X;A) nach Definition 5.73.
Da Z' homotopieäquivalent zu

W

J S
n ist, erhalten wir mit dem Summenaxiom 5.9 (2) ein

kommutatives Diagramm

h̃k+n

�

W

K Sn ^X
� ⇠

= //

˜h
k+n

◆
✏✏

L

K h̃k+n

�

Sn ^X
� ⇠

= //

✏✏

h̃k(X)⌦Z Z�K

id

˜

h

k

(X)

⌦Za
✏✏

h̃k+n

�

Z' ^X
� ⇠

= //
L

J h̃k+n

�

Sn ^X
� ⇠

= // h̃k(X)⌦Z Z�J .

Aus dem Beweis von Satz 5.60 wissen wir, dass

coker(h̃n+k◆) = coker
�

id
˜h
k

(X)

⌦Z a
�

= h̃k(X)⌦Z A

und ker(h̃n+k�1◆) = ker
�

id
˜h
k�1

(X)

⌦Z a
�

= TorZ
�

h̃k�1(X), A
�

. ⇤

5.75. Beispiel. Wir kennen die bereits die Homologie des reell projektiven Raumes aus Bei-
spiel 5.26. Da

Tor(Z, · ) = 0 und Z⌦ (Z/2) ⇠= Tor(Z/2,Z/2) ⇠= (Z/2)⌦ (Z/2) ⇠= Z/2
erhalten wir Beispiel 5.26 (2) aus 5.26 (1), genauer

H̃k(RPn;Z/2) ⇠=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

Z/2 ⇠= (Z/2)⌦ (Z/2) falls k ungerade und 0 < k < n,

Z/2 ⇠= Tor(Z/2,Z/2) falls k gerade und 0 < k  n,

Z/2 ⇠= Z⌦ Z/2 falls k = n ungerade ist,

0 ⇠= Tor(Z,Z/2) falls k = n+ 1 gerade ist, und

0 sonst.

Wenn andererseits Multiplikation mit 2 in A invertierbar ist, dann erhalten wir 5.26 (3), da dann

A⌦ (Z/2) = Tor(A,Z/2) = 0 .

5.76. Bemerkung. In Folgerung 5.86 sehen wir, dass die Koe�zientensequenz in Satz 5.74 für
gewöhnliche Homologie stets spaltet, so dass

H̃k(X;A) ⇠= H̃k(X)⌦A � Tor
�

H̃k�1(X), A
�

.

Man könnte daher denken, dass H̃( · , A) im Vergleich zur gewöhnlichen ganzzahligen Homologie
keine zusätzliche Information enthält. In Übung 5.108 sehen wir ein Beispiel dafür, dass das nicht
stimmt: es gibt Räume X, Y , Abbildungen f , g : X ! Y und eine Koe�zientengruppe A, so dass

f⇤ = g⇤ : H̃k(X) �! H̃k(Y ) für alle k, aber

f⇤ 6= g⇤ : H̃k(X;A) �! H̃k(Y ;A) für ein k.

Dieses Verhalten erklärt sich dadurch, dass die Spaltung in Folgerung 5.86 nicht natürlich ist.
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5.h. Produkträume und die Künneth-Formel

In diesem Abschnitt betrachten wir die gewöhnliche Homologie von Produkten topologischer
Räume. Dabei nutzen wir aus, dass die von uns betrachtete gewöhnliche Homologie invariant
unter schwachen Äquivalenzen ist, siehe Definition 5.31, um alle beteiligten Räume durch CW-
Komplexe zu ersetzen. Gleichzeitig nutzen wir aus, dass Produkte von CW-Komplexen in der
Kategorie kwH nach Proposition 4.35 (4) wieder CW-Komplexe sind. Wir bezeichnen die Katego-
rie der Z-graduierten R-Moduln mit GrModR, das ist gerade die volle Unterkategorie von ChR der
Kettenkomplexe mit trivialem Di↵erential d• = 0.

5.77. Definition. Es seien (C•, d•) und (C 0•, d
0
•) zwei Kettenkomplexe über R, dann definieren

wir ihr Tensorprodukt in ChR und ihr Torsionsprodukt in GrModR durch

(C ⌦R C 0)k =
M

a+b=k

Ca ⌦R Cb und TorR(C,C
0)k =

M

a+b=k

TorR(Ca, C
0
b) .

Auf dem Tensorprodukt betrachten wir den Randoperator

d⌦,k =
X

a+b=k

(da ⌦ idC0
b

+ (�1)aidC
a

⌦ d0b) .

Die Vorzeichen in d⌦ sind so gewählt, dass

d⌦,k � d⌦,k+1

= 0 .

Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz. Dabei fassen wir H•(X;R) und H•(Y ;R) wieder
als Objekte von GrModR auf.

5.78. Satz (Topologische Künneth-Formel). Es seien X, Y gut punktierte topologische Räume
und R ein Hauptidealring. Dann existiert eine natürliche exakte Sequenz

0 �!
�

H̃(X;R)⌦R H̃(Y ;R)
�

k
�! H̃k(X ^ Y ;R) �!

�

TorR(H̃(X;R), H̃(Y ;R))
�

k�1 �! 0

für alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natürliche Weise.

Wir erinnern uns an die unreduzierte Homologie H•(X;R) = H̃•(X+

;R) aus Bemerkung 5.12.

5.79. Folgerung. Es seien X, Y topologische Räume und R ein Hauptidealring. Dann existiert
eine natürliche exakte Sequenz

0 �!
�

H(X;R)⌦R H(Y ;R)
�

k
�! Hk(X ⇥ Y ;R) �!

�

TorR(H(X;R), H(Y ;R))
�

k�1 �! 0 ,

für alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natürliche Weise.

Aufgrund der Bemerkungen 5.12 (3) und 5.67 stimmen die TorR-Terme in den Sequenzen
aus 5.78 und 5.79 überein.

Beweis. Wir ersetzen X und Y im obigen Satz durch X
+

und Y
+

und nutzen die Bezie-
hung (X ⇥ Y )

+

= X
+

^ Y
+

, so dass

H•(X ⇥ Y ;R) = H̃•((X ⇥ Y )
+

;R) = H̃•(X+

^ Y
+

;R) . ⇤
5.80. Folgerung. Es sei k ein Körper, dann existieren natürliche Isomorphismen

�

H(X; k)⌦k H(Y ; k)
�

k
⇠= Hk(X ⇥ Y ; k) , und (1)

�

H̃(X; k)⌦k H̃(Y ; k)
�

k
⇠= H̃k(X ^ Y ; k) , falls X, Y gut punktiert sind. (2)

Beweis. Nach Satz 5.60 verschwindet in diesem Falls das Torsionsprodukt. ⇤
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Der Beweis besteht aus zwei Schritten. Zunächst konstruieren wir einen Isomorphismus zwischen
dem zellulären Kettenkomplex eines Produktes von CW-Komplexen und dem Tensorprodukt der
zellulären Kettenkomplexe der Faktoren. Anschließend zeigen wir, dass die Homologie eines Ten-
sorproduktes von Komplexen in einer kurzen exakten Sequenz mit Tensor- und Torsionsprodukt
der Homologien der Faktoren steht.

5.81. Proposition. Es seien X und Y CW-Komplexe und R ein Ring. Dann gibt es einen
natürlichen Isomorphismus

�

C̃CW

• (X ^ Y ;R), dCW

•
� ⇠

=�!
�

C̃CW

• (X;R), dCW

•
�

⌦
�

C̃CW

• (Y ;R), dCW

•
�

.

Der analoge Satz für den singulären Kettenkomplex ist der Satz von Eilenberg-Zilber, und der
obige Isomorphismus heißt dann auch Alexander-Whitney-Abbildung .

Beweis. Nach Proposition 4.35 (4) istX^Y in kwH
+

wieder ein CW-Komplex. Wir betrachten
die charakteristischen Abbildungen �m

j : Dm ! X und  n
k : D

n ! Y der Zellen emj und enk von X
beziehungsweise Y für j 2 Jm, k 2 Kn. Dann sind

⌅m+n
j,k = �m

j ⇥ n
k : D

m+n ⇠= Dm ⇥Dn �! X ⇥ Y

die charakteristischen Abbildungen der Zellen em+n
j,k von X ⇥ Y . Wir erhalten den gesuchten Iso-

morphismus

C̃CW

p (X ^ Y ;R) ⇠= R�
S

m+n=p

(Jm⇥Kn

) ⇠=
M

m+n=p

R�J
m ⌦R R�K

n ⇠=
�

C̃CW

• (X;R)⌦ C̃CW

• (Y ;R)
�

p
.

Wir zeigen Verträglichkeit mit dCW. Die Verklebeabbildung ⇠m+n
j,k ergibt sich als Pushout

Xm�1 ^ Y n // (X ^ Y )m+n�1

Sm�1 ⇥Dn

'm

j

⇥ n

k

44

// Sm+n�1 ⇠m+n

j,k

44

Xm�1 ^ Y n�1

OO

// Xm ^ Y n�1 .

OO

Sm�1 ⇥ Sn�1

OO

'm

j

⇥ n

k

44

// Dm ⇥ Sn�1

OO

�

m

j

⇥ n

k

44

Insbesondere tri↵t ⇠m+n
j,k nur zwei Typen von (m + n � 1)-Zellen von X ^ Y , nämlich em+n�1

j0,k

und em+n�1
j,k0 , falls 'm

j die Zelle em�1j0 beziehungsweise  n
k die Zelle en�1k0 tri↵t. Seien pm+n�1

j0,k ,

qm+n�1
j,k0 : (X^Y )m+n�1 ! Sm+n�1 die zugehörigen Kollaps-Abbildungen. Sei pm�1j0 : Xm�1 ! Sm�1

die Kollaps-Abbildung zu em�1j0 und qnk : Y
n ! Sn die Kollaps-Abbildung zu enk , dann gilt

pm+n�1
j0,k |Xm�1^Y n = pm�1j0 ^ qnk , pm+n�1

j0,k |Xm^Y n�1 = 0 ,

qm+n�1
j,k0 |Xm�1^Y n = 0 , und qm+n�1

j,k0 |Xm^Y n�1 = pmj ^ qn�1k0 .

Die Abbildungen pm+n�1
j0,k � ⇠m+n

j,k und qm+n�1
j,k0 � ⇠m+n

j,k : Sm+n�1 ! Sm+n�1 aus Definition 5.22
entsprechen gerade den Verkettungen

Sm+n�1 �⇣ Sm+n�1/(Dm ⇥ Sn�1) ⇠= Sm�1
+

^ Sn
(pm�1

j

0 �'m

j

)^id
�������! Sm�1 ^ Sn ⇠= Sm+n�1 ,

Sm+n�1 �⇣ Sm+n�1/(Sm�1 ⇥Dn) ⇠= Sm ^ Sn�1
+

id^(qn�1

k

0 � n

k

)

�������! Sm ^ Sn�1 ⇠= Sm+n�1 .

Der Abbildungsgrad der rechten Abbildungen in der oberen Zeile ist gerade ein Koe�zient des
Randoperators dCW

X des Komplexes CCW

• (X;R). In der unteren Zeile erhalten wir den analogen
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Abbildung 5.2. Produkte von Zellen und ihre Ränder

Koe�zienten von dCW

Y . Es bleiben noch die Vorzeichen in Definition 5.77 zu erklären. Dazu be-
trachten wir die folgenden Verkettungen von Projektionen und überlegen uns wie in Abbildung 5.2,
dass

deg
�

Sm+n�1 �⇣ Sm�1
+

^ Sn �⇣ Sm+n�1� = 1

und deg
�

Sm+n�1 �⇣ Sm ^ Sn�1
+

�⇣ Sm+n�1� = (�1)m .

Ähnlich beweist man Natürlichkeit, das heißt, Verträglichkeit mit zellulären Abbildungen. ⇤

5.82. Satz (Algebraische Künneth-Formel). Es seien (C•, d•) und (C 0•, d
0
•) zwei Kettenkomplexe

über einem Hauptidealring R, und C 0k sei frei für alle k 2 Z. Dann existiert eine natürliche kurze
exakte Sequenz

0 �!
�

H(C•, d•)⌦R H(C 0•, d
0
•)
�

n

µ�! Hn
�

(C•, d•)⌦R (C 0•, d
0
•)
�

�!
�! TorR

�

H(C•, d•), H(C 0•, d
0
•)
�

n�1 �! 0

für alle n, mit µ([c]⌦ [c0]) = [c⌦ c0]. Wenn auch C` für alle ` 2 Z frei ist, spaltet die obige Sequenz,
aber nicht auf natürliche Weise.

Die obige Sequenz spaltet sogar, wenn nur einer der beiden Komplexe frei ist; das ist allerdings
etwas schwerer zu zeigen.

Beweis. Es bezeichnen Z 0• und B0• die Unterkomplexe der Zykel und Ränder von (C 0•, d
0
•),

jeweils mit trivialem Randoperator. Nach Proposition 5.64 (1) sind alle Z 0k und B0k ⇢ C 0k frei. Wir
erhalten spaltende kurze exakte Sequenzen

0 �! Z 0k �! C 0k
d0
k�! B0k�1 �! 0 (*)

und 0 �! (C• ⌦ Z 0•)n �! (C• ⌦ C 0•)n
±(id

C

⌦d0)
n������! (C• ⌦B0•)n�1 �! 0 ,

etwa, indem wir für alle k ein Rechtsinverses sk : B0k�1 ! C 0k zu d0k durch Wahl auf einer Basis
von B0k�1 konstruieren. Das Vorzeichen von (idC ⌦ d0)k hängt wie in Definition 5.77 vom Grad
in C• ab. Die Komplexe Z 0• und B0• haben keinen Randoperator und sind frei. Daher ist Tensorieren
mit Z 0• und B0• jeweils ein exakter Funktor, und es folgt

Hn
�

(C•, d•)⌦R (Z 0•, 0)
� ⇠=

�

H(C•, d•)⌦R Z 0•)n

und Hn
�

(C•, d•)⌦R (B0•, 0)
� ⇠=

�

H(C•, d•)⌦R B0•)n .

Das Schlangenlemma 5.65 liefert die lange exakte Sequenz

. . . �!
�

H(C•, d•)⌦R Z 0•)n �! Hn
�

(C•, d•)⌦R (C 0•, d
0
•)
�

�!

�!
�

H(C•, d•)⌦R B0•)n�1
@�!
�

H(C•, d•)⌦R Z 0•)n�1 �! . . . (†)
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Wir betrachten z ⌦ b0 2 (Z• ⌦ B0•)n�1, um das Bild von [z ⌦ b0] = [z]⌦ b0 2 Hn�1((C•, d•)⌦R B0•)
unter @ zu bestimmen. Wie im Beweis von Lemma 5.65 wir finden ein Urbild z ⌦ c0 2 (Z• ⌦ C 0•)n,
da (*) spaltet, und erhalten anschließend

d⌦,n(z ⌦ c0) = (dz)
|{z}

=0

⌦c0 ± z ⌦ (d0c0) = z ⌦ b0 2 (Z• ⌦ C 0•)n�1 .

Da b0 2 B0• ⇢ Z 0•, ist z ⌦ b0 2 Z• ⌦ Z 0• das gesuchte Urbild, und es folgt

@[z ⌦ b0] = [z ⌦ b0] = (idC• ⌦ j•)n�1,⇤[z ⌦ b0] 2 Hn�1
�

(C•, d•)⌦R Z 0•
�

,

somit wird @ von der Inklusion j• : B0• ! Z 0• induziert.
Aus der langen exakten Sequenz (†) erhalten wir also eine kurze exakte Sequenz

0 �! coker(idH(C•,d•) ⌦ j)n �! Hn
�

(C•, d•)⌦R (C 0•, d
0
•)
�

�! ker(idH(C•,d•) ⌦ j)n�1 �! 0 .

Indem wir die freie Auflösung

0 � Hk(C
0
•, d
0
•) � Z 0k

j
k � B0k  � 0

betrachten, schließen wir, dass

coker(idH(C•,d•) ⌦ j)n ⇠=
�

H(C•, d•)⌦R H(C 0•, d
0
•)
�

n

und ker(idH(C•,d•) ⌦ j)n�1 ⇠= TorR
�

H(C•, d•), H(C 0•, d
0
•)
�

n�1 .

Damit ist die Exaktheit der Sequenz im Satz bewiesen. Da die Abbildung µ von der Inklusion

Zn(C• ⌦ Z 0•) ⇠= (Z• ⌦ Z 0•)n �! Zn(C• ⌦ C 0•)

induziert wird, hat sie die obige Gestalt.
Wenn C• und C 0• frei sind, spaltet (*) und die analoge Sequenz für C•. Also finden wir Linksin-

verse p• : C• ! Z• und p0• : C
0
• ! Z 0• zu den Inklusionen Z• ! C• beziehungsweise Z 0• ! C 0•. Dann

ist (p ⌦ p0)• ein Linksinverses zu µ, falls wir zeigen können, dass µ auf H•((C•, d•) ⌦R (C 0•, d
0
•))

wohldefiniert ist. Aber das ist der Fall, denn

(p⌦ p0)(dC ⌦ C 0 ± C ⌦ d0C 0) 2 B• ⌦ Z 0• + Z• ⌦B0• ⇢ ker(Z• ⌦ Z 0• ! H• ⌦H 0•) .

Also spaltet in die Sequenz in diesem Fall, und der Satz ist bewiesen. ⇤

Beweis von Satz 5.78. Es seien X, Y gut punktierte topologische Räume. Nach Satz 5.43 (1)
ist gewöhnliche Homologie — so, wie wir sie dort konstruiert haben — unter schwachen Äqui-
valenzen invariant. Seien X 0 ! X und Y 0 ! Y CW-Approximationen, dann erhalten wir Isomor-
phismen

H̃•(X
0;R)

⇠
=�! H̃•(X;R) und H̃•(Y

0;R)
⇠
=�! H̃•(Y ;R)

nach Bemerkung 5.32 (1). Nach Lemma 5.34 sind die Funktoren H̃•( · ^ Y 0;R) und H̃•(X ^ · ;R)
ebenfalls unter schwachen Äquivalenzen invariant, und wir erhalten Isomorphismen

H̃•(X
0 ^ Y 0;R)

⇠
=�! H̃•(X ^ Y 0;R)

⇠
=�! H̃•(X ^ Y ;R) .

Also reicht es, den Satz für CW-Komplexe zu beweisen.
Nach Satz 5.23 wird die gewöhnliche R-Homologie von X 0, Y 0 und X 0 ⇥ Y 0 durch deren zel-

luläre Kettenkomplexe berechnet, deren einzelne Moduln nach Konstruktion alle frei über R sind.
Somit folgt die topologische Künneth-Formel jetzt aus dem

”
Eilenberg-Zilber“-Satz 5.81 und der

algebraischen Künneth-Formel 5.82.
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Zu Abbildungen f : X ! Z und g : Y !W und CW-Approximationen X 0 ! X, . . . , W 0 !W
erhalten wir nach Satz 4.32 zelluläre Abbildungen f 0 : X 0 ! Z 0 und g0 : Y 0 ! W 0, so dass die
Diagramme

X 0 //

f 0

✏✏

X

f
✏✏

Y 0 //

g0

✏✏

Y

g
✏✏

und

Z 0 // Z W 0 // W

kommutieren. Wegen der Natürlichkeitsaussage in Proposition 5.81 kommutiert auch das Diagramm

C̃CW

• (X 0 ^ Y 0;R)
⇠
= //

(f 0^g0)
#

✏✏

C̃CW

• (X 0;R)⌦ C̃CW

• (Y 0;R)

f 0
#

⌦g0
#

✏✏
C̃CW

• (Z 0 ^W 0;R)
⇠
= // C̃CW

• (Z 0;R)⌦ C̃CW

• (W 0;R) .

Wir betrachten zum Schluss das Diagramm

H̃•(X;R)⌦R H̃•(Y ;R)
⇠
= //

f⇤⌦g⇤ ✏✏

H̃•(X ^ Y ;R)

(f^g)⇤
✏✏

H̃•(X 0;R)⌦R H̃•(Y 0;R)

⇠
= 22

⇠
= //

f 0
⇤⌦g0⇤

✏✏

H̃•(X 0 ^ Y 0;R)
⇠
=

44

(f 0^g0)⇤ ✏✏
H̃•(Z;R)⌦R H̃•(W ;R)

⇠
= // H̃•(Z ^W ;R) .

H̃•(Z 0;R)⌦R H̃•(W 0;R)

⇠
= 22

⇠
= // H̃•(Z 0 ^W 0;R)

⇠
=

44

Die Quadrate rechts und links kommutieren wegen Satz 5.23, und da gewöhnliche Homologie von to-
pologischen Räumen ein Funktor ist. Das vordere Quadrat kommutiert nach obiger Vorüberlegung,
und da Homologie von Komplexen ein Funktor ist. Nach unser Konstruktion der gestrichelten Pfeile
kommutieren dann auch die restlichen Quadrate im Diagramm, und die Natürlichkeit der linken
Abbildung in der Künneth-Sequenz ist gezeigt. Entsprechend beweist man auch die Natürlichkeit
der rechten Abbildung. ⇤

5.83. Bemerkung. Da wir zelluläre Homologie hier zum ersten Mal benutzt haben, um neue
Morphismen zu konstruieren, und nicht, um bereits bekannte Morphismen zu beschreiben, wollen
wir uns kurz überlegen, dass die Abbildungen in der Künneth-Sequenz in Satz 5.78 nicht von
der Wahl der CW-Struktur (also auch nicht von der CW-Approximation) abhängen. Hierbei ist
entscheidend, dass alle benutzten Konstruktionen natürlich sind.

Seien also etwa zwei CW-Approximationen fi : X 0i ! X mit i = 0, 1, gegeben, dann existieren
nach den Satz 4.32 bis auf Homotopie eindeutige zelluläre Abbildungen k : X 0

0

! X 0
1

und ` : X 0
1

!
X 0

0

, so dass die Abbildungen

f
0

⇠ f
1

� k , f
1

⇠ f
0

� ` , ` � k ⇠ idX0
0

, und k � ` ⇠ idX0
1

jeweils homotop sind. Mit ähnlichen Überlegungen wie im obigen Beweis kommutiert

H̃•(X 0
0

;R)⌦R H̃•(Y 0;R)⇠
= ,,

⇠
= //

k⇤⌦id
✏✏

H̃•(X 0
0

^ Y 0;R) ⇠
=**

(k^id)⇤ ✏✏
H̃•(X;R)⌦R H̃•(Y ;R) �

⇠
= // H̃•(X ^ Y ;R) .

H̃•(X 0
1

;R)⌦R H̃•(Y 0;R)
⇠
=

22
⇠
= //

`⇤⌦id

OO

H̃•(X 0
1

^ Y 0;R)
⇠
=

44
(`^id)⇤

OO

Hieraus folgt, dass der hintere Pfeil unabhängig von der Wahl der CW-Approximation ist.
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5.84. Beispiel. Wir betrachten den n-dimensionalen Torus Tn = S1 ⇥ · · ·⇥ S1. Es gilt

Hk(S
n;R) ⇠=

(

R für k = 0, n, und

0 sonst,

insbesondere sind die Homologiemoduln frei. Wegen den Bemerkung 5.12 (3), Proposition 5.66 (1)
und Folgerung 5.79 gilt

Hk(T
n;R) ⇠=

(

R(n
k

) für 0  k  n,

0 sonst,
und H̃k(T

n;R) ⇠=
(

R(n
k

) für 1  k  n,

0 sonst.

5.85. Beispiel. Wir betrachten die Räume S2 ⇥ S4 und CP 3. Wegen Beispiel 5.25 und Folge-
rung 5.79 gilt

Hk(S
2 ⇥ S4;R) ⇠= Hk(CP 3;R) ⇠=

(

R für k = 0, 2, 4 oder 6, und

0 sonst.

Dennoch sind diese Räume nicht homotopieäquivalent, denn nach Beispiel 3.43 (1) gilt

⇡
3

(CP 3) ⇠= ⇡
3

(S7) = 0 ,

aber mit Beispiel 3.43 (1) und Übung 3.106 gilt auch

⇡
3

(S2 ⇥ S4) ⇠= ⇡
3

(S2)⇥ ⇡
3

(S4) ⇠= Z .

Wir sehen also

(1) Homologie- und Homotopiegruppen enthalten verschiedene Information.
(2) Trotz des homologischen Satzes 5.50 von Whitehead sind einfach zusammenhängende

Räume mit isomorphen Homologiegruppen nicht notwendigerweise homotopieäquivalent.
(3) Wegen dieses Satzes gibt es weder eine Abbildung f : S2 ⇥ S4 ! CP 3 noch eine Abbil-

dung g : CP 3 ! S2 ⇥ S4, die auf H•( · ;R) einen Isomorphismus induziert.

Als nächstes Beispiel betrachten wir X beliebig und Y = MAn einen Moore-Raum. Wir haben
im letzten Abschnitt gesehen, dass

H̃k+n(MAn ^X) ⇠= H̃k(X;A) .

Die kurze exakte Sequenz in der Künneth-Formel 5.78 ist die gleiche wie im universellen Koe�zi-
ententheorem 5.74. Mit dem obigen Beweis erhalten wir den folgenden wichtigen Zusatz.

5.86. Folgerung (Universelles Koe�ziententheorem, Zusatz). Es sei A eine abelsche Gruppe
und h̃ = H̃ gewöhnliche Homologie mit Koe�zienten in Z. Dann spaltet die kurze exakte Sequenz
im universellen Koe�ziententheorem 5.74, allerdings nicht natürlich.

Ein Beispiel folgt in Übung 5.112. Sei allgemeiner A ein R-Modul, dann existiert eine natürliche
Sequenz

0 �! H̃k(X;R)⌦R A �! H̃k(X;A) �! TorR
�

H̃k�1(X;R), A
�

�! 0 ;

diese spaltet, aber nicht natürlich. Zum Beweis ersetzen wir X durch einen CW-Komplex und
argumentieren ähnlich wie im Beweis der algebraischen Künneth-Formel 5.82, siehe Übung 6.51.
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5.i. Übungen zu Kapitel 5

Übungen zu Abschnitt 5.a.

5.87. ¨Ubung. Gegeben sei eine lange exakte Sequenz

· · · � An�1
h
n � Cn

g
n � Bn

f
n � An

h
n+1 � Cn+1

 � . . .

in einer abelschen Kategorie C, dabei dürfen Sie C = ModR annehmen. Beweisen Sie die Äquivalenz
der folgenden Aussagen.

(1) Für alle n existiert kn : Bn ! An mit kn � fn = idA
n

.
(2) Für alle n exisiert `n : Cn ! Bn mit gn � `n = idC

n

.
(3) Für alle n existiert ein Isomorphismus 'n : Bn ! An � Cn, so dass 'n � fn die natürliche

Inklusion und gn � '�1n die natürliche Projektion ist, und hn = 0.

Zeigen Sie außerdem, dass es natürliche Bijektionen zwischen den Mengen der möglichen Fol-
gen (kn)n2Z in (1), (`n)n2Z in (2), sowie der ('n)n2Z in (3) gibt.

Übungen zu Abschnitt 5.b.

5.88. ¨

Ubung. Es sei X ein gut punktierter topologischer Raum und h̃• ein verallgemeinerter
reduzierter Homologiefunktor.

(1) Zeigen Sie, dass eine Kofaserung ◆ : S0 ! X
+

existiert, so dass im ◆ Retrakt von X
+

ist
und X = X

+

/ im ◆.
(2) Folgern Sie aus der langen exakten Sequenz des Paares (X

+

, im ◆) und Aufgabe 5.87,
dass h̃k(X) = ker

�

r⇤ : h̃k(X+

)! h̃k(S0)
�

für alle k.
(3) Präzisieren und beweisen Sie die folgende Aussage:

”
Die reduzierte allgemeine Homolo-

gie h̃k(X) ist unabhängig von der Wahl eines guten Basispunktes von X.“

5.89. ¨Ubung. Beweisen Sie die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz 5.13 an einer der beiden
fehlenden Stellen, also bei h̃n(X) oder bei h̃n(A \B).

5.90. ¨Ubung. Es sei X = A[B, so dass (A,A\B) und (B,A\B) Kofaserungen seien, und es
gelten Zusammenhangsvoraussetzungen wie in Folgerung 3.66. Konstruieren Sie ein Analogon zur
Mayer-Vietoris-Sequenz 5.13 für die

”
unstabilen“ Homotopiegruppen ⇡• wie in Bemerkung 5.16.

Wie weit lässt sich diese Sequenz nach links beziehungsweise rechts fortsetzen? Für ⇡
1

kennen wir
bereits den Satz 2.42 von Seifert-van Kampen. Unter welchen zusätzlichen Voraussetzungen lässt
er sich in diese Sequenz

”
einbauen“?

Übungen zu Abschnitt 5.c.

5.91. ¨

Ubung. Es sei n > 0, und es sei A Objekt einer abelschen Kategorie C. Bestimmen
Sie Hk(CPn;A) und Hk(HPn;A) für alle k � 0.

5.92. ¨Ubung. Berechnen Sie H̃CW
• (X;Z) und H̃CW

• (X;Z/2Z) für die folgenden Räume:

(1) Fassen Sie den Torus T 2 = S1 ⇥ S1 als CW-Komplex auf, indem Sie in der linken Skizze
gegenüberliegende Seiten identifizieren, siehe auch Übung 3.131.

(2) Betrachten Sie die Kleinsche Flasche X, die aus einem Quadrat durch Identifikation ge-
genüberliegender Seiten gemäß der rechten Skizze entsteht. Fassen Sie X für die Berech-
nung der Homologie als CW-Komplex mit Basispunkt, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle
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auf.

Torus Kleinsche Flasche

5.93. ¨Ubung. Beweisen Sie Satz 5.28.

5.94. ¨

Ubung. Es sei X ein CW-Komplex und M Objekt einer abelschen Kategorie C, wobei
sie C = ModR annehmen dürfen. Zeigen Sie:

(1) Der unreduzierte zelluläre Kettenkomplex CCW

• (X;M) aus Bemerkung 5.30 (1) berechnet
die unreduzierte Homologie H•(X;M) = H̃•(X+

;M), siehe auch Bemerkung 5.12.
(2) Wir bezeichnen die Homologie des augmentierten zellulären Kettenkomplexes C̄CW

• (X;M)
aus Bemerkung 5.30 (2) mit H̄CW

• (X;M). Zeigen Sie, dass H̃•(X;M) ⇠= H̄CW

• (X;M) gibt,
wobei der Isomorphismus allerdings von der Wahl eines Basispunktes in X abhängt.

5.95. ¨

Ubung. Es sei Y Unterkomplex eines CW-Komplexes X, und es sei M Objekt einer
abelschen Kategorie C, wobei Sie wieder C = ModR annehmen dürfen. Nach Bemerkung 5.12 (2)
definiert man relative Homologiemoduln Hk(X,Y ;A) = H̃k(X//Y ;A). Zeigen Sie

(1) Es gilt Hk(X,Y ;A) ⇠= H̃k(X/Y ;A).
(2) Wir betrachten

�

C̃CW

• (Y ;A), dCW

�

als Unterkomplex von
�

C̃CW

• (X;A), dCW

�

, dann exi-

stiert ein natürlicher Quotientenkomplex
�

C̃CW

• (X;A)/C̃CW

• (Y ;A), d̄CW

�

.

(3) Der Komplex aus (2) ist natürlich isomorph zu
�

C̃CW

• (X/Y ;A), dCW

�

.

Übungen zu Abschnitt 5.e.

5.96. ¨

Ubung. Die
”
topologische Narrenkappe“ X entsteht, indem man bei einem Dreieck alle

drei Seiten gemäß der Skizze identifiziert. Wir wissen aus der Vorlesung, dass H̃CW
• (X;Z) = 0.

(1) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.
(2) Zeigen Sie, dass X schwach zusammenziehbar ist.
(3) Zusatz: Geben Sie eine explizite Homotopie X ⇥ I ! X zwischen idX und der Nullabbil-

dung an.
(4) Zusatz: Basteln Sie ein Modell.

Übungen zu Abschnitt 5.f.

5.97. ¨Ubung. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Überprüfen Sie, dass Tensorprodukt und
Hom-Funktor über R mit E = R alle Eigenschaften aus Definition 4.9 und Bemerkung 4.11 erfüllen.
Somit ist die Kategorie (ModR,⌦R, R) monoidal und abgeschlossen. Wie lautet ihr Exponentialge-
setz?

5.98. ¨Ubung. Zeigen Sie:
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(1) Kettenhomotopie ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Kettenabbildungen zwi-
schen zwei gegebenen Komplexen. Sie ist mit der Komposition von Kettenabbildungen
verträglich.

(2) Kettenhomotopieäquivalenz ist eine Äquivalenzrelation auf der Kategorie der Kettenkom-
plexe.

5.99. ¨

Ubung. Es seien X, Y punktierte CW-Komplexe und M ein R-Modul. Eine zelluläre
Homotopie zwischen zellulären Abbildungen f , g : X ! Y ist eine zelluläre Abbildung h : I

+

^X !
Y , wobei I die CW-Struktur mit einer 1- und zwei 0-Zellen trage. Zeigen Sie: zelluläre Homotopien
induzieren Kettenhomotopien zwischen den Abbildungen f

#

und g
#

: C̃CW

• (X;M)! CCW

• (Y ;M).

5.100. ¨Ubung. Beweisen Sie Proposition 5.55.

5.101. ¨Ubung. Beweisen Sie das Schlangenlemma 5.65.

(1) Zeigen Sie: der Verbindungshomomorphismus ist wohldefiniert und natürlich als Transfor-
mation zwischen zwei Funktoren von der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen in der
Kategorie ChC der Kettenkomplexe in C in die Kategorie C.

(2) Beweisen Sie die Exaktheit der angegebenen Sequenz an mindestens einer Stelle.

5.102. ¨Ubung. Vervollständigen Sie den Beweis von Satz 5.60. Konstruieren Sie dazu insbeson-
dere alle benötigten Diagramme in der Kategorie C mit den jeweils geforderten Eigenschaften.

5.103. ¨Ubung. Es sei R ein Hauptidealring, r, s 2 R, und B ein R-Modul. Zeigen Sie:

Tor(R/r,B) ⇠= hom(R/r,B) ⇠= { b 2 B
�

� br = 0
 

⇢ B , (1)

Ext(R/r,B) ⇠= (R/r)⌦B ⇠= B/rB , (2)

Tor(R/r,R/s) ⇠= Ext(R/r,R/s) ⇠= (R/r)⌦ (R/s) ⇠= hom(R/r,R/s) ⇠= R/(r, s) , (3)

wobei (r, s) das von r und s erzeugte Ideal in R bezeichne.

5.104. ¨Ubung. Zeigen Sie, dass sich Tor und Ext unter direkten Summen und Produkten analog
zu ⌦ und hom in Bemerkung 5.53 verhalten.

5.105. ¨Ubung. Beweisen Sie Proposition 5.66.

5.106. ¨Ubung. Es sei R ein Hauptidealring, A, B seien R-Moduln, und TorR A bezeichne den
Torsionsuntermodul aus Bemerkung 5.67. Zeigen Sie:

(1) Der Modul A/TorR A ist torsionsfrei.
(2) Jeder endlich erzeugte Untermodul von A/TorR A ist frei.
(3) Es gilt TorR(B,A/TorR A) = 0.
(4) Es gilt TorR(B,TorR A) = TorR(B,A).

Hinweis: Jedes Element in einem Tensorprodukt X ⌦ Y kann als endliche Linearkombination von
Elementen der Form x⌦ y mit x 2 X, y 2 Y geschrieben werden.

5.107. ¨Ubung. Beweisen Sie Bemerkung 5.69.

Übungen zu Abschnitt 5.g.

5.108. ¨

Ubung. Wir betrachten A = Z/n und konstruieren den Moore-Raum MAk, indem wir
eine (k + 1)-Zelle mit einer Abbildung ' : Sk ! Sk vom Grad n an Sk ankleben. Indem wir das
k-Skelett Sk auf einen Punkt abbilden, erhalten wir die Kollaps-Abbildung f : MAk !MAk/Sk ⇠=
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Sk+1. Außerdem sei g : MAk ! Sk+1 eine konstante Abbildung. Zeigen Sie:

f⇤ = g⇤ = 0: H̃•(MAk;Z) �! H̃•(S
k+1;Z) für alle k � 0, (1)

g⇤ = 0: H̃•(MAk;A) �! H̃•(S
k+1;A) für alle k � 0, (2)

fk+1

: H̃k+1

(MAk;A)
⇠
=�! H̃k+1

(Sk+1;A) ⇠= A . (3)

5.109. ¨

Ubung. Seien A, B abelsche Gruppen. Wir betrachten den Raum [MAn,MBn] der
punktierten Abbildungen von MAn nach MBn bis auf Homotopie.

(1) Zeigen Sie mit Hilfe des Freudenthalschen Einhängungssatzes 3.75 und der Puppe-Sequenz
aus Satz 4.39 (3), dass Stabilisieren für n � 3 den folgenden Isomorphismus liefert:

[MAn,MBn]
S�! [MAn+1

,MBn+1

] .

(2) Konstruieren Sie mit Hilfe der Puppe-Sequenz eine kurze exakte Sequenz der Form

0 �! Ext
�

A,⇡n+1

MBn
�

�! [MAn,MBn] �! hom(A,B) �! 0 .

(3) Es sei n � 3. Zeigen Sie mit der Homotopiesequenz 3.71 für Kofaserungen, dass

⇡n+1

(MBn) ⇠= B ⌦ Z/2 = B/2B .

(4) Zeigen Sie, dass Ext
�

A,B/2B
�

= 0, wenn Multiplikation mit 2 in B surjektiv oder in A
injektiv ist.

Man beachte, dass die Sequenz in (2) im allgemeinen nicht spaltet.

5.110. ¨Ubung. Bearbeiten Sie eine der folgenden Aufgaben.

(1) Es sei A ein R-Modul, und es gelte ExtZ(A,A/2A) = 0. Für n � 3 liefert die Modulstruktur
auf A nach der vorangegangenen Aufgabe eine Abbildung

R ,�! homZ(A,A) ⇠= [MAn,MAn] .

Zeigen Sie, dass man für jeden Homologiefunktor h̃•, jeden Raum X und jedes k die
Gruppe h̃k(X;A) als R-Modul au↵assen kann. Man erhält also einen ModR-wertigen Ho-
mologiefunktor.

(2) Es sei A ein R-Modul und HA• das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu A. Dann kann
man den in Proposition 5.44 konstruierten Funktor H̃•(X;A) als ModR-wertigen Funktor
au↵assen.

5.111. ¨

Ubung. Es sei f : MAn ! MBn eine stetige punktierte Abbildung zwischen Moore-
Räumen, so dass die induzierte Abbildung f⇤ : A ⇠= H̃n(MAn)! B ⇠= H̃n(MBn) injektiv ist. Zeigen
Sie

(1) Dann ist der reduzierte Abbildungskegel Cf ein Moore-Raum zu C = B/f⇤A.
(2) Für jeden Homologiefunktor (h̃•, @•) und jeden Raum X erhalten wir die natürliche lange

exakte Bockstein-Sequenz

· · · � H̃k(X;C) � Hk(X;B) � Hk(X;A)
@ � Hk+1

(X;C) � · · ·

5.112. ¨

Ubung. Wir fassen A = Z/n als Z-Modul auf. Es sei f : MAk ! Sk+1 die Kollaps-
Abbildung aus Übung 5.108.

(1) Geben Sie die Koe�zientensequenzen für H̃k+1

(MAk;A) und H̃k+1

(Sk+1;A) aus Satz 5.74
an, und stellen Sie die von f induzierte Sequenzabbildung in einem kommutativen Dia-
gramm dar.

(2) Überprüfen Sie, dass beide Koe�zientensequenzen spalten, und dass die Spaltungen nicht
natürlich sind.
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Übungen zu Abschnitt 5.h.

5.113. ¨

Ubung. Präzisieren Sie die Aussage, dass der in Proposition 5.81 konstruierte Isomor-
phismus

�

C̃CW

• (X ^ Y ;R), dCW

•
� ⇠

=�!
�

C̃CW

• (X;R), dCW

•
�

⌦
�

C̃CW

• (Y ;R), dCW

•
�

natürlich ist, und beweisen Sie sie.

5.114. ¨Ubung. Wir wollen In als CW-Komplex mit
�n
k

�

2n�k Zellen der Dimension k darstellen.
Wir orientieren In ⇢ Rn mit der Standardbasis, und wir orientieren die Rand-Hyperflächen von In

durch solche Basen des tangentialen (n � 1)-dimensionalen Vektorraums, dass Voranstellen des
äußeren Normalenvektors wieder eine positiv orientierte Basis des Rn liefert.

(1) Beschreiben Sie den zellulären Rand der n-Zelle von In.
(2) Betrachten Sie jetzt Im⇥ In = Im+n und überprüfen Sie, dass sich der Rand der (m+n)-

Zelle wie in Proposition 5.81 verhält.

5.115. ¨Ubung. Es sei A = Z/n und B = Z/m und k, ` � 2.

(1) Berechnen Sie H̃•(MB` ^MAk) und H̃•(MB` ^ Sk+1).
(2) Sei f : MAk ! Sk+1 die obige Kollaps-Abbildung. Bestimmen Sie

(idMB
`

^ f)⇤ : H̃•(MB` ^MAk) �! H̃•(MB` ^ Sk+1) .

(3) Konstruieren Sie wie in Übung 5.112 ein Beispiel dafür, dass die Künneth-Sequenz nicht
natürlich spaltet.

5.116. ¨Ubung. Es seienX, Y gut punktierte, (n�1)- beziehungsweise (m�1)-zusammenhängen-
de Räume.

(1) Zeigen Sie, dass X ^ Y ein (m+ n� 1)-zusammenhängender Raum ist.
(2) Bestimmen Sie ⇡m+n(X ^ Y ), falls m, n � 2.
(3) Zusatz: was können Sie über die restlichen Fälle aussagen?
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KAPITEL 6

Kohomologie

Kohomologie ist ein dualer Begri↵ zur Homologie, und wird ebenfalls durch Eilenberg-Steenrod-
Axiome charakterisiert. Daher übertragen sich viele technische Resultate fast automatisch, bei-
spielsweise existiert ein zellulärer Kokettenkomplex, der die gewöhnliche Kohomologie von CW-
Komplexen ausrechnet.

Ausgehend von der zellulären Kohomologie beweisen wir ein universelles Koe�ziententheorem,
das Kohomologie mit Homologie in Verbindung bringt. Auch können wir einen Spezialfall der
Künneth-Formel leicht beweisen. Schließlich konstruieren wir noch Produkte auf der zellulären
Kohomologie, sowie eine Wirkung auf zellulärer Homologie.

In der zweiten Hälfte konstruieren wir Kohomologiefunktoren aus !-Spektra. Eilenberg-Mac
Lane-Spektra liefern gewöhnliche Kohomologiefunktoren. Als wichtige Beispiele allgemeiner Ko-
homologiefunktoren betrachten wir K-Theorie und Bordismustheorie. Da die Thom-Spektra für
Bordismen keine !-Spektra sind, führen wir am Ende des Kapitels die Kategorie von CW-Spektra
ein; insbesondere überlegen wir uns einen sinnvollen Begri↵ für Morphismen von Spektra.

6.a. Axiome für Kohomologiefunktoren

Wir beginnen mit den Eilenberg-Steenrod-Axiomen und geben einige Konsequenzen an. Da
vieles genauso wie in Kapitel 5 funktioniert, lassen wir die Beweise weg.

Die folgende Definition ist dual zu den Definitionen 5.9 und 5.31. Aus technischen Gründen
benötigen wir hier eine abelsche Kategorie mit beliebigen Produkten. Wie immer denken wir in
erster Linie an die Kategorie ModR, und R = Z ist ein wichtiger Spezialfall.

6.1. Definition. Ein (allgemeiner) reduzierter Kohomologiefunktor
�

h̃•, �•
�

mit Werten in
einer abelschen Kategorie C mit beliebigen Produkten besteht aus einer Familie kontravarianter
Funktoren

h̃• =
�

h̃n : HkwH
+

! C
�

n2Z ,

und einer Familie natürlicher Transformationen �• = (�n)n2Z mit �n(X,A) : h̃n(A) ! h̃n+1(X/A)
für alle gut punktierten Kofaserungen (X,A), die die folgenden Eilenberg-Steenrod-Axiome erfüllen.

(1) Kohomologiesequenz. Für jedes gute Paar (X,A) ist die folgende Sequenz exakt:

. . .
�
n�1����! h̃n(X/A)

˜hnp����! h̃n(X)
˜hn◆����! h̃n(A)

�
n����! h̃n+1(X/A)

˜hn+1p����! . . .

(2) Summenaxiom. Sei (Xi, xi)i2I eine Familie gut punktierter Räume, dann ist die von den
Inklusionsabbildungen ◆i : Xi !

W

i2I(Xi, xi) induzierte Abbildung

Y

i2I
h̃n◆i : h̃

n

✓

_

i2I
(Xi, xi)

◆

⇠
=�!
Y

i2I
h̃n(Xi)

ein Isomorphismus.

Man nennt
�

h̃•, �•
�

einen (gewöhnlichen) reduzierten Kohomologiefunktor mit Koe�zienten M in C,
wenn zusätzlich das folgende Axiom gilt.
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(3) Dimensionsaxiom.

h̃n(S0) =

(

M für n = 0, und

0 sonst.

Ein reduzierter Kohomologiefunktor (h̃•, �•) heißt invariant unter schwachen Äquivalenzen, wenn
zusätzlich gilt:

(4) Jeder schwach zusammenziehbare Raum Z erfüllt

h̃n(Z) = 0 .

In (2) brauchen wir das Produkt anstelle des Koproduktes in 5.9 (2), um einen Pfeil in die
richtige Richtung definieren zu können. Das sieht auf den ersten Blick harmlos aus, macht aber
später bei

”
großen“ Räumen Probleme. Zum ersten Mal erleben wir diesen E↵ekt bei der Künneth-

Formel, siehe Satz 6.12. Für h̃nf schreiben wir auch kurz f⇤.

6.2. Bemerkung. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften.

(1) Wie in Lemma 5.10 gilt

h̃•(pt) = 0 .

für jeden reduzierten Kohomologiefunktor (h̃•, �•).
(2) Das Summenaxiom folgt im Falle eines endlichen Bouquets aus den anderen Axiomen,

siehe Bemerkung 5.14.
(3) Wie in Bemerkung 5.12 definieren wir einen unreduzierten Kohomologiefunktoren (h•, �•)

zu (h̃•, �•) durch
hk(X) = h̃k(X

+

)

und erhält die kurze exakte Sequenz

0 �! h̃(S0) �! h(X) �! h̃(X) �! 0 .

Sobald man einen Basispunkt in X auszeichnet, erhält man eine Spaltung dieser Sequenz.
Für Paare (X,Y ) definieren wir die relative Kohomologie hk(X,Y ) = h̃k(X//Y ).

(4) Wenn wir Invarianz unter schwachen Äquivalenzen im Sinne von 6.1 (4) annehmen, folgt
wie in Bemerkung 5.32 für jede schwache Äquivalenz f : X ! Y , dass

f⇤ : h̃n(Y )
⇠
=�! h̃n(X) .

Im Folgenden meinen wir stets reduzierte Kohomologiefunktoren, solange wir nichts anderes
sagen. In der Notation werden wir den Verbindungshomomorphismus �• oft weglassen. Das folgende
Resultat wird genauso bewiesen wie der analoge Satz 5.13.

6.3. Satz (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei X = A [ B, so dass (A,A \ B) und (B,A \ B)
Kofaserungen sind, und es sei h̃ ein allgemeiner Kohomologiefunktor. Bezeichne die natürlichen
Inklusionen mit

A \B �
� a //

_�

b
✏✏

A_�

i
✏✏

B �
� j // X .

Dann existiert ein natürlicher Verbindungshomomorphismus � : h̃n(A\B)! h̃n+1(X), so dass die
Sequenz

· · · �! h̃n�1(A \B)
��! h̃n(X)

(i⇤,j⇤)���! h̃n(A)� h̃n(B)
a⇤�b⇤��! h̃n(A \B) �! · · ·

exakt ist.
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Beweis. Wir drehen im Beweis von Satz 5.13 alle Pfeile um. ⇤
6.4. Folgerung. Es sei h̃• ein allgemeiner reduzierter Kohomologiefunktor und k, n 2 Z

mit n � 1. Dann existiert für jeden gut punktierten Raum X ein natürlicher Isomorphismus

h̃k(SnX) ⇠= h̃k�n(X) . (1)

Falls h̃• ein gewöhnlicher reduzierter Kohomologiefunktor mit Koe�zienten M in C ist, gilt insbe-
sondere

h̃k(Sn) ⇠=
(

M falls k = n, und

0 sonst .
(2)

Auch über Abbildungen zwischen Sphären können wir Aussagen machen, analog zu Satz 5.18.

6.5. Folgerung. Es sei h̃• ein Kohomologiefunktor, es seien k 2 Z, m, n 2 N, und f : Sm !
Sn sei stetig.

(1) Falls m < n, gilt f⇤ = 0: h̃k(Sn)! h̃k(Sm).
(2) Falls m = n, gilt f⇤ = deg f : h̃k(Sn)! h̃k(Sn).
(3) Falls m > n und h̃• das Dimensionsaxiom 6.1 (3) erfüllt, gilt f⇤ = 0: h̃k(Sn)! h̃k(Sm).

Aussage (3) muss für allgemeine Kohomologiefunktoren nicht gelten.

6.b. Zelluläre Kohomologie und ein universelles Koe�ziententheorem

In diesem Abschnitt führen wir den zellulären Kokettenkomplex ein, der die gewöhnliche Koho-
mologie eines CW-Komplexes ausrechnet. Mit Hilfe dieses Komplexes stellen wir einen Zusammen-
hang zwischen gewöhnlicher Homologie und Kohomologie her. Man beachte wie in Abschnitt 5.c,
dass alle Resultate in diesem Abschnitt Konsequenzen der Eilenberg-Steenrod-Axiome sind.

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins, und A sei ein R-Modul. Mit AI

bezeichnen wir das Produkt über Kopien von Amit Indexmenge I. Wir nehmen in diesem Abschnitt
an, dass ein gewöhnlicher Kohomologiefunktor H̃• mit Koe�zienten A existiert. Wir benutzen die
Isomorphismen aus Folgerung 6.4 und identifizieren

H̃n(Dn/Sn�1;A) ⇠= H̃n(Sn;A) ⇠= A .

Alternativ könnten wir ein beliebiges Objekt M einer abelschen Kategorie C als Koe�zienten
wählen, und erhielten völlig analog zu Satz 5.23 einen zellulären Kokettenkomplex. Allerdings
können wir das universelle Koe�ziententheorem und die Künneth-Formel nicht in einem so allge-
meinen Kontext formulieren.

Es sei X ein CW-Komplex, und �n
j : (D

n, Sn�1) ! (Xn, Xn�1) seien die charakteristischen
Abbildungen der Zellen von X für j 2 Jn, aufgefasst als Abbildungen von Paaren. Wir bezeichnen
die induzierte punktierte Abbildung auf den Quotienten mit �̄n

j : S
n ! Xn/Xn�1. Für n = 0

fixieren wir einen Punkt von S0 als Basispunkt. Für j 2 J0 bezeichne �̄0

j : S
0 ! X0 = X0/X�1

die punktierte Abbildung, die den anderen Punkt von S0 auf e0j 2 X0 \ {x
0

} abbildet.

6.6. Lemma. Für k 2 Z und n � 0 erhalten wir natürliche Isomorphismen

H̃n(Xn/Xn�1;A) ⇠= AJn

mit ↵ 7�!
�

(�
n
j )
⇤(↵)

�

j2Jn

, (1)

H̃k
�

Xn/Xn�1;A
� ⇠= 0 falls k 6= n , (2)

H̃k
�

Xn;A
� ⇠= 0 falls k > n , (3)

und H̃k
�

Xn;A
� ⇠= H̃k(X;A) falls n > k . (4)
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Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Lemma 5.20 vor. In (1) erhalten wir wegen des Sum-
menaxioms hier ein Produkt. ⇤

Die folgende Definition ist völlig analog zu Definition 5.21.

6.7. Definition. Ein (Koketten-)Komplex (C•, d•) in einer abelschen Kategorie C ist eine Se-
quenz (dn : Cn ! Cn+1)n2Z von C-Morphismen, so dass

dn � dn�1 = 0: Cn�1 �! Cn+ 1

für alle n 2 Z. Man definiert Objekte Bn(C•, d•) ⇢ Zn(C•, d•) ⇢ Cn und Hn(C•, d•) in C durch

Zn(C•, d•) = ker dn ,

Bn(C•, d•) = im dn�1

und Hn(C•, d•) = Zn(C•, d•)/B
n(C•, d•) .

Elemente von Cn, Zn(C•, d•) und Bn(C•, d•) heißen n-Koketten, n-Kozykel beziehungsweise n-
Koränder des Komplexes. Das Objekt Hn(C•, d•) heißt die n-te Kohomologie des Komplexes.

Eine Kokettenabbildung f• : (C•, d•) ! (C 0•, d0•) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Kohomologien bezeichnet man mit

Hnf• = f⇤ : Hn(C•, d•)! Hn+a(C 0•, d0•) .

Wir betrachten die Inklusion ◆n : Xn ! Xn+1 ! X und die Projektion pn : Xn+1 ! Xn+1/Xn.
Mit den Isomorphismen aus Lemma 6.6 erhalten wir aus den langen exakten Sequenzen der Paa-
re (Xn+1, Xn) das kommutative Diagramm

. . .H̃n+1

�

Xn+1/Xn;A
�

H̃n
�

Xn/Xn�1;A
�

H̃n�1�Xn�1/Xn�2;A
�

. . .

H̃n
�

Xn;A
�

H̃n(X)

0

H̃n+1

�

Xn+1;A
�

0 .

0

H̃n�1�Xn�1;A
�

. . . 0

. . .

�n
CW

�n�1

CW

p⇤
n+1

�
n+1

◆⇤
n+1

p⇤
n

�
n

p⇤
n�1

6.8. Satz (Zelluläre Kohomologie). Es sei H̃•( · ;A) ein gewöhnlicher Kohomologiefunktor mit
Koe�zienten A in ModR. Für alle n definiere

C̃n
CW

(X;A) = homR
�

C̃CW

n (X;R), A
�

, (1)

�n
CW

= homR
�

dCW

n+1

, A
�

: C̃n
CW

(X;A) �! C̃n+1

CW

(X;A) , und (2)

f#n = homR
�

f
#n, A

�

: C̃n
CW

(Y ;A) �! C̃n
CW

(X;A) (3)

für alle zellulären Abbildungen f : X ! Y . Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus

H̃n(X) ⇠= Hn
�

C̃•
CW

(X;A), �•
CW

�

. (4)
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Man sagt dazu auch, der zelluläre Kokettenkomplex
�

C̃•
CW

(X;A), �•
CW

�

entstehe durch Duali-
sieren aus dem zellulären Kettenkomplex. Wichtig ist dabei, dass wir den zellulären Kettenkomplex
mit Koe�zienten im zugrundeliegenden Ring R bilden und die Koe�zienten A für die Kohomologie
erst durch den Funktor homR( · , A) einführen.

Beweis. Es gilt homR(R,A) ⇠= A. Mit Definition 5.22 und Lemma 6.6 (1) identifizieren wir

H̃n(Xn/Xn�1;A) ⇠= AJn ⇠= homR(R,A)J
n

und C̃CW

n (X;R) ⇠= R�Jn .

Für die in (1) definierten Moduln existieren nach Bemerkung 5.53 natürliche Isomorphismen

Cn
CW

(X;A) ⇠= homR
�

R�Jn , A
� ⇠= homR(R,A)Jn ⇠= H̃n(Xn/Xn�1;A) .

Wie in Definition 5.22 betrachte

dn+1

ij = deg fn+1

ji mit fn+1

ji = qnj � pn � 'n+1

i : Sn �! Sn ,

hierbei sei 'n+1

i : Sn ! Xn die Anklebeabbildung der Zelle en+1

i , und qnj : X
n/Xn�1 ! Sn die

Kollapsabbildung zur Zelle enj . Für jedes i 2 Jn+1 gibt es dann nur endlich viele j 2 Jn, für

die dn+1

ij 6= 0. Um den Korandoperator �n
CW

= �n � p⇤n zu bestimmen, betrachten wir das kommu-
tative Diagramm

H̃n(Sn;A) H̃n(Sn;A)//
(fn+1

ij

)

⇤

OO

('n+1

i

)

⇤

H̃n+1(Sn+1;A)//�
n

⇠
= OO

(

¯

�

n+1

i

)

⇤

H̃n(Xn/Xn�1;A)
✏✏

(qn
j

)

⇤

H̃n(Xn;A)//p⇤
n

H̃n+1(Xn+1/Xn;A)//�
n

für i 2 Jn+1, j 2 Jn. Nach Folgerung 6.5 (2) operiert (fn+1

ji )⇤ auf A ⇠= H̃n(Sn;A) durch Multipli-

kation mit dem Abbildungsgrad dn+1

ij .

Seien ↵ = (aj)j2Jn 2 AJn ⇠= C̃n
CW

(X;A) und c =
P

i2Jn+1

ri 2 R�J
n+1

gegeben. Aus Definiti-
on 5.22 und der obigen Überlegung folgt

�

�n
CW

(↵)
�

(c) =

 

X

j2Jn

dn+1

ij aj

!

i2Jn+1

(c) =
X

j2Jn

X

i2Jn+1

rid
n+1

ij aj = ↵
�

dCW

n+1

(c)
�

.

Jetzt haben wir die mittlere Zeile im obigen kommutativen Diagramm mit dem in (1)–(2) be-
schriebenen Komplex identifiziert. Der Beweis von (3) verläuft analog, und wir zeigen (4) durch
Diagrammjagd, analog zum Beweis von Satz 5.23. ⇤

Aufgrund von Satz 6.8 könnte man wieder erwarten, dass H̃n(X;A) ⇠= hom
�

H̃n(X;R), A
�

gilt.
Für die Räume CPn und HPn stimmt das tatsächlich, siehe dazu Beispiel 5.25. Ähnlich wie beim
universellen Koe�ziententheorem 5.74 und bei der Künneth-Formel 5.78 stimmt das auch hier nur
bis auf einen derivierten Funktor.

6.9. Satz (Universelles Koe�ziententheorem für gewöhnliche Kohomologie). Es sei R ein
Hauptidealring und H̃•( · ;A) ein gewöhnlicher Kohomologiefunktor mit Koe�zienten A in der Ka-
tegorie ModR. Dann existiert für alle n und alle CW-Komplexe X eine natürliche exakte Sequenz

0 �! ExtR
�

H̃n�1(X;R), A
�

�! H̃n(X;A) �! homR
�

H̃n(X;R), A
�

�! 0 .

Diese Sequenz spaltet, allerdings nicht natürlich.
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Die Abbildung H̃n(X;A) ! homR
�

H̃n(X;R), A
�

induziert durch Auswerten die sogenannte
Kronecker-Paarung

H̃n(X;A)⇥ H̃n(X;R) �! homR
�

H̃n(X;R), A
�

⇥ H̃n(X;R)
ev�! A .

Für ↵ 2 H̃n(X;A) und c 2 H̃n(X;R) schreiben wir hc,↵i oder ↵(c) 2 A.

6.10. Folgerung. Es sei k ein Körper und H̃•( · ;V ) ein gewöhnlicher Kohomologiefunktor
mit Koe�zienten V in der Kategorie Veck. Dann existiert für alle n und alle CW-Komplexe X ein
natürlicher Isomorphismus

H̃n(X;V ) ⇠= homk
�

H̃n(X; k), V
�

.

Beweis. Nach Satz 5.60 verschwindet das Erweiterungsprodukt über Körpern. ⇤

Beweis von Satz 6.9. Der Einfachheit halber schreiben wir Cn, Zn, Bn und Hn für die Mo-
duln der Ketten, Zykel, Ränder und die Homologie des Komplexes

�

C̃CW

• (X;R), dCW

•
�

, und Cn,

Hn für die Koketten und die Kohomologie des Komplexes
�

C̃•
CW

(X;A), �CW

•
�

. Außerdem kürzen
wir hom(f,A) mit f⇤ ab.

Es bezeichne ◆n : Bn ! Zn die natürliche Inklusion. Nach Definition der Homologie erhalten
wir die kurze exakte Sequenz

0 � Hn  � Zn
◆ � Bn  � 0 .

Da Bn und Zn als Untermoduln von Cn nach Proposition 5.64 (1) frei sind, ist das eine freie
Auflösung von Hn. Nach Satz 5.60 gilt

homR(Hn, A) = ker(◆⇤n) und ExtR(Hn, A) = coker(◆⇤n) .

Wir betrachten eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

0 Bn
oo

0

✏✏

Cn+1

d
n+1oo

d
n+1

✏✏

Zn+1

oo

0

✏✏

0oo

0 Bn�1oo Cn
d
noo Zn

oo 0 ,oo

(*)

wobei die äußeren Komplexe triviales Di↵erential haben. Da die Zeilen aus freien Moduln bestehen,
liefert der Funktor homR( · , A) eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

0 // homR(Bn, A) // Cn+1 // homR(Zn+1

, A) // 0

0 // homR(Bn�1, A) //

0

OO

Cn //

�
n

OO

homR(Zn, A) //

0

OO

0 ,

wobei wir die mittlere Spalte nach Satz 6.8 mit dem Komplexe
�

C̃•
CW

(X;A), �CW

•
�

identifizieren.
Wir wenden das Schlangenlemma 5.65 an. Da die äußeren Komplexe triviales Di↵erential haben,

ändert sich nichts beim Übergang zur Kohomologie. Eine kurze Diagrammjagd zeigt, dass der
Verbindungshomomorphismus gerade ◆⇤n ist, also erhalten wir die lange exakte Sequenz

· · · �! homR(Zn�1, A)
◆⇤
n�1��! homR(Bn�1, A) �! Hn �! homR(Zn, A)

◆⇤
n�! homR(Bn, A) �! · · ·

Hieraus ergibt sich die kurze exakte Sequenz im Satz.
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Da die Ränder Bn frei sind, spalten die Zeilen in (*), und wir erhalten Abbildungen pn : Cn ! Zn

mit pn|Z
n

= idZ
n

. Wir wenden auf das kommutative Diagramm

Cn+1

d
n+1

✏✏

d
n+1 // Bn

◆
n

✏✏

mM

||
Cn

p
n // Zn .

den Funktor homR( · , A) an und erhalten

Cn+1 homR(Bn;A)
d⇤
n+1oo

Cn

�
n

OO 88

homR(Zn;A) .

◆⇤
n

OO

p⇤
noo

Wir sehen, dass die Einschränkung von p⇤n auf ker ◆⇤n = homR(Hn, A) nach ker �n ⇢ Cn abbildet,
also induziert p⇤n die gesuchte Spaltungsabbildung

p⇤n|ker ◆⇤
n

: homR(Hn, A) �! ker �n �⇣ Hn(X;A) . ⇤

Mit ähnlichen Methoden zeigt man auch das am Ende von Abschnitt 5.h erwähnte universelle
Koe�ziententheorem für die Homologie, siehe Übung 6.51.

6.11. Beispiel. Wir betrachten den Raum RP 2 aus Beispiel 5.26 und R = A = Z. Es gilt

hom(Z,Z) ⇠= Z , Ext(Z,Z) = 0 = hom(Z/2,Z) und Ext(Z/2,Z) ⇠= Z/2 .

Somit erhalten wir

H̃k(RPn) ⇠=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

0 ⇠= hom(Z/2,Z) falls k ungerade und 0 < k < n,

Z/2 ⇠= Ext(Z/2,Z) falle k gerade und 0 < k  n,

Z ⇠= hom(Z,Z) falls k = n ungerade,

0 ⇠= Ext(Z,Z) falls k = n+ 1 gerade, und

0 sonst.

(1)

Im Vergleich zu Beispiel 5.26 (1) treten die Torsionsanteile jetzt jeweils im um 1 höheren Grad auf,
während die freien Gruppen ihren Platz beibehalten. Dieses Verhalten erklärt sich aus Übung 5.103.

Sei jetzt R = A = Z/2. Da R ein Körper ist, verschwinden alle Erweiterungsprodukte, und es
gilt homZ/2(Z/2,Z/2) ⇠= Z/2. Mit Beispiel 5.26 (2) erhalten wir

H̃k(RPn;Z/2) ⇠=
(

Z/2 ⇠= homZ/2(Z/2,Z/2) falls 0 < k  n, und

0 sonst.
(2)

Das gleiche Ergebnis hätten wir für R = Z und A = Z/2 aus Beispiel 5.26 (1) erhalten, allerdings
mit etwas mehr Rechenarbeit, ähnlich wie in Beispiel 5.75.

Sei schließlich k ein Körper der Charakteristik 6= 2. Aus Beispiel 5.26 (3) folgt

H̃k(RPn; k) ⇠=
(

k falls k = n ungerade ist, und

0 sonst.
(3)

Als nächstes betrachten wir eine Künnethformel für Kohomologie. Der Einfachheit halber be-
schränken wir uns auf Koe�zienten in einem Körper k.
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6.12. Satz (Kohomologische Künneth-Formel). Es seien X, Y topologische Räume, und es
sei k ein Körper. Wir nehmen an, dass H̃k(X; k) für alle k � 0 endlich-dimensional ist. Dann gibt
es natürliche Isomorphismen

Hn(X ⇥ Y ; k) ⇠=
�

H•(X; k)⌦k H
•(Y ; k)

�

n
, und (1)

H̃n(X ^ Y ; k) ⇠=
�

H̃•(X; k)⌦k H̃
•(Y ; k)

�

n
, falls X und Y gut punktiert sind. (2)

Allgemeinere Formulierungen, zum Beispiel über Hauptidealringen, sind möglich; allerdings
benötigt man stets eine

”
Endlichkeitsbedingung“ für einen der beiden Räume, siehe Übung 6.52.

Beweis. Seien V , W zwei k-Vektorräume. Zu zwei Elementen ↵ 2 V ⇤ = homk(V, k) und � 2
W ⇤ = homk(W, k) existiert eine bilineare Abbildung

V ⇥W �! k mit (v, w) 7�! ↵(v)�(w) .

Nach der charakteristischen Eigenschaft 4.10 (2) des Tensorproduktes existiert daher eine Abbil-
dung

↵⌦ � : V ⌦W ! k mit v ⌦ w 7�! ↵(v)�(w) .

Die Zuordnung (↵,�)! ↵⌦ � 2 (V ⌦W )⇤ ist ebenfalls bilinear, also erhalten wir eine natürliche
Abbildung

V ⇤ ⌦W ⇤ �! (V ⌦W )⇤ . (*)

Sei jetzt einer der beiden Vektorräume endlich-dimensional, etwa V , mit Basis (v
1

, . . . , vp). Dann
erhalten wir eine duale Basis (v1, . . . , vp) von V ⇤ mit vi(vj) = �ij . Jedes Element von V ⇤⌦W ⇤ lässt
sich dann darstellen als

p
X

i=1

vi ⌦ �i ,

mit �1, . . . , �p 2 W ⇤ beliebig. Sei umgekehrt � 2 (V ⌦W )⇤, dann ist nach Bemerkung 4.11 die
Abbildung

� �
�

⌦V,W (vi)
�

: W �! k mit w 7�! �(vi ⌦ w)

linear, und wir setzen �i = � � (⌦V,W (vi)) 2W ⇤. Jedes Element u 2 V ⌦W lässt sich schreiben als

u =
p
X

i=1

vi ⌦ wi

mit w
1

, . . . , wp 2W beliebig. Einsetzen in � liefert

�(u) =
p
X

i=1

�(vi ⌦ wi) =
p
X

i=1

�i(wi) =
p
X

i,j=1

(vj ⌦ �j)(vi ⌦ wi) =

✓ p
X

i=1

vi ⌦ �i
◆

(u) .

Daher ist die Abbildung (*) in diesem Fall ein Isomorphismus.
Wir beweisen die Aussage (2); der Beweis von (1) ist analog. Nach den Folgerungen 5.80 (2),

6.10 und der obigen Vorarbeit gilt

H̃n(X ^ Y ; k) ⇠= H̃n(X ^ Y ; k)⇤ ⇠=
✓ n
M

k=0

H̃k(X; k)⌦k H̃n�k(Y ; k)
◆⇤

⇠=
n
M

k=0

H̃k(X; k)⇤ ⌦k H̃n�k(Y ; k)⇤ ⇠=
�

H̃•(X; k)⇤ ⌦ H̃•(Y ; k)⇤
�

n

⇠=
�

H̃•(X; k)⌦ H̃•(Y ; k)
�

n
. ⇤
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Wenn beide Vektorräume unendlich-dimensional sind, ist die Abbildung (*) kein Isomorphismus
mehr. Denn jedes Element von V ⇤⌦W ⇤ hat

”
endlichen Rang“, das heißt, lässt sich als endliche Line-

arkombination zerlegbarer Elemente ↵i⌦�i schreiben. Wenn wir unendlich viele linear unabhängi-
ge ↵i 2 V ⇤ und �i 2 W ⇤ für i 2 I finden können, erhalten wir ein Element von

”
unendlichem

Rang“
X

i2I
↵i ⌦ �i 2 (V ⌦W )⇤ \ V ⇤ ⌦W ⇤ .

6.c. Produkte

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man zumindest für CW-Komplexe Produkte zwischen
Kohomologiegruppen definieren kann. Im nächsten Kapitel lernen wir einen abstrakten Zugang
kennen, der Produkte auch für verallgemeinerten Kohomologiefunktoren konstruiert. Da wir im
Moment nur zellulär arbeiten, können wir das Kürzel

”
CW“ in der Notation weglassen.

Es seien X, Y CW-Komplexe und R ein kommutativer Ring mit Eins. Es seien

↵ 2 homR
�

Ck(X;R), R
�

= C̃k(X;R) und � 2 homR
�

C`(Y ;R), R
�

= C̃`(Y ;R)

Koketten, dann erhalten wir wie im Beweis von Satz 6.12 eine Abbildung

↵⌦ � : C̃k(X;R)⌦R C̃`(Y ;R) �! R .

Da C̃k(X;R)⌦R C̃`(Y ;R) nach Definition 5.77 und Proposition 5.81 ein direkter Summand von
�

C̃•(X;R)⌦R C̃•(Y ;R)
�

k+`
⇠= C̃k+`(X ^ Y ;R) (*)

ist, können wir ↵⌦ � auf eindeutige Weise mit Satz 6.8 zu einer Kokette

↵ ^ � 2 homR
�

C̃k+`(X ^ Y ;R), R
� ⇠= Ck+`(X ^ Y ;R)

fortsetzen, die auf allen anderen Summanden des Tensorproduktes verschwindet. Das liefert eine
Abbildung

^ : C̃•(X;R)⇥ C̃•(Y ;R) �! C•(X ^ Y ;R)

Sei jetzt ↵ 2 C̃k(X;R) wie oben, dann setzen wir

C̃k(X;R)⌦R C̃`(Y ;R)
↵⌦id���! R⌦R C̃`(Y ;R) ⇠= C̃`(Y ;R)

durch 0 auf alle anderen Summanden des Tensorproduktes (*) fort. Das liefert eine Abbildung

/ : C̃k+`(X ^ Y ;R)⌦R Ck(X;R) �! C`(Y ;R) .

6.13. Proposition und Definition. Die obigen Abbildungen ^ und / induzieren für CW-
Komplexe X, Y natürliche äußere Produkte

^ : H̃•(X;R)⌦R H̃•(Y ;R) �! H̃•(X ^ Y ;R) ,

und / : H̃•(X ^ Y ;R)⌦R H̃•(X;R) �! H̃•(Y ;R) ,

das Smash-Produkt, sowie das Schräg- oder Slant-Produkt. Diese haben für alle ↵ 2 H̃k(X;R),
� 2 H̃`(Y ;R), � 2 H̃m(Z;R) und a 2 H̃k(X;R), b 2 H̃k+`(X ^ Y ;R), c 2 H̃k+`+m(X ^ Y ^ Z;R)
die folgenden Eigenschaften.

(1) Assoziativität. Es gilt

(↵ ^ �) ^ � = ↵ ^ (� ^ �) 2 H̃k+`+m(X ^ Y ^ Z;R)

und (c/↵)/� = c/(↵ ^ �) 2 H̃m(Z;R) .

(2) Einselement. Für das Element 1 2 R ⇠= H̃0(S0;R) gilt

1 ^ ↵ = ↵ ^ 1 = ↵ 2 H̃k(X;R) und a/1 = a 2 H̃k(X;R) .

223



(3) Stabilität. Für die Stabilisierungs-Isomorphismen � gilt

(�↵) ^ � = �(↵ ^ �) = (�1)k↵ ^ (��) 2 H̃k+`+1

�

S(X ^ Y );R
�

,

(�b)/(�↵) = b/↵ 2 H̃`(Y ;R) und (�b)/↵ = (�1)k�(b/↵) 2 H̃`+1

(Y ;R) .

(4) Adjunktion. Für das Kronecker-Produkt gilt

hb/↵,�i = hb,↵ ^ �i und a/↵ = ha,↵i 2 R ⇠= H̃
0

(S0;R) .

(5) Transposition. Die Transpositionsabbildung t : X^Y ! Y ^X sei gegeben durch t(x^y) =
y ^ x, dann gilt

t⇤(� ^ ↵) = (�1)k`↵ ^ � .

”
Natürlichkeit“ für das Schräg-Produkt bedeutet, dass

�

(f ^ g)⇤b
�

/↵ = g⇤
�

b/(f⇤↵)
�

2 H̃`(W ;R) (6.1)

für alle f : X ! Z, g : Y ! W , ↵ 2 H̃k(Z;R) und b 2 H̃k+`(X ^ Y ;R) gilt. Es ist kontraintuitiv,
beim Schräg-Produkt von rechts auf den linken Faktor eines Produktes einzuwirken, aber so erhalten
wir alle obigen Eigenschaften.

Später werden wir sehen, dass die Eigenschaften (1)–(3) die beiden äußeren Produkte bereits
eindeutig festlegen. Die Notation

”
/“ ist etwas irreführend, da hier multipliziert und nicht divi-

diert wird. Immerhin gelten einzelne
”
Bruchrechenregeln“, und die Grade der beteiligten Klassen

verhalten sich so wie erwartet.

Beweis. Zunächst zeigen wir Wohldefiniertheit des Smash-Produktes, das heißt, das Produkt
von Kozykeln ist wieder ein Kozykel, und exakt, falls einer der Faktoren exakt ist. Beides folgt mit
Proposition 5.81 und Satz 6.8, denn für ↵, � wie oben und v 2 C̃•(X;R), w 2 C̃•(Y ;R) gilt
�

�k+`(↵ ^ �)
�

(v ⌦ w) = (↵ ^ �)
�

dk+`+1

(v ⌦ w)
�

= ↵(dv) · �(w) + (�1)k↵(v) · �(dw)
=
�

�k↵(v)
�

· �(w) + (�1)k↵(v) ·
�

�`�(w)
�

=
�

�k↵ ^ � + (�1)k↵ ^ �`�
�

(v ⌦ w) .

Dabei haben wir ausgenutzt, dass ↵(v) 6= 0 nur dann, wenn v 2 Ck(X;R). Analog ist auch das
Schrägprodukt wohldefiniert.

Assoziativität (1) folgt, da das Smashprodukt auf Koketten bereits assoziativ ist. Natürlichkeit
lässt sich ebenfalls leicht überprüfen. Für das Schrägprodukt erhalten wir Assoziativität auf Ketten-
und Kokettenniveau, indem wir Ketten der Form c = x ⌦ y ⌦ z mit x 2 C̃k(X;R), y 2 C̃`(Y ;R)
und z 2 C̃m(Z;R) betrachten:

�

(x⌦ y ⌦ z)/↵
�

/� =
�

↵(x) y ⌦ z
�

/� = ↵(x)�(y) z = (x⌦ y ⌦ z)/(↵ ^ �) .
Es sei e0 die nichttriviale Nullzelle von S0, dann ist e = 1e0 ein Erzeuger von C̃

0

(S0;R) ⇠= R.
Es gilt S0 ^X ⇠= X ⇠= X ^ S0, und wir identifizieren v 2 C̃k(X;R) ⇠= C̃k(S0 ^X;R) mit e ⌦ v 2
C̃
0

(S0;R) ⌦R C̃k(X;R). Das Element 1 2 R ⇠= H̃0(S0;R) wird repräsentiert durch " 2 C̃0(S0;R)
mit "(e) = 1. Es folgt

(" ^ ↵)(v) = (" ^ ↵)(e⌦ v) = "(e) · ↵(v) = ↵(v) .

Genauso erhalten wir die anderen Aussage in (2).
Die Aussagen (3)–(5) bleiben Übung 6.53. ⇤
Da (X ⇥ Y )

+

= (X
+

) ^ (Y
+

), lässt sich ein Kreuz-Produkt

⇥ = ^ : H̃•(X
+

;R)⌦R H̃•(Y
+

;R)! H̃•�(X ⇥ Y )
+

;R
�

für unreduzierte Kohomologie konstruieren. Falls R = k ein Körper ist und die Endlichkeitsvoraus-
setzungen aus Satz 6.12 gelten, entsprechen diese äußeren Produkte gerade den Komponenten der
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Isomorphismen aus der kohomologischen Künneth-Formel. Auch für Homologietheorien können wir
die

”
linken“ Abbildungen in den Künneth-Sequenzen aus Satz 5.78 und Folgerung 5.79 als Smash-

beziehungsweise Kreuzprodukte au↵assen, die dann ähnliche Eigenschaften haben.

6.14. Beispiel. Wir benutzen die Stabilisierungsisomorphismen und definieren induktiv Erzeu-
ger

ek = �k(1) 2 H̃k(S
kS0;R) = H̃k(S

k) und "k = �k(1) 2 H̃k(Sk) .

Dann folgt aus (2), (3) induktiv

"k ^ "` = (�k1) ^ (�`1) = �k
�

1 ^ (�`1)
�

= �k+`1 = "k+`

und ek+`/"
k = (�ke`)/(�

k1) = e`/1 = e` .

Wie in (4) gilt

hek+`/"k, "`i = he`, "`i = 1 = hek+`, "k+`i = hek+`, "k ^ "`i .
Diese Relationen stehen nicht im Widerspruch zu den Vorzeichen in (3) und (5), denn die

Transpositionsabbildung t : Sk+` ! Sk+` hat Abbildungsgrad (�1)k`, und für (3) ergibt sich daraus

"k ^ (�"`) = (�1)k(`+1)(�"`) ^ "k = (�1)k(`+1)�("` ^ "k) = (�1)k�("k ^ "`) .
Wir benutzen das Kronecker-Produkt und nutzen aus, dass H̃`(S`;R) ⇠= R:

h(�ek+`)/"k,�"`i = h�ek+`, "k ^ �"`i = (�1)k = (�1)khek+`/"k, "`i = (�1)kh�(ek+`/"k),�"`i .

Die folgende Konstruktion hingegen lässt sich in der Homologie nicht einfach nachmachen. SeiX
ein topologischer Raum, dann bezeichne �X : X ! X ^ X die Diagonalabbildung mit �X(x) =
(x, x). Falls X ein CW-Komplex ist, ist �X in der Regel nicht zellulär. Nach Satz 4.24 lässt sich �X

jedoch zellulär approximieren. Da alle zellulären Approximationen punktiert homotop sind, ist es
für die folgenden Konstruktionen egal, welche wir jeweils wählen.

6.15. Definition. Es sei X ein CW-Komplex, R ein Ring, und k, ` � 0. Wir definieren innere
Produkte, nämlich das Cup-Produkt ^ : H̃k(X;R)⇥ H̃`(X;R)! H̃k+`(X;R) sowie das Cap-Pro-
dukt _ : H̃k+`(X;R)⇥ H̃k(X;R)! H̃`(X;R) durch

↵ ^ � = �0⇤X(↵ ^ �) 2 H̃k+`(X;R) und c_ ↵ = (�0X⇤c)/↵ 2 H̃`(X;R) .

für alle ↵ 2 H̃k(X;R), � 2 H̃`(X;R) und c 2 H̃k+`(X;R), wobei �0X eine zelluläre Approximation
der Diagonalabbildung sei.

Um Verwechselungen mit dem Mengensymbolen
”
[“ und

”
\“ zu vermeiden, schreiben wir

”
^“

und
”
_“ für die inneren Produkte.

6.16. Proposition. Die inneren Produkte sind natürlich und haben folgende Eigenschaften.

(1) Assoziativgesetz. Es gilt

(↵ ^ �)^ � = ↵ ^ (� ^ �) und (c_ ↵)_ � = c_ (↵ ^ �) .

(2) Einselement. Sei p : X ! pt die konstante Abbildung, dann ist 1 = p⇤
+

(1) 2 H̃0(X
+

;R) =
H0(X;R) neutrales Element für beide Produkte.

(3) Adjunktion. Es gilt
hb_ ↵,�i = hb,↵ ^ �i .

(4) Das Cup-Produkt ist graduiert kommutativ, das heißt, für alle ↵ 2 H̃k(X;R) und � 2
H̃`(X;R) gilt

� ^ ↵ = (�1)k`↵ ^ � .
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Insbesondere bildet die reduzierte Kohomologie
�

H̃•(X;R),^
�

einen graduiert kommutativen

Ring, den Kohomologiering von X, und
�

H̃•(X;R),_
�

ist ein Modul über diesem Ring. Dabei
könnte man in der Homologie die Koe�zienten sogar durch einen beliebigen R-Modul A ersetzen.

Beweis. Natürlichkeit und Assoziativität folgen sofort aus Proposition 6.13 (1). Das Verhalten
der Eins in (2) erhalten wir aus 6.13 (2), indem wir im Diagramm

H̃0(X
+

;R)⇥ H̃k(X
+

;R)
^ // H̃k(X

+

^X
+

;R)
�

0⇤
X // H̃k(X

+

;R)

H̃0(S0;R)⇥ H̃k(X
+

;R)

p⇤
+

⇥id⇤
X

OO

^ // H̃k(S0 ^X
+

;R) .

(p
+

^id
X

)

⇤

OO

id

66

unten links das Element 1 2 R = H0(S0;R) einsetzen.
Es sei T : H̃•(X;R)⌦RH̃•(X;R)! H̃•(X;R)⌦RH̃•(X;R) gegeben durch T (↵⌦�) = (�1)k`�⌦

↵ für ↵ 2 H̃k(X;R) und � 2 H̃`(X;R). Es sei �0X eine zelluläre Approximation der Diagonalen �X

und t die Transpositionsabbildung, dann ist auch �00X = t ��0X eine zelluläre Approximation der
Diagonalen. Nach Proposition 6.13 (4) kommutiert das Diagramm

H̃•(X;R)⌦R H̃•(X;R)
^ //

T
✏✏

H̃•(X ^X;R)
�

00⇤
X //

t⇤

✏✏

H̃•(X;R)

H̃•(X;R)⌦R H̃•(X;R)
^ // H̃•(X ^X;R) .

�

0⇤
X

77

Daraus folgt (3). ⇤
6.17. Bemerkung. Zur Erinnerung: es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist eine

(assoziative) R-Algebra ein Ring (A,+, ⇤), der gleichzeitig ein unitärer R-Modul ist. Die Addition
ist für beide Strukturen die gleiche, und die Algebren-Multiplikation

”
⇤“ in A ist R-bilinear. Da

jede abelsche Gruppe ein Z-Modul ist, ist ein Ring das gleiche wie eine (assoziative) Z-Algebra.
Insbesondere ist

�

H̃•(X;R),^
�

eine R-Algebra, die Kohomologiealgebra.
Eine Algebra besitzt genau dann ein Einselement, wenn es einen Ringhomomorphismus ' : R!

A gibt, so dass '(r) ⇤ a = a ⇤ '(r) = ra, denn dann gilt 1 = '(1). Zu jeder R-Algebra A lässt sich
ein Einselement hinzufügen. Dazu definieren wir B = A�R mit der Multiplikation

(a, r) ⇤ (b, s) = (a ⇤ b+ sa+ rb, rs)

und erhalten 1B = (0, 1) als neues Einselement (wenn A bereits ein Einselement hatte, übernimmt
1B jetzt diese Rolle). Für die Einbettung ◆ : A ! B gilt die folgende universelle Eigenschaft: zu
jedem Algebren-Homomorphismus f : A! C in eine R-Algebra C mit Eins 1C existiert genau ein
Homorphismus F : B ! C mit F � ◆ = f und F (1B) = 1C . Wegen (2) macht diese Konstruktion
aus der reduzierten die unreduzierte Kohomologiealgebra

H•(X;R) = H̃•(X;R)�R mit (↵, r)^ (�, s) = (↵ ^ � + s↵+ r�, rs) .

Insbesondere ist die unreduzierte Kohomologie eine R-Algebra mit Eins, und die unreduzierte
Homologie bildet einen unitären Modul.

Wenn X =
`

i2I Xi mehrere Zusammenhangskomponenten hat und der Basispunkt x
0

in X
0

mit 0 2 I liegt, dann folgt

H̃•(X;R) = H̃•(X
0

;R)�
Y

i2I\{0}
H•(Xi;R) und H•(X;R) =

Y

i2I
H•(Xi;R) .
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Insbesondere hängt die reduzierte Kohomologiealgebra im Allgemeinen von der Wahl der Zusam-
menhangskomponente des Basispunktes ab, die unreduzierte jedoch nicht. Außerdem können wir
die reduzierte Kohomologiealgebra aus der unreduzierten durch Einschränkung zurückerhalten.

Schließlich lässt sich das äußere Produkt aus dem unreduzierten Cup-Produkt rekonstruieren.
Seien dazu p : X ⇥ Y ! X und q : X ⇥ Y ! Y die Projektionen, dann kann zeigen, dass

(p⇤↵)^ (q⇤�) = �⇤X⇥Y
�

(p⇤↵)⇥ (q⇤�)
�

2 H•(X ⇥ Y ;R) .

Wir erhalten auch das reduzierte äußere Produkt, da das Diagramm

Hk(X;R)⌦R H`(Y ;R)
⇥ //

✏✏✏✏

Hk+`(X ⇥ Y ;R)

✏✏✏✏
H̃k(X;R)⌦R H̃`(Y ;R)

^ // H̃k+`(X ^ Y ;R)

kommutiert und die kurze exakte Sequenz in Bemerkung 6.2 (3) spaltet. Es ist also egal, in welchem
der vier möglichen Settings (reduziert/unreduziert, innen/außen) wir zuerst Produkte definieren.

Da das Cup-Produkt in eine Approximation der Diagonalen erfordert, ist es in Einzelfällen nicht
immer einfach zu berechnen.

6.18. Beispiel. Es sei k + ` = n. Wir arbeiten der Einfachheit halber mit Z-Koe�zienten, die
folgenden Überlegungen funktionieren aber für jeden Ring R. Wir stellen CPn wie in Übung 1.130
als CW-Komplex dar mit je einer Zelle der Dimension 2k für alle 0  k  n dar. Die Zellen bis zur
Dimension 2k � 2 bilden dabei einen zu CP k�1 homöomorphen Unterraum. Die 2k-Zelle

”
trägt“

eine Kohomologieklasse ↵, die unter den natürlichen Abbildungen

CPn p
k�⇣ CPn/CP k�1 ◆

k �- S2k

der Klasse "2k aus Beispiel 6.14 entspricht:

↵ 2 H̃2k(CPn)
⇠
= � H̃2k(CPn/CP k�1)

⇠
=�! H̃2k(S2k) 3 "2k .

Es seien � 2 H̃2`(CPn) und � 2 H̃2n(CPn) entsprechend konstruiert. Dann gilt

↵ ^ � = � . (*)

Die obigen Klassen verhalten sich natürlich unter Inklusionen CPn ,! CPm für m � n. Sei
insbesondere ! 2 H̃2(CPn) ein Erzeuger, dann erhalten wir Ringisomorphismen

�

H̃•(CPn;R),^
� ⇠= (!R[!])/!n+1 und

�

H•(CPn;R),^
� ⇠= R[!]/!n+1 .

Um (*) zu beweisen, benötigen wir einige geometrische Vorüberlegungen. Dazu schreiben wir
Punkte in CPn als [x : y : z] mit x 2 C, y 2 Ck und z 2 C`, wobei (x, y, z) 6= 0, siehe Beispiel 3.33.
Wir betrachten die Teilmengen

A =
�

[x : y : z]
�

� kyk � |x| und kyk � kzk
 

und B =
�

[x : y : z]
�

� kzk � |x| und kzk � kyk
 

,

und wählen den Basispunkt [0 : e
1

: e
1

] 2 A \ B 6= ;. Diese Teilmengen enthalten jeweils als
Deformationsretrakt

A �
�

[0 : y : 0]
�

� y 2 Ck \ {0}
 ⇠= CP k�1 ,

B �
�

[0 : 0 : z]
�

� z 2 C` \ {0}
 ⇠= CP `�1 ,

und A [B �
�

[0 : y : z]
�

� (y, z) 2 Cn \ {0}
 ⇠= CPn�1 ;
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man erhält die Deformation, indem man die entsprechenden Einträge von (x : y : z) jeweils mit dem
Homotopieparameter smultipliziert. Die Inklusionsabbildungen A ,! CPn, B ,! CPn und A[B ,!
CPn sind jeweils Kofaserungen. Indem wir die jeweilige obige Homotopie auf ganz CPn ausdehnen,
erhalten wir Homotopieäquivalenzen

CPn/A ' CPn/CP k�1 , CPn/B ' CPn/CP `�1 und CPn/(A [B) ' CPn/CPn�1 .

Die Diagonalabbildung �CPn induziert eine Abbildung

� : CPn/(A [B) �! (CPn/A) ^ (CPn/B) .

Zusammen mit den obigen Homotopieäquivalenzen erhalten wir insbesondere eine Abbildung

�0 : CPn/CPn�1 �! (CPn/CP k�1) ^ (CPn/CP `�1) ,

so dass das folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

CPn

�CPn

✏✏

p
n // // CPn/CPn�1

�

0

✏✏

S2n? _
◆
noo

⇠
=

✏✏
CPn ^ CPn p

k

^p
`// // CPn/CP k�1 ^ CPn/CP `�1 S2k ^ S2` .? _

◆
k

^◆
`oo

Die Abbildungen rechts kommen daher, dass wir die Zellen der jeweils kleinsten positiven Dimension
miteinander multiplizieren.

Wir zeigen (*) mit Hilfe des Diagramms

H̃2k(CPn)⌦R H̃2`(CPn)

^
✏✏

H̃2k(CPn/CP k�1)⌦R H̃2`(CPn/CP `�1)
⇠
=oo

⇠
= //

^
✏✏

H̃2k(S2k)⌦R H̃2`(S2`)

^ ⇠
=

✏✏
H̃2n(CPn ^ CPn)

�

⇤
CPn

✏✏

H̃2n(CPn/CP k�1 ^ CPn/CP `�1)oo
⇠
= //

�

0⇤

✏✏

H̃2n(S2k ^ S2`)

⇠
=

✏✏
H̃2n(CPn) H̃2n(CPn/CPn�1)

⇠
=oo

⇠
= // H̃2n(S2n) .

Wir können die Klassen ↵ und � von CPn/CP k�1 beziehungsweise CPn/CP `�1 zurückholen, da-
bei spielt es wegen Homotopieinvarianz keine Rolle, welchen projektiven Unterraum wir jeweils
herausteilen. Wenn wir links oben ↵ ⌦ � einsetzen, erhalten wir rechts oben "2k ⌦ "2`, und wegen
Beispiel 6.14 daher unten rechts "2n. Also steht unten links � = ↵ ^ �.

6.d. Spektra und Kohomologiefunktoren

Ähnlich wie in Abschnitt 5.d wollen wir Kohomologietheorien durch Spektra — genauer, durch
!-Spektra — darstellen.

6.19. Bemerkung. In der Definition 5.35 eines !-Spektrums haben wir verlangt, dass der
Stabilisierungshomomorphismus si : SEi ! Ei+1

für i � n
0

via Adjunktion C(SEi, Ei+1

) ⇠=
C(Ei,⌦Ei+1

) eine Homotopieäquivalenz Ei
⇠= ⌦Ei+1

induziert.
Für jedes i < n

0

ersetzen wir den Raum Ei nach dem Satz 4.36 von Milnor durch einen
zu ⌦n

0

�iEn
0

homotopieäquivalenten CW-Komplex, der dann auch zu ⌦Ei+1

homotopieäquivalent
ist. Als Stabilisierungsabbildung wählen wir die adjungierte Abbildung si = evS1,⌦E

i+1

: SEi !
Ei+1

zu idE
i+1

, siehe Definition 4.9 (3). Für den Moment betrachten wir daher nur !-Spektren, die
die charakteristische Eigenschaft aus Definition 5.35 für alle i 2 Z erfüllen.

Die folgende Konstruktion ist dual zu Satz 5.37.
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6.20. Satz und Definition. Zu jedem !-Spektrum E = (Ei, si)i2Z existiert ein reduzierter
Ab-wertiger Kohomologiefunktor (Ẽ•, �•) mit

Ẽk(X) = [X,Ek] .

Wir nennen Ẽ• den durch E dargestellten Kohomologiefunktor.

Beweis. Für f : Y ! X definieren wir Ẽkf = f⇤ : Ẽk(X)! Ẽk(Y ) durch f⇤([a]) = [a � f ] für
alle a : X ! Ek, somit sind die Ẽk kontravariante Funktoren.

Da E ein !-Spektrum ist, liefert Stabilisieren bijektive Abbildungen

Ẽk(X) = [X,Ek]
⇠
=�! [X,⌦Ek+1

]
⇠
=�! [SX,Ek+1

]
⇠
=�! [SX,⌦Ek+2

]
⇠
=�! [S2X,Ek+2

] .

Da [S2X,Ek+2

] nach Bemerkung 3.76 (2) eine abelsche Gruppe ist, nehmen die Funktoren Ẽk

Werte in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen an.
Es sei (X,Y ) eine Kofaserung. Wir betrachten die Puppe-Sequenz 4.39 (3) und erhalten die

lange exakte Kohomologie-Sequenz 6.1 (1) mit Hilfe des Diagramms

· · · // [X,Ek] //

⇠
=

✏✏

[Y,Ek]

⇠
=

✏✏

�

''
· · · // [SX,Ek+1

] // [SY,Ek+1

] // [X/Y,Ek+1

] // [X,Ek+1

] // · · ·

Mit der universellen Eigenschaft des Bouquets erhalten wir das Summenaxiom 6.1 (2), da

Ẽk

 

_

i2I
Xi

!

=

"

_

i2I
Xi, Ek

#

⇠=
Y

i2I
[Xi, Ek] =

Y

i2I
Ẽk(Xi) . ⇤

6.21. Bemerkung. Umgekehrt gilt der Brownsche Darstellungssatz: Sei h̃• ein Ab-wertiger
verallgemeinerter Kohomologiefunktor, dann gibt es ein !-Spektrum E• und einen natürlichen
Isomorphismus Ẽ• ! h̃• auf der Kategorie der CW-Komplexe. Mit anderen Worten: schränkt man
sich auf die Kategorie der zu CW-Komplexen homotopieäquivalenten Räume ein, dann ist jeder
Kohomologiefunktor wie in Definition 6.20 durch ein Spektrum darstellbar.

Wir betrachten das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum HA aus Satz 5.42 zu einer abelschen Grup-
pe A. Nach Definition 5.40 (2) induziert die Abbildung sk : SHAk ! HAk+1

eine schwache Äquiva-
lenz HAk ! ⌦HAk+1

. Daher ist jedes Eilenberg-Mac Lane-Spektrum ein !-Spektrum. Wir fassen
unsere bisherigen Erkenntnisse zusammen.

6.22. Satz. Es sei A eine abelsche Gruppe.

(1) Es existiert ein gewöhnlicher reduzierter Kohomologiefunktor H̃•( · ;A) : HkwH
+

! Ab
mit

H̃k(X;A) = gHAk(X) ,

der das Dimensionsaxiom 5.9 (3) mit H̃0(S0;A) ⇠= A erfüllt.
(2) Jeder andere gewöhnliche reduzierte Homologiefunktor mit den obigen Eigenschaften ist auf

der vollen Unterkategorie HCW
+

⇢ HkwH
+

der punktierten CW-Komplexe zu H̃•( · ;A)
natürlich isomorph.

(3) Zu jedem Gruppenhomomorphismus f : A ! B existiert eine natürliche Transformati-

on ⌧f• : gHA• ! gHB•, so dass ⌧f,0(S0) = f : A ⇠= gHA0(S0)! gHB0(S0) ⇠= B.

Man beachte, dass H̃• im Gegensatz zu H̃• nicht unter schwachen Äquivalenzen invariant ist,
siehe Übung 6.57. Daher erhalten wir (2) und (3) nur auf der Kategorie HCW

+

.
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Beweis. Nach Satz 6.20 ist H̃•( · ;A) ein reduzierter Kohomologiefunktor. Aussage (1) folgt
aus Definition 5.40, denn für alle j gilt

H̃k(S0;A) ⇠= [Sj , Ej+k] = ⇡j(Ej+k) ⇠=
(

A falls k = 0, und

0 sonst.

Aussage (2) folgt aus Satz 6.8.
Sei schließlich f gegeben, dann liefert Satz 5.42 Abbildungen Hfn : HAn ! HBn, die mit

den Strukturabbildungen s• der Spektra verträglich sind, so dass Hfn⇤ = f : A ⇠= ⇡n(HAn) !
⇡n(HBn) ⇠= B. Wir erhalten die gesuchten natürlichen Transformationen ⌧f,k durch

⌧f,k : H̃
k(X;A) = [X,HAk]

Hf
k

����! [X,HBk] = H̃k(X;B) . ⇤
6.23. Bemerkung. Wir können jeden Kohomologiefunktor durch einen ersetzen, der zusätzlich

invariant unter schwachen Äquivalenzen ist. Dazu ersetzen wir einen Raum X durch eine CW-
Approximation f : X 0 ! X wie in Satz 4.32 und definieren

Ẽk(X) = Ẽk(X 0) .

Sei g : X ! Y eine stetige Abbildung, dann erhalten wir eine CW-Approximation h : Y 0 ! Y und
eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung g0 : X 0 ! Y 0, so dass g � f zu h � g0 homotop ist. Wir
erhalten daher eine natürliche Transformation Ẽ• ! Ẽ• wie folgt:

Ẽk(X)
˜Ekf // Ẽk(X 0) = Ẽk(X)

Ẽk(Y )
˜Ekh //

˜Ekg

OO

Ẽk(Y 0) = Ẽk(Y ) .

˜Ekg0 ˜Ekg

OO

Wenn g : X ! Y eine schwache Äquivalenz war, dann ist g0 jetzt eine Homotopieäquivalenz, und
somit ist Ẽkg = Ẽkg0 ein Isomorphismus.

Mit dieser Methode erzwingen wir in Satz 6.22 nicht nur Invarianz unter schwachen Äquivalen-
zen, sondern wegen Satz 6.8 auch die Eindeutigkeit des so konstruierten Kohomologiefunktors HA•

auf ganz kwH
+

. Insbesondere ist singuläre Kohomologie invariant unter schwachen Äquivalenzen,
so dass HA• zur singulären Kohomologie natürlich isomorph ist. Wir werden uns mit dieser Frage
im Folgenden aber nicht intensiver auseinandersetzen.

6.e. Vektorbündel

In diesem Abschnitt definieren wir Vektorbündel, das sind spezielle Faserbündel, deren Fasern
eine lineare Struktur tragen. Ein Beispiel ist das Tangentialbündel einer di↵ererenzierbaren Man-
nigfaltigkeit. In Abschnitt 3.i hatten wir bereits das Normalenbündel kennengelernt. Aus diesem
Grund spielen Vektorbündel in der Di↵erentialgeometrie und -topologie eine Rolle. Wir wählen
einen etwas vereinfachten Zugang, bei dem wir uns auf Vektorbündel über CW-Komplexen konzen-
trieren. Die Argumente für die größere Klasse der parakompakten Räume finden sich unter anderem
in [At] und in [H2].

6.24. Definition. Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum G mit Basispunkt e 2
G und zwei stetigen Abbildungen ⇤ : G ⇥ G ! G und ·�1 : G ! G, so dass (G, ⇤, e, ·�1) die
Gruppenaxiome erfüllt.

Eine stetige (Links-) Operation von G auf einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbil-
dung G⇥X ! X mit (g, x) 7! g · x, so dass

g · (h · x) = (g ⇤ h) · x und e · x = x für alle x 2 X und g, h 2 G.
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Entsprechend definieren wir stetige Rechts-Operationen (x, g) 7! x.g.

Beispiele sind zum einen beliebige Gruppen G, versehen mit der diskreten Topologie. Zum
anderen sind alle Matrixgruppen G ⇢ GLn(k) mit der Unterraumtopologie zu GLn(k) ⇢ kn⇥n
für k = R, C oder H und n 2 N topologische Gruppen. Wir interessieren uns vor allem für die
Gruppen

U(n, k) =
�

A 2 GLn(k)
�

� A⇤A = En
 

=

8

>

<

>

:

O(n) für k = R,
U(n) für k = C, und
Sp(n) für k = H.

Die Matrizen mit Determinante 1 bilden Untergruppen SO(n) ⇢ O(n) sowie SU(n) ⇢ U(n). ÜberH
ist keine Determinante definiert.

Es sei jetzt p : V ! X ein Faserbündel mit typischer Faser kr wie in Definition 3.30, es sei G
eine topologische Gruppe und ⇢ : G ,! GLr(k) ein stetiger Monomorphismus. Dann wirkt G von
links auf kr durch (g, x) 7! g · x = ⇢(g) · x.

6.25. Definition. Eine (G, ⇢)-Vektorbündelatlas auf p : V ! X ist eine Menge lokaler Trivia-
lisierungen

A =
�

(Ui,'i)
�

� i 2 I
 

mit p⇥ 'i : p
�1(Ui)

⇠
=�! Ui ⇥ kr , (1)

so dass (Ui)i2I eine o↵ene Überdeckung von X bildet und es für je zwei i, j 2 I eine stetige
Abbildung gij : Ui \ Uj ! G mit

'i = (⇢ � gij) · 'j : p
�1(Ui \ Uj)! kr (2)

für alle i, j 2 I gibt. Zwei (G, ⇢)-Vektorbündelatlanten heißen äquivalent, wenn ihre Vereinigung
wieder ein (G, ⇢)-Vektorbündelatlas ist.

Ein (G, ⇢)-Vektorbündel über einem Raum X ist ein Faserbündel p : V ! X zusammen mit
einer Äquivalenzklasse von (G, ⇢)-Vektorbündelatlanten. In diesem Fall heißt G die Strukturgruppe
und r der Rang von p : V ! X.

Eine (G, ⇢)-Vektorbündelabbildung von p : V ! X nach q : W ! Y ist eine Abbildung F : V !
W , für die eine stetige Abbildung f : X ! Y mit q � F = f � p existiert, so dass es zu jedem
Punkt x 2 X eine Umgebung U 0 ⇢ Y von y = f(x) und eine Umgebung U ⇢ f�1(U 0) von x,
verträgliche lokale Trivialisierungen (U,') von V und (U 0, ) von W sowie eine Abbildung h : U !
G gibt mit

 � F = (⇢ � h) · ' : p�1(U)! kr . (3)

Man nennt F dann auch eine G-Vektorbündelabbildung über f . Eine G-Vektorbündelabbildung
über der Identität heißt auch G-Vektorbündelisomorphismus. Die Menge der Isomorphieklassen
von G-Vektorbündeln über X wird mit BunG(X) bezeichnet.

Da ⇢ in den meisten Fällen klar sein wird, schreiben wir kurz G-Vektorbündel statt (G, ⇢)-
Vektorbündel.

6.26. Beispiel. Wir geben einige einfache Beispiele an.

(1) Das triviale Vektorbündel kr = X⇥kr ! X hat einen Vektorbündelatlas aus einer einzigen
lokalen Trivialisierung � = idX⇥kr . Falls wir G = {e} wählen, ist es bis auf eindeutige
Isomorphie das einzige G-Vektorbündel.

(2) Es sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit einem Atlas (Ui,'i)i2I . Für
das Tangentialbündel p : TM ! M definieren wir einen Atlas A = (Ui, d'i)i2I . Da die
Kartenwechsel 'i � '�1j di↵erenzierbar sind, gilt gij = d('i � '�1j ) : Ui \ Uj ! GLn(R).
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(3) Eine Riemannsche Metrik g ist ein Skalarprodukt gx auf TxM , das di↵erenzierbar von x 2
M abhängt. Indem wir auf den GLn(R)-Atlas A das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden,
erhalten wir einen O(n)-Vektorbündelatlas. Man beachte, dass der Atlas aus (2) nur dann
selbst ein O(n)-Atlas sein kann, wenn (M, g) flach ist, das heißt, wenn der Riemannsche
Krümmungstensor verschwindet.

(4) Für n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten erhalten wir das Tangentialbündel analog
als GLn(C)-Vektorbündel.

Als weiteres Beispiel lernen wir im nächsten Abschnitt das Normalenbündel einer di↵erenzierbaren
Untermannigfaltigkeit kennen.

Man beachte, dass die Abbildungen gij in (2) eindeutig durch 'i und 'j bestimmt sind, falls
sie existieren, da ⇢ : G ! GLr(k) als injektiv vorausgesetzt wurde. Man kann den Begri↵ noch
verallgemeinern, indem man beliebige Homomorphismen ⇢ zulässt. Das ist beispielsweise dann nötig,
wenn man Spin-Strukturen betrachten möchte. Aber dann muss zusätzlich zu (2) noch gik = gij ·gjk
fordern, und zusätzlich zu (3) benötigt man ebenfalls eine weitere Bedingung. Vektorbündel sind
bis auf Isomorphismen durch die gij festgelegt, daher ist BunG(X) tatsächlich eine Menge.

6.27. Bemerkung. Sei p : V ! X ein G-Vektorbündel und x 2 X, dann heißt Vx = p�1 eine
Faser des Vektorbündels V . Über die lokalen Trivialisierungen aus Definition 6.25 (1) lassen sich
G-invariante Strukturen von kr auf alle Fasern übertragen, wegen (2) ist es dabei egal, welche
Trivialisierung für eine bestimmte Faser gewählt wurde. Bedingung (3) garantiert, dass auch alle
G-Vektorbündelabbildungen diese zusätzliche Struktur erhalten.

(1) Die Trivialisierung 'i induziert auf jeder Faser Vx für x 2 Ui die Struktur eines r-
dimensionalen k-Vektorraums, daher der Name

”
Vektorbündel“. Daher nennen wirGLr(k)-

Vektorbündel auch einfach Vektorbündel. Diese linearen Strukturen sind beispielsweise in
der Di↵erentialgeometrie und in der Physik sehr wichtig.

(2) Es sei p : V ! X ein SLr(R)-Vektorbündel vom Rang r � 1. Der Raum Rr trage die Stan-
dardorientierung. Dann induzieren die Trivialisierungen 'i eine ein eindeutige Orientierung
auf allen Fasern von V . Sei umgekehrt auf allen Fasern von V eine Orientierung so gegeben,
dass sign det'i : Ui ! {±1} lokalkonstant ist, dann lassen sich die 'i zu orientierungser-
haltenden Trivialisierungen abändern, und wir erhalten eine eindeutige SLr(R)-Struktur
auf V .

(3) Eine O(r)-Struktur entspricht der Wahl eines Skalarproduktes auf jeder Faser. Eine SO(r)-
Struktur kodiert sowohl ein Skalarprodukt als auch eine Orientierung auf jeder Faser.

(4) Sei r = 2k. Eine GL(k,C)-Struktur macht aus einem reellen Vektorbündel vom Rang 2k
ein komplexes vom Rang k. Eine U(k)-Struktur entspricht der zusätzlichen Wahl eines
Hermiteschen Skalarprodukts auf jeder Faser.

(5) Manchmal können wir für das Tangentialbündel einer 2n-dimensionalen di↵erenzierbaren
Mannigfaltigkeit einen GLn(C)-Vektorbündelatlas wählen. In diesem Fall sprechen wir von
einer fast komplexen Struktur. Eine fast komplexe Struktur erlaubt im Allgemeinen nicht,
einen komplexen Mannigfaltigkeitsatlas zu wählen, fast komplexe Strukturen auf TM sind
somit schwächer als die komplexen Strukturen aus Beispiel 6.26 (4)

(6) Wenn die Strukturgruppe G diskret ist, sind die Abbildungen gij aus Definition 6.25 (2)
lokal konstant. In diesem Fall erhalten wir ein flaches Vektorbündel.

6.28. Bemerkung. Man kann G-Vektorbündel zurückziehen, siehe Übung 3.114 zu Faser-
bündeln. Sei p : V ! X ein G-Vektorbündel und f : Y ! X stetig, dann erhält man das zurückge-
zogene G-Vektorbündel f⇤p : f⇤V ! Y und eine Abbildung F : f⇤V ! V mit

f⇤E =
�

(y, v) 2 Y ⇥ V
�

� p(v) = f(y)
 

, (f⇤p)(y, v) = y und F (y, v) = v .
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Sei (Ui,'i) eine lokale Trivialisierung von V , dann ist (f�1(Ui),'i � F ) die zurückgeholte lokale
Trivialisierung von f⇤V ; insbesondere erhalten wir einen Atlas.

(1) Für ein G-Vektorbündel q : W ! Y entspricht eine G-Vektorbündelabbildung F : W ! V
über f genau einem G-Vektorbündelisomorphismus W ⇠= f⇤V .

(2) Falls f : Y ! X eine Inklusion ist, gibt es einen o↵ensichtlichen Isomorphismus f⇤V =
p�1(Y ), und wir schreiben kurz V |Y = p�1(Y ).

(3) Über dem einpunktigen Raum pt ist jedes G-Vektorbündel trivial. Also entspricht eine
G-Vektorbündelisomorphismus V ! kr genau einer G-Vektorbündelabbildung F : V ! kr
über X ! pt.

6.29. Lemma. Es sei X ein CW-Komplex und p : V ! X ⇥ I ein G-Vektorbündel. Bezeich-
ne q : X ⇥ I ! X die Projektion auf die erste Komponente, dann gibt es eine G-Vektorbündelab-
bildung Q : V ! V |X⇥{0} über q mit Q|X⇥{0} = idX⇥{0}.

Insbesondere liefern homotope Abbildungen f , g : Y ! X isomorphe Bündel f⇤V ⇠= g⇤V ! Y ,
falls Y ein CW-Komplex ist. Denn sei h : Y ⇥I ! X eine Homotopie, dann wende das obige Lemma
auf h⇤V ! Y ⇥ I an.

Beweis. Wir beweisen das Lemma zuerst unter der Annahme, dass für alle n jedes G-Vektor-
bündel über Dn trivial ist. Dazu konstruieren wir Q induktiv Zelle für Zelle. Sei  : (Dn, Sn�1)!
(Xn, Xn�1) charakteristische Abbildung einer Zelle vonX. DaDn⇥I ⇠= Dn+1, ist das zurückgeholte
G-Vektorbündel trivial, wir erhalten also eine G-Vektorbündelabbildung ⌅ : kr ! V über ⇠ =
 ⇥ idI .

Die G-Vektorbündelabbildung Q0 : V |Xn�1⇥I ! V |Xn�1⇥{0} induziert daher eine stetige Abbil-
dung q0 : Sn�1 ⇥ I ! G, so dass

q0(y, 0) = e und (Q0 � ⌅)(y, t, v) = ⌅
�

y, 0, q0(y, t) · v
�

(*)

für alle y 2 Sn�1, t 2 I und v 2 kr. Wir können q0 daher zunächst durch e auf Dn⇥ {0} fortsetzen,
und anschließend zu q : Dn ⇥ I ! G, da (Dn, Sn�1) eine Kofaserung ist. Jetzt definieren wir Q
auf im ⇠ = im ⇥ I wie in (*). Auf diese Weise konstruieren wir Q auf ganz V .

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Vektorbündel über Dn ⇠= In trivial ist. Wir führen den Beweis
durch Induktion über n; für n = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei jetzt ein G-Vektorbündel V ! In+1

mit einem Atlas (Ui,'i)i2I gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir eine G-Vektorbünde-
labbildung F

0

: V |In⇥{0} ! kr.
Wie im Beweis von Proposition 3.31 zerteilen wir In+1 in kleinere Würfel der Kantenlänge 1

N ,
so dass jeder der kleinen Würfel ganz in einer der o↵enen Mengen Ui enthalten ist. Somit ist V auf
jedem der obigen Würfel trivial. Das obige Argument liefert uns daher Vektorbündelabbildungen

Fi : V |In⇥[i�1,i] ! V |In⇥{i�1}
über den Projektionen In ⇥ [i � 1, i] ! In ⇥ {i � 1}. Diese lassen sich zusammen mit F

0

zu einer
Trivialisierung von V zusammensetzen. ⇤

Wir erinnern uns an die Verbund-Konstruktion aus Übung 3.115. Für eine topologische Grup-
pe G definieren wir

EG = colim
n!1

G⇤n ,

wobei G⇤n den n-fachen Verbund mit sich selbst bezeichne. Es sei

�n =
�

(s
0

, . . . , sn) 2 [0, 1]n+1

�

� s
0

+ · · ·+ sn = 1
 

der Standardsimplex. Dann gilt

G⇤(n+1) ⇠= Gn+1 ⇥�n/⇠ ,
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wobei die Relation ⇠ erzeugt wird durch

(g
0

, . . . , gn; s0, . . . , sn) ⇠ (g
0

, . . . , g0i, . . . , gn; s0, . . . , sn) wenn si = 0.

Wir erhalten natürliche Einbettungen G⇤n ,! G⇤n ⇤ G ⇠= G⇤(n+1), bezüglich der wir den obigen
Kolimes bilden. Tatsächlich ist EG die geometrische Realisierung eines sogenannten simplizialen
Raums.

SeiG selbst k-zusammenhängend mit k � �1, dann folgt aus Übung 3.116 induktiv, dassG⇤n ein
(n(k+2)�2)-fach zusammenhängender Raum ist. Insbesondere ist EG schwach zusammenziehbar.
Wenn wir EG als CW-Komplex schreiben können (zum Beispiel, wenn G eine diskrete Gruppe oder
eine Matrixgruppe ist), ist EG nach dem Satz 4.27 von Whitehead sogar zusammenziehbar.

Die Gruppe G wirkt stetig von rechts auf EG durch

(g
0

, . . . , gn; s0, . . . , sn).g = (g
0

g, . . . , gng; s0, . . . , sn) .

Diese Operation ist frei und eigentlich. Für den Quotienten schreiben wir

BG = EG/G .

Für jedes i 2 N betrachten wir die Teilmenge

Ei = colim
n�i

�

(g
0

, . . . , gn; s0, . . . , sn)
�

� si 6= 0
 

⇢ EG .

Da Ei \G⇤(n+1) für alle n o↵en ist, ist Ei in EG o↵en. Außerdem ist Ei invariant unter der obigen
G-Wirkung, also sei Bi = Ei/G ⇢ BG der Quotient. Dann ist (Bi)i2N eine o↵ene Überdeckung
von BG. Für Punkte q = (g

0

, . . . , gn; s0, . . . , sn) ist die Koordinate gi 2 G aufgrund der Verbund-
Konstruktion wohldefiniert, wenn q 2 Ei.

6.30. Definition. Sei G eine topologische Gruppe und ⇢ : G ,! GLr(k) ein stetiger Monomor-
phismus.

(1) Der Raum BG heißt klassifizierender Raum von G.
(2) Das tautologische G-Vektorbündel ⌧ : V⇢G! BG ist definiert durch

V⇢G =
�

[q, w]
�

� (q, w) 2 EG⇥ kr
 

,

wobei [q, w] =
� �

q.g�1, ⇢(g) · w
�

�

� g 2 G
 

,

und ⌧([q, w]) = [q] = q.G 2 BG ,

mit lokalen Trivialisierungen  i über Bi, gegeben durch

 i
�⇥

(g
0

, . . . , gn; s0, . . . , sn), w
⇤�

= ⇢(qi) · w .

(3) Sei p : V ! X ein (G, ⇢)-Vektorbündel. Eine Abbildung # : X ! BG heißt klassifizierende
Abbildung von V , wenn es eine G-Vektorbündelabbildung ⇥ : V ! V⇢G über # gibt.

Man überprüft leicht, dass die Elemente [q, w] wohldefinierte Orbiten einer diagonalen Opera-
tion von G auf EG ⇥ kr sind. Seien jetzt i, j 2 N, dann erhalten wir eine wohldefinierte Abbil-
dung gij : Bi \Bj ! G durch

gij
�

[(g
0

, . . . , gn; s0, . . . , sn)]
�

= gig
�1
j 2 G .

Es gilt  i = (⇢ � gij) ·  j wie in Definition 6.25 (2) auf Bi \ Bj . Also ist ⌧ : V⇢G ! BG ein
G-Vektorbündel. Wenn ⇢ klar ist, schreiben wir wieder nur V G.

6.31. Satz (Klassifikation von G-Vektorbündeln). Sei G eine topologische Gruppe und ⇢ : G ,!
GLr(k) ein stetiger Monomorphismus. Dann gibt es für jeden CW-Komplex X eine natürliche
Bijektion

[X
+

, BG]
⇠
=�! BunG(X) mit [#] 7�! #⇤V⇢G .
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Wenn Y ⇢ X ein Unterkomplex ist und bereits eine klassifizierende Abbildung #0 : Y ! BG für V |Y
gegeben ist, kann man # als Fortsetzung von #0 wählen, und diese Fortsetzung ist bis auf Homotopie
relativ zu Y eindeutig.

Dieser Satz erklärt die Bezeichnungen aus Definition 6.30. Allgemeiner lässt er sich für para-
kompakte Räume X beweisen.

Beweis. Die obige Abbildung [X
+

, BG]! BunG(X) ist nach Lemma 6.29 wohldefiniert. Sie ist
auch natürlich, denn sei f : Y ! X stetig, und sei p : V ! X isomorph zu #⇤V G vermöge einer G-
Vektorbündelabbildung ⇥ : V ! V G über #, dann wird f⇤V durch # � f klassifiziert. Insbesondere
kommutiert das Diagramm

f⇤V
F //

f⇤p
✏✏

V

p

✏✏

⇥ // V G

⌧
✏✏

Y
f // X

# // BG .
Zum Beweis der Surjektivität sei ein G-Vektorbündel p : V ! X gegeben. Gesucht ist eine G-

Vektorbündelabbildung ⇥ : V ! V G. Wie im Beweis von Lemma 6.29 konstruieren wir ⇥ induktiv
Skelett für Skelett. Sei also ⇥0 : V |Xn�1 ! V G über #0 : Xn�1 ! BG bereits konstruiert, und
sei � : (Dn, Sn�1) ! (Xn, Xn�1) charakteristische Abbildung einer Zelle von X, und sei ' =
�|Sn�1 . Das zurückgeholte Bündel auf Dn ist nach Lemma 6.29 trivial, wir erhalten also eine G-
Vektorbündelabbildung ⌅ : kr ! V über �.

Da Sn�1 kompakt ist, gilt im(#0 � ') ⇢ G⇤N/G ⇢ BG für ein geeignetes N . Für jedes i < N
setze

Ui =
�

ty
�

� t > 0 und y 2 (#0 � ')�1(Bi) ⇢ Sn�1  ⇢ Dn .

Außerdem definieren wir UN = Dn \ Sn�1.
Wir bestimmen hi : Ui ! G für i < N wie in Definition 6.25 (3), so dass

 i �⇥0 � ⌅ = ⇢ � hi|U
i

\Sn�1 : kr|U
i

\Sn�1 ! kr ,
und setzen hi(sy) = hi(y) für alle y 2 Sn�1 und alle t > 0. Auf Bi \ Bj gilt  i = (⇢ � gij) ·  j .
Sei q(y) = [(g

0

, . . . , gN�1; s0, . . . , sN�1)] 2 Bi \Bj , dann folgt

hi(y) = gig
�1
j · hj(y) 2 G .

Außerdem setzen wir hN ⌘ e auf ganz UN .
Sei y 2 Sn�1 und (#0 � ')(y) = [q] mit q = (g

0

, . . . , s
0

, . . . ), dann sind die Funktionen �i

auf Dn \ {0} mit
�i(ty) = tsi für alle t � 0

für i < N stetig und lassen sich durch 0 auf 0 fortsetzen. Außerdem setzen wir �N (ty) = 1� t für
alle y und t wie oben. Dann gilt �i(x) = 0 für alle x /2 Ui und �0

+ · · ·+ �N = 1 auf ganz Dn.
Auf Ui definieren wir Qi : kr ! V G|B

i

durch

Qi(x, v) =
⇥�

g(i)
0

(x), . . . , g(i)N (x);�
0

(x), . . . ,�N (x)
�

, ⇢(hi(x))(v)
⇤

für alle x 2 U 0i und alle v 2 Vx

mit g(i)j (x) =

(

hj(y)hi(y)�1 falls x 2 Ui \ Uj ,

e sonst.

Man beachte, dass �j(x) = 0 falls x /2 Uj , so dass es wegen der Verbund-Konstruktion in diesem

Fall nicht auf den Wert von g(i)j (x) ankommt. Da g(i)i = e, gilt

 i
�

Qi(v)
�

= ⇢(hi(x))(v); ,

so dass Qi auf dem Rand Ui \ Sn�1 mit ⇥0 � ⌅ übereinstimmt.
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Man überprüft leicht, dass die Abbildungen Qi und Qj auf Ui \ Uj übereinstimmen, und sich
daher zu einer G-Vektorbündelabbildung Q : kr ! V G über einer Abbildung q : Dn ! BG zu-
sammensetzen. Da Q über Sn�1 mit ⇥0 � ⌅ übereinstimmt, können wir ⇥0 über im� so zu einer
G-Vektorbündelabbildung ⇥ fortsetzen, dass Q = ⇥ � ⌅. Am Ende haben wir die gesuchte klassifi-
zierende Abbildung # für p : V ! X konstruiert.

Zur Injektivität seien #
0

, #
1

: X ! BG zusammen mit einem G-Vektorbündelisomorphis-
mus #⇤

0

V G ⇠= #⇤
1

V G gegeben. Es bezeichne q : X ⇥ I ! X die Projektion, und es sei V = (#
0

�
q)⇤V G! X⇥I. Dann haben wir eine G-Vektorbündelabbildung ⇥

0

: V |X⇥{0} ! V G über #
0

: X⇥
{0} ! BG. Mit Hilfe des obigen Isomorphismus erhalten wir auch eine G-Vektorbündelabbil-
dung ⇥

1

: V |X⇥{1} ! V G über #
1

: X ⇥ {1}! BG. Es trage X ⇥ I die übliche Zellstruktur, dann
konstruieren wir der obigen Methode eine Fortsetzung ⇥̄ : V ! V G über #̄ : X ⇥ I ! BG. Somit
ist #̄ die gesuchte Homotopie zwischen #

0

und #
1

. ⇤
Mit Vektorbündeln sind ähnliche Konstruktionen wie mit Vektorräumen möglich. Wir schauen

uns hier speziell zwei davon näher an.

6.32. Proposition und Definition. Sei p : V ! X ein G-Vektorbündel mit Atlas (Ui,'i)i2I
und es sei q : W ! X ein H-Vektorbündel mit Atlas (Vi, i)i2I . Dann existieren zwei G ⇥ H-
Vektorbündel über X, nämlich

(1) die Whitney-Summe V �W mit Fasern (V �W )x ⇠= Vx �Wx und Atlas (Ui,'i �  i),
sowie

(2) das Whitney-Produkt V ⌦kW mit Fasern (V ⌦kW )x ⇠= Vx⌦kWx und Atlas (Ui,'i⌦ i),
falls k = R oder C.

Beide sind bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt.

Ein Tensorprodukt über H existiert leider nicht; das Tensorprodukt zweier quaternionischer
Vektorräume trägt nur eine natürliche reelle Vektorraumstruktur.

Beweis. Seien ⇢ : G ! GLr(k) und ⇡ : H ! GLs(k) die zugrundeliegenden injektiven Grup-
penhomomorphismen, dann sind (⇢ � ⇡)(g, h) = ⇢(g) � ⇡(h) 2 GLr+s(k) und (⇢ ⌦ ⇡)(g, h) =
⇢(g) ⌦ ⇡(h) 2 GLrs(k) ebenfalls injektive Gruppenhomomorphismen; hierbei bezeichnet A ⌦ B
für A 2 Mr(k) und B 2 Ms(k) das Kronecker-Produkt von Matrizen (was mit dem Kronecker-
Produkt aus Abschnitt 6.b nur den Namen gemeinsam hat).

Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, dass beiden Atlanten die gleiche Überdeckung (Ui)i2I
zugrundeliegt, was wir natürlich immer erreichen können. Die angegebenen Ansammlungen lokaler
Trivialisierungen bilden tatsächlich G ⇥ H-Atlanten, und zwar in beiden Fällen mit den stetigen
Trivialisierungswechseln (g ⇥ h)ij = gij ⇥ hij : Ui \ Uj ! G⇥H.

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, da die Fasern Vx�Wx beziehungsweise Vx⌦kWx bereits
bis auf eindeutige Isomorphismen durch die jeweilige universelle Eigenschaft festgelegt sind. ⇤

6.f. Topologische K-Theorie

Wir benutzen Vektorbündel jetzt, um einen allgemeinen Kohomologiefunktor zu konstruieren
und das zugehörige Spektrum anzugeben. Wir werden hier keinerlei Sätze beweisen. Bis jetzt hatten
all unsere Vektorbündel konstante Dimension auf ganz X. Das werden wir in Zukunft nicht mehr
fordern.

6.33. Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Ein k-Vektorbündel p : V ! X besteht aus
einer lokalkonstanten Funktion r : X ! N und je einem GLn(k)-Vektorbündel p : p�1(r�1(n)) !
r�1(n). Wir nennen r den lokalen Rang von V . Ein k-Vektorbündelisomorphismus F : V ! W
von k-Vektorbündeln p : V ! X, q : W ! X besteht aus je einer GLn(k)-Vektorbündelabbil-
dung Fn : p�1(r�1(n))! q�1(r�1(n)).
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Ein virtuelles k-Vektorbündel auf X ist ein Paar V  W von k-Vektorbündeln p : V ! X
und q : W ! X. Zwei virtuelle k-Vektorbündel V  W und T  U über X heißen äquivalent,
kurz V  W ⇠ T  U , wenn es virtuelle k-Vektorbündel R, S ! X gibt, so dass V � R ⇠= T � S
und W �R ⇠= U � S.

Die Gruppe der virtuellen k-Vektorbündel auf X wird mit K0

k(X) bezeichnet. Im Falle k =
C schreibt man auch kurz K0(X), und im Fall k = R schreibt man KO0(X). Für punktierte
Räume X bezeichne ◆ : pt ! X die Inklusion des Basispunktes, dann definieren wir K̃0

k(X) =
ker
�

◆⇤ : K0

k(X)! K0

k(pt)
�

.
Sei schließlich f : Y ! X stetig. Das Zurückziehen von Vektorbündeln induziert

f⇤ : K0

k(X) �! K0

k(Y ) , und f⇤ : K̃0

k(X) �! K̃0

k(Y )

falls f punktiert ist.

6.34. Beispiel. Nach dem Satz 3.48 vom Igel ist das Tangentialbündel TS2n nicht trivial. Be-
trachten wir die übliche Einbettung S2n ,! R2n+1, dann ist das Normalenbündel ⌫S2n trivial, denn
für jeden Punkt p 2 S2n ⇢ R2n+1 bildet der Ortsvektor p zugleich eine Basis des eindimensionalen
Normalenraums ⌫pS2n, siehe Abschnitt 3.i. Indem wir TpS2n und ⌫pS2n als Unterräume von R2n+1

au↵assen, erhalten wir R-Vektorbündelisomorphismen

TpS
2n � R

⇠
=�! TpS

2n � ⌫pS2n ⇠
=�! R2n+1

⇠
=�! R2n � R .

Somit ist das Tangentialbündel äquivalent (aber nicht isomorph!) zu einem trivialen Vektorbündel.
Man sagt daher, dass TS2n stabil trivial ist. Außerdem sehen wir, dass die Kürzungsregel für die
Whitney-Summe nicht gilt.

Der Übergang von k-Vektorbündeln zu virtuellen k-Vektorbündeln in Definition 6.33 entspricht
dem Übergang von N zu Z. Da die Halbgruppe der k-Vektorbündel jedoch keine Kürzungseigen-
schaft besitzt, mussten wir etwas sorgfältiger vorgehen.

6.35. Bemerkung. Wir sammeln ein paar nützliche Eigenschaften (ohne Beweise).

(1) Jedes k-Vektorbündel V über einem parakompakten Raum X lässt sich mit einem fa-
serweisen Skalarprodukt ausstatten, das in den Trivialisierungen stetig vom Basispunkt
abhängt. Daher dürfen wir annehmen, dass p : p�1(r�1(n)) ! r�1(n) in diesem Fall ein
U(n, k)-Vektorbündel ist. Auf der anderen Seite kann man auch zeigen, dass U(n, k) ein De-
formationsretrakt von GLn(k) und somit BU(n, k) ein Deformationsretrakt von BGLn(k)
ist.

(2) Zu jedem k-Vektorbündel W über einem kompakten Raum X existiert ein sogenanntes
komplementäres Vektorbündel U , so dass W � U ⇠= kN für ein hinreichend großes N 2 N.
Insbesondere lässt sich jedes virtuelle k-Vektorbündel V  W über X durch das äquivalente
virtuelle k-Vektorbündel (V � U)  kN ersetzen. Für nicht kompakte Räume ist diese
Aussage im Allgemeinen nicht richtig.

(3) Whitney-Summe und Whitney-Produkt erfüllen die üblichen Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetze jeweils bis auf eindeutige Isomorphismen. Dadurch wird K0

k(X)
für alle X zu einem kommutativen Ring mit Einselement k, falls k = R oder C; für k = H
erhalten wir nur eine abelsche Gruppe.

(4) Alle obigen Konstruktionen sind mit Zurückziehen verträglich. Wir erhalten also einen
kontravarianten Funktor K0

k von der Kategorie Top oder kwH in die Kategorie der kom-
mutativen Ringe (k = R, C) beziehungsweise der abelschen Gruppen (k = H).

(5) Ein k-Vektorbündel über einem Punkt ist ein k-Vektorbündel und wird klassifiziert durch
seine Dimension n 2 N. Ein virtuelles k-Vektorbündel über einem Punkt wird somit durch
seine virtuelle Dimension n = Z klassifiziert.
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Zu einer Kohomologietheorie fehlt uns unter anderem die lange exakte Sequenz. Daher wollen
wir ein !-Spektrum Kk konstruieren, so dass K0

k(X) = [X
+

,Kk
0

] zumindest für kompakte X
gilt. Dazu betrachten wir die Folgen von Gruppen pt = U(0, k) ,! U(1, k) ,! . . . , wobei die
Inklusionsabbildung einer Matrix A 2 U(n, k) die Matrix

✓

1 0
0 A

◆

2 U(n+ 1, k) (6.2)

zuordnet. Wir definieren topologische Gruppen

U(k) = colim
n!1

U(n, k) =

8

>

<

>

:

O falls k = R,
U falls k = C, und
Sp falls k = H.

Wir erhalten Folgen von Inklusionen EU(n, k) ,! EU(n+1, k) und BU(n, k) ,! BU(n+1, k). Die
Kolimiten in den obigen Konstruktionen vertauschen, und so erhalten wir

EU(k) = colim
n!1

EU(n, k) und BU(k) = colim
n!1

BU(n, k) ⇠= EU/U .

Die tautologischen Vektorbündel V U(n, k) haben allerdings alle unterschiedlichen Rang, es gibt
also kein tautologische Bündel über BU(k).

6.36. Satz. Es sei X ein kompakter CW-Komplex, dann gilt

K0

k(X) = [X
+

,Z⇥BU(k)] . (1)

Sei X ein kompakter punktierter CW-Komplex, dann gilt

K̃0

k(X) = [X,Z⇥BU(k)] . (2)

Für den Satz ist es nicht nötig, dassX ein CW-Komplex ist; es macht den Beweis aber einfacher.
Falls X nicht kompakt ist, erhalten wir immer noch eine Abbildung K0

k(X) ! [X
+

,Z ⇥ BU(k)],
allerdings ist diese nicht immer surjektiv. Als Beispiel würde die Abbildung idBU(k) das ”

tautolo-
gische Bündel“ klassifizieren, aber ein solches gibt es auf BU(k) nicht. Wir wählen Basispunkte in
allen BU(k) und betrachten den Raum

X =
_

k2N
BU(k, k) .

Dann gibt es kein virtuelles Vektorbündel V  W auf X, so dass (V  W )|BU(k,k) ⇠ (V U(k, k) kk),
insbesondere erfüllt der oben definierte Funktor nicht das Summenaxiom aus Definition 6.1 (2).

Beweis. Es sei V  W ein virtuelles k-Vektorbündel über X, dann existiert U ! X, so dass U�
W ⇠= kn auf ganz X. Wir dürfen U�V mit einem Skalarprodukt ausstatten. Dann sei r : X ! Z der
lokale Rang des Bündels U � V , und es sei # : r�1(m) ! BU(m, k) die klassifizierende Abbildung
des Bündels (U � V )|r�1

(m)

. Wir definieren ⇥ : X ! Z⇥BU(k) durch

⇥(x) = (m� n,#(x)) 2 {m� n}⇥BU(m, k) ⇢ Z⇥BU(k) für alle m und alle x 2 r�1(m).

Da isomorphe Vektorbündel nach Satz 6.31 homotope klassifizierende Abbildungen haben,
können wir Wohldefiniertheit zu zeigen, indem wir V  W um ein k-Vektorbündel R zu (V �
R) (W �R)

”
erweitern“ und die neue klassifizierende Abbildung mit ⇥ vergleichen. Dazu wählen

wir wie oben ein k-Vektorbündel S, so dass W � R � S ⇠= k`. Das heißt, wir haben das obige
Bündel U durch U 0 = R� S ersetzt. Wir erhalten einen k-Vektorbündel-Isomorphismus

V � U � k` ⇠= V � U �W � U 0 ⇠= V � U 0 � kn .
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Nach Konstruktion von U(m, k) ⇢ U(m+`, k) und BU(m, k) ⇢ BU(m+`, k) wird das Bündel V �
U � k` nach wie vor durch

⇥ : X �! {m� n}⇥BU(m, k) ⇢ {(m+ `)� (n+ `)}⇥BU(m+ `, k) ⇢ Z⇥BU(k)
klassifiziert. Diese Abbildung ist homotop zur klassifizierenden Abbildung für V � U 0 � kn, und es
folgt Wohldefiniertheit.

Zur Surjektivität betrachten wir ⇥ : X ! Z⇥BU(k). Da X kompakt ist, faktorisiert ⇥ über Z⇥
BU(n, k) für ein n 2 N. Wir schreiben ⇥ = (r,#), und ohne Einschränkung gelte n � r auf ganz X.
Dann klassifiziert ⇥ das k-Vektorbündel

�

#⇤V U(n, k)
�

 kn�r .
Zur Injektivität sei H : X ⇥ I ! Z ⇥ BU(k) eine Homotopie zwischen ⇥ = H

0

und G = H
1

.
Diesmal faktorisiere H = (r̄, h) über Z⇥BU(N, k), und G = (g, s) faktorisiere über Z⇥BU(m, k).
Da r : X ⇥ I ! Z unabhängig von t 2 I ist, folgt r = s : X ! Z. Wegen Satz 6.31 erhalten wir eine
Äquivalenz virtueller k-Vektorbündel
�

#⇤V U(n, k)
�

 kn�r ⇠
�

h⇤
0

V U(N, k)
�

 kN�r ⇠=
�

h⇤
1

V U(N, k)
�

 kN�r ⇠
�

g⇤V U(m, k)
�

 km�r .
Also gilt (1). Behauptung (2) folgt mit Bemerkung 6.35 (5), siehe auch Bemerkung 6.2 (3). ⇤

Es bleibt zu zeigen, dass BU(k) zu einem !-Spektrum gehört. Dazu bezeichne ⌧C ! CP 1 ⇠= S2

das tautologische Bündel. Man kann zeigen (Übung), dass

⌧C � ⌧C ⇠= C� ⌧C ⌦C ⌧C ,

oder kurz (⌧C  C)2 = 0 2 K0(S2). Da ⌧C  C|
pt

= 0, gilt sogar ⌧C  C 2 K̃0(S2).

6.37. Satz (Bott-Periodizität). Für jeden gut punktierten kompakten topologischen Raum exi-
stiert ein Isomorphismus

�2 : K̃0(X) �! K̃0(S2X) ,

dabei wird �2(V  W ) 2 K̃0(S2X) dargestellt durch das virtuelle C-Vektorbündel
(⌧C  C)⇥C (V  W ) = p⇤S2

(⌧C  C)⌦C p⇤X(V  W ) 2 K̃0(S2X) .

Das
”
äußere Tensorprodukt“ ⇥“ entspricht dabei dem Smash-Produkt aus Definition 6.13, siehe

Bemerkung 6.41. Für den Beweis, dass �2 einen Isomorphismus K̃0(X) ! K̃0(S2X) induziert,
verweisen wir auf [At] und [H2, Theorem 2.2]. Als Konsequenz können wir jetzt das !-Spektrum
für K-Theorie angeben.

6.38. Satz und Definition. Komplexe K-Theorie ist der allgemeine Kohomologiefunktor zum
!-Spektrum K mit

Kn =

(

Z⇥BU falls n gerade ist, und

U falls n ungerade ist.

Mit Satz 6.20 sehen wir, dass K-Theorie ein allgemeiner Kohomologiefunktor ist, der wegen
Satz 6.36 für kompakte Räume mit der Konstruktion in Definition 6.33 übereinstimmt. Insbeson-
dere erhalten wir eine lange exakte K-Theorie-Sequenz für Kofaserungen und eine Mayer-Vietoris-
Sequenz. Da sich lange exakte Sequenzen in komplexer K-Theorie wegen Bott-Periodizität alle
sechs Einträge wiederholen, heißen sie auch Sechs-Term-Sequenzen. Nach Satz 5.37 existiert auch
ein allgemeiner Homologiefunktor zum obigen Spektrum, die sogenannte K-Homologie. Da ihre
geometrische Interpretation etwas schwieriger ist, geben wir sie hier nicht an.

Auf der anderen Seite erfüllt K• im Gegensatz zu K0

C das Summenaxiom. Um beide Funktoren
unterscheiden zu können, schreiben wir daher K für den Kohomologiefunktor. Analog schreiben
wir KO für reelle K-Theorie.
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Beweis. Wir müssen zwei Stabilisierungsabbildungen so konstruieren, dass K ein !-Spektrum
wird, und wir Bott-Periodizität erhalten. Als erstes betrachten wir das Faserbündel EU ! BU
mit Faser U . Wir erhalten eine natürliche Abbildung von U in die Homotopiefaser. Ein Ver-
gleich der Sequenzen 3.25 und 4.44 (3) für Z = Sk zeigt, dass diese Abbildung eine schwache
Äquivalenz ist. Da EU zusammenziehbar ist, ist die Homotopiefaser schwach äquivalent zu ⌦BU .
Außerdem sieht der Schleifenfunktor nur die Zusammenhangskomponente des Basispunktes, so
dass ⌦BU ⇠= ⌦(Z ⇥ BU). Nach den Sätzen 4.27 und 4.36 von Whitehead und Milnor sind also U
und ⌦(Z ⇥ BU) homotopieäquivalent, und wir erhalten eine Abbildung U ! ⌦(Z ⇥ BU). Die
Adjunktion zwischen Einhängungs- und Schleifenfunktor gemäß dem Exponentialgesetz liefert die
erste Stabilisierungsabbildung s : SU ! Z⇥BU .

Wir konstruieren als nächstes eine Abbildung S2(Z ⇥ BU) ! Z ⇥ BU , so dass die induzierte
Abbildung ⇡k(Z⇥BU)! ⇡k+2

(BU) für alle k � 0 ein Isomorphismus ist. Dazu schreiben wir Z⇥BU
als

Z⇥BU = lim
�!

Xn mit Xn = {�n, . . . , n}⇥ Yn und Yn =
�

U(n)⇤n
�

/U(n)

und nutzen aus, dass die rechte Seite kompakt ist und die natürlichen Inklusionen Xn ! Xn+1

Kofaserungen sind. Auf Xn definieren wir das virtuelle k-Vektorbündel Vn durch

Vn|{k}⇥Y
n

= V U(n)|Y
n

 Cn�k .

Dann sei ⇥n : S2Xn ! BU die klassifizierende Abbildung des virtuellen Vektorbündels

(⌧C � C)⇥ Vn �! Xn ,

für ein hinreichend großes N gilt also (⌧C � C) ⇥ Vn
⇠= ⇥⇤nVN . Da Vn

⇠= Vn+1

|X
n

, ist ⇥n homotop
zu ⇥n+1

|X
n

. Da Xn ⇢ Xn+1

eine Kofaserung ist, können wir die ⇥n induktiv so durch homotope
Abbildungen ersetzen, dass schließlich ⇥n = ⇥n+1

|X
n

für alle n gilt. Dadurch erhalten wir eine
Abbildung

⇥ : S2BU ⇠= lim
�!

Xn �! BU .

Sei jetzt [#] 2 K̃0(Sk) = ⇡k(Z⇥BU), dann repräsentiert # ein virtuelles C-Vektorbündel V !
Sk. Da Sk kompakt ist, faktorisiert # über ein Xn, und es folgt V ⇠= #⇤Vn und

(⌧C � C)⇥ V ⇠= (S2#)⇤
�

(⌧C � C)⇥ Vn
� ⇠= (S2# �⇥n)

⇤VN .

Bott-Periodizität 6.37 und Bemerkung 3.10 liefern somit einen Isomorphismus

⇡k(Z⇥BU)
⇥⇤�S2

���! ⇡k+2

(BU)
⇠
=�! ⇡k(⌦

2BU) .

Also induziert ⇥ : S2(Z ⇥ BU ! (Z ⇥ BU) eine schwache Äquivalenz Z ⇥ BU ! ⌦2(Z ⇥ BU).
Verketten mit der Homotopieäquivalenz ⌦(Z⇥BU)! U liefert eine schwache Äquivalenz Z⇥BU !
⌦U . Via Adjunktion erhalten wir die zweite Stabilisierungsabbildung s : S(Z ⇥ BU) ! U . Damit
haben wir das gesuchte !-Spektrum konstruiert. ⇤

6.39. Bemerkung. Da K ein !-Spektrum ist, folgt

⇡k(Z⇥BU) = ⇡k+1

(U) ⇠=
(

Z falls k gerade ist, und

0 falls k ungerade ist,

da ⇡
0

(U) = 0 und ⇡
1

(U) = Z nach Übung 6.64.

6.40. Bemerkung. Wir geben das reelle Analogon ohne weitere Erläuterungen an.
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(1) Es sei ⌧H ! HP 1 ⇠= S4 das tautologische Bündel. Wie bei der komplexen Bott-Periodi-
zität 6.37 erhalten wir für kompakte CW-Komplexe X einen Isomorphismus

�4 : K0

R(X)
⇠
=�! K0

H(S
4X) mit (V  W ) 7! (⌧H  H)⇥R (V  W ) .

Da wir mit einem virtuellen H-Bündel tensorieren, landen wir in quaternionischer K-
Theorie.

(2) Das Tensorieren zweier H-Vektorbündel liefert ein reelles Vektorbündel, da H nicht kom-
mutativ ist. Wir erhalten einen weiteren Isomorphismus

�4 : K0

H(X)
⇠
=�! K0

R(S
4X) mit (V  W ) 7! (⌧H  H)⇥H (V  W ) .

Zusammen mit (1) ergibt sich hieraus reelle Bott-Periodizität mit Periode 8, nämlich

�8 : K0

R(X) ⇠= K0

R(S
8X) .

(3) Ähnlich wie in Satz 6.38 können wir zu einem !-Spektrum KO
”
au↵üllen“ mit

KO
8

= Z⇥BO , KO
8k+1

= U/O , KO
8k+2

= Sp/U , KO
8k+3

= Sp ,

KO
8k+4

= Z⇥BSp , KO
8k+5

= U/Sp , KO
8k+6

= O/U , KO
8k+7

= O ,

Zumindest die Stabilisierungsabbildungen S1 ^ O ! Z ⇥ BO und S1 ^ Sp ! Z ⇥ BSp
kommen wie oben zustande. Wir bilden U/O als Kolimes von U(n)/O(n), indem wir reelle
als komplexe Matrizen au↵assen; entsprechend konstruieren wir Sp/U . Umgekehrt bilden
wir O/U als Kolimes von O(2n)/U(n), indem wir komplexe Matrizen mit reellen Matrizen
identifizieren, die eine zusätzliche komplexe Struktur auf R2n festhalten; analog bilden
wir U/Sp. Als Koe�zientengruppen erhalten wir

⇡
8k+n(Z⇥BO) ⇠=

8

>

<

>

:

Z für n = 0, 4,

Z/2 für n = 1, 2, und

0 sonst.

(4) Wegen (2) und (3) gibt es auch einen mit quaternionischer K-Theorie verwandten allge-
meinen Kohomologiefunktor: für kompakte CW-Komplexe gilt

K̃k
H(X) = K̃k

R(S
4X) = K̃k±4

R (X) .

6.41. Bemerkung. Zur Konstruktion der Bott-Periodizität hatten wir das äußere Tensorpo-
dukt benutzt. Seien k-Vektorbündel V ! X und W ! Y mit k = R oder C gegeben, dann lautet
die allgemeine Definition

V ⇥W = (p⇤XV )⌦k (p
⇤
Y W ) �! X ⇥ Y ,

dabei ist
”
⌦“ wieder das Whitney-Produkt, und pX : X ⇥ Y ! X und pY : X ⇥ Y ! Y sind die

Projektionen im Produkt. Da das Whitney-Produkt bis auf eindeutige Isomorphismen assoziativ
ist, gilt das auch fürs äußere Tensorprodukt.

(1) Seien X = (X,x
0

) und Y = (Y, y
0

) punktiert, und seien V |x
0

und W |y
0

trivial, das heißt,
virtuelle k-Vektorräume von virtueller Dimension 0, dann ist auch V ⇥ W |X^Y trivial.
Insbesondere repräsentiert V ⇥W ein Element in K̃0

k(X ^ Y ). Wir erhalten ein Analogon
zum Smash-Produkt aus Definition 6.13. Es ist ebenfalls assoziativ und kommutativ bis
auf eindeutige Isomorphismen, insbesondere also assoziativ und kommutativ auf K̃0

k .
(2) Das Einselement 1 2 K̃0

k(S
0) wird repräsentiert durch ein k-Vektorbündel vom Rang 0 auf

dem Basispunkt und Rang 1 auf dem anderen Punkt der S0.
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(3) Die Stabilisierungsisomorphismen �2 in Satz 6.37 und �8 in Bemerkung 6.40 (2) wurden
mit Hilfe des äußeren Produktes definiert. Es sei n

0

= 2 falls k = C und n
0

= 8 falls k = R.
In Analogie zu Proposition 6.13 (3) gilt daher

(�n0V )⇥C W = �n0(V ⇥C W ) = V ⇥C (�n0W ) 2 K̃0

�

Sn
0(V ^W )

�

.

(4) Seien jetzt X, Y kompakte CW-Komplexe, und seien V 2 K̃k
k (X) und W 2 K̃`

k(Y )
für k = R oder C. Es gibt natürliche Isomorphismen

�n0

�k : K̃k
k (X) ⇠= [X,⌦n

0

�k(Z⇥BU(k))]
⇠
=�! [Sn

0

�kX,Z⇥BU(k)] ⇠= K̃0

k(S
n
0

�kX) ,

also identifizieren wir V mit �n0

�kV 2 K̃0

k(S
n
0

�kX) und definieren

V ⇥k W = �k+`
�

(�n0

�kV )⇥k (�
n
0

�`W )
�

2 Kk+`
k
�

X ^ Y ) .

Die Klasse (�n0

�kV ) ⇥k (�n0

�`W ) lebt in K̃0

k(S
k+`(X ^ Y )). Beim Vertauschen von V

und W haben wir im Zwischenschritt zusätzlich eine Transpositionsabbildung Sk+` !
S`+k anzuwenden. Wie in Proposition 6.13 (3) gilt daher

t⇤(W ⇥k V ) = (�1)k`V ⇥k W .

(5) Wir haben festgestellt, dass es kein Produkt K̃0

H(X) ⇥ K̃0

H(Y ) ! K̃0

H(X ^ Y ) gibt. Das
erklärt sich, indem wir K̃0

H wie in Bemerkung 6.40 (4) mit K̃4

R identifizieren.

Wir haben jetzt also zwei allgemeine Kohomologiefunktoren mit Produkten definiert. Zur geo-
metrischen Interpretation der Verbindungshomomorphismen in den langen exakten Sequenzen und
zu den Produkten zwischen höheren K-Gruppen haben wir leider noch nichts sagen können.

6.g. Bordismus

Wir kennen bereits den gerahmten (Ko-) Bordismus. Wir erklären jetzt, wie man andere (Ko-)
Bordismusfunktoren als allgemeine (Ko-) Homologiefunktoren darstellen kann, und führen die zu-
gehörigen Thom-Spektren ein.

Wir erinnern uns, dass jedes reelle Vektorbündel V ! X über einem CW-Komplex ein bis auf
Homotopie eindeutiges faserweises Skalarprodukt, und daher eine O(n)-Struktur trägt. Wir erinnern
uns auch an den klassifizierenden Raum BO(n) und das tautologische G-Vektorbündel V O(n) !
BO(n) aus Abschnitt 6.e zu ⇢. Die klassifizierende Abbildung � : X ! BO(n) ist bis auf Homotopie
unabhängig von der Wahl des Skalarproduktes.

6.42. Definition. Es sei V ! X ein O(n)-Vektorbündel, dann definieren wir das Ball- und
das Sphärenbündel sowie den Thom-Raum von V als

DV =
�

v 2 V
�

� kvk  1
 

, SV =
�

v 2 V
�

� kvk = 1
 

und MV = DV/SV . (1)

Als nächstes benötigen wir einen Satz aus der Di↵erentialtopologie. Wir erinnern uns an den
Begri↵ einer eigentlichen Abbildung aus Übung 4.46. Eine Untermannigfaltigkeit M ⇢ N heißt
eigentlich, wenn die Inklusion M ,! N eigentlich ist. Insbesondere sind geschlossene Untermannig-
faltigkeiten immer eigentlich.

6.43. Satz (von der Röhrenumgebung). Es sei N eine glatte Mannigfaltigkeit und M ⇢ N
eine eigentliche Untermannigfaltigkeit. Dann existiert ein relatives Normalenbündel ⌫NM ! M
mit einem faserweisen Skalarprodukt und eine Einbettung a : D⌫NM ! N , deren Di↵erential da|M
gerade der natürliche Isomorphismus ⌫NM � TM ⇠= f⇤TN ist.

Wir wollen jetzt von Untermannigfaltigkeiten zu abstrakten Mannigfaltigkeiten übergehen. Im
Folgenden betrachten wir daher N = Rn. Wie üblich nennen wir eine kompakte Mannigfaltigkeit
ohne Rand geschlossen. Wir zitieren einen weiteren Satz auf der Di↵erentialtopologie.
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6.44. Satz (Einbettungs-, Whitney). Jede geschlossene k-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
lässt sich für alle n � 2k in den Rn einbetten.

Wir können n beliebig vergrößern, indem wir eine lineare Einbettung Rn ! Rm nachschalten.
Je zwei Einbettungen f : M ! Rn und g : N ! Rm sind in einem größeren RN homotop, dazu
definiere etwa h : I ⇥M ! Rn+m+1 durch

h(s, p) =
�

s, (1� s) · f(p), s · g(p)
�

.

Es bezeichne ⌫f !M das Normalenbündel von im f ⇢ Rn. Sei g die Verkettung

g : M
f
,�! Rn ,�! Rm , (6.3)

dann folgt ⌫g = Rm�n � ⌫f . Wir betrachten die natürlichen Inklusionen ◆n : O(n) ! O(n + 1)
aus (6.2). Sei # : M ! BO(n� k) eine klassifizierende Abbildung für ⌫RnM , dann ist

B◆m�k�1 � · · · �B◆n�k � # : M �! BO(m� k)

eine klassifizierende Abbildung für ⌫RmM . Außerdem sind Normalenbündel homotoper Einbet-
tung f und g isomorph, und der Isomorphismus ist bis auf Homotopie eindeutig durch die Homo-
topie zwischen f und g bestimmt. Die folgende Definition ist daher sinnvoll.

6.45. Definition. Es sei M eine k-dimensionale geschlossene glatte Mannigfaltigkeit, und es
sei f : M ! Rn eine Einbettung. Das stabile Normalenbündel ⌫sM 2 K0O(M) ist definiert als

⌫sM = [⌫f  Rn] 2 KO0(M) .

Fortsetzung folgt . . .

6.h. Übungen zu Kapitel 6

Übungen zu Abschnitt 6.a.

6.46. ¨

Ubung. Beweisen Sie die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz 6.3 für Kohomologie-
Funktoren.

Übungen zu Abschnitt 6.b.

6.47. ¨Ubung. Es seien X = RP 2 ⇥ S3 und Y = S2 ⇥ RP 3.

(1) Zeigen Sie, dass X und Y isomorphe Homotopiegruppen haben.
(2) Bestimmen Sie die ganzzahligen Homologiegruppen von X und Y .
(3) Bestimmen Sie die ganzzahligen Kohomologiegruppen von X und Y .

6.48. ¨Ubung. Konstruieren Sie die Stabilisierungs-Isomorphismen für zelluläre Homologie und
Kohomologie.

(1) Geben Sie zuerst mit Hilfe von Proposition 5.81 Isomorphismen

�n : C̃
CW

n (X;A) �! C̃CW

n+1

(S1 ^X;A)

mit �n�1 � dCW

n = �dCW

n+1

� �n an.
(2) Zeigen Sie, dass diese mit den Isomorphismen aus Satz 5.17 beziehungsweise Folgerung 6.4

übereinstimmen. Hinweis: Betrachten Sie die Kofaserung X ,! CX = (I, 0) ^ X und
gehen Sie vor wie im Beweis von Satz 3.42 (4).
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6.49. ¨Ubung. Bestimmen Sie für 1  k  n die folgenden Kronecker-Produkte.

H̃k
CW

(CPn;Z)⇥ H̃CW

k (CPn;Z) �! Z , (a)

H̃k
CW

(RPn;Z)⇥ H̃CW

k (RPn;Z) �! Z , (b)

H̃k
CW

(RPn;Z/2)⇥ H̃CW

k (RPn;Z) �! Z/2 , (c)

H̃k
CW

(RPn;Z/2)⇥ H̃CW

k (RPn;Z/2) �! Z/2 . (d)

6.50. ¨Ubung. Betrachten Sie einen der Räume X
1

, X
2

aus Aufgabe 2.88 mit der dort angegebe-
nen CW-Struktur. Bestimmen Sie die zellulären Randoperatoren und berechnen Sie die unreduzierte
zelluläre Homologie und Kohomologie dieses Raumes.

6.51. ¨Ubung. Es sei R ein Hauptidealring und A ein R-Modul. Dann existiert für jeden topo-
logischen Raum X eine natürliche exakte Sequenz

0 �! H̃k(X;R)⌦R A �! H̃k(X;A) �! TorR
�

H̃k�1(X;R), A
�

�! 0

wie in Satz 5.74. Diese Sequenz spaltet (allerdings nicht natürlich).
Hinweis: Beweisen Sie diese Aussage zunächst für CW-Komplexe mit den Methoden aus dem

Beweis von Satz 6.9. Beutzen Sie dann Natürlichkeit und die Invarianz der gewöhnlichen Homologie
unter schwachen Äquivalenzen.

6.52. ¨

Ubung. Es seien X, Y CW-Komplexe und R ein Hauptidealring. Formulieren und be-
weisen Sie eine Künneth-Formel für H̃•

CW

(X ^ Y ;R). Nehmen Sie dazu an, dass einer der beiden
Faktoren von endlichem Typ ist, das heißt, in jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.

Übungen zu Abschnitt 6.c.

6.53. ¨Ubung. Beweisen Sie einige der fehlenden Aussagen in Proposition 6.13.

(1) Zeigen Sie zunächst einige der Aussagen in (3) und (5) zum Smashprodukt.
(2) Beweisen Sie dann die zweite Aussage in (4) auf Ketten- / Kokettenniveau.
(3) Leiten Sie daraus alle anderen Aussagen über das Schrägprodukt ab.

6.54. ¨

Ubung. Bestimmen Sie für alle n � 1 die Kohomologieringe (insbes. ihre multiplikative
Struktur)

H̃•
CW

(RPn;Z) und H̃•
CW

(RPn;Z/2) .

6.55. ¨

Ubung. Es bezeichne [CPn] 2 H
2n(CPn;R) die von der 2n-Zelle erzeugte Homologie-

klasse. Zeigen Sie, dass
�

H•(CPn;R),_
�

ein freier (H•(CPn;R),^)-Modul mit Erzeuger [CPn]
ist.

Hinweis: Bestimmen Sie zunächst das Kronecker-Produkt h[CPn],!ni.

Übungen zu Abschnitt 6.d.

6.56. ¨Ubung. Es bezeichne H•( · ;Z) die unreduzierte Kohomologie zum Eilenberg-Mac Lane-
Spektrum HZ. Zeigen Sie, dass für jeden topologischen Raum X gilt

H0(X;Z) = [X,Z] und H1(X;Z) = [X,S1] .

6.57. ¨Ubung. Zeigen Sie: die radiale Projektion vom
”
topologischen Huhn“ X aus Beispiel 4.33

auf S1 ist nicht zusammenziehbar. Folgern Sie, dass H̃1(X) = [X,HZ
1

] 6= 0, obwohl X schwach
zusammenziehbar ist.
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6.58. ¨Ubung. Sei E ein !-Spektrum und B ⇢ A ⇢ X seien beliebige Räume. Beweisen Sie die
Exaktheit einer der Sequenzen

· · · � Ek(X,A) � Ek(X,B) � Ek(A,B)
@ � Ek+1

(X,A) � · · · ,

· · · �! Ek(X,A) �! Ek(X,B) �! Ek(A,B)
��! Ek+1(X,A) �! · · · .

Orientieren Sie sich dazu an Übung 3.112.

Übungen zu Abschnitt 6.e.

6.59. ¨

Ubung. Zeigen Sie: Die Konstruktionen vor Definition 6.30, die jeder Gruppe G einen
schwach zusammenziehbaren Raum EGmit freierG-Wirkung und einen klassifizierenden Raum BG
zuordnen, so dass BG = EG/G, sind Funktoren von der Kategorie der topologischen Gruppen in
die Kategorie kwH.

6.60. ¨

Ubung. Es sei H ⇢ G Untergruppe einer topologischen Gruppe. Zeigen Sie, dass der
Raum EG/H zu BH homotopieäquivalent ist. Folgern Sie, dass der Quotient G/H die Homoto-
piefaser der natürlichen Abbildung BH ! BG ist.

6.61. ¨

Ubung. Überlegen Sie sich, dass die Menge der positiv definiten selbstadjungierten Ma-
trizen über k = R, C oder H konvex ist. Folgern Sie, dass jedes k-Vektorbündel vom Rang r über
einem CW-Komplex eine U(r, k)-Struktur trägt. Da BGLr(k) als CW-Komplex dargestellt werden
kann, gibt es daher eine klassifizierende Abbildung BGLr(k) ! BU(r, k) für das tautologische
Bündel.

6.62. ¨Ubung. Wir betrachten die Gruppe O(1) ⇠= Z/2 ⇠= S0. Zeigen Sie:

(1) Der Raum Sn�1 ⇢ Rn ist homöomorph zum Verbund von n Kopien der S0.
(2) Der Raum BO(1) ist homotopieäquivalent zu RP1 ⇠= K(Z/2, 1), siehe Beispiel 5.41 (4).
(3) Für jeden topologischen Raum gilt BunO(1)

(X) ⇠= H1(X,Z/2).
Die einem reellen Vektorbündel V ! X vom Rang 1 entsprechende Kohomologieklasse w

1

(V ) 2
H1(X,Z/2) heißt auch erste Stiefel-Whitney-Klasse.

6.63. ¨Ubung. Wir betrachten die Gruppe U(1) ⇠= SO(2) ⇠= S1 ⇢ C. Zeigen Sie:

(1) Der Raum S2n�1 ⇢ Cn ist homöomorph zum Verbund von n Kopien der S1.
(2) Der Raum BU(1) ist homotopieäquivalent zu CP1 ⇠= K(Z, 2), siehe Beispiel 5.41 (5).
(3) Für jeden topologischen Raum gilt BunU(1)

(X) ⇠= H2(X,Z).
Die einem komplexen Vektorbündel V ! X vom Rang 1 entsprechende Kohomologieklasse c

1

(V ) 2
H2(X,Z) heißt auch erste Chern-Klasse.

Übungen zu Abschnitt 6.f.

6.64. ¨Ubung. Die übliche Wirkung von U(n+ 1) auf S2n+1 ⇢ Cn+1 induziert eine Abbildung

p : U(n+ 1) 3 g 7! g · e
1

2 S2n+1 .

(1) Zeigen Sie, dass p ein Faserbündel mit Faser U(n) ⇢ U(n+ 1) ist.
(2) Folgern Sie, dass ◆n : U(n) ,! U(n+ 1) eine (2n)-zusammenhängende Abbildung ist.
(3) Bestimmen Sie ⇡k(U(n)) für k = 0, 1 und alle n.
(4) Aufgrund von Bott-Periodizität gilt

lim
�!

⇡k(U(n)) = lim
�!

⇡k+2

(U(n))

für alle k, wobei der Limes über n läuft. Welche ⇡k(U(n)) können Sie mit dieser Information
bestimmen?
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KAPITEL 7

Ringspektra und Multiplikative Kohomologiefunktoren

In diesem Kapitel geht es um eine allgemeine Sprache für Produkte, wie wir sie zur gewöhnlichen
Kohomologie, zur K-Theorie und zu Kobordismen bereits kennengelernt haben. Dazu führen wir
zunächst CW-Spektren und ihr Smash-Produkt ein. Danach diskutieren wir Ringspektren und
Produkte auf den zugehörigen (Ko-) Homologietheorien. Motiviert von unseren berlegungen zur
Poincaré-Dualität in der Bordismustheorie führen wir Orientierungen und Fundamentalklassen ein.
Anschließend beweisen wir den Thom-Isomorphismussatz und Poincaré-Dualität.

7.a. Die stabile CW-Kategorie

In diesem Abschnitt spezifizieren wir den Begri↵ eines Spektrums aus Definition 5.35 analog zu
CW-Komplexen, so dass wir von Zellen eines CW-Spektrums sprechen können. Die Hauptidee bei
einem Spektrum ist wie bei jedem

”
Grenzwert“, dass es nie auf den

”
Anfangsteil“ des Spektrums

ankommt. Aus diesem Grund definieren wir Abbildungen zwischen Spektra nicht zwingend auf den
einzelnen Räumen, sondern achten nur darauf, dass jede Zelle des Spektrums irgendwann einmal
mit berücksichtigt wird.

Es gibt mehrere Gründe, sich diese Mühe zu machen, und man wird mit einigen guten Eigen-
schaften belohnt.

(1) Spektra erben viele schöne Eigenschaften von CW-Komplexen. Beispielsweise ist jede zel-
luläre Inklusion eine Kofaserung.

(2) In der Kategorie der Spektra ist die Einhängung nach Konstruktion stets invertierbar.
Daher ist jede Konstruktion in dieser Kategorie automatisch stabil.

(3) In der stabilen Kategorie verhält sich jedes Spektrum so wie ein !-Spektrum. Auf diese
Weise kann man jedem Spektrum je einen Homologie- und Kohomologiefunktor zuordnen.

(4) In der Kategorie der Spektra sind endliche Koprodukte gleichzeitig endliche Produkte.
Genauer gesagt, ist die Kategorie SHCW additiv.

(5) In der Kategorie der Spektra gibt es keinen Unterschied mehr zwischen Faser- und Ko-
fasersequenzen. Genauer gesagt, kann man SHCW mit der Struktur einer triangulierten
Kategorie ausstatten.

Wir betrachten CW-Komplexe immer als Räume mit fixierten Zellen und charakteristischen
Abbildungen. Auf der Einhängung eines punktierten CW-Komplexes X fixieren wir die folgende
Zellstruktur. Wenn wir den Basispunkt als �1-Skelett betrachten, entspricht dabei jeder n-Zelle
mit charakteristischer Abbildung �n : Dn ! X für n � 0 eine (n + 1)-Zelle mit charakteristischer
Abbildung �n+1 = s�n, so dass das Diagramm

I ⇥Dn

✏✏✏✏

Dn+1

⇠
=oo

s�n

$$✏✏✏✏
(I ⇥Dn)/(@I ⇥Dn)

⇠
= // S1 ^Dn

+ S�n

+

// SX

kommutiert. Unter einer zellulären Inklusion verstehen wir die Inklusion eines Unterkomplexes.
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7.1. Definition. Ein CW-Spektrum ist ein Spektrum E = (Ei, si)i2Z, bei dem die Stabilisie-
rungsabbildungen si : SEi ! Ei+1

zelluläre Inklusionen sind. Eine strikte Abbildung f : E! F vom
Grad k 2 Z ist eine Folge zellulärer Abbildungen fi : Ei ! Fi�k, so dass Sfi = fi+1

|SE
i

für alle i.
Für k 2 Z ist eine k-Zelle von E eine Folge (ei+k)i�i

0

von (i + k)-Zellen von Ei mit charakte-
ristischen Abbildungen �i+k : Di+k ! Ei für i � i

0

� �k, so dass �i+k+1 = s�i+k
+

), und so dass
es keine Zelle ei

0

+k�1 von Ei
0

�1 gibt, deren Stabilisierung der Zelle ei
0

+k von Ei
0

entspricht. Ein
Spektrum aus nur endlich (abzählbar) vielen Zellen heißt endlich (abzählbar).

Ein Unterspektrum U eines CW-Spektrums E ist eine Folge von Unterkomplexen Ui ⇢ Ei

mit im(si|SF
i

) ⇢ Ui+1

. Ein Unterspektrum U von E heißt kofinal, wenn es zu jeder Zelle (ei+k)i�i
0

ein j
0

� i
0

gibt, so dass ej+k eine Zelle von Uj ist für alle j � j
0

.

7.2. Beispiel. Wir konstruieren einfache Beispiele.

(1) Sei X ein punktierter CW-Komplex, dann ist das Einhängungsspektrum SX mit den
Räumen SkX ein CW-Spektrum. Für jede zelluläre Abbildung f : X ! Y erhalten wir
eine zelluläre Abbildung f : SX ! SY . Wir sehen unten, dass strikte Abbildungen spezielle
Morphismen von Spektren sind, und erhalten daher einen Einhängungsfunktor S : CW

+

!
SCW .

(2) Sei E ein CW-Spektrum und X ein punktierter CW-Komplex, dann bilden wir das CW-
Spektrum E ^ X mit den Räumen Ei ^ X und den Stabilisierungsabbildungen si ^ idX .
Insbesondere gilt SX = S ^X.

Strikte Abbildungen heißen in der Literatur manchmal auch
”
Funktionen.“ In einem kofinalen

Unterspektrum taucht jede Zelle irgendwann einmal auf. Die kofinalen Unterspektren eines CW-
Spektrum bilden ein gerichtetes System, das heißt, der Durchschnitt zweier kofinaler Unterspektren
ist wieder eins. Außerdem ist das Urbild eines kofinalen Unterspektrums unter einer strikten Ab-
bildung ebenfalls wieder kofinal, und ein kofinales Unterspektrum eines kofinalen Unterspektrums
von E ist auch in E kofinal. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

7.3. Definition. Es seien E und F CW-Spektren. Wir definieren den Raum der Abbildungen
von E nach F vom Grad k als

homk(E,F) = colim
U⇢E kofinal

�

f : U! F
�

� f strikt vom Grad k
 

.

Die graduierte Kategorie der CW-Spektren und ihrer Abbildungen wird mit SCW bezeichnet. Die
Unterkategorie SCW

0

hat die gleichen Objekte, und als Morphismen alle Abbildungen vom Grad 0.

In einer graduierten Kategorie zerfällt der Raum aller Abbildungen in eine punktierte Vereini-
gung der Mengen von Abbildungen von den jeweiligen Graden. Beim Verketten von Morphismen
addieren sich die Grade, und die Identität hat stets Grad 0. Wir haben die Grade hier

”
homologisch“

gewählt, siehe unten.
Mit anderen Worten ist eine Abbildung f : E! F zwischen CW-Spektra eine Äquivalenzklasse

strikter Abbildungen f : U ! F, wobei U ⇢ E ein kofinales Unterspektrum sei. Dabei heißen zwei
solche Abbildungen f : U! F und g : V! F äquivalent, wenn es ein kofinales Unterspektrum W ⇢
U\V gibt, so dass fi|W

i

= gi|W
i

für alle i. Der Merkvers hierzu lautet
”
Zellen sofort, Abbildungen

später.“

7.4. Bemerkung. In der Kategorie SCW ist die Inklusion eines kofinalen Unterspektrums U ,!
E stets ein Isomorphismus, denn die Umkehrabbildung lässt sich auf U definieren. Auf diese Weise
lässt sich zu jeder Abbildung f : E! F bis auf eindeutige Isomorphismen ein Abbildungskegel Cf =
CE[f F konstruieren. Denn sei f : U! F ein Repräsentant von f , dann erhalten wir ein Spektrum,
bestehend aus den Räumen Cfi = (CUi [f

i

Fi�k). Ein anderer Repräsentant liefert ein anderes
Spektrum, dass mit dem obigen ein kofinales Unterspektrum gemeinsam hat, so dass wir zwischen
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je zwei so konstruierten Abbildungskegeln auf verträgliche Weise eindeutige Isomorphismen angeben
können.

Wir versehen den Raum I
+

mit der einfachst möglichen Zellstruktur, so dass es nur eine 1-Zelle
gibt. Die folgende Definition lässt sich so wie die obige umschreiben in Termen von Äquivalenzklas-
sen strikter Abbildungen, siehe Übung 7.41.

7.5. Definition. Eine Homotopie zwischen Abbildungen f , g : E ! F im Grad k von CW-
Spektra ist eine Abbildung h : E ^ I

+

! F vom Grad k, so dass h|E^{0}
+

= f und h|E^{1}
+

= g.
Die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen im Grad k wird mit [E,F]k bezeichnet, und wir
setzen

[E,F]• =
M

k

[E,F]k .

Die Kategorie der CW-Spektra mit Homotopieklassen von Abbildungen heißt stabile Homotopie-
kategorie und wird mit SHCW bezeichnet. Wie oben betrachten wir die Unterkategorie SHCW

0

mit den gleichen Objekten und allen Homotopieklassen von Abbildungen vom Grad 0.

Hierzu überprüft man, dass Homotopie wie immer eine Äquivalenzrelation definiert, die mit
Verkettung von Abbildungen verträglich ist, siehe wieder Übung 7.41. Außerdem ist [E,F]k für
alle k eine abelsche Gruppe. Seien etwas f , g : E ! F gegeben, dann finden wir ein kofinales
Unterspektrum U, auf dem f und g durch strikte Abbildungen f und g darstellbar sind. Wir
betrachten das Unterspektrum V mit

Vk = im
�

(sk�1 � sk�2)|S2U
k�2

�

für k � 0

und Vk = pt sonst. Es ist kofinal in U und daher auch in E, da jede Zelle entweder bei k = 0
oder zweite Schritte später auftaucht als in U. Wir schränken f und g beide auf V ein. Nach
Bemerkung 3.76 (2), (3) lassen sich fk und gk addieren, und es gilt S(fk + gk) = Sfk + Sgk.
Da SVk ⇢ Vk+1

eine Kofaserung ist, können wir diese Homotopie auf Vk+1

ausdehnen und erhalten
so Schritt für Schritt eine strikte Abbildung V! F, die f + g repräsentiert. In den Übungen sehen
wir außerdem, dass SHCW

0

eine additive Kategorie ist.

7.6. Bemerkung. Für alle n 2 Z erhalten wir einen Funktor ⌃n : SCW ! SCW mit

⌃nE = (Ei+n, si+n)i2N .

Das Spektrum E^ S1 aus Beispiel 7.2 (2) liegt kofinal in ⌃E, denn Ei ^ S1 ⇠= SEi ⇢ Ei+1

. Also ist
es uns gelungen, den Einhängungsfunktor S : CW ! CW zu invertieren.

7.7. Definition. Die k-te Homotopiegruppe eines CW-Spektrums E ist definiert als ⇡k(E) =
[⌃kS,E] = [S,E]k. Für eine Abbildung f : E ! F von Spektren definieren wir f⇤ : ⇡k(E) ! ⇡k(F)
wie üblich durch f⇤([g]) = [f � g].

7.8. Bemerkung. Da das Spektrum ⌃kS aus nur einer Zelle besteht, die ab dem (�k)-ten
Schritt sichtbar ist, können wir leicht alle kofinalen Unterspektren angeben: zu jedem ` � �k
existiert ein kofinales Unterspektrum U mit Ui = pt für i < ` und Ui = Si+k für i � `. Jede
Abbildung f : ⌃kS ! E kann auf einem dieser Unterspektren dargestellt werden und wird dann
bestimmt durch f` : S`+k ! E`. Daher gilt

⇡k(E) = lim
�!

⇡k+`(E`) .

Indem wir E durch das Spektrum E ^X ersetzen, erhalten wir jetzt eine neue Schreibweise für die
allgemeinen Homologiefunktoren aus Satz 5.37:

Ẽk(X) = lim
�!

⇡k+`(E`) = ⇡k(E ^X) = [S,E ^X]k .

Insbesondere haben wir den Kolimes in der Definition der stabilen Kategorie SHCW versteckt.

249



7.9. Bemerkung. Um Kohomologietheorien in den Gri↵ zu bekommen, haben wir verschiedene
Möglichkeiten. Die Stabilisierungsabbildungen induzieren via ExponentialgesetzAbbildungen

Ei
s
i�! ⌦Ei+1

⌦s
i+1���! ⌦2Ei+2

�! . . . .

Wir können den CW-Approximationssatz 4.32 auf die obigen Räume rechts anwenden und die
Abbildungen ⌦ksi+k mit Satz 4.24 sukzessiv durch homotope zelluläre Abbildungen ersetzen, um
(nach dem Satz 4.36 homotopieäquivalente) CW-Komplexe zu konstruieren:

Fi �! lim
�!
⌦k�iEk .

Dieses Verfahren ist leider nur bis auf Homotopien funktoriell, liefert aber zumindest ein !-CW-
Spektrum F und isomorphe Kohomologiegruppen

Ẽi(X) = [X,Fi] .

Im Folgenden zeigen wir, dass wir in der stabilen Homotopiekategorie eine viel einfachere Beschrei-
bung von Kohomologiefunktoren zur Verfügung haben.

Um Abbildungen zwischen CW-Spektra induktiv Zelle für Zelle zu konstruieren, brauchen wir
eine geeignete Induktionsreihenfolge. Da es k-Zellen für beliebig kleine (auch negative) k 2 Z
geben kann, zum Beispiel im K-Theorie-Spektrum K aus Satz 6.38, ist eine Induktion über k nicht
mehr möglich. Stattdessen sei ek eine Zelle in E, die zum ersten Mal in E` auftritt. Aufgrund der
Kompaktheit von Sk+`�1 ist das Bild der Anklebeabbildung ' : Sk+`�1 ! E` von ek in einem
minimalen endlichen Unterkomplex Y ⇢ E` enthalten. In allen höheren Schritten E`+j ist die
entsprechende Zelle an den Unterkomplex SjY ⇢ E`+j angeklebt, der gleich vielen Zellen entält.
Wir nennen die Anzahl der Zellen von Y daher die Höhe der Zelle ek. Sie ist wohldefiniert und
invariant unter dem Übergang zu kofinalen Unterspektren. Alle Zellen der Höhe  n bilden ein
CW-Unterspektrum En, und wir erhalten die Schichtfiltrierung

⇤ = E�1 ⇢ E0 ⇢ E1 ⇢ . . . mit E = lim
�!

En .

Ersetzt man also die Dimension einer Zelle durch ihre Höhe, so sieht alles wieder so ähnlich wie
bei CW-Komplexen aus. Man beachte aber, dass die einzelnen Schichten En im Allgemeinen nicht
kofinal sind, es sei denn, es gälte En = E.

7.10. Lemma. Es sei X ein CW-Komplex und E ein CW-Spektrum. Dann gibt es einen natürli-
chen Isomorphismus abelscher Gruppen

[SX,E]
0

⇠
=�! [X,⌦1E] , mit ⌦1E = lim

�!
⌦kEk .

Man beachte, dass ⌦1E kein CW-Komplex, sondern nur ein topologischer Raum vom Homo-
topietyp eines CW-Komplexes ist. Im strengen Sinne ist der Funktor ⌦1 : SCW ! kwH

+

daher
nicht rechtsadjungiert zu S : HCW

+

! SHCW .

Beweis. Es sei f : SX ! E eine Abbildung vom Grad 0, dargestellt durch f auf einem Unter-
spektrum U ⇢ SX. Wir definieren g : X ! ⌦1E durch Induktion über die Höhe der Zellen von X.
Es sei also ek eine k-Zelle von X, und es sei Y ⇢ X der kleinste Unterkomplex, der @ek enthält. Es
existiert ` > 0, so dass die zu ek gehörige Zelle von SX in U` vorkommt, und es folgt S`Y ⇢ U`.

Nach Induktionsannahme haben wir g bereits auf Y definiert, so dass

g : Y �! ⌦jEj �! ⌦1E

unter der Exponentialabbildung der Abbildung fj : SjY ! Ej entspricht. Man beachte, dass wir j
beliebig groß wählen können, ohne g zu verändern, also j = ` annehmen dürfen. Wir erhalten eine
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Fortsetzung auf ek aufgrund des kommutativen Diagramms

S`X � S`Y
f
` // E`

Sk+`�1

S`'

OO

� � // S`Dk
+

.

OO

Da eine Homotopie gerade einer Abbildung von (SX) ^ I
+

⇠= S(X ^ I
+

) entspricht, bildet die
obige Konstruktion Homotopieklassen auf Homotopieklassen ab. Das entsprechende Argument wird
uns auch die Homotopieinvarianz der inversen Konstruktion garantieren.

Zur Konstruktion der Umkehrabbildung sei g : X ! ⌦1E gegeben. Wir konstruieren einen
Repräsentanten f : U ! E induktiv über die Höhe der Zellen von X. Es seien also ek und Y wie
oben. Nach Induktionsannahme gilt SjY ⇢ Uj für ein j, und es sei fj : SjY ! Ej eine zelluläre
Approximation der zu g|Y : Y ! ⌦jEj via Exponentialgesetz adjungierten Abbildung SjY ! Ej .

Da ⌦1E ein Kolimes und Dk kompakt ist, faktorisiert g|ē
k

über einen der Räume ⌦`E` gemäß
Übung 4.53. Dann ist f`

j

|S`Y = S`�j(fj |SjY ) eine zelluläre Approximation der zu g : Y ! ⌦`E`
adjungierten Abbildung. Wir können daher f`

j

zu einer zellulären Approximation S`(Y [ ek)! E`
der zu g|Y [e

k

adjungierten Abbildung fortsetzen. ⇤

Mit der obigen Konstruktion finden wir auch einen Isomorphismus

[SX,⌃iE]
0

= [SX,E]�i ⇠= [X,⌦1⌃iE] =
h

X, lim
�!
⌦k�iEk

i

.

Das motiviert die folgende Definition, die aufgrund von Satz 6.20 und Bemerkung 7.9 tatsächlich
einen Kohomologiefunktor liefert.

7.11. Definition. Es sei E ein CW-Spektrum. Dann definieren wir einen allgemeinen Koho-
mologiefunktor Ẽ• : CW

+

! Ab durch

Ẽi(X) = [SX,⌃iE]
0

= [SX,E]�i .

Wenn der CW-Komplex X kompakt ist, faktorisiert jede stetige Abbildung X ! ⌦1⌃iE über
einen der Räume ⌦k�iEk, und wir erhalten

Ẽi(X) = lim
�!

[X,⌦k�iEk] = lim
�!

[Sk�iX,Ek] .

Im Allgemeinen gilt das jedoch nicht für beliebige CW-Komplexe. Genau dieses Problem hatten
wir bereits bei der Definition von K-Theorie, siehe den Kommentar nach Satz 6.36.

7.b. Eigenschaften der stabilen Homotopiekategorie

In diesem Abschnitt fassen wir weitere wichtige Eigenschaften der Kategorie SHCW zusammen.
Ein wichtiges Werkzeug im Beweis von Satz 6.20 war die Puppe-Sequenz für Kofasersequenzen

aus Satz 4.39. In Satz 4.44 hatten wir eine Eckmann-Hilton-duale Sequenz für Fasersequenzen
formuliert. In der Kategorie SHCW müssen wir nicht mehr zwischen Faser- und Kofasersequenzen
unterscheiden. Das folgende Resultat ist in gewissem Sinne das homotopietheoretische Pendant zum
Schlangenlemma 5.65.

7.12. Satz. Es sei F! G die Inklusion eines Unterspektrums und H = G/F sei der Quotient.
Dann erhalten wir exakte Sequenzen

. . .

Dieser Abschnitt wird später geschrieben.
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7.c. Das reduzierte Produkt von Spektren

Wir haben in den Abschnitten 6.c und 6.f bereits Produkte auf der gewöhnlichen Kohomologie
und der K-Theorie kennengelernt. Ziel dieses Kapitels ist es, Produkte so allgemein wie möglich zu
beschreiben. Wir beginnen dazu mit einem Kohomologiefunktor Ẽ• = [S · ,E]�•. Der Einfachheit
halber sei E ein !-Spektrum, und [↵] 2 Ẽk(X) und [�] 2 Ẽ`(Y ) seien repräsentiert durch ↵ : X !
Ek und � : Y ! E`. Wir nehmen an, dass es ein externes Produkt auf Ẽ• analog zum Produkt aus
Proposition 6.13 gibt. Wenn es unter Abbildungen von beliebigem Grad natürlich ist, dann folgt

[↵] ^ [�] =
�

↵⇤[idE
k

]
�

^
�

�⇤[idE
`

]
�

= (↵ ^ �)⇤
�

[idE
k

] ^ [idE
`

]
�

.

Zu bestimmen ist somit die Klasse

[idE
k

] ^ [idE
`

] 2 Ẽk+`(Ek ^ E`) = [Ek ^ E`, Ek+`] .

Also suchen wir geeignete Abbildungen µk,` : Ek ^ E` ! Ek+` für alle k, ` 2 Z. Dann erhalten
wir ein externes Produkt [a] ^ [b] als Verkettung

X ^ Y
↵^���! Ek ^ E`

µ
k,`�! Ek+` .

Sei jetzt [b] 2 Ẽk+`(X ^ Y ) repräsentiert durch b : Sk+`+m ! Em ^X ^ Y und [↵] wie oben, dann
definieren das Schräg-Produkt [b]/[↵] 2 Ẽ`(Y ) als Verkettung

Sk+`+m b�! Em ^X ^ Y
id^↵^id����! Em ^ Ek ^ Y

µ
m,k�! Em+k ^ Y .

Anschließend können wir wie in Definition 6.15 innere Produkte definieren.
Um die in Proposition 6.13 für die Produkte auf der gewöhnlichen Kohomologie gezeigten Ei-

genschaften allgemein zu erhalten, müssen die Abbildungen µk,` die entsprechenden Eigenschaften
erfüllen. Am einfachsten lässt sich all das beschreiben, indem man zunächst ein Spektrum E ^ E
konstruiert, und dann eine Abbildung µ : E ^ E ! E von Spektren. Dadurch wird das externe
Produkt stabil im Sinne von Proposition 6.13 (3). Wenn wir (Ko-) Homologie mit anderen Koe�-
zienten betrachten wollen, benötigen wir entsprechend auch ein reduziertes Produkt E ^ F. Dieses
Produkt soll bis auf Homotopie in kohärenter Weise assoziativ, unitär und graduiert kommutativ
sein. Dazu folgen wir Adams [Ad] und Switzer [Sw] und beginnen mit einem ganzen Sammelsurium
sogenannter naiver reduzierter Produkte.

Zur Vereinfachung betrachten wir zunächst nur Spektren E = (E•, s•) und F = (F•, t•) mit En =
Fn = pt für alle n < 0. Wir konstruieren ein ebensolches Spektrum G, so dass Gn = Ek(n) ^ F`(n)
mit Funktionen k, ` : N! N und k(n) + `(n) = n. Um Stabilisierungsabbildungen un definieren zu
können, erlauben wir für jedes n nur zwei Fälle.

(1) Es gilt k(n+ 1) = k(n) + 1 und `(n+ 1) = `(n), und wir setzen

u(n) = sk(n) ^ idF
`(n)

: S(Ek(n) ^ F`(n)) ⇠= (SEk(n)) ^ F`(n) �! Ek(n)+1

^ F`(n) .

(2) Es gilt k(n+ 1) = k(n) und `(n+ 1) = `(n) + 1, und wir setzen

u(n) = idE
k(n)

^
�

(�1)k(n)t`(n)
�

: S(Ek(n) ^ F`(n)) ⇠= Ek(n) ^ (SF`(n)) �! Ek(n) ^ F`(n)+1

.

Hierbei nutzen wir aus, dass SX = S1 ^X und X ^ S1 natürlich homöomorph sind. Das Vorzei-
chen in (2) entspricht dem in Proposition 6.13 (3). Wir realisieren es, indem wir Sn künftig als
Einpunktkompaktifizierung von Rn betrachten, durch

�t`(r, y) = t`(�r, y) ,
so dass �t` zu t` in [SF`, F`+1

] invers ist. Generell stellen wir uns auf den Standpunkt, dass das
reduzierte Produkt von Räumen (bis auf natürliche Homöomorphismen) assoziativ und kommutativ
ist, und versehen nur Abbildungen mit Vorzeichen.

252



Die Abbildung (k, `) : N ! N2 beschreibt also einen Zickzack-Pfad nach rechts oben. Diese
Zickzack-Pfade kodieren wir wie folgt. Es sei B ⇢ N eine Teilmengen, dann definieren wir 'A : N!
N durch

'A(n) = #
�

k 2 A
�

� k < n } .

Beispielsweise ist 'N = idN und '; ⌘ 0. Falls A = B [̇ C ⇢ N, erhalten wir

'A = 'B + 'C ,

und 'B[C(n) 7! ('B(n),'C(n)) liefert einen Zickzack-Pfad wie oben falls A unendlich ist.

7.13. Definition. Es sei A = B [̇ C ⇢ N eine unendliche Teilmenge, dann definieren wir ein
naives reduziertes Produkt E ^B,C F = (Gk, uk)k durch

G'
A

(n) = E'
B

(n) ^ F'
C

(n) ,

u'
A

(n) =

(

s'
B

(n) ^ id falls 'B(n+ 1) = 'B(n) + 1, und

id ^
�

(�1)'B

(n)t'
C

(n)

�

falls 'C(n+ 1) = 'C(n) + 1.

Falls A endlich ist, liefert die obige Definition immer noch den Anfang eines Spektrums; auch diesen
Fall werden wir betrachten.

7.14. Beispiel. Es sei E ein Spektrum und X ein Raum. Dann gilt

E ^N,; SX = E ^X (1)

wie in Beispiel 7.2 (2), hingegen ist

E ^;,N SX = E
0

^ SX . (2)

7.15. Proposition. Es seien A = B [̇ C ⇢ N, und B und C seien unendlich. Dann ist das
naive Produkt ^B,C : SCW

0

⇥ SCW
0

! SCW
0

natürlich.

Beweis. Wenn B unendlich ist und U ⇢ E kofinal, dann ist U ^B,C F ⇢ E ^B,C F kofinal.
Denn sei c eine Zelle von E mit ck 2 Uk für ein k. Da B unendlich ist, gibt es ein n

0

, so dass B
mindestens k Elemente kleiner n

0

enthält, somit taucht c in U'
B

(n) für alle n � n
0

auf.
Wenn B und C unendlich sind, können wir zu f : E! P und g : F! Q daher eine Abbildung

f ^B,C g : E ^B,C F �! P ^B,C Q

definieren. Es gilt idE ^B,C idF = idE^
B,C

F, und das naive reduzierte Produkt ist ebenfalls mit der
Verkettung von Abbildungen verträglich. ⇤

Wenn B hingegen endlich ist, etwa #B = k, und c eine Zelle, die in Ek bereits existiert,
in Uk jedoch noch nicht, dann fehlt diese Zelle in U ^B,C P. Also ist U ^B,C P nicht immer kofinal
in E ^B,C P.

Abbildungen vom Grad ungleich 0 können wir noch nicht betrachten, denn seien f : E ! P
und g : F! Q vom Grad k beziehungsweise `, dann erhielten wir

f'
B

(n) ^ g'
C

(n) : E'
B

(n) ^ F'
C

(n) �! P'
B

(n)+k ^Q'
C

(n)+` ,

und die Räume rechts gehören unter Umständen nicht zum Spektrum P ^B,C Q.
Wir fassen jetzt alle naiven Produkte in einem großen Spektrum zusammen. Die Konstruktion

ähnelt dem Teleskop aus dem Beweis von Lemma 5.20, allerdings verwenden wir diesmal einen
zweidimensionalen

”
Basisraum“. Zur Motivation: als n-ter Raum von E ^ F kommen alle Smash-

Produkte Ek^F` mit k+` in Frage. Die Stabilisierungsabbildungen stellen zwischen diesen Räumen
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Beziehungen her. Wir können hier auch wieder Spektren mit Ek 6= pt für k < 0 zulassen.

· · · // Ek�1 ^ F`+1

· · · // Ek�1 ^ F` ^ S1

s
k�1

^id
//

id^ (�1)k�1t
`

OO

Ek ^ F`

· · · // Ek�1 ^ F`�1 ^ S2

s
k�1

^id
//

id^ (�1)k�1t
`�1

OO

Ek ^ F`�1 ^ S1

s
k

^id //

id^ (�1)kt
`�1

OO

Ek+1

^ F`�1

...

OO

...

OO

...

OO

Dabei achten wir zunächst einmal nicht auf die genaue Reihenfolge der Faktoren in den einzelnen
reduzierten Produkten. Mit �t` : F` ^ S1 ! F`+1

bezeichnen wir wieder die Abbildung y ^ t 7!
t`(y ^ (1� t)).

Wir können sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Richtung Teleskope bilden, die sich an
den Ecken des Diagramms überschneiden. Dazu betrachten wir
⇣

_

k+`n

�

{(k, `)}
+

^ Ek ^ F` ^ Sn�k�`� _
_

k+`n�1

�

[k, k + 1]
+

^ {`}
+

^ Ek ^ F` ^ Sn�k�`�

_
_

k+`n�1

�

{k}
+

^ [`, `+ 1]
+

^ Ek ^ F` ^ Sn�k�`�
⌘ .

⇠ ,

dabei verkleben wir an den unteren Enden der Intervalle mit der Identität. Mit Sn�k�` = S1 ^
Sn�k�`�1 verkleben wir an den oberen Enden via

[k, k + 1]
+

^ {`}
+

^ Ek ^ F` ^ S1 ^ Sn�k�`�1 3 (k + 1, `, x, y, u, z)

⇠
�

k + 1, `, s(x, u), y, z
�

2 {(k + 1, `)}
+

^ Ek+1

^ F` ^ Sn�k�`�1 (7.1)

und

{k}
+

^ [`, `+ 1]
+

^ Ek ^ F` ^ S1 ^ Sn�k�`�1 3 (k, `+ 1, x, y, u, z)

⇠
�

k, `+ 1, x, t(y, (�1)ku), z
�

2 {(k, `+ 1)}
+

^ Ek ^ F`+1

^ Sn�k�`�1 . (7.2)

Dadurch entstehen über den Quadraten (k, k + 1) ⇥ (`, ` + 1)
”
Löcher“, die wir als nächstes

stopfen wollen. Wir verschieben zunächst den Punkt (k, `, x, y, u, v, z) 2 {(k, `)}
+

^Ek ^ F` ^ S1 ^
S1 ^ Sn�k�`�2 mit k + `  n� 2 zunächst nach oben, dann nach rechts, und erhalten

(k, `, x, y, u, v, z) 7�!
�

k, `+ 1, x, t(y, (�1)ku), v, z
�

7�!
�

k + 1, `+ 1, s(x, v), t(y, (�1)ku), z
�

.

Umgekehrt verschieben wir (k, `, x, y, v,�u, z) 2 {(k, `)}
+

^Ek ^F` ^S1 ^S1 ^Sn�k�`�2 zunächst
nach rechts, dann nach oben, und erhalten wieder

(k, `, x, y, v,�u, z) 7�!
�

k + 1, `, s(x, v), y,�u, z
�

7�!
�

k + 1, `+ 1, s(x, v), t(y, (�1)ku), z
�

.

Wir können also nicht ganz naiv den Raum [k, k+1]
+

^[`, `+1]
+

^Ek^F`^Sn�k�` einkleben, sondern
müssen die Koordinaten (u, v) von S2 = S1^S1 beim Einkleben entlang @([k, k+1]⇥[`, `+1]) um ⇡

2

rotieren lassen. Dazu ersetzen wir [k, k+1]
+

^[`, `+1]
+

^S2 durch den Thom-RaumMV eines festen
zweidimensionalen reellen Vektorbündels V ! I2. Welches wir wählen, ist egal, allerdings wählen
wir über jedem Quadrat das gleiche. An dieser Stelle zeigt sich die Bedeutung der Vorzeichen in
Definition 7.13 und (7.1), (7.2) — ohne sie würde sich beim Umlaufen um @([k, k + 1]⇥ [`, `+ 1])
die Orientierung der S2 ändern, und wir könnten nichts passendes einkleben.
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Um die Notation zu vereinfachen, sei ek,` eine der Zellen {(k, `)}, [k, k+1]⇥ {`}, {k}⇥ [`, `+1]
oder [k + 1]⇥ [`+ 1] mit unterer linker Ecke (k, `), und d sei ihre Dimension. Wir betrachten also
die Räume

Pn =
⇣

_

e
k,`

k+`+dn

MV ^ Ek ^ F` ^ Sn�k�`�d
⌘ .

⇠ , (7.3)

wobei V ! ek,` jetzt ein d-dimensionales Vektorbündel sei. Als Stabilisierungsabbildungen wählen
wir die Inklusionen Pn ^ S1 ,! Pn+1

, und haben ein Spektrum P = E ^ F definiert.

7.16. Proposition. Seien B, C ⇢ N disjunkte Teilmengen. Dann gibt es in den folgenden drei
Fällen natürliche SHCW

0

-Isomorphismen ⌘B,C : E ^B,C F! E ^ F.
(1) Die Mengen B, C sind beide unendlich.
(2) Die Menge B ist endlich, C ist unendlich, und SEk = Ek+1

für alle k � #B.
(3) Die Menge B ist unendlich, C ist endlich, und SF` ⇠= F`+1

für alle ` � #C.

Beweis. Es sei G ein Spektrum und TG das Teleskop TG mit

TGn = Gn ⇥ {n} _
n�1
_

m=�1
Sn�mGm ^ [m,m+ 1]

+

.

⇠ .

Das Teleskop ist funktoriell, denn sei g : G! P gegeben und auf einem kofinalen Unterspektrum U ⇢
G strikt. Wir konstruieren Tg auf einem kofinalen Unterspektrum V ⇢ TG Zelle für Zelle durch
Induktion über die Schichtfiltrierung. Sei etwa c eine Zelle, die in Ek und in U` jeweils erstmalig
auftritt, dann ist sie an Zellen angeklebt, die in Ek und U` bereits vorhanden sind. Dann nehmen
wir die Zelle c über [k, n] für alle n � ` zu Vn ⇢ TGn hinzu. Da gn auf c für alle n � ` definiert ist,
können wir Tg : V! TP definieren.

Es bezeichne ⇡n : TGn ! Gn ⇥ {n} die o↵ensichtliche Projektion; sie ist eine Deformations-
retraktion vermöge einer Teleskophomotopie wie im Beweis von Satz 1.93, und liefert eine strikte
Homotopieäquivalenz ⇡ : TG! G. Wir konstruieren eine Homotopieinverse f : G! TG. Sei dazu c
eine j-Zelle, die erstmals in Gn auftritt, mit charakteristischer Abbildung � : Sn+j�1 ! Gn. Alle
Zellen im Rand von c trete ebenfalls spätestens in Gn auf, somit ist f � ' : Sn+j�1 ! TGn bereits
definiert, und wir nehmen an, dass ⇡n � f �' zur Anklebeabbildung ' : Sn+j�1 ! Gn⇥ {n} homo-
top ist. Da (Dn+j , Sn+j�1) eine Kofaserung ist, können wir diese Homotopie zu einer Homotopie
von � fortsetzen, und erhalten so eine Fortsetzung von f auf c. Die so konstruierte Abbildung f
ist dann sogar eine strikte Homotopieäquivalenz. Mit einem ähnlichen Argument sieht man, dass
für alle g : G! P das folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

G
f ⇠
✏✏

g // P
⇠
✏✏

TG Tg // TP .

Als nächstes definieren wir � : T(E ^B,C F) ! E ^ F. Es beschreibe (r(t), s(t)) 2 R2 den Zick-
zackpfad mit r('B[C(n)) = 'B(n) und s('B[C(n)) = 'C(n) für alle n 2 N, so dass (r, s)|

[m,m+1]

für alle m linear sei. Es sei k = 'B(m) und ` = 'C(m) mit k + `  n. Dann definieren wir �n auf

[k + `, k + `+ 1]
+

^ Ek ^ F` ^ Sn�m ⇢ TGn

für t 2 [k + `, k + `+ 1], x 2 Ek, y 2 F`, z 2 Sn�k�` durch

�n(t, x, y, z) =
�

r(t), s(t), x, y, z
�

.
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Diese stückweisen Definitionen legen �n stetig auf TGn fest, und sind kompatibel mit Stabilisierung.
Wir erhalten daher sogar eine strikte Abbildung � : T(E^B,CF)! E^F. Mit dem gleichen Argument
wie in Proposition 7.15 ist diese Konstruktion unter den Bedingungen (1), (2) oder (3) natürlich.

Um zu zeigen, dass ⌘B,C = � � f : E ^B,C F ! E ^ F eine stabile Homotopieäquivalenz ist,
betrachten wir zunächst Bedingung (1). Wir konstruieren ein Unterspektrum U ⇢ E ^ F, so
dass Uk+` für k = 'B(m), ` = 'C(n) wie oben aus allen Zellen oberhalb von (�1, k] ⇥ (�1, `]
besteht. Aufgrund der Bedingung (1) ist dieses Unterspektrum kofinal in E ^ F. Der Raum Uk+`

enthält {(k, `)}
+

^ Ek ^ F` als Deformationsretrakt. Ähnlich wie oben erhalten wir als Homotopi-
einverses von ⌘B,C eine strikte Abbildung U! E ^B,C F.

Im Fall (2) enthalte Uk+` stattdessen alle Zellen oberhalb von R⇥ (�1, `], falls k = 'B(m) �
#B. Dann ist U wieder kofinal, und Uk+` enthält {(k, `)}+ ^ Ek ^ F` als Deformationsretrakt, da
in allen Er mit r � k keine neuen Zellen hinzukommen. Der Fall (3) funktioniert analog. ⇤

7.17. Bemerkung. Aufgrund der Natürlichkeit von ⇡ und � im vorangegangenen Beweis kom-
mutiert für disjunkte Teilmengen B, C, D ⇢ N das Diagramm

(E ^B,C F) ^B[C,D G T
�

(E ^B,C F) ^B[C,D G
�⇡oo � // (E ^B,C F) ^G

�

T(E ^B,C F)
�

^B[C,D G

⇡^id

OO

�^id
✏✏

T
�

(T(E ^B,C F)) ^B[C,D G
�

T (⇡^id)
OO

T (�^id)
✏✏

⇡oo � //
�

T(E ^B,C F)
�

G

⇡^id

OO

�^id
✏✏

(E ^ F) ^B[C,D G T
�

(E ^ F) ^B[C,D G
�⇡oo � // (E ^ F) ^G .

Wir werden später benutzen, dass dann das folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

(E ^B,C F) ^B[C,D G

⌘
B,C

^id
✏✏

⌘
B[C,D // (E ^B,C F) ^G

⌘
B,C

^id
✏✏

(E ^ F) ^B[C,D G
⌘
B[C,D // (E ^ F) ^G .

Als nächstes erinnern wir uns an die Struktur einer monoidalen Kategorie aus Definition 4.9.
Da wir hier zusätzlich eine Symmetrie zwischen E ^ F und F ^ E einführen wollen, benötigen wir
natürliche SHCW-Isomorphismen

↵E,F,G : (E ^ F) ^G �! E ^ (F ^G) ,

⌧E,F : E ^ F �! F ^ E , �E : S ^ E �! E und ⇢E : E ^ S �! E ,

die insgesamt acht Relationen zu erfüllen haben. Für die naiven reduzierten Produkte gibt es
analoge Isomorphismen in SCW , die sogar strikt sind. Wir werden daher versuchen, die obigen
SHCW-Isomorphismen so zu konstruieren, dass sie über die Abbildungen aus Proposition 7.16 mit
den entsprechenden Isomorphismen naiver reduzierter Produkte verträglich sind.

Wir erinnern uns an Beispiel 7.14 (1) und wählen für �E und ⇢E Homotopieinverse der Abbil-
dungen

⌘;,N : E = S ^;,N E �! S ^ E und ⌘N,; : E = E ^N,; S �! E ^ S .

Zur Konstruktion von ⌧E,F überlegen wir uns zunächst, dass das reduzierte Produkt von Räumen
nach Bemerkung 3.74 (2) kommutativ ist. Daher bestehen die naiven Produkte E^B,CF und F^B,CE
bis auf einen natürlichen Homöomorphismus aus den gleichen Räumen E'

B

(n) ^F'
C

(n). Allerdings
passen die Stabilisierungsabbildungen nicht unbedingt zusammen. Wenn etwa 'B(n+1) = 'B(n)+
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1, betrachten wir

s'
B

(n) ^ id : SE'
B

(n) ^ F'
C

(n) �! E'
B

(n)+1

^ F'
C

(n)

und id ^
�

(�1)'C

(n)s'
B

(n)

�

: F'
C

(n) ^ SE'
B

(n) �! F'
C

(n) ^ E'
B

(n)+1

.
(7.4)

Wir müssen also vermeiden, dass 'C(n) ungerade ist, wenn 'B(n+ 1) = 'B(n) + 1.

B = {0, 1, 4, 5, 6, 7, 10, . . . }
C = {2, 3, 8, 9, . . . }

Genauso vermeiden wir, dass 'B(n) ungerade ist, wenn 'C(n+1) = 'C(n)+1, indem wir fordern,
dass B und C von zwei aufeinanderfolgenden Zahlen 2k, 2k + 1 2 N je entweder beide oder keines
enthalten, denn dann verläuft unser Zickzackpfad immer je zwei Schritte in die gleiche Richtung.
Unter dieser Bedingung erhalten wir einen strikten Isomorphismus ⌧B,C : E ^B,C F! F ^C,B E.

7.18. Proposition. Zu je zwei Spektren E und F gibt es ein Spektrum Q und stabile Homo-
topieäquivalenzen ◆

0

: E ^ F ! Q und ◆
1

: F ^ E ! Q vom Grad 0, so dass für alle disjunkten
Teilmengen B, C ⇢ N, von denen jede für jedes k 2 N jeweils entweder alle vier Zahlen 4k, 4k+1,
4k + 2 und 4k + 3 enthält oder keine von ihnen, das folgende Diagramm bis auf stabile Homotopie
kommutiert:

T(E ^B,C F) //

T ⌧
B,C

✏✏

E ^ F
◆
0

&& Q .

T(F ^C,B E) // F ^ E
◆
1

88

Dann können wir ⌧E,F = ◆�1
1

� ◆
0

2 [E ^ F,F ^ E]
0

definieren.

Beweis. Wir konstruieren Q als Zylinder von zweidimensionalen Teleskopen, betrachten in Qn

also Zellen über [k, k + 1] ⇥ [`, ` + 1] ⇥ I mit k + `  n � 2. Für r = 0 2 I fügen wir eine Kopie
von E ^ F ein, und für r = 1 2 I eine Kopie von F ^ E, bei der die Rollen von k und ` vertauscht
sind. Aufgrund der Vorzeichenwahlen in (7.1), (7.2) können wir für 2i + 2j  n � 2 Zylinder der
Form

[2i, 2i+2]
+

^{2j}
+

^I
+

^E
2i^F2j^Sn�2i�2j und {2i}

+

^[2j, 2j+2]
+

^I
+

^E
2i^F2j^Sn�2i�2j

einkleben, wobei E
2i und F

2j bei r = 1 formal die Plätze tauschen.
Über dem Rand des Quaders e = [2i, 2i+ 2]⇥ [2j, 2j + 2]⇥ I für 2i+ 2j  n� 4 erhalten wir

dadurch den Raum
MV 0 ^ E

2i ^ F
2j ^ Sn�2i�2j�4 ,

dabei ist MV 0 der Thom-Raum eines vierdimensionalen Vektorbündels V 0 ! @e ⇠= S2, klassifiziert
durch ↵ 2 ⇡

2

(BSO(4)) ⇠= ⇡
1

(SO(4)) ⇠= Z/2, siehe Satz 3.100 und Bemerkung 6.40 (3). Diese
Bündel hängt nicht von n, i und j ab, sondern nur von der obigen Wahl von V ! I2.

Wenn wir zu größeren Quadern e0 = [4i, 4i+4]⇥ [4j, 4j +4]⇥ I für 4i+4j  n� 8 übergehen,
wird das analog konstruierte achtdimensionale Vektorbündel V 00 ! @e0 durch 4↵ = 0 klassifiziert,
lässt sich also auf e0 fortsetzen. Wir fixieren eine solche Fortsetzung W ! e und kleben den Raum

MW ^ E
4i ^ F

4j ^ Sn�4i�4j�8

entsprechend ein.
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Mit Lemma 6.29 erhalten wir die gesuchten Homotopieäquivalenzen ◆
0

und ◆
1

, definiert jeweils
auf dem kofinalen Unterspektrum von E ^ F beziehungsweise F ^ E, das jeweils nur aus Qua-
draten [4i, 4i + 4] ⇥ [4j, 4j + 1] und den Räumen E

4i und F
4j aufgebaut wurde. Aufgrund unser

Bedingung an die Mengen B und C reicht das, um die horizontalen Pfeile im obigen Diagramm
zu erhalten. Da wir über den Intervallen [4i, 4i+ 4]⇥ {4j} und {4i}⇥ [4j, 4j + 4] triviale Zylinder
gebildet haben, kommutiert das obige Diagramm. ⇤

Es seien B, C, D ⇢ N paarweise disjunkte Teilmengen. Das reduzierte Produkt von Räumen
ist nach Bemerkung 3.74 (2) bis auf einen natürlichen Homöomorphismus assoziativ. Wir erhalten
Abbildungen

↵B,C,D : (E'
B

(n) ^ F'
C

(n)) ^G'
D

(n)
⇠= E'

B

(n) ^ (F'
C

(n) ^G'
D

(n)) .

Nach Konstruktion der naiven reduzierten Produkte liefern diese zusammen einen strikten Isomor-
phismus der Spektren (E^B,CF)^B[C,D und E^B,C[D (F^C,D), dazu überprüft man Verträglichkeit
mit den Vorzeichen in (7.1) und (7.2).

7.19. Proposition. Für alle Spektren E, F, G existiert ein Spektrum P und Homotopieäquiva-
lenzen ◆

0

: P ! (E ^ F) ^G, und ◆
1

: P ! E ^ (F ^G), so dass für alle Tripel paarweise disjunkter
Teilmengen B, C, D ⇢ N mit #(B[C) = #(C[D) =1 das folgende Diagramm bis auf Homotopie
kommutiert:

(E ^B,C F) ^G
�

T(E ^B,C F)
�

^G⇡^idoo �^id // (E ^ F) ^G

(E ^B,C F) ^B[C,D G

⌘
B[C,D

OO

↵
B,C,D

✏✏

T
�

(E ^B,C F) ^B[C,D G
�

�
jj

�0
0

OO

T↵
B,C,D

✏✏

⇡oo

0

,, P

⇠ ◆
0

OO

⇠ ◆
1

✏✏

E ^B,C[D (F ^C,D G)

⌘
B,C[D

✏✏

T
�

E ^B,C[D (F ^C,D G)
�

�

tt
�0
1

✏✏

⇡oo

1

22

E ^ (F ^C,D G) E ^
�

T(F ^C,D G)
�

id^⇡oo id^� // E ^ (F ^G) .

Beweis. Das Produkt K = (E ^ F) ^G besteht aus vierdimensionalen Teleskopen der Form

Kn =
⇣

_

e
i,j

,e
h,k

MW ^
�

MV ^ Ei ^ Fj ^ Sh�i�j�d� ^Gk ^ Sn�h�k��
⌘ .

⇠

⇠=
⇣

_

e
i,j

,e
h,k

M(V �W ) ^ Ei ^ Fj ^Gk ^ Sn�i�j�k�d��
⌘ .

⇠ . (7.5)

Hierbei sind ei,j , eh,k wieder Zellen der Dimensionen d, �  2 mit unterer linker Ecke (i, j) bezie-
hungsweise (h, k), wobei i+ j + d  h  n� k � �. Außerdem sind V ! ei,j und W ! eh,k wieder
reelle Vektorbündel vom Rang d beziehungsweise �. Verklebt sind die einzelnen Blöcke wie in (7.3).

Wir konstruieren P0 aus dreidimensionalen Teleskopen, indem wir die überflüssige Richtung h
eliminieren. Dazu betrachten wir den Komplex C3

n ⇢ R3 bestehend aus Würfeln der Kantenlänge 1
mit ganzzahligen Koordinaten und alle ihren Seiten, so dass die Summe aller Koordinaten  n
bleibt. Wir definieren eine Abbildung # = ' ⌦ id : C3

n ! R4, die die Faktoren in Richtung von k
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unverändert lässt, so dass

im('|{(i,j)}) = {(i, j, i+ j)} ,

im('|
[i,i+1]⇥{j}) = {(i, j)}⇥ [i+ j, i+ j + 1] [ [i, i+ 1]⇥ {(j, i+ j + 1)} ,

im('|{i}⇥[j,j+1]

) = {(i, j)}⇥ [i+ j, i+ j + 1] [ {i}⇥ [j, j + 1]⇥ {i+ j + 1} ,

im('|
[i,i+1]⇥[j,j+1]

) = {(i, j)}⇥ [i+ j, i+ j + 1] [ [i, i+ 1]⇥ {j}⇥ [i+ j + 1, i+ j + 2]

[ {i}⇥ [j, j + 1]⇥ [i+ j + 1, i+ j + 2] [ [i, i+ 1]⇥ [j, j + 1]⇥ {i+ j + 2} .

Hierbei legt ' auf den Rändern jeder Zelle die Abbildung im Inneren bis auf Homotopie eindeutig
fest, und wir können vereinbaren, dass ' auf den Zellen halber Kantenlänge a�n ist.

i

j

���!

j

i

h

Das Bild von # enthält nur Zellen der Dimension  3 und ist ein Deformationsretrakt der Kn

zugrunde liegenden Teilmenge C4

n ⇢ R4. Wir vergessen Basispunkte für den Moment, ersetzen
die reduzierten Produkte in der Konstruktion von Kn durch kartesische Produkte und stellen uns
den so erhaltenen Raum als

”
Bündel“ K̄n ! C4

n vor. Dann ist die Einschränkung dieses Bündels
auf im# ein Deformationsrektrakt, denn wegen Lemma 6.29 sind die Vektorbündel V und W auf
jeder Zelle trivial. Es bezeichne P̄n = #⇤K̄n den Rückzug dieses Bündels nach C3

n und ◆̄
0

: P̄n ! Kn

die zugehörige Einbettung. Da C3

n zusammenziehbar ist, ist auch Pn = P̄n/C3

n homotopieäquivalent
zu Kn, und ◆0 : Pn ! Kn ist eine Homotopieäquivalenz.

Wir betrachten die Struktur des Raumes Pn, dabei bezeichne ei,j,k ⇠= Id eine Zelle der Dimen-
sion 0  d  3 mit linker unterer Ecke (i, j, k).

(0) Über den Null-Zellen haben wir den Raum Ei ^ Fj ^Gk ^ Sn�i�j�k.
(1) Über den Eins-Zellen betrachten wir die Räume I

+

^Ei ^Fj ^Gk ^Sn�i�j�k, die wir wie
in (7.1), (7.2) mit den korrekten Vorzeichen an die obigen Räume ankleben.

(2) Über den Zwei-Zellen betrachten wir MV ^ Ei ^ Fj ^Gk ^ Sn�i�j�k�2. Dabei entspricht
das Bündel V ! ei,j,k entweder dem Bündel V ! I2 in (7.5), falls ei,j,k in i-j-Richtung
liegt, oder dem isomorphen Bündel W ! I2 in den anderen Fällen.

(3) Über jeder Drei-Zelle betrachten wir MV ^ Ei ^ Fj ^Gk ^ Sn�i�j�k�3, dabei ist V ! I3

jetzt ein reelles Bündel vom Rang 3. Da ⇡
3

(BSO(3)) = ⇡
2

(SO(3)) = 0, hängt dieses
Bündel bis auf Isomorphie nur von seiner Einschränkung auf @I3 ab.

Wenn wir anstelle K = (E ^ F) ^ G das Spektrum L = E ^ (F ^ G) betrachten, erhalten wir
einen genauso konstruierten Raum. Daher können wir auch eine Homotopieäquivalenz ◆

1

: Pn ! Ln

angeben.
Als nächstes konstruieren wir 

0

: T((E ^B,C F) ^B[C,D G) ! P analog zu � im Beweis von
Proposition 7.16. Die Verkettung i

0

� 
0

faktorisiert in natürlicher Weise über (T(E ^B,C F)) ^ G,
und wir erhalten die Abbildungen �0

0

. Analog konstruieren wir 
1

und �0
1

. Man überprüft leicht,
dass das obige Diagramm dann bis auf Homotopie kommutiert. ⇤

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften des reduzierten Produktes zusammen.
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7.20. Satz. Die Kategorie (SHCW,^, S) ist eine graduiert symmetrische monoidale Katego-
rie. Inbesondere ist das reduzierte Produkt ein graduierter Bifunktor, das heißt, für komponierbare
Abbildungen f , g, p und q vom Grad k, `, m beziehungsweise n gilt

(g ^ q) � (f ^ p) = (�1)kn(g � f) ^ (q � p) ,

und es existieren natürliche Isomorphismen

↵E,F,G : (E ^ F) ^G �! E ^ (F ^G) ,

⌧ : E ^ F �! F ^ E , � : S ^ E �! E und ⇢ : E ^ S �! E ,

so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

�

(E ^ F) ^G
�

^H
↵E,F,G^idH //

↵E^F,G,H
ww

�

E ^ (F ^G)
�

^H

↵E,F^G,H

✏✏

(E ^ F) ^ (G ^H)
↵E,F,G^H ''

E ^
�

F ^ (G ^H)
�

E ^
�

(F ^G) ^H
�

,
idE^↵F,G,Hoo

(1)

E ^ F
⌧E,F //

idE^F

33F ^ E
⌧F,E // E ^ F , (2)

(F ^ E) ^G
↵F,E,G // F ^ (E ^G)

idF^⌧E,G
))

(E ^ F) ^G
↵E,F,G ))

⌧E,F^idG 55

F ^ (G ^ E) ,

E ^ (F ^G) ⌧E,F^G
// (F ^G) ^ E

↵F,G,E
55

(3)

(S ^ E) ^ F
↵S,E,F //

�E^idF

33S ^ (E ^ F) �E^F // E ^ F , (4)

(E ^ S) ^ F
↵E,S,F //

⇢E^idF

33E ^ (S ^ F) idE^�F// E ^ F , (5)

(E ^ F) ^ S
↵E,F,S //

⇢E^F

33E ^ (F ^ S) idE^⇢F// E ^ F , (6)

S ^ E
⌧S,E //

�E

44E ^ S ⇢E // E , (7)

S ^ S
⌧S,S //
idS^S

// S ^ S . (8)
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Üblicherweise werden diese acht Kohärenzbedingungen gemeinsam aufgeführt. Nach einem Satz
von Mac Lane folgen alle anderen Kohärenzen (wenn sie denn gelten) aus den obigen. Allerdings
braucht man von den Aussagen (4) und (6) nur eine.

Beweis. Aus den Proposition 7.15 und 7.16 folgt die Natürlichkeit des reduzierten Produktes
unter Abbildungen vom Grad 0. Mit den Propositionen 7.16–7.19 können wir jede der Bedingun-
gen (1)–(7) durch eine äquivalente Bedingung an naive Produkte ersetzen. Dazu wählen wir für
jedes am Diagramm beteiligte Spektrum eine Teilmenge von N mit folgenden Nebenbedingungen.

• Wenn ein Sphärenspektrum S zusammen mit � oder ⇢ auftritt, ordnen wir ihm stets die
leere Menge zu, alle anderen Teilmengen seien unendlich.

• Jede Teilmenge enthalte für jedes k 2 N entweder alle vier Zahlen 4k, . . . , 4k + 3 oder
keine von ihnen.

• Alle Teilmengen für ein festes Diagramm seien paarweise disjunkt.

Anschließend überprüfen wir, dass das so erhaltene Diagramm naiver Produkte strikt kommutiert.
Nur Bedingung (8) überprüfen wir von Hand in Übung 7.46.

Es bleibt das Verhalten unter Abbildungen von verschiedenen Graden zu prüfen (später).
⇤

7.d. Ringspektren und Produkte

Wir benutzen das soeben eingeführte reduzierte Produkt von Spektra, um Produkte wie in
den Propositionen 6.13 und Definition 6.15 zu formalisieren. Dadurch erhalten wir automatisch
Stabilitätseigenschaften analog zu Proposition 6.13 (3).

7.21. Definition. Ein Ringspektrum (E, µ, ") besteht aus einem Spektrum E, einer Multiplika-
tion µ : E ^ E! E und einer Einheitsabbildung " : S! E, so dass die Diagramme

E ^ E ^ Eµ^id //

id^µ
✏✏

E ^ E
µ
✏✏

E ^ E µ // E ,

(1)

S ^ E "^id //

�
$$

E ^ E
µ
✏✏

E ^ S"^idoo

⇢
zzE

(2)

in SHCW
0

kommutieren. Es heißt (graduiert) kommutativ, wenn auch das folgende Diagramm
kommutiert:

E ^ E ⌧ //

µ

44E ^ E µ // E . (3)

Ein (Rechts-) Modulspektrum (F, ⌫) über einem Ringspektrum (E, µ, ") besteht aus einem Spek-
trum F und einer Multiplikation ⌫ : F ^ E! F, so dass die Diagramme

F ^ E ^ E ⌫^id //

id^µ
✏✏

F ^ E
⌫
✏✏

F ^ E ⌫ // F ,

(4)
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F ^ S id^" //

⇢

44F ^ E ⌫ // F (5)

in SHCW
0

kommutieren. Analog definiert man Linksmodulspektren über (E, µ, ").

Wir nehmen also wieder an, dass alle Ringspektren eine Eins haben, die auf allen Modulspektren
durch die Identität wirkt. Im Folgenden schreiben wir kurz E oder F für Ring- beziehungsweise
Modulspektren, wenn Multiplikation und Einheitsabbildung klar sind.

7.22.Bemerkung. Wenn wir Multiplikationsabbildungen µk,` : Ek ! E` ! Ek+` und "k : Sk !
Ek angeben können, die (1) und (2) im Sinne

”
naiver“ Produkte sowie die Stabilitätsbedingung

µk+1,` �
�

sk ^ idF
`

�

= sk+` � Sµk,` = µk,`+1

�
�

idE
k

^ (�1)ks`
�

für alle k und ` erfüllen, erhalten wir die obigen Abbildungen µ und " sogar strikt wie in Übung 7.45
und haben ein Ringspektrum konstruiert.

Dabei tritt an Stelle von (3) die Bedingung

µ`,k = µk,` � ⌧`,k .

Man beachte, dass ⌧k,` : Ek^E` ! E`^Ek der natürlichen Abbildung aus Bemerkung 3.74 (2) nur bis
auf das Vorzeichen (�1)k` entspricht; dies ergibt sich aus (7.4) und der obigen Stabilitätsbedingung.
Daher sind kommutative Ringspektren in Wirklichkeit nur graduiert kommutativ.

Um ein Modulspektrum zu konstruieren, benötigen wir entsprechend Abbildungen ⌫k,` : Ek ^
F` ! Fk+`, die (4) und (5) im

”
naiven“ Sinne erfüllen.

7.23. Beispiel. Wir kennen bereits einige Ring- und Modulspektren.

(1) Das Sphärenspektrum ist ein Ringspektrum, dabei ist µk,` : Sk ^ S` ! Sk+` der natürli-
che Homöomorphismus. Das Sphärenspektrum ist kommutativ, siehe Satz 7.20 8 und
Übung 7.46. Jedes Spektrum E ist ein Modulspektrum über S mit ⌫ = �.

(2) Das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum HR über einem Ring R aus Abschnitt 5.e ist ein Ring-
spektrum, siehe Übung 7.47. Dabei sind Multiplikation und Einheitsabbildung von HR
durch die Multiplikation und die Eins in R festgelegt. Es ist kommutativ, wenn R kommu-
tativ ist, siehe Übung 7.48. Sei A ein Links-R-Modul, dann istHA ein Linksmodulspektrum
über HR.

(3) Zur reellen und komplexen K-Theorie gehören die Ringspektren K und KO, siehe Be-
merkung 6.41. Das Spektrum KSp ⇠= ⌃4KO zur quaternionischen K-Theorie ist ein KO-
Modulspektrum.

(4) Die Thom-Spektren MO, MU , MSO zu den diversen Bordismus- und Kobordismusfunk-
toren sind ebenfalls Ringspektren.

7.24. Bemerkung. Es sei (E, µ, ") ein Ringspektrum und F ein beliebiges Spektrum, dann
ist (F^E, id^µ) ein Rechtsmodulspektrum über E nach Übung 7.49. Insbesondere ist E ⇠= S^E ⇠=
E ^ S selbst sowohl Links- als auch Rechtsmodulspektrum über sich selbst.

Als Beispiel für F können wir das Moore-Spektrum MA zu einer abelschen Gruppe A aus Defi-
nition 5.70 wählen. Auf diese Weise erhalten wir E-Homologie und -Kohomologie mit Koe�zienten
in A, siehe Definition 5.73.

Im Folgenden können wir jederzeit (F, ⌫) durch (E, µ), aufgefasst als Rechtsmodulspektrum,
ersetzen.

7.25. Definition. Es sei (E, µ, ") ein Ringspektrum und (F, ⌫) ein Rechts-E-Modulspektrum.
Dann definieren wir zwei externe Produkte, das Smash-Produkt ^ : F̃ k(X)⇥Ẽ`(Y )! Ẽk+`(X^Y )
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und das Schräg-Produkt / : F̃k+`(X ^ Y ) ⇥ Ẽk(X) ! F̃`(Y ) für alle ↵ 2 [SX,F]�k = F̃ k(X),
� 2 [SY,E]�` = Ẽ`(Y ), � 2 [SX,E]�k = Ẽk(X) und b 2 [S,F ^X ^ Y ]k+` = F̃k+`(X ^ Y ) durch

↵ ^ � : S ^X ^ Y ⇠= S ^X ^ S ^ Y
↵^���! F ^ E ⌫�! F (1)

und b/� : S b�! F ^X ^ Y ⇠= F ^ S ^X ^ Y
id^�^id����! F ^ E ^ Y

⌫^id��! F ^ Y . (2)

Im Fall von !-Spektren entsprechen die obigen Definitionen genau der vorläufigen Beschrei-
bung am Anfang von Abschnitt 7.c. Aus der Konstruktion der zellulären externen Produkte in
Abschnitt 6.d kann man schließen, dass die obigen Produkte mit denen aus Proposition 6.13 über-
einstimmen. Wie immer erhalten wir unreduzierte Varianten, indem wir X und Y durch X

+

und Y
+

ersetzen.
Wegen Satz 7.20 (5) ist es in (1) und (2) unerheblich, wie wir das neutrale Element S des

reduzierten Produktes einfügen. Genauso ist es wegen Satz 7.20 (1) unerheblich, wie wir in (2)
klammern.

7.26. Proposition. Die externen Produkte sind natürlich und haben für alle ↵ 2 [SX,F]�k,
� 2 [SY,E]�`, � 2 [SZ,E]�m und alle a 2 [S,F ^X], b 2 [S,F ^ Y ^X]k+`, c 2 [S,F ^ Y ^ Z ^X]
die folgenden Eigenschaften.

(1) Assoziativität. Es gilt

(↵ ^ �) ^ � = ↵ ^ (� ^ �) 2 F̃ k+`+m(X ^ Y ^ Z)

und (c/�)/� = c/(� ^ �) 2 F̃k(X) .

(2) Einselement. Für das Element 1 = ["] 2 [S,E]
0

gilt

↵ ^ 1 = ↵ 2 F̃ k(X) , 1 ^ � = � 2 Ẽ`(Y )

und a/1 = a 2 F̃k(X) .

(3) Stabilität. Für die Stabilisierungs-Isomorphismen � gilt

(�↵) ^ � = �(↵ ^ �) = (�1)k↵ ^ (��) 2 F̃ k+`+1

�

S(X ^ Y )
�

,

(�b)/(��) = b/� 2 F̃k(X) und (�b)/� = (�1)k�(b/�) 2 F̃k+1

(X) .

(4) Transposition. Es sei t : X^Y ! Y ^X die Transpositionsabbildung. Wenn E kommutativ
ist, dann gilt

t⇤(� ^ �) = (�1)`m� ^ � .

Beweis. Zur Natürlichkeit nutzen wir aus, dass das reduzierte Produkt von Spektren ein gradu-
ierter Bifunktor ist. Es seien f : U ! X und g : V ! Y stetig. Dann ist (f⇤↵)^(g⇤�) = (f^g)⇤(↵^�)
definiert durch

S ^ U ^ V

id^f^g
✏✏

S ^ U ^ S ^ V

id^f^id^g
✏✏

⇠
=

id^id^�oo

S ^X ^ Y S ^X ^ S ^ Y⇠
=

id^id^�oo ↵^� // F ^ E ⌫ // F .

Für x 2 [S,F ^ V ^ U ]k+` wird f⇤(x/g⇤�) = ((g ^ f)⇤x)/� dargestellt durch

S x // F ^ V ^ U

id^g^f
✏✏

⇠
=

⇢�1^g^id // F ^ S ^ Y ^ U
id^�^id //

id^id^id^f
✏✏

F ^ E ^ U
⌫^id //

id^id^f
✏✏

F ^ U

id^f
✏✏

F ^ Y ^X F ^ S ^ Y ^X⇠
=

id^�^idoo id^�^id // F ^ E ^X
⌫^id // F ^X .
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Zu den restlichen Punkten betrachtet man wieder kommutative Diagramme und benutzt die
passenden Eigenschaften aus Satz 7.20 und Definition 7.21, siehe Übung 7.51. ⇤

7.27. Bemerkung. Es sei E ein Ringspektrum. Mithilfe der natürlichen Transformationen �
und ⇢ erhalten wir einen Isomorphismus S^ S ⇠= S. Daher erhalten wir eine Multiplikation auf den
Koe�zienten ⇡•(E) ⇠= Ẽ•(S0) ⇠= Ẽ•(S0) durch

↵ ^ � : S ⇠= S ^ S ↵^���! E ^ E µ�! E .

Somit erhalten wir den Koe�zientenring

E• =
M

n2Z
Ẽn(S0)

von E. Es handelt sich dabei um einen Z-graduierten Ring, das heißt, jedes Element ist eine Summe
homogener Elemente, also von Elementen mit einem wohldefinierten Grad in Z, und beim Multipli-
zieren addieren sich die Grade. Sollte E kommutativ sein, ist E• graduiert kommutativ, das heißt,

ab = (�1)k`ba falls a 2 Ek und b 2 E`.

Sei F ein E-Modulspektrum, zum Beispiel F = E. Nach Definition 7.25 sind F̃•(X) und F̃ •(X)
für jeden Raum graduierte E•-Module, und für stetige Abbildungen f : X ! Y sind f⇤ : F̃•(X)!
F̃•(Y ) und f⇤ : F̃ •(Y ) ! F̃ •(X) rechts-E•-lineare Abbildungen, siehe Übung 7.52. Wir erhalten
somit Funktoren

F̃• , F̃ • : HkwH
+

!ModE• .

Schließlich überprüft man noch, dass die externen Produkte im zweiten Argument rechts-E•-linear
sind. Wenn E kommutativ ist, erhält man auch eine Linearität im ersten Argument.

7.28. Beispiel. Wir betrachten die Koe�zientenringe einiger Spektra.

(1) Der Koe�zientenring des Eilenberg-Mac Lane-Spektrums HR ist R = HR0 = HR•. Ins-
besondere können wir gewöhnliche Kohomologie mit Koe�zienten in einem R-Modul A
jetzt endlich als ModR-wertigen Funktor verstehen.

(2) Aufgrund von Bott-Periodizität fasst man komplexe K-Theorie gern als Z/2-graduierten
Funktor auf. Der Koe�zientenring ist dann K• = K0 = Z. Über Z hingegen erhalten wir
den Koe�zientenring

Kk =

(

Z falls k gerade ist, und

0 falls k ungerade ist.

Analog betrachten wir reelle K-Theorie als Z/8-graduierten Funktor.
(3) Die diversen Bordismusfunktoren haben in der Regel kompliziertere Koe�zientenringe.

Beispielsweise wird MU• frei erzeugt von je einem Erzeuger in Grad 2k für k � 0.

7.29.Bemerkung. Wie nach Satz 6.8 eingeführt gibt es auch einKronecker-Produkt h · , · i : Ẽ•(X)⇥
Ẽ•(X) ! E•, definiert durch ha,↵i = a/↵ 2 Ẽ•(S0) = E•. Die Rechenregeln aus Propositi-
on 6.13 (4) übertragen sich entsprechend.

Es seien A, B ⇢ X Teilmengen, so dass (X,A), (X,B) und (X,A[B) punktierte Kofaserungen
sind. Dann definieren wir eine Diagonalabbildung

�X;A,B : X/(A [B) �! X/A ^X/B .

7.30. Definition. Es sei E ein Ring- und F ein Rechts-E-Modulspektrum, es sei X ein topologi-
scher Raum mit Teilmengen A, B ⇢ X, so dass (X,A), (X,B) und (X,A[B) punktierte Kofaserun-
gen sind. Dann definieren wir die inneren Produkte, das Cup-Produkt ^ : F̃ k(X/A)⇥ Ẽ`(X/B)!
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F̃ k+`(X/(A [ B)) und das Cap-Produkt _ : F̃k+`(X/(A [ B)) ⇥ Ẽk(X/A) ! F̃`(X/B) für al-
le ↵ 2 F k(X/A), � 2 E`(X/B) und c 2 Fk+`(X/(A [B)) durch

↵ ^ � = �⇤X(↵ ^ �) und c_ ↵ = (�X⇤c)/↵ .

Wir bezeichnen (Ẽ•(X),^) als die reduzierte E-Kohomologiealgebra von X.

Diese Definition ist also völlig analog zu Definition 6.15; die unreduzierten Varianten erhalten
wir analog. Aufgrund der folgenden Eigenschaften können wir tatsächlich von Kohomologierin-
gen und (Ko-) Homologiemoduln sprechen. Außerdem sind (F̃ •(X),^) und (F̃•(X),_) Rechts-
(Ẽ•(X),^)-Moduln.

7.31. Proposition. Die inneren Produkte sind natürlich und haben folgende Eigenschaften.

(1) Assoziativgesetz. Es gilt

(↵ ^ �)^ � = ↵ ^ (� ^ �) und (c_ ↵)_ � = c_ (↵ ^ �) .

(2) Einselement. Sei p : X ! pt die konstante Abbildung, dann ist 1 = p⇤
+

(") 2 H̃0(X
+

;R) =
H0(X;R) neutrales Element für beide Produkte.

(3) Adjunktion. Es gilt

hb_ ↵,�i = hb,↵ ^ �i .
(4) Wenn E kommutativ ist, ist das Cup-Produkt graduiert kommutativ, das heißt, für alle ↵ 2

Ẽk(X;R) und � 2 Ẽ`(X;R) gilt

� ^ ↵ = (�1)k`↵ ^ � .

Beweis. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Proposition 7.26. ⇤

7.32. Bemerkung. Als erste Anwendung zeigen wir, dass das Cup-Produkt auf Ẽ•(SX) ver-
schwindet. Dazu sei

SX = X ^
�

[0, 1]/{0, 1}
�

, A = X ^
�⇥

0, 1
2

⇤

, 0
�

, und B = X ^
�⇥

1

2

, 1
⇤

, 1
�

.

Dann gilt A [B = SX. Außerdem sind A, B ⇠= CX zusammenziehbar, und nach Proposition 3.62
sind die Quotientenabbildungen p : SX ! SX/A und q : SX ! SX/B Homotopieäquivalenzen.
Wir betrachten das Diagramm

Ẽk(SX/A)⇥ Ẽ`(SX/B)
^ //

⇠
=

p⇤⇥q⇤
✏✏

Ẽk+`(SX/SX) = 0

✏✏
Ẽk(SX)⇥ Ẽ`(SX)

^ // Ẽk+`(SX) .

7.33. Bemerkung. Wie in Bemerkung 6.17 ist Ẽ•(X) eine E•-Algebra ohne Eins. Wir können
eine Eins hinzufügen und erhalten die unreduzierte Kohomologie-Algebra E•(X). Während Ẽ•(X)
als E•-Modul unabhängig von der Wahl des Basispunktes ist, sieht Ẽ•(X) als E•-Algebra zumindest
die Zusammenhangskomponente des Basispunktes. Die unreduzierte Kohomologie-Algebra E•(X)
ist wiederum basispunktunabhängig.

Falls X ein m-dimensionaler, zusammenhängender CW-Komplex ist, ist Ẽ•(X) nilpotent, ge-
nauer gesagt, verschwinden alle (m+1)-fachen Produkte. Dazu nehmen wir an, dass das 0-SkelettX0

nur aus dem Basispunkt besteht, indem wir Satz 4.32 auf (X, {x
0

}) anwenden. Seien jetzt 1  p,
q  m, und sei �0X;Xp�1,Xq�1

eine zelluläre Approximation der Diagonalen �X;Xp�1,Xq�1 . Wir
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betrachten das Diagramm

X
� //

✏✏✏✏

X ^X

✏✏✏✏
X/Xp+q�1

�

0
X;X

p�1

,X

q�1

// (X ^X)/(Xp�1 ^X [X ^Xq�1) (X/Xp�1) ^ (X/Xq�1) .

Für ↵ 2 Ẽk(X/Xp�1) und � 2 Ẽ`(X/Xq�1) folgt ↵ ^ � 2 Ẽk+`(X/Xp+q�1). Da Ẽ•(X) =
Ẽ•(X/X0), liegen induktiv alle p-fachen Produkte in Ẽ•(X/Xp�1).

7.e. Allgemeine singuläre Homologie und Kohomologie

Bisher haben wir durch Spektren gegebene Homologie und -Kohomologie immer nur für CW-
Komplexe betrachtet. Um Dualitätssätze für Mannigfaltigkeiten zu formulieren, benötigen wir eine
allgemeinere Definition. Dazu ersetzen wir beliebige Paare von Räumen durch schwach äquivalente
CW-Paare ähnlich wie in Abschnitt 4.c.

Sei (Z,U) ein beliebiges Paar topologischer Räume. Mit Satz 4.32 finden wir zunächst eine CW-
Approximation A! U . Sei g : A! Z die zusammengesetzte Abbildung, dann ersetzen wir Z durch
den Abbildungszylinder Zg. Anschließend konstruieren wir ein CW-Modell (X,A) für (Zg,A). Dann
kommutiert das Diagramm

X // Zg
⇠ // Z

A
0 P

``

//
� ?

OO
g

>>

U .
� ?

OO

Dabei sind sowohl A als auch X jeweils bis auf Homotopieäquivalenz eindeutig, und die Homoto-
pieäquivalenzen selbst sind ebenfalls bis auf Homotopie eindeutig bestimmt. Wir nennen (X,A)!
(Z,U) eine Approximation von (Z,U) durch ein CW-Paar.

Sei jetzt f : (Z,U)! (W,V ) seine stetige Abbildung von Paaren und (X,A)! (Z,U), (Y,B)!
(W,V ) seien Approximationen durch CW-Paare. Mit Satz 4.32 konstruieren wir zunächst eine
Abbildung A! B, dann eine Abbildung g : X ! Y , so dass das Diagramm

Y // W

X

g >>

// Z

f ==

B
� ?

OO

// V
� ?

OO

A
� ?

OO

>>

// U
� ?

OO

==

bis auf Homotopie kommutiert. Wieder sind alle Abbildungen bis auf Homotopie eindeutig be-
stimmt. Da (X,A) eine Kofaserung ist, können wir g als Abbildung von Paaren (X,A) ! (Y,B)
wählen.

7.34. Definition. Es sei E ein Spektrum. Es sei f : (Z,U) ! (W,V ) eine Abbildung von
Paaren, und es sei g : (X,A) ! (Y,B) eine Approximation durch CW-Paare. Dann definieren wir
die singuläre E-Homologie E•(Z,U) = Ẽ•(X/A) und

f⇤ = g⇤ : E•(Z,U) = Ẽ•(X/A) �! Ẽ•(Y/B) = E•(W,V ) ,

und analog die singuläre E-Kohomologie.

Insbesondere ist auch E•(Z) = E•(X) = Ẽ•(X+

) im Falle U = ;. Im Spezialfall E = HG
sprechen wir einfach von singulärer Homologie und Kohomologie.
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7.35. Bemerkung. Man überprüft die folgenden Behauptungen.

(1) Nach Übung 7.53 sind singuläre E-Homologie und -Kohomologie Funktoren HPair ! Ab.
(2) Für Tripel U ⇢ V ⇢W existieren natürliche exakte Sequenzen

· · · � En�1(V,W )
@ � En(U, V ) � En(U,W ) � En(V,W ) � · · · ,

· · · �! En�1(V,W )
��! En(U, V ) �! En(U,W ) �! En(V,W ) �! · · ·

wie in Übung 6.58. Im Fall W = ; erhalten wir die langen exakten Sequenzen eines Paares;
diese sind Bestandteil der Eilenberg-Steenrod-Axiome.

(3) Singuläre E-Homologie und -Kohomologie sind invariant unter schwachen Äquivalenzen.
Insbesondere sind die Homologie-Funktoren aus den Definitionen 5.37 und 7.34 natürlich
isomorph. Für Kohomologie gilt das wegen Übung 6.57 jedoch nicht.

Punkt (1) entspricht den Eilenberg-Steenrod-Axiomen 1, 2 und 6 [ES, Section I.3]. Punkt (2)
fürW = ; entspricht den Axiomen 3 und 4. Das Ausschneidungsaxiom 5 behandeln wir im folgenden
Satz, und das Dimensionsaxiom 7 verlangen wir nur für gewöhnliche singuläre (Ko-) Homologie.

7.36. Satz (Ausschneidung, Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei E ein Spektrum, und es sei X =
U [ V mit U , V ⇢ X o↵en. Dann induziert die Inklusionsabbildung (U,U \ V ) ,! (X,V ) Isomor-
phismen

E•(U,U \ V )
⇠
=�! E•(X,V ) und E•(X,V )

⇠
=�! E•(U,U \ V ) . (1)

Unter den gleichen Voraussetzungen sind die folgenden Mayer-Vietoris-Sequenzen exakt:

· · · � Ẽn�1(A \B)
@ � Ẽn(X) � Ẽn(A)� Ẽn(B)

� � Ẽn(A \B) � · · · , (2)

· · · �! Ẽn�1(A \B)
��! Ẽn(X) �! Ẽn(A)� Ẽn(B)

��! Ẽn(A \B) �! · · · . (3)

Allgemeiner dürfen wir beliebige Teilmengen U , V ⇢ X mit Ů [ V̊ = X zulassen. Ohne eine
Bedingung geht es sicher nicht, dazu betrachte man etwa das Beispiel [0, 1] =

⇥

0, 1
2

�

[
⇥

1

2

, 1
⇤

.

Beweis. Wir bestimmen zunächst eine CW-Approximation C ! U \ V . Wie oben finden wir
dann Approximationen (A,C)! (U,U\V ) und (B,C)! (V, U\V ). Zu zeigen ist, dass die natürli-
che Abbildung A [C B ! X eine schwache Äquivalenz ist. Dazu zerlegt man den Abbildungskegel
der natürlichen Abbildung

D = A [C⇥{0} C ⇥ [0, 1] [C⇥{1} B �! X

geschickt in zwei o↵ene Mengen, die jeweils den Abbildungskegel von A! U beziehungsweise B !
V als Deformationsretrakt enthalten, und deren Durchschnitt den Abbildungskegel von C ! U \
V als Deformationsrektrakt enthält. Diese drei kleinen Abbildungskegel sind nach Voraussetzung
schwach zusammenziehbar. Nach dem Ausschneidungssatz 3.38 von Blakers-Massey gilt das dann
auch für den obigen Abbildungskegel von D ! X. Die natürliche Abbildung D ⇣ A [C B ist eine
Homotopieäquivalenz, also ist (A [C B,B) eine CW-Approximation von (X,V ).

Jetzt erhalten wir die gesuchten natürlichen Isomorphismen

E•(U,U \ V ) ⇠= Ẽ•(A/C) = Ẽ•
�

(A [C B)/B
� ⇠= E•(X,V ) ,

E•(X,V ) ⇠= Ẽ•�(A [C B)/B
�

= Ẽ•(A/C) ⇠= E•(U,U \ V ) .

Die angegebenen Mayer-Vietoris-Sequenzen folgen daraus. Wir können sie auch direkt aus den
Sätzen 5.13 und 6.3 ableiten. ⇤
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7.37. Proposition. Es sei E ein Spektrum, und es seien (Ui)i, (Vi)i aufsteigende Folgen von
Teilmengen von X mit Vi ⇢ Ui. Für das Paar (U, V ) =

�

S

i Ui,
S

i Vi
�

gilt

E•(U, V ) = lim
�!

E•(Ui, Vi) ,

falls es zu jedem Paar (K,L) ⇢ (U, V ) kompakter Teilmengen ein i 2 N mit (K,L) ⇢ (Ui, Vi) gibt.

Beweis. Aufgrund der Definition des Kolimes gibt es eine natürliche Abbildung

' : lim
�!

(Ui, Vi) �! E•(U, V ) .

Wegen Bemerkung 7.35 (3) wird eine Homologieklasse [a] 2 Ek(U, V ) für ein n 2 N dargestellt durch
eine Abbildung a : Sn+k ! En ^ (U//V ). Es sei ◆ : V ! U die Inklusion, dann schreibe U//V ⇠=
Z◆[V CV . Da Sn+k kompakt ist, liegt das Bild von a in K [K\V ((K \V )⇥ I)[LCL für geeignete
Kompakta K ⇢ U und L ⇢ V \K, und der obige Raum ist homotopieäquivalent zu K//L. Wenn
es ein i 2 N mit (K,L) ⇢ (Ui, Vi) gibt, folgt [a] 2 im'. Somit ist ' surjektiv. Die Injektivität wird
analog bewiesen. ⇤

7.38. Bemerkung. Sei E ein Ringspektrum und F ein Rechts-E-Modulspektrum. Man defi-
niert externe Produkte auf der singulären (Ko-)Homologie, indem man alle betro↵enen Raumpaare
durch Paare von CW-Komplexen approximiert. Dazu überlegt man sich zunächst, dass das Pro-
dukt solcher Approximationen wieder das Produkt der ursprünglichen Räume approximiert, siehe
Übung 7.54. Wir erhalten also externe Produkte

^ : F k(Z,U)⇥ E`(W,V ) �! F k+`(Z ⇥W,U ⇥W [ Z ⇥ V )

und / : Fk+`(Z ⇥W,U ⇥W [ Z ⇥ V )⇥ Ek(Z,U) �! F`(W,V )

wie in Definition 7.25.
Anschließend überlegt man sich, dass Approximation durch Paare von CW-Komplexen auch

mit der Diagonalabbildung verträglich ist, und erhält in Analogie zu Definition 7.30 die internen
Produkte

^ : F k(Z,U)⇥ E`(Z, V ) �! F k+`(Z,U [ V )

und _ : Fk+`(Z,U [ V )⇥ Ek(Z,U) �! F`(Z, V ) .

7.39. Bemerkung. In den meisten Lehrbüchern wird nur gewöhnliche singuläre (Ko-) Homo-
logie definiert, und zwar über Kettenkomplexe, die von singulären Simplizes oder Würfeln erzeugt
werden. Man kann jetzt beweisen, dass diese Definition Funktoren liefert, die die gleichen Axiome
erfüllen wie die singuläre (Ko-) Homologie aus Definition 7.34 zu den Eilenberg-Mac Lane-Spektren.
Insbesondere ist auch die

”
klassische“ singuläre (Ko-) Homologie invariant unter schwachen Äquiva-

lenzen. Zusammen mit den Sätzen 5.23 und 6.8 sehen wir, dass beide Herangehensweisen natürlich
isomorphe Funktoren liefern.

7.f. Übungen zu Kapitel 7

Übungen zu Abschnitt 7.a.

7.40. ¨Ubung. Beweisen Sie die folgende Aussagen über kofinale Unterspektren.

(1) Es sei U ⇢ V kofinal und V ⇢ E kofinal, dann ist auch U ⇢ E kofinal.
(2) Es sei U ⇢ E kofinal und V ⇢ E ein Unterspektrum, dann ist U \ V ⇢ V kofinal.
(3) Es sei V ⇢ F kofinal und f : E ! F eine strikte Abbildung, dann ist auch f�1(V) ⇢ E

kofinal.

7.41. ¨Ubung. (1) Es seien f , g : E ! F Abbildungen. Erklären Sie Definition 7.5 in Ter-
men strikter Abbildungen auf kofinalen Unterspektren.
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(2) Zeigen Sie in dieser Sprache, dass Homotopie auf Abbildungen eine Äquivalenzrelation
definiert.

(3) Zeigen Sie in dieser Sprache, dass Verkettung von Abbildungen mit Homotopie verträglich
ist.

Übungen zu Abschnitt 7.b.

7.42. ¨Ubung. Es seien E, F CW-Spektren.

(1) Definieren Sie ein geeignetes CW-Spektrum E_Fmit Abbildungen i : E! E_F und j : F!
E _ F vom Grad 0.

(2) Zeigen Sie, dass es in der Kategorie SCW
0

die universelle Eigenschaft eines Koproduktes
erfüllt.

(3) Konstruieren Sie Abbildungen p : E_F! E und q : E_F! F vom Grad 0, so dass p� i =
idE, q � j = idF und p � j = q � i = 0.

7.43. ¨Ubung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Es seien X und Y punktierte CW-Komplexe, dann ist SkX _ SkY ,! SkX ⇥ SkY eine
(2k � 2)-zusammenhängende Abbildung.

(2) Es seien E, F und E _ F die Spektren aus Aufgabe 7.42. Zeigen Sie mit Teil (1) und
Aufgabe 7.42, dass E _ F die universelle Eigenschaft eines Produkts in SHCW

0

erfüllt.

7.44. ¨Ubung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Die Verknüpfung von Abbildungen in der Kategorie SHCW
0

ist bilinear bezüglich der
Addition.

(2) Das Koprodukt aus Aufgabe 7.42 ist auch ein Koprodukt in SHCW
0

. Insbesondere exi-
stieren alle Koprodukte in SHCW

0

.
(3) Schließen Sie hieraus mit Hilfe abstrakter Argumente (alternativ zu Aufgabe 7.43), dass

jedes Koprodukt gleichzeitig ein Produkt ist.

Zusatz: Formulieren Sie passende universelle Eigenschaften für das obige Biprodukt (simultane
Produkt und Koprodukt), wenn wir Abbildungen von beliebigem Grad zulassen.

Übungen zu Abschnitt 7.c.

7.45. ¨Ubung. Es seien E = (Ek, sk)k, F = (F`, t`)`, G = (Gm, um)m CW-Spektren. Zeigen Sie:

(1) Eine Folge von Abbildungen µk,` : Ek ^ F` ! Gk+` induziert genau dann für alle A =
B [̇ C ⇢ N mit #A = 1 eine strikte Abbildung µB,C : E ^B,C F ! G, wenn für alle k, `
gilt, dass

µk+1,` �
�

sk ^ idF
`

�

= uk+` � Sµk,` = µk,`+1

�
�

idE
k

^ (�1)kt`
�

.

(2) Wenn die Bedingung aus (1) erfüllt ist, existiert eine bis auf Homotopie eindeutige Abbil-
dung µ : E ^ F! G, so dass µB,C ⇠ µ � ⌘B,C .

7.46. ¨

Ubung. Konstruieren Sie Homotopieäquivalenzen µk,` : Sk ^ S` ! Sk+`, die den Bedin-
gungen aus Aufgabe 7.45 (1) genügen, mit µ

0,0 = idS0 : S0^S0 ! S0. Es bezeichne ⌧k,` : Sk ^S` !
S` ^ Sk den Vertauschungshomöomorphismus mit ⌧(x ^ y) = y ^ x. Zeigen Sie, dass µ`,k � ⌧k,`
zu (�1)k`µk,` homotop ist, wobei �1: Sk+` ! Sk+` eine beliebige Abbildung vom Abbildungs-
grad �1 bezeichne.

Übungen zu Abschnitt 7.d.

7.47. ¨

Ubung. Es sei HZ = (HZk, sk)k2N das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu Z, und es
bezeichne 1k 2 ⇡k(HZk) ⇠= Z den kanonischen Erzeuger mit sk � S1k = sk+1

.
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(1) Konstruieren Sie Abbildungen µk,` : HZk ^ HZ` ! HZk+`, die den Bedingungen aus
Aufgabe 7.45 (1) genügen, mit µk,`(1k ^ 1`) = 1k+`, und beweisen Sie Eindeutigkeit bis
auf Homotopie.

(2) Zeigen Sie, dass für alle k, `, m � 0 die folgenden Paare von Abbildungen jeweils homotop
sind:

µk+`,m � (idHZ
k

^ µ`,m) ⇠ µk,`+m � (µk,` ^ idHZ
m

) ,

µ
0,k � (10 ^ idHZ

k

) ⇠ idHZ
k

: S0 ^HZk �! HZk ,

und µk,0 � (idHZ
k

^ 1
0

) ⇠ idHZ
k

: HZk ^ S0 �! HZk .

7.48. ¨

Ubung. Es seien µk,` : HZk ^ HZ` ! HZk+` die Abbildungen aus Aufgabe 7.47. Es
bezeichne ⌧k,` : HZk^HZ` ! HZ`^HZk den Vertauschungshomöomorphismus mit ⌧(x^y) = y^x.
Zeigen Sie:

(1) Es gibt für alle k � 1 eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung �1: HZk ! HZk, so
dass (�1)⇤ = �id⇡

k

(HZ
k

)

.

(2) Für alle k, ` � 0 sind die Abbildungen µ`,k � ⌧k,` und (�1)k+` �µk,` : HZk ^HZ` ! HZk+`

homotop.

7.49. ¨

Ubung. Es sei (E, µ, ") ein Ringspektrum und F ein beliebiges Spektrum. Beweisen Sie
mit Hilfe von Satz 7.20 und Definition 7.21, dass (F ^ E, id ^ µ) ein E-Modulspektrum ist.

7.50. ¨Ubung. Es sei A eine abelsche Gruppe und MA ihr Moore-Spektrum. Zeigen Sie, dass

⇡k(HZ ^MA) ⇠=
(

A für k = 0

0 sonst

Konstruieren Sie eine stabile Abbildung HA! HZ^MA, die auf allen ⇡k Isomorphismen induziert.

7.51. ¨Ubung. Beweisen Sie mindestens einen der Punkte (1)–(4) aus Proposition 7.26 mit Hilfe
von Satz 7.20 und Definition 7.21.

7.52. ¨

Ubung. Es sei E ein Ring- und F ein Rechts-E-Modulspektrum. Überprüfen Sie Be-
merkung 7.27, wonach F̃•(X) und F̃ •(X) für jeden Raum X graduierte Rechts-E•-Moduln sind,
und stetige Abbildungen graduiert E•-lineare Abbildungen induzieren. Dabei bedeutet

”
graduiert“

wieder, dass sich bei der Multiplikation homogener Elemente die Grade addieren.

Übungen zu Abschnitt 7.e.

7.53. ¨Ubung. Es sei f : (Z,U)! (W,V ) eine stetige Abbildung beliebiger Paare. Beweisen Sie
die Definition 7.34 zugrunde liegende Behauptung, wonach f⇤ : E•(W,V )! E•(Z,U) nicht von der
Wahl der Abbildung g : (X,A) ! (Y,B) von Approximationen durch Paare von CW-Komplexen
abhängt. Zeigen Sie dann, dass E• ein homotopieinvarianter Funktor ist.

7.54. ¨

Ubung. Es seien (X,A) ! (Z,U) und (Y,B) ! (W,V ) Approximationen durch Paare
von CW-Komplexen. Zeigen Sie, dass (X⇥Y,A⇥Y [X⇥B) eine Approximation von (Z⇥W,U ⇥
W [ Z ⇥ V ) durch Paare von CW-Komplexen ist.

Hinweis: Arbeiten Sie mit Abbildungskegeln, und beginnen Sie mit dem Spezialfall U = V = ;.
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KAPITEL 8

Dualität

In allgemeinen monoidalen Kategorien gibt es einen Begri↵ von starker Dualität. In der sta-
bilen Homotopiekategorie SHCW der CW-Spektren ist das die sogenannte Spanier-Whitehead-
oder S-Dualität. Beim Übergang von einem Raum zu seinem Dualraum vertauschen Homologie
und Kohomologie ihre Rollen. Motiviert von unseren berlegungen zur Poincaré-Dualität in der
Bordismustheorie führen wir Orientierungen und Fundamentalklassen ein. Anschließend beweisen
wir den Thom-Isomorphismussatz und Poincaré-Dualität, indem wir den Thom-Isomorphismus mit
Spanier-Whitehead-Dualität kombinieren.

8.a. Spanier-Whitehead-Dualität

In diesem Kapitel führen wir eine stabile Dualität zwischen topologischen Räumen X und X⇤

ein, so dass die Homologie von X genau die Kohomologie von X⇤ ist und umgekehrt. Streng
genommen handelt es sich um eine Dualität zwischen (Einhängungs-) Spektren. Sie funktioniert
besonders gut für endliche Spektren, oder äquivalent für endliche CW-Komplexe. Kompakte glatte
Mannigfaltigkeiten sind typische Beispiele hierfür, und wir können das Dual einer kompakten Man-
nigfaltigkeit explizit angeben als Thom-Spektrum ihres stabilen Normalenbündels; dazu folgen wir
Dold und Puppe [DP]. Im nächsten Abschnitt beweisen wir den Thom-Isomorphismus-Satz und
erhalten als Korollar verschiedene Dualitätssätze für glatte Mannigfaltigkeiten.

Es sei (C,⌦, E) eine monoidale Kategorie, siehe Abschnitt 4.b. Wir erinnern uns auch an die
natürlichen Isomorphismen � und ⇢ aus Definition 4.9. In einer monoidalen Kategorie heißt ein
Objekt B schwach dual zu A, wenn es für alle Objekte C eine natürliche Bijektion

HomC(C ⌦A,E) ⇠= HomC(C,B) (8.1)

gibt. Für C = B entspricht dann idB 2 HomC(B,B) der schwachen Auswertungsabbildung

" = "A : B ⌦A! E .

Wenn zu jedem Objekt A ein duales Objekt DA = B existiert, erhält man durch Auswahl
von DA einen kontravarianten Funktor D : C ! C. Falls nicht, kann man zur vollen Unterkate-
gorie C⇤ der dualisierbaren Objekte übergehen. Dabei ist E dual zu sich selbst, wir setzen al-
so DE = E. Der zu f : A ! B duale Morphismus Df : DB ! DA wird so definiert, dass das
Diagramm

DB ⌦A
id⌦f //

Df⌦id
✏✏

DB ⌦B

"
B

✏✏
DA⌦A

"
A // E

kommutiert.
Wenn auch DA ein schwaches Dual besitzt, können wir eine natürliche Abbildung �A : A !

DDA angeben, die gemäß (8.1) der Identität idDA entspricht. Dann nennen wir A reflexiv, wenn �A
ein Isomorphismus ist.
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8.1. Beispiel. Es sei C eine abgeschlossene monoidale Kategorie. Dann hat jedes Objekt C ein
schwach duales Objekt D = hom(C,E), und "C = evC,E ist die schwache Auswertungsabbildung
aufgrund der universellen Eigenschaft aus Definition 4.9 (3). Der duale Morphismus zu f : A! B
ist hom(f,E) : hom(B,E)! hom(A,E).

Noch konkreter sei C = Veck, dann ist DV = V ⇤ der Dualraum, "V : V ⇤ ⌦ V ! k die Auswer-
tungsabbildung mit ↵⌦ v 7! ↵(v), und f⇤ : W ⇤ ! V ⇤ ist der duale Morphismus zu f : V !W . Ein
Vektorraum V ist reflexiv, wenn V ⇠= (V ⇤)⇤ gilt, also genau dann, wenn er endlich-dimensional ist.
Daher heißen reflexive Objekte manchmal auch endlich.

8.2. Proposition und Definition. Es sei (C,⌦, E) eine monoidale Kategorie. Für Objekte A,
B von C und einen Morphismus " : A⌦B ! E sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) Es gibt eine Ko-Auswertungsabbildung ⌘ : E ! A⌦B, so dass

idA : A
��1

�! E ⌦A
⌘⌦id��! A⌦B ⌦A

id⌦"��! A⌦ E
⇢�! A , (1a)

idB : B
⇢�1

�! B ⌦ E
id⌦⌘��! B ⌦A⌦B

"⌦id��! E ⌦B
��! B . (1b)

(2) Für alle Objekte C, D von C ist die natürliche Abbildung 'C,D : HomC(C,D ⌦ B) !
HomC(C ⌦A,D) bijektiv, wobei

'C,D(f) : C ⌦A
f⌦id��! D ⌦B ⌦A

id⌦"��! D ⌦ E
⇢�! D .

Falls eine dieser Aussagen gilt, heißt A stark dualisierbar mit starkem Dual B.

Später benutzen wir Eigenschaft (1) zum Nachweis der starken Dualität. In den Anwendun-
gen arbeiten wir oft mit (2), siehe Bemerkung 8.5. Diese Aussage bedeutet, dass Tensorieren mit
stark dualen Objekten adjungierte Funktoren liefert. Eigenschaft (2) impliziert, dass starke Duale
insbesondere schwache Duale im Sinne von (8.1) sind.

In einer symmetrischen monoidalen Kategorie spielen A und B die gleiche Rolle. Also ist A
genau dann starkes Dual von B, wenn B starkes Dual von A ist, und stark dualisierbare Objekte
sind automatisch reflexiv.

Beweis. Die Behauptung ist die Äquivalenz zweier Definitionen adjungierter Funktoren, die
folgenden Argumente sind daher Standard. Sei (1) erfüllt, dann definieren wir eine Umkehrabbil-
dung  C,D zu 'C,D durch

 C,D(g) : C
⇢�1

�! C ⌦ E
id⌦⌘��! C ⌦A⌦B

g⌦id��! D ⌦B .

Um zu sehen, dass 'C,D �  C,D = id, benutzen wir (1a) im Diagramm

C ⌦A // C ⌦ E ⌦A
⌘ // C ⌦A⌦B ⌦A

g //

"
✏✏

D ⌦B ⌦A

"
✏✏

C ⌦A⌦ E
g //

✏✏

D ⌦ E

✏✏
C ⌦A

g // D .

Entsprechend folgt  C,D � 'C,D = id aus (1b).

272



Wenn umgekehrt (2) gilt, sei ⌘ = '�1E,A(�). Dann folgt (1a) aus der Definition von 'E,A, denn

E ⌦A
⌘ //

�
✏✏

A⌦B ⌦A

"
✏✏

A A⌦ E .
⇢oo

Nach Definition von 'C,D gilt " = 'B,E(��1). Wir können jetzt  C,D wie oben definieren und 'C,D�
 C,D = id überprüfen. Da 'C,D bijektiv ist, ist  C,D die Umkehrabbildung. Also gilt  B,E(") = ��1,
und daraus folgern wir (1b) ähnlich wie oben. ⇤

8.3. Beispiel. Selbst in abgeschlossenen monoidalen Kategorien ist nicht immer jedes Objekt
stark dualisierbar.

(1) Ein k-Vektorraum ist genau dann stark dualisierbar, wenn er endlich-dimensional ist.
(2) Sei R kommutativer Ring mit Eins. Dann ist ein R-Modul genau dann stark dualisierbar,

wenn er endlich erzeugt und projektiv ist.

Da Veck und ModR symmetrisch monoidal sind, ist Dualität hier eine symmetrische Relation.

8.4. Definition. Das starke Dual in der stabilen Homotopiekategorie (SHCW,^, S) heißt
Spanier-Whitehead-Dual oder S-Dual. Wenn SX zu ⌃�nSX⇤ stark dual ist, heißt X⇤ ein Spanier-
Whitehead-Dual vom Grad n mit Auswertungsabbildung "n : X⇤ ^X ! Sn.

8.5. Bemerkung. Da die monoidale Kategorie SHCW nach Satz 7.20 graduiert symmetrisch
ist, ist dann X auch ein Spanier-Whitehead-Dual zu X⇤. Dualisierbare Räume sind also reflexiv,
was auch in der Kategorie SHCW eine starke Einschränkung ist. Immerhin kann man zeigen, dass
endliche CW-Spektren immer ein ebenfalls endliches duales Spektrum besitzen.

Wir müssen etwas mit den Vorzeichen aufpassen. Es sei X⇤ ein Spanier-Whitehead-Dual von X
vom Grad n. Zur Auswertungsabbildung "n : X⇤ ^ X ! Sn gehört nach Definition 8.2 (1) eine
Koauswertungsabbildung ⌘n : Sn ! X^⇤, so dass

idSnX : Sn ^X
⌘
n

^id��! X ^X⇤ ^X
id^"

n��! X ^ Sn ⌧�! Sn ^X ,

idSnX⇤ : Sn ^X⇤
(�1)n⌧

0��! X⇤ ^ Sn id^⌘
n��! X⇤ ^X ^X⇤

"
n

^id��! Sn ^X⇤ .

Hierbei sei ⌧
0

die
”
naive“ Transposition aus Bemerkung 3.74 (2). Da sowohl Sn als auch C(Rn|K)

der n-te Raum des jeweiligen Spektrums sind, entspricht ⌧n,n = (�1)n·n⌧
0

genau der Transposition
gemäß Satz 7.20.

Wir geben eine (ko-) homologische Interpretation der Bedingung (2) in Definition 8.2. Es sei E
ein Spektrum, das wir gemäß Beispiel 7.23 (1) als Linksmodulspektrum über dem Sphärenspek-
trum S au↵assen. Außerdem repräsentiert ⌘n eine Homologieklasse [⌘n] 2 ⇡sn(X ^ X⇤). Unter der
Annahme, dass X ein endlicher CW-Komplex ist, sei [a] 2 Ek(X) gegeben durch a : S`X ! Ek+`.
Aus Definition 7.25 und der Konstruktion von  im Beweis vom Proposition 8.2 ergibt sich, dass

 S,E(a) = ⌘n/a : S
n+` S`⌘

n��! S`X ^X⇤
a^id��! Ek+` ^X⇤ .

Das gleiche Argument funktioniert auch für stabile Abbildungen a 2 [SX,E]�k. Also erhalten wir
eine (ko-) homologische Dualität

 S,E = ⌘n/ · : Ek(X)
⇠
=�! En�k(X

⇤) .

Um Spanier-Whitehead-Duale zu konstruieren, benötigen wir noch einen neuen Begri↵.

8.6. Definition. Eine Teilmenge Y ⇢ X heißt Umgebungsretrakt, wenn es eine Umgebung U ⇢
X von Y und eine Retraktion p : U ! Y gibt. Letztere heißt dann auch Umgebungsretraktion.
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Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie wir Räume und Paare von Räumen durch Paare
von CW-Komplexen approximieren können. Den Ausschneidungssatz 7.36 können wir als Satz über
solche Approximationen verstehen. Wir arbeiten im Folgenden daher nicht mit CW-Komplexen,
sondern mit Raumpaaren. Eine Approximation durch Paare von CW-Komplexen ist im Folgen-
den stets möglich, vereinfacht die Situation jedoch nicht. Wir erinnern uns an die Schreibwei-
se X|x = (X,X \ {x}) aus Abschnitt 3.e. Allgemeiner sei X|A = (X,X \ A) für jede Teilmen-
ge A ⇢ X. Mit C(X|x) = X//(X \ {x}) und C(X|A) = X//(X \A) bezeichnen wir die zugehörigen
Homotopiequotienten.

8.7. Satz (Spanier-Whitehead-Dualität). Es sei K ⇢ Rn ein kompakter Umgebungsretrakt.
Dann ist C(Rn|K) ein Spanier-Whitehead-Dual von K

+

.

Beweis. Wir fassen K als 0-ten Raum des Spektrums SK auf, und C(Rn|K) als n-ten Raum
des dualen Spektrums. Eine Auswertungsabbildung "n : C(Rn|K) ^K

+

! Sn wird gegeben durch

"n((x, t) ^ k) = (x� k, t) 2 C(Rn|0) ⇠�! Sn .

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn sie bildet Basispunkt auf Basispunkt ab, und wenn (x, t)
nicht in der Basis des Kegels liegt, also t < 1, gilt x /2 K, somit x� k 6= 0.

Es sei R > 0 so groß, dass K ⇢ BR(0). Mit dem Lemma 1.30 von Urysohn finden wir eine
stetige Abschneidefunktion  : Rn ! I mit  |K ⌘ 1 und supp ⇢ U . Außerdem sei p : U ! K die
Umgebungsretraktion. Wir konstruieren eine Koauswertungsabbildung ⌘n : Sn ! K

+

^ C(Rn|K)
für (x, t) 2 C(Rn|B

R

(0)

) ⇠ Sn durch

⌘n(x, t) = p(x) ^
�

x, (x) t
�

.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn da supp ⇢ U , brauchen wir p(x) nur auf Punkte x 2 U
anzuwenden. Und schließlich ist |x| � R falls t < 1, also insbesondere x /2 K. Sobald wir gezeigt
haben, dass "n und ⌘n die Bedingungen aus Bemerkung 8.5 erfüllen, folgt auch die Eindeutigkeit
von ⌘n bis auf stabile Homotopie.

Wir überprüfen die Bedingungen aus Proposition 8.2 (1). Zu (1a) betrachten wir die Verkettung

Sn ^K
+

⇠ C(Rn|BR(0)) ^K
+

⌘
n

^id // K
+

^ C(Rn|K) ^K
+

id^"
n // K

+

^ C(Rn|0) ⇠ K
+

^ Sn

(x, t) ^ k � // p(x) ^ (x, (x) t) ^ k � // p(x) ^ (x� k, (x) t) .

Um eine Homotopie zur Transpositionsabbildung ⌧ : Sn^K
+

! K
+

^Sn zu finden, ersetzen wir im
Bild K zunächst durch U . Das Element (x� k, (x) t) 2 C(Rn|0)

”
sieht“ nur Punkte von kleinem

Abstand |x� k|. Genauer gesagt, wählen wir r > 0 so klein, dass x 2 U falls k 2 K und |x� k|.
Mit einer weiteren Abschneidefunktion erreichen wir, dass (x, t)^ k auf den Basispunkt abgebildet
wird, wenn |x� k| � r. Daher ist die obige Abbildung als Abbildung nach U

+

^ C(Rn|0) homotop
zu

C(Rn|BR(0)) ^K
+

3 (x, t) ^ k 7�! k ^ (x� k, (x) t) 2 K
+

^ C(Rn|0) .

Mit Hilfe der Retraktionsabbildung r können wir diese Homotopie auf K
+

^ C(Rn|0)
”
herunter-

drücken“. Die obige Abbildung ist wiederum homotop zu

C(Rn|BR(0)) ^K
+

3 (x, t) ^ k 7�! k ^ (x, (x) t) 2 K
+

^ C(Rn|0) ,

indem wir x � k durch x � sk ersetzen. Denn falls (x, t) nicht in der Basis des Kegels liegt (also
falls t < 1), ist |x| � R, somit x� sk 6= 0 für alle s 2 I.
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Zu (1b) betrachten wir die Verkettung

C(Rn|K) ^ C(Rn|BR(0))
id^⌘

n // C(Rn|K) ^K
+

^ C(Rn|K)
"
n

^id // C(Rn|0) ^ C(Rn|K)

(y, u) ^ (x, t) � // (y, u) ^ p(x) ^ (x, (x) t) � // (y � p(x), u) ^ (x, (x) t) .

Wie im obigen Beweis dürfen wir annehmen, dass alle Punkte (y, u) ^ (x, t) auf den Basispunkt
abgebildet werden, es sei denn |y � p(x)| < r und |x� p(x)| < r; letzteres gilt bei geeigneter Wahl
von r, da p(x) = x für alle x 2 K. Das nutzen wir aus, um zunächst im zweiten Faktor x in y zu de-
formieren. Anschließend homotopieren wir y�p(x) im ersten Faktor zunächst zu �p(x), dann zu �x.
Die Abbildung �id : C(Rn|BR(0))! C(Rn|0) hat Abbildungsgrad (�1)n nach Folgerung 3.91, die
obige Abbildung ist also homotop zu (�1)n⌧

0

. Mit Bemerkung 8.5 ist der Satz bewiesen. ⇤
Wir erinnern uns an den Whitney-Einbettungssatz 6.44, den Satz 6.43 von der Röhrenumge-

bung, die Definition 6.42 des Thom-Raumes eines Vektorbündels und die Definition 6.45 des stabilen
Normalenbündels.

8.8. Definition. Es sei f : M ! Rn eine Einbettung einer m-dimensionalen glatten geschlos-
senen Mannigfaltigkeit. Das normale Thom-Spektrum M⌫ von f ist als Einhängungsspektrum de-
finiert durch

M⌫k =

(

pt falls k < n, und

Sk�nM⌫ falls k � n.
(1)

Wenn M einen Rand hat, definieren wir das relative normale Thom-Spektrum M⌫̄ durch

M ⌫̄k = M⌫k/M(⌫|@M )k . (2)

Der Raum M ⌫̄k heißt auch relativer Thom-Raum. Aus den Vorüberlegungen zu Definition 6.45
folgt, dass M⌫ und M⌫̄ bis auf stabile Isomorphismen nicht von der Wahl der Einbettung f
abhängen. An der folgenden Konstruktion erkennt man gut, dass Spanier-Whitehead-Dualität eine
stabile Konstruktion ist.

8.9. Folgerung. Das relative normale Thom-Spektrum einer glatten kompakten Mannigfal-
tigkeit M mit Rand ist Spanier-Whitehead-dual zu M . Dabei faktorisiert die Koauswertungsabbil-
dung ⌘n : Sn !M

+

^M ⌫̄n zu einer Einbettung f : M ! Rn über die Kollaps-Abbildung Sn !M ⌫̄.

Beweis. Es sei f : M ! Rn eine Einbettung gemäß Satz 6.44, und es sei D⌫RnM ⇢ Rn eine
Röhrenumgebung gemäß Satz 6.43. Dann ist M Deformationsretrakt von D⌫RnM , also ist M ⇢ Rn

insbesondere ein Umgebungsretrakt. Wie im Beweis von Satz 8.7 ist C(D⌫RnM |M) ein Spanier-
Whitehead-Dual von M vom Grad n, und C(D⌫RnM |M) ist homotopieäquivalent zum Thom-
Raum M⌫RnM = M⌫n.

Wenn M einen Rand hat, können wir jede Einbettung f : M ! Rn zu einer Einbettung

f̄ : M̄ = M [@M (@M ⇥ [0, "]) �! Rn

fortsetzen, da @M kompakt ist. Dann ist M Retrakt einer Röhrenumgebung D⌫̄ des Norma-
lenbündels ⌫̄ ! M̄ , und C(D⌫̄|M) ist homotopieäquivalent zu M ⌫̄n. Die Abbildung ⌘n aus dem
Beweis von Satz 8.7 lässt sich zerlegen als

⌘n : C(Rn|BR(0))
c // M ⌫̄n

(p^id)�� // M
+

^M ⌫̄n

(x, t) � //
�

x, (x) t
� � // p(x) ^

�

x, (x) t
�

,

⇤

dabei ist c : Sn !M ⌫̄n die Kollaps-Abbildung.
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8.b. Orientierungen und Thom-Isomorphismen

Wir definieren einen geeigneten Orientierungsbegri↵ für topologische Mannigfaltigkeiten, und
für eine bestimmte Art

”
Bündel“, und zwar als ganzzahlige Kohomologieklasse. Anschließend verall-

gemeinern wir diesen Begri↵ auf allgemeine multiplikative Kohomologiefunktoren. Danach beweisen
wir den Thom-Isomorphismus-Satz.

Zur Motivation sei zunächst V ein reeller Vektorraum. Unter einer Orientierung von V versteht
man eine Äquivalenzklasse gleich orientierter Basen, dabei heißen zwei Basen gleich orientiert,
wenn die zugehörige Basiswechselmatrix positive Determinante hat. Ein Vektorraum mit Orientie-
rung heißt orientierter Vektorraum. Der Raum Rn trage fortan diejenige Orientierung, für die die
Standardbasis (e

1

, . . . , en) positiv orientiert ist. Ein linearer Isomorphismus ' : V !W orientierter
Vektorräume heißt orientiert, wenn er orientierte Basen auf orientierte Basen abbildet.

Sei jetzt p : V ! X ein reelles Vektorbündel vom Rang r wie in Abschnitt 6.e. Unter einer
Orientierung von V verstehen wir eine Orientierung jeder einzelnen Faser, so dass es einen At-
las A = { (Ui,'i) | i 2 I } wie in Definition 6.25 gibt, für die alle ('i|V

x

)�1 : Rn ! Vx orientierte
Isomorphismen sind, siehe Bemerkung 6.27 (2).

Für eine topologische Definition betrachten wir g 2 GL(r,R) als Abbildung g : Rr|0 ! Rr|0.
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

0 ⇠= H̃r�1(Rr) // H̃r�1(Rr \ {0}) �
⇠
=

//

g⇤

✏✏

Hr(Rr|0) //

g⇤

✏✏

H̃r(Rr) ⇠= 0

0 ⇠= H̃r�1(Rr) // H̃r�1(Rr \ {0}) �
⇠
=

// Hr(Rr|0) // H̃r(Rr) ⇠= 0

für ganzzahlige Kohomologie. Die beiden mittleren Kohomologiegruppen sind jeweils isomorph zu Z,
da (Dr, Sr�1) ein Deformationsretrakt des Paares Rr|0 ist. Nach Beispiel 3.47 hat die Abbildung g
den Abbildungsgrad deg g = sign det g, somit ist g⇤ = ±id, je nachdem, ob g orientierungserhaltend
ist oder nicht. Also verhalten sich die zwei Erzeuger von Hr(Rr|0) ⇠= Z als Z-Modul unter linearen
Isomorphismen genau wie Orientierungen. Daher nennen wir einen Erzeuger von Hr(Rr|0) eine
Orientierung des Rr.

Um Orientierungen auf V zu erhalten, die stetig von Faser zu Faser variieren, identifizieren
wir X mit dem Nullschnitt von V und erinnern uns an den Thom-Raum MV , der zu C(V |X)
homotopieäquivalent ist. Wir definieren eine Z-Orientierung von V als eine Klasse ! 2 H•(V |X),
so dass ◆⇤x! 2 H•(Vx|0) den Z-Modul H•(Vx|0) ⇠= H•(Rn|0) ⇠= Z für alle x 2 X erzeugt; dabei
sei ◆x : Vx ! V die Inklusionsabbildung.

Diesen Orientierungsbegri↵ verallgemeinern wir für beliebige multiplikative Kohomologiefunk-
toren. Sei E ein Ringspektrum. Wir nennen ein Element ↵ 2 E•(Rr|0) einen Erzeuger, wenn die
Abbildung

E•(Rr|0) �! E• mit a 7�! ha,↵i
ein Isomorphismus ist. Zwei Erzeuger unterscheiden sich um eine Einheit des Koe�zientenrings E•.
Im Falle gewöhnlicher Kohomologie ist ↵ vom Grad r, aber das muss für allgemeine E nicht so sein.

8.10. Definition. Es sei E ein Ringspektrum und V ! X ein Vektorbündel vom Rang r.
Eine E-Orientierung oder auch Thom-Klasse von V im Grad n ist ein Element ! 2 En(V |X), so
dass ◆⇤x! für alle x 2 X den E•-Modul E•(Vx|x) erzeugt.

Für einen Ring R sprechen wir von R-Orientierbarkeit, wenn Orientierungen bezüglich des
Eilenberg-Mac Lane-Spektrums HR gemeint sind.

276



8.11.Bemerkung. Nicht jedes Vektorbündel ist orientierbar. Beispielsweise ist das Möbiusband
nicht Z-orientierbar, denn bei einem Umlauf um die Basis S1 geht jeder Erzeuger in sein Negatives
über.

Die obige Vorüberlegung legt nah, eine Überlagerung XV,E ! X der punktweisen E-Orientie-
rungen von V einzuführen. Als Faser XV,E,x wählen wir die Menge aller Erzeuger von E•(Vx|x) ⇠=
E•+m, und lokale Trivialisierungen von XV,E konstruieren wir mit Hilfe der lokalen Trivialisierungen
von V aus Definition 6.25. Dann liefert jede E•-Orientierung ! von V einen Schnitt o : X ! XV,E
mit o(x) = ◆⇤x!; diese Abbildung ist für allgemeine E aber werder injektiv noch surjektiv. Für
gewöhnliche Kohomologie erhalten wir Bijektivität mit Hilfe des Dimensionsaxioms, vergleiche [H1,
Theorem 3.26].

Im folgenden Satz nutzen wir aus, dass p : V ! X eine Homotopieäquivalenz ist. In der relativen
Situation V ! (X,Y ) betrachten wir wie in Definition 8.8 den relativen Thom-Raum

MV̄ = MV/M(V |Y ) .

8.12. Satz (Thom-Isomorphismus). Es sei E ein Ringspektrum und F ein Rechts-E-Modul-
spektrum. Es sei V ! X ein Vektorbündel vom Rang r über einem endlichen CW-Komplex X, und
es sei ! 2 En(V |X) eine E-Orientierung. Für jeden Unterkomplex Y ⇢ X gibt es Isomorphismen

#k+n = · _ ! : F̃k+n(MV̄ ) �! Fk(V, V |Y ) ⇠= F̃k(X/Y ) (1)

und #k = · ^ ! : F̃ k(X/Y ) ⇠= F k(V, VY ) �! Fn+k(MV̄ ) . (2)

Die Voraussetzungen an X können weiter abgeschwächt werden; das erfordert allerdings zusätz-
liche Argumente. Für das Folgende reicht uns die obige Variante.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall Y = ;. Wenn das Bündel V ⇠= Rr⇥X trivial ist, dann ist
der Thom-Raum homotopieäquivalent zu

V |X = C(Rr|0) ^X
+

' SrX
+

.

Es ! = sr!
0

mit !
0

2 En�r(X). Fixiere x
0

2 X und ◆ : {x
0

} ! X. Da ◆⇤
+

!
0

2 En�r({x}) ⇠=
En�r nach Voraussetzung ein Erzeuger vom Grad n � r ist, können wir auf beiden Seiten der
Abbildungen (1), (2) mit seinem Inversem multiplizieren, und erhalten genau dann Isomorphismen,
wenn die ursprünglichen Abbildungen Isomorphismen waren.

Wir dürfen in diesem Schritt daher n = r und ◆⇤
+

!
0

= 1 annehmen. Es folgt !
0

= 1+↵ 2 E0(X)

mit ↵ 2 ker ◆⇤
+

= Ẽ0(X) und ! = sr(1 + ↵). Wir nehmen zunächst an, dass X zusammenhängend
und m-dimensional ist. Nach Bemerkung 7.33 gilt ↵m+1 = 0, daher ist (1 + ↵) invertierbar mit

(1 + ↵)�1 = 1� ↵± · · ·+ (�1)m↵m ,

und die Abbildungen (1), (2) sind Isomorphismen. Wenn X nicht zusammenhängend ist, betrachten
wir jede Zusammenhangskomponente einzeln und erhalten das gleiche Ergebnis.

Falls V ! X nicht trivial ist, können wir die CW-Struktur auf X durch Unterteilen verfeinern
und X als Vereinigung endlich vieler CW-Komplexe X

1

, . . . , XN schreiben, auf denen V trivial
ist. Wir schließen durch Induktion über N ; den Fall N = 1 haben wir bereits behandelt. Seien
also (1) und (2) Isomorphismen für alle CW-Komplexe, für die eine (N �1)-fache Vereinigung Y =
X

1

[ · · ·[Xn�1 ausreicht. Dann tri↵t das auch auf Z = (X
1

[ · · ·[Xn�1)\Xn zu. Wir schreiben VY
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und VZ für die Einschränkungen von V und betrachten ein kommutatives Diagramm aus Mayer-
Vietoris-Sequenzen

// Fk+n(VZ |Z) //

_! ⇠
=

✏✏

Fk+n(VY |Y )� Fk+n(VX
n

|Xn) //

_! ⇠
=

✏✏

Fk+n(V |X)
@ //

_!
✏✏

Fk+n�1(VZ |Z)

_! ⇠
=

✏✏

//

// Fk(Z) // Fk(Y )� Fk(Xn) // Fk(X)
@ // Fk�1(Z) // .

Aus dem Fünfer-Lemma folgt die Behauptung.
Für Y 6= ; folgt die Behauptung mit dem Fünferlemma aus dem Diagramm

// F̃k+n

�

M(V |Y )
�

//

_! ⇠
=

✏✏

F̃k+n(MV ) //

_! ⇠
=

✏✏

F̃k+n(MV̄ )
@ //

_!

✏✏

F̃k+n�1
�

M(V |Y )
�

//

_! ⇠
=

✏✏
// Fk(Y ) // Fk(X) // Fk(X,Y )

@ // Fk�1(Y ) // .

Genauso beweist man (2). ⇤

Üblicherweise nennt man eine glatte Mannigfaltigkeit E-orientiert, wenn ihr Tangentialbündel
eine E-Orientierung trägt. Wir haben bisher aber nur mit dem Normalenbündel gearbeitet. SeiM !
Rn eine Einbettung mit Normalenbündel ⌫M ! M . Dann zerfällt Rn für alle x 2 M als direkte
Summe in ⌫xM und TxM . Für die Whitney-Summe gilt daher

⌫M � TM ⇠= Rn !M .

Das reicht, um mit Hilfe des Thom-Isomorphismus normale und tangentiale Orientierungen zu
vergleichen. Denn das triviale Bündel lässt sich immer orientieren, indem man einen Erzeuger
von E• mit der Abbildung q : C(Rn|X)! C(Rn|0) zurückzieht. Wenn nichts anderes gesagt wird,
wählen wir dazu die Standardorientierung !Rn = q⇤(sn").

8.13. Folgerung. Es sei X ein endlicher CW-Komplex, und es seien V , W ! X reelle
Vektorbündel. Wenn zwei der drei Bündel V , W und U = V �W Orientierungen !V , !W bezie-
hungsweise !U tragen, dann lässt sich die dritte Orientierung eindeutig so festlegen, dass

!U = q⇤!V ^ p⇤!W 2 C(U |X) .

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

U //

✏✏

V

p
✏✏

W
q // X .

Es gilt DU ⇠= p⇤DW = q⇤DV und SU ⇠= q⇤SV [ p⇤SW . Es folgt, dass DUx/SUx
⇠= DVx/SVx ^

DWx/SWx für alle x 2 X. Der Thom-Raum MV = DV/SV ist zu den relativen Thom-Räumen
von p⇤W ! (DV, SV ) und von q⇤V ! (DW,SW ) homöomorph. Wir ziehen eine gegebene Orien-
tierung !W 2 Ẽm(MW ) längs p : DV ! X zurück zu p⇤!W 2 Ẽm(M(p⇤W )) und betrachten den
relativen Thom-Isomorphismus

· ^ (p⇤!W ) : Ẽk(MV ) �! Ẽk+m(MU) .

Gegeben !V erhalten wir ein eindeutiges !U wie in der Proposition und umgekehrt. Indem wir auf
die Fasern an der Stelle x 2 X einschränken, sehen wir, dass mit zweien auch die dritte Klasse eine
Orientierung ist. ⇤
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8.c. Poincaré-Lefschetz-Dualität

Aus Spanier-Whitehead-Dualität leiten wir mit Hilfe des Thom-Isomorphismus Poincaré-Dua-
lität ab. Wir diskutieren einige Schlussfolgerungen. Insbesondere betrachten wir die Schnittform.
Da wir Thom-Isomorphismen unter sehr restriktiven Bedingungen konstruiert haben, können wir
Poincaré-Dualität nur für glatte geschlossene Mannigfaltigkeiten beweisen. Dazu benötigen wir ein
weiteres Resultat aus der Di↵erentialtopologie.

8.14. Satz (Morse). Jede glatte Mannigfaltigkeit trägt eine CW-Struktur.

Es sei jetzt M eine E-orientierte glatte kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand und f : M ! Rn

eine Einbettung. Gemäß Folgerung 8.13 gibt es also eine normale Orientierung !⌫ 2 En�r(M⌫).
Da ⌫ vom Rang n �m ist, wird in vielen Fällen r = m gelten, das muss aber nicht zwangsläufig
so sein. Außerdem induziert die Spanier-Whitehead Dualität aus Folgerung 8.9 eine Klasse ⌘n 2
⇡sn(M+

^M ⌫̄n) wie in Bemerkung 8.5. Die Verkettung der kohomologischen Spanier-Whitehead-
Dualität mit den relativen Thom-Isomorphismen aus Satz 8.12 ergibt Isomorphismen

F k(M)
⌘
n

/��! F̃n�k(M ⌫̄n)
_!��! Fr�k(M, @M) mit ↵ 7�! ([⌘n]/↵)_ ! ,

und F k(M, @M)
^!��! F̃ k+n�r(M ⌫̄n)

⌘
n

/��! Fr�k(M) mit � 7�! (⌧⇤[⌘n])/(� ^ !) .

Diese Isomorphismen heißen (bis auf das Vorzeichen) Poincaré-Dualität (@M = ;) oder Lefschetz-
Dualität. Die Hauptaufgabe in diesem Abschnitt besteht darin, eine Darstellung der Form ↵ 7!
[M ] _ ↵ für beide Isomorphismen zu finden, wobei [M ] 2 Ẽr(M, @M) nur von der gewählten
E-Orientierung abhängt. Dann erhält man in beiden Fällen Isomorphismen von Rechts-E•(M)-
Modulen.

8.15. Definition. Es sei M eine kompakte, E-orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine E-
Fundamentalklasse von M ist eine Klasse a 2 Er(M/@M), so dass a|x 2 Er(M |x) für alle x 2 M̊
ein Erzeuger ist.

Sei ! 2 En�r(M⌫) eine normale Orientierung. Mit Bemerkung 8.5 sieht man, dass das Spanier-
Whitehead-Dual

[M ] = ([⌘n]/1)_ ! 2 Er(M/@M)

von ! eine Fundamentalklassse ist; dazu schränkt man ! zunächst auf eine zu Dm homöomorphe
Untermannigfaltigkeit ein.

8.16. Satz (Poincaré-Lefschetz-Dualität). Es sei E ein kommutatives Ringspektrum und F ein
E-Modulspektrum. Es sei M eine kompakte glatte m-dimensionale, E-orientierte Mannigfaltigkeit
mit Fundamentalklasse [M ] 2 Er(M, @M). Es sei @M = A [ B, wobei A \ B eine (m � 2)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von @M sei. Dann induziert das Cap-Produkt mit [M ] einen
Isomorphismus von Rechts-E•(M)-Moduln, der für alle k gegeben ist durch

} = [M ]_ · : F k(M,A) �! Fr�k(M,B) .

Wir haben aus rein technischen Gründen vorausgesetzt, dass M glatt ist. Falls M nicht glatt
ist, erhält man Poincaré-Lefschetz-Dualität ohne den Umweg über Spanier-Whitehead-Dualität und
Thom-Isomorphismus, muss jedoch etwas mehr arbeiten. Ohne die Voraussetzung, dass E kommu-
tativ ist, erhält man immer noch Isomorphismen von abelschen Gruppen für jedes k, siehe [Ad],
wenn man F als Links-E-Modulspektrum au↵asst. Wir führen den ganzen Beweis mit den obigen
Annahmen, was ihn etwas vereinfacht.
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Beweis. Es sei f : M ! Rn eine Einbettung, und es sei ! 2 En�r(M⌫) die zur E-Orientierung
von M passende Thom-Klasse des Normalenbündels. Nach Folgerung 8.9 faktorisiert die Koaus-
wertungsabbildung ⌘n : Sn !M

+

^M ⌫̄n über ⌘̄n : Sn !M ⌫̄n. Es folgt

[⌘n]/1 = [⌘̄n] und [M ] = [⌘̄n]_ ! .

Im Fall A = ;, ↵ 2 F k(M) erhalten wir das Diagramm

⇡n(M ⌫̄n) ⇡n(M ⌫̄n)

_p⇤↵
✏✏

_p⇤! //

�⇤

vv

=oo Ẽr
�

D⌫/D(⌫@M )
� p⇤

⇠
=

//

_↵
✏✏

(1)

k(n�r)

Er(M, @M)

_↵

✏✏
⇡n(D⌫+ ^M ⌫̄n)

/↵ //

/1

OO

F̃n�k(M ⌫̄n)
_! // Ẽr

�

D⌫/D(⌫@M )
� p⇤

⇠
=

// Fr�k(M, @M) ,

in dem das mittlere Quadrat bis auf das angegebene Vorzeichen kommutiert. Dabei haben wir
benutzt, dass p : D⌫

+

! M
+

eine Homotopieäquivalenz ist. Nach Vorüberlegung erhalten wir den
gesuchten Isomorphismus

} : F k(M)
⇠
=�! Fr�k(M, @M) mit ↵ 7�! (�1)k(n�r)([⌘n]/↵)_ ! = [M ]_ ↵ .

Im Fall B = ;, � 2 F k(M, @M) betrachten wir analog das Diagramm

Ẽr
�

D⌫/D(⌫@M )
�

_�

((
(1)

k(n�r)

⇡n(M ⌫̄n)

_!
55

_� //

�⇤

))
�⇤
✏✏

Fn�k(M⌫n)
_! // Fr�k(D⌫)

p⇤

⇠
=

// Fr�k(M)

⇡n(D⌫+ ^M ⌫̄n)
⌧⇤ // ⇡n(M ⌫̄n ^D⌫

+

)

/(�^!)
66

und erhalten einen Isomorphismus

} : F k(M, @M)
⇠
=�! Fr�k(M) mit � 7�! (1)k(n�r)(⌧⇤[⌘n])/(� ^ !) = [M ]_ � .

Fortsetzung folgt . . . ⇤

Wir betrachten jetzt gewöhnliche (Ko-) Homologie mit Koe�zienten Z. Als erstes geben wir ein
kohomologisches Kriterium für die Existenz einer Orientierung an. Dabei bedeutet

”
Orientierung“

ohne Angabe eines Ringes oder Spektrums immer Z- oder genauer HZ-Orientierung.

8.17. Proposition. Es sei M eine zusammenhängende glatte m-dimensionale Mannigfaltig-
keit mit Rand. Dann trägt M genau dann eine Z-Orientierung, wenn Hm(M, @M) ⇠= Z gilt. In
diesem Fall ist M bezüglich jeder gewöhnlichen Homologietheorie orientierbar. Falls M keine Z-
Orientierung trägt, gilt Hm(M, @M) = 0.

Des weiteren ist M bezüglich jeder gewöhnlichen R-Homologietheorie orientierbar, falls R nur
2-Torsionselemente enthält.

Beweis. Falls M eine Orientierung trägt, folgt aus Poincaré-Lefschetz-Dualität 8.16, dass

Hm(M, @M) ⇠= H1(M) ⇠= Z .

Sei umgekehrt Hm(M, @M) ⇠= Z, und sei [M ] ein Erzeuger als Z=Modul. Fortsetzung folgt
. . . ⇤
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8.18. Beispiel. Sphären, Tori, komplex und quaternionisch projektive Räume sind stets orien-
tierbar.

Der reell projektive Raum RPm ist nach Beispiel 5.26 genau dann orientierbar, wennm ungerade
ist.

In den folgenen Überlegungen dürfen wir Z durch einen beliebigen Hauptidealring R ersetzen.
Es sei A ein endlich erzeugter Z-Modul. Aus den Übungen 5.103–5.106 schließen wir, dass es eine
kurze exakte Sequenz

0 �! TorZA ,�! A �⇣ A/TorZA �! 0

gibt, in der A/TorZA ein freier Modul ist. Mit dem universellen Koe�ziententheorem 6.9 erhalten
wir natürliche Isomorphismen

Hk(M)/TorZHk(M)
h · , · i
⇠
=

// homZ
�

Hk(M),Z
� }⇤

⇠
=

// homZ
�

Hm�k(M)/TorZHm�k(M),Z
�

[↵] � // h · ,↵i � // h[M ]_ · ,↵i = h[M ], · ^ ↵i .

(8.2)

Im mittleren Schritt haben wir ausgenutzt, dass jeder Homomorphismus nach Z auf dem Torsi-
onsuntermodul verschwindet. Dabei heißt

”
natürlich“ hier allerdings nur, dass die Isomorphismen

verträglich sind mit Abbildungen f : M ! N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten gleicher
Dimension vom Abbildungsgrad 1, das heißt, mit f⇤[M ] = [N ].

8.19. Folgerung. Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierbare Mannigfaltigkeit. Wenn
eine Klasse ↵ 2 Hk(M) primitiv ist in dem Sinne, dass es keine Klasse � und kein n 2 Z \
{�1, 0, 1} mit ↵ = n� gibt, dann existiert eine Klasse � 2 Hm�k(M), so dass ↵ ^ � ein Erzeuger
von Hm(M) ⇠= Z ist.

Beweis. Wenn M nicht zusammenhängend ist, betrachten wir die Zusammenhangskomponen-
ten einzeln. Als erstes überlegt man sich, dass Torsionsklassen nie primitiv sind, denn aus n↵ = 0
folgt (n + 1)↵ = ↵. Wenn ↵ primitiv ist, dann kann man ↵ zu einer Basis von Hk(M)/TorZ(M)
ergänzen. Aufgrund der obigen Isomorphismen gibt es ein Element � in der dazu dualen Ba-
sis von Hm�k(M)/TorZHm�k(M), so dass h[M ],� ^ ↵i = 1. Aufgrund von Poincaré-Dualität
ist � ^ ↵ = ±↵ ^ � dann ein Erzeuger des Z-Moduls Hm(M). ⇤

8.20. Bemerkung. Es sei k ein Körper. Wir erinnern uns an die Definition der Betti-Zahlen und
der Eulerzahl aus Definition 5.27, betrachten hier allerdings unreduzierte Betti-Zahlen bk(M ; k) =
dimHk(M ; k).

(1) Nach dem universellen Koe�ziententheorem 6.9 gilt

bk(M ; k) = dimHk(M ; k) = dimHk(M ; k) .

Wenn M orientiert ist, ist wegen Folgerung 8.19 die Paarung Hk(M ; k)⇥Hm�k(M ; k)! k
mit (↵,�) 7! h[M ],↵ ^ �i nicht ausgeartet. Folglich gilt

bk(M ; k) = bm�k(M ; k) .

(2) Wenn M außerdem zusammenhängend ist, gilt H̃k(M ; k) = 0 für alle k  0 nach Proposi-
tion 5.44. Wegen Bemerkung 5.12 (3) folgt Hk(M) ⇠= 0 für k < 0 und H

0

(M) ⇠= Z. Somit
gilt

bk(M ; k) = 0 für alle k < 0 und alle k > m, und

b
0

(M ; k) = bm(M ; k) = 1 .
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Wir dürfen h[M ], · ^ · i auf Hk(M)⇥Hm�k(M) betrachten. Wegen Proposition 7.31 (4) gilt

h[M ],� ^ ↵i = (�1)k(m�k)h[M ],↵ ^ �i

für ↵ 2 Hk(M ;R) und � 2 Hm�k(M ;R). Das Produkt verschwindet, wenn einer der beiden
Faktoren ein Torsionselement ist. Auch dieses Produkt lässt sich für geschlossene orientierbare
Mannigfaltigkeiten definieren, die nicht glatt sein müssen.

8.21. Definition. Es sei M eine orientierte, geschlossene, glatte Mannigfaltigkeit, und R ein
Hauptidealring oder ein Körper, dann heißt

h[M ], · ^ · i : Hk(M)/TorR Hk(M)⇥Hk(M)/TorR Hk(M)! R

das Schnittprodukt auf H•(M ;R)/TorR H•(M ;R).
Es sei m = dimM = 2n gerade, dann ist die Schnittform QR von M gerade die Einschränkung

des Schnittproduktes auf Hn(M ;R)/TorR Hn(M ;R). Wenn 4|m gilt, seien b±n (M) = b±n (M ;R) die
maximalen Dimensionen von Unterräumen von Hn(M ;R), auf denen QR positiv beziehungsweise
negativ definit ist. Dann heißt �(M) = b+n (M)� b�n (M) die Signatur von M .

Man beachte, dass QR nach dem Sylvesterschen Trägheitssatz, durch �(M) bis auf Isomorphie
eindeutig festgelegt ist.

8.22. Bemerkung. Es sei M eine orientierbare, geschlossene, glatte Mannigfaltigkeit der Di-
mension m.

(1) Wenn m ungerade ist, verschwindet die Eulerzahl, denn

�(M) =
m
X

k=0

(�1)kbk(M ; k) =

m�1

2

X

k=0

�

(�1)k + (�1)m�k
�

bk(M ; k) = 0 .

(2) Wenn m = 2n und n gerade ist, haben �(M), �(M) und bn(M ;R) die gleiche Parität,
denn

�(M)� bn(M ;R) = 2
n�1
X

k=0

bk(M ;R) und bn(M ;R)� �(M) = 2b�n (M) .

(3) Wenn m = 2n und n ungerade ist, ist bn(M ;R) gerade, denn nur auf gerade-dimensionalen
R-Vektorräumen gibt es nicht-ausgeartete antisymmetrische Bilinearformen.

8.23. Beispiel. Die zusammenhängende Summe M = M
1

#M
2

zweier m-dimensionaler glatter
Mannigfaltigkeiten M

1

, M
2

wird konstruiert, indem man aus jeder Mannigfaltigkeit eine zu Dm ⇢
Rm di↵eomorphe Teilmenge wählt, ihr Inneres Bm entfernt, und beide Mannigfaltigkeiten entlang
der entstandenen Ränder Sm�1 mit einer Isometrie verklebt. Das Resultat ist wieder eine glatte
Mannigfaltigkeit. Wenn M

1

und M
2

zusammenhängend sind, hängt das Resultat bis auf Di↵eo-
morphie nicht von der Wahl der Teilmenge Dm ab, jedoch unter Umständen davon, welche der
beiden Homotopieklasse von Isometrien Sm�1 ! Sm�1 man wählt. Deshalb fixiert man Orientie-
rungen von M

1

und M
2

und verklebt so, dass M eine Orientierung trägt, die sich zu der gegebenen
Orientierung auf Mi \Dm einschränkt.

Es sei CP 2 die komplex projektive Ebene mit einer festen Orientierung, so dass CP 2 Signa-

tur 1 hat. Mit CP 2

bezeichnen wir die entgegengesetzt orientierte projektive Ebene. Es gibt keinen

orientierungserhaltenden Di↵eomorphismus zwischen ihnen, da CP 2

Signatur �1 hat.
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Wir betrachten M = CP 2#CP 2 und M 0 = CP 2#CP 2

. Mit der Mayer-Vietoris-Sequenz 6.3
überprüft man, dass

Hk(M) ⇠= Hk(M 0) ⇠=

8

>

<

>

:

Z falls k = 0 oder k = 4,

Z2 falls k = 2, und

0 sonst.

Dennoch sind M und M 0 nicht di↵eomorph, denn M hat eine definite und M 0 eine indefinite
Schnittform (Übung).

Es gibt auch ein Analogon zu (8.2) für Torsions-Elemente. Dazu sei A ein Z-Modul und ↵ 2
Ext(A,Z). Wir betrachten die kurze exakte Sequenz 0 ! Z ! Q ! Q/Z ! 0 und stellen M mit
Satz 8.14 als endlichen CW-Komplex dar. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0 // Ck(M ;Z) //

�
✏✏

Ck(M ;Q) //

�
✏✏

Ck(M ;Q/Z) //

�
✏✏

0

0 // Ck+1(M ;Z) // Ck+1(M ;Q) // Ck+1(M ;Q/Z) // 0 .

von Kokettenkomplexen. Es sei jetzt � 2 Ck+1(M ;Z) geschlossen mit [�] 2 TorZHk+1(M ;Z), und
es sei n > 0 minimal mit n[�] = 0. Dann existiert � 2 Ck(M ;Z) mit �� = n�, und wir betrachten
das Bild �̄ von �

n in Ck(M ;Q/Z). Es gilt ��̄ = 0 2 Ck+1(M ;Q/Z). Somit repräsentiert [�̄] 2
Hk(M ;Q/Z) ein Urbild von [�] unter � in der Kohomologie-Sequenz

· · · �! Hk(M ;Q) �! Hk(M ;Q/Z) ��! Hk+1(M ;Z) �! Hk+1(M ;Q)
| {z }

⇠
=

homZ(Hk+1

(M),Q)

�! · · · .

Da Q und Q/Z divisibel sind, gilt nach Proposition 5.68 und dem universellen Koe�ziententheo-
rem 6.9, dass

Hk(M ;Q) ⇠= homZ(Hk(M),Q) und Hk(M ;Q/Z) ⇠= homZ(Hk(M),Q/Z) .
Nun ist �̄ nur bis auf ein Element von homZ(Hk(M),Q) bestimmt, aber diese Abbildungen ver-
schwinden auf TorZ Hk(M). Zusammen mit Poincaré-Dualität 8.16 erhalten wir ein wohldefiniertes
Produkt

( · , · ) : TorZH
m�k(M)⇥ TorZH

k+1(M)! Q/Z mit (↵,�) = h[M ]_ ↵, �̄i . (8.3)

8.24. Definition. Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierte m-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Dann heißt das obige Produkt ( · , · ) : TorZHm�k(M)⇥TorZHk+1(M)! Q/Z das Verschlin-
gungsprodukt auf TorZH•(M). Falls dimM = 2n � 1 ungerade ist, ist die Verschlingungsform q
von M die Einschränkung des Verschlingungsproduktes auf TorZHn(M).

8.25. Proposition. Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierte Mannigfaltigkeit. Das Ver-
schlingungsprodukt ist nicht ausgeartet, das heißt, zu jedem ↵ 2 TorZHk+1(M) \ {0} existiert
ein � 2 TorZHm�k(M) mit (↵,�) 6= 0. Seien p, q > 0 minimal mit p↵ = q� = 0, dann
gilt (↵,�) 2

�

1

ggT(p,q)Z
�

/Z ⇢ Q/Z. Für ↵ 2 Hk+1(M) und � 2 Hm�k(M) gilt

(�,↵) = �(�1)km(↵,�) .

Insbesondere ist die Verschlingungsform symmetrisch, wennm ⌘ 3 mod 4, und antisymmetrisch,
wenn m ⌘ 1 mod 4. Anstelle des

”
unnatürlichen“ Isomorphismus zwischen TorZHm�k(M) ⇠=

TorZHk(M) und TorZHk+1(M) liefert das Verschlingungsprodukt eine nicht ausgeartete Paarung,
ähnlich wie es das Schnittprodukt für die freien Anteile tut.
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Beweis. Als erstes überlegt man sich, dass es eine wohldefinierte Abbildung

Hk(M ;Q/Z)/ imHk(M ;Q) ⇠= homZ
�

Hk(M),Q/Z
� �

im homZ
�

Hk(M),Q
�

�! homZ
�

TorZHk(M),Q/Z
�

gibt, da Q-wertige Abbildungen auf Torsionselementen verschwinden. Dann überprüft man, dass
die Abbildung ein Isomorphismus ist. Da 0 6= ↵̄ 2 Hk(M ;Q/Z)/ imHk(M ;Q), existiert also ein b 2
TorZHk(M) mit hb, ↵̄i 6= 0, und wir wählen � = }�1b.

Es seien ↵ 2 Ck+1(M ;Z), � 2 Cm�k(M ;Z) und p, q wie oben gegeben. Wir betrachten ↵̄ 2
Ck(M ;Q) und �̄ 2 Cm�k�1(M ;Z), so dass p↵̄ und q�̄ ganzzahlig sind mit �(p↵̄) = p↵ und �(q�̄) =
q�. Dann gilt

0 = h[M ], �(↵̄ ^ �̄)i = h[M ],↵ ^ �̄i+ (�1)kh[M ], ↵̄ ^ �i = (↵,�) + (�1)k(m�k�1)(�,↵) ,
außerdem ist (�1)k(k+1) = 1.

Um die letzte Behauptung zu zeigen, schreiben wir ggT(p, q) = ap + bq mit a, b 2 Z und
berechnen

ggT(p, q) · (↵,�) = a(p↵,�) + b(↵, q�) = 0 . ⇤
8.26. Bemerkung. Wir können außerdem den Satz 5.47 von Hurewicz benutzen, um die erste

nichtverschwindende reduzierte Homologiegruppe zu bestimmen. Sei etwa M eine geschlossene,
orientierbare, zusammenhängende 3-Mannigfaltigkeit. Dann gilt H

1

(M) ⇠= ⇡
1

(M)ab ⇠= H2(M),
und H1(M) ⇠= Hom(⇡

1

(M),Z) ⇠= H
2

(M) sind isomorph zum freien Anteil H
1

(M)/TorZH1

(M).
Also werden alle (Ko-) Homologiegruppen bis auf Isomorphie von ⇡

1

(M) festgelegt. Ein gutes
Beispiel ist RP 3 mit ⇡

1

(RP 3) ⇠= Z/2, siehe Übung 2.89 und Beispiel 5.26.

8.d. Übungen zu Kapitel 8

Übungen zu Abschnitt 8.b.

8.27. ¨Ubung. Es sei E ein Ringspektrum und ↵ 2 En(Rm|0). Beweisen Sie die Äquivalenz der
folgenden Aussagen.

(1) Es sei ✏ 2 E0 die Eins des Ringspektrums und �Sm�1✏ ihr Bild unter dem Isomorphismus

E0 = Ẽ0(S0)
S�! · · · S�! Ẽm�1(Sm�1)

��! Em(Dm, Sm�1) ⇠= Em(Rm|0) .
Dann gibt es eine Einheit � 2 E•, so dass ↵ = � ^ �Sm�1✏.

(2) Das Kronecker-Produkt h · ,↵i : E•(Rm|0)! E• ist ein Isomorphismus.
(3) Für jedes Rechts-E-Modulspektrum F ist h · ,↵i : F•(Rm|0)! F• ein Isomorphismus.
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Schräg, 263
Schräg-, 223
Slant-, 223
Smash-, 108

Kohomologie, 223, 262
Tensor-, 136

R-Moduln, 190
topologisches, 15, 75
Torsions-, 193
Verschlingungs-, 283
Wedge-, 61, 108
Whitney-, 236

Projektion
stereographische, 27, 60

Pullback, 163
Punkt

innerer, 101
Rand-, 102

Pushout, 26, 59, 60, 76, 105, 163

Quaternionen, 123
Quotient, 136

Homotopie-, 106
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CW-, 29, 30, 32, 34, 42
diskrete, 5, 11, 23, 24, 28, 29, 38, 50–52, 54
Final-, 24, 135
Identifizierungs-, siehe Quotienten-
induzierte, 15, 24, 41
Initial-, 24, 135
Klumpen-, 5, 11, 17, 24, 38, 69
koendliche, 37, 38
koinduzierte, 24, 26, 41
Kolimes-, 27, 29, 31, 33, 136
kompakt erzeugte, 133
kompakt-o↵ene, 21, 22, 34, 40, 45, 48, 84
Limes-, 135
metrische, 4, 39, 40
Ordnungs-, 38
p-adische, 40
Produkt-, 15, 20, 21, 24, 33, 34, 39, 40, 42, 43, 135
Quotienten-, 25, 26–28, 31, 33, 40–42, 59, 61, 69,

70, 79, 136
Relativ-, siehe Unterraum-
schwache, 26, 29, 31, 33
Spur-, siehe Unterraum-
Summen-, 13, 24, 136
Unterraum-, 15, 17, 24, 25, 27, 29, 30, 32, 39, 40,

45, 48, 76, 135
Verklebungs-, 26, 29, 30, 40
Zariski-, 37, 38
zur Basis, 12, 17, 72
zur Subbasis, 12, 16, 21

Torsion, 198, 283
Torus, 66

Cli↵ord-, 61
Totalraum, 91
Transformation

natürliche, 81, 165

Transposition, 224, 263
Trivialisierung, 115

lokale, 91

Überdeckung
o↵ene, 18, 20, 57
Teil-, 19

überlagert
gleichmäßig, 51, 68, 70, 72

Überlagerung, 50, 52, 54, 66–74, 77, 90, 91
normale, 70, 71–74, 78
universelle, 51, 66, 71–74, 78

Umgebung, 4, 5, 27, 37, 69
abgeschlossene, 22
kompakte, 20
zusammenhängende, 24

weg-, 24
Umgebungsbasis, 17, 30
Umlaufzahl, 43
Unterkategorie

volle, 133
Untermannigfaltigkeit, 27

eigentliche, 242
gerahmte, 116

Unterraum, 17, 19, 135
Unterspektrum, 248

kofinales, 248
unzusammenhängend

total, 24, 40

Vereinigung
disjunkte, 13, 17, 39, 136

Vererbung, 17, 25, 41, 70
Verkettung, 7, 44, 46

Weg, 23, 34, 36, 45, 46, 68
Wirkung, siehe Operation
Wort, 54

gekürztes, 54
reduziertes, 54, 55

Zahl
Betti-, 177, 281
dyadische, 9
Euler-, 177, 281

Zelle, 28, 29, 32, 142
abgeschlossene, 29, 142
CW-Spektrum, 248

zusammenhängend, 23, 25, 35, 40, 66–74, 78
einfach, 50, 60, 66, 75

semilokal, 71, 74
lokal, 24
n-, 93, 145
weg-, 23, 25, 34–36, 40, 47, 48, 50, 57–68, 75

lokal, 24, 67–74
Zusammenhangskomponente, 24, 74

Weg-, 24, 35, 40, 45, 48, 67, 73, 80
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zusammenziehbar, 34, 44–46, 50, 51, 59–62, 83, 165,
172

lokal, 34, 78
schwach, 179

Zykel, 174
gerahmter, 119

Zylinder
Abbildungs-, 103

reduzierter, 152
relativer, 146

reduzierter, 154
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