10. UBUNGSBLATT
LINEARE ALGEBRA
M WS 2016/2017 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Abgabe Donnerstag, den 12.1.17 Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die
vor der Vorlesung in den Briefkdisten Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt

Auf diesem Blatt finden Sie einige Bonusaufgaben, d.h. um die 50% der Punkte
zu erreichen, benétigen Sie nur 8 Punkte. Sie konnen aber bis zu 32 Punkte
bekommen, wenn Sie alle Aufgaben l6sen.

Aufgabe 1

Bilden Sie alle moglichen Matrixprodukte aus den folgenden drei reellen Matrizen und be-
rechnen Sie diese.

-1 3 100 -2 5 285 ; 9 1 3
A= 0 -3 1 7T 2|, B= 2 5 | O:(—426)
3 1 2 0 6 0 4
Aufgabe 2
1 -1
Sei £ C R? der Unterraum, der von v; = 2 und vy = 0 erzeugt wird. Seien
3 1
0 3
aufserdem die Vektoren wy = [ 2 | und we = | 4 | gegeben.
4 5

(a) Zeigen Sie, dass sowohl B = (v, v9) als auch C' = (w;, w,) Basen von F sind.

(b) Sei nun die linearen Abbildung F': £ — R? gegeben durch

1 2
Fog)=1| 0 | und F(ve) = | 1
0 1

Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von F beziiglich der Standardbasis von R? und der
Basis B von F.

(c) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von F' beziiglich der Standardbasis von R?® und der
Basis C' von E mit Hilfe der Basiswechselmatrix.

Aufgabe 3

Betrachten Sie die folgenden komplexen Matrizen

10 v 0 0 1 0 —1
(o) =G 5) -G -0 0)
Zeigen Sie,dass [ - [ =J-J=K-K=1-J-K=—F.
Bitte wenden



Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Matrizen der folgenden Endomorphismen von R? beziiglich der Stan-
dardbasis:

(a) F: R? — R?ist die Drehung um den Ursprung um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn.

(b) G: R? — R? ist die Spiegelung an der Geraden durch den Ursprung, die mit der positiven
x-Achse den Winkel ¢ bildet.

Aufgabe 5

Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und F': V' — V ein Endomorphismus. Wir bezeich-
nen die iterierte Komposition von F' mit sich selbst als F" = F'o F'o...o F.

n mal

Zeigen Sie: Ist n > 1 und v € V mit F"(v) # 0 und F""!(v) = 0, dann ist die Menge
{v, F(v), F?(v), ..., F™*(v)} linear unabhingig.

Aufgabe 6

Sei R ein kommutativer Ring, V' ein R-Modul und U, W zwei Untermoduln mit U C W C V.

(a) Zeigen Sie, dass man W/U als Untermodul von V/U auffassen kann, d.h. finden Sie eine
injektive R-lineare Abbildung F': W/U — V/U.

(b) Konstruieren Sie einen Isomorphismus von R-Moduln G: (V/U)/(W/U) — V/W.

Aufgabe 7

Wir betrachten die universellen Eigenschaften aus Proposistion 2.64 fiir Mengen und belie-

bige Abbildungen zwischen ihnen. Wir definieren die disjunkte Vereinigung
UuvV=Ux{0}uV x{1} c(UUV)x{0,1}.

Prézisieren und beweisen Sie:

(a) Die disjunkte Vereinigung erfiillt die universelle Eigenschaft des Koproduktes.

(b) Das kartesische Produkt erfiillt die universelle Eigenschaft des Produktes.

Aufgabe 8

Sei R ein kommutativer Ring und {0} # S C R abgeschlossen unter Addition und Multipli-
kation. Wir definieren R/S durch die additive Quotientenbildung, also r; ~ ry genau dann,
wenn r; — 79 € 5.

Wann ist die Multiplikation -: R/S x R/S — R/S wohldefiniert?
Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr!
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