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Aufgabe 1

Seien u, v ∈ R3 gegeben als u =

 3
2
0

 und v =

 5
1
0

. Sei f : R3 → R2 linear mit

f(u) =
(

2
−1

)
und f(v) =

(
1
0

)
. Sind dadurch f

 1
3
0

 und f

 1
2
−1

 eindeutig bestimmt?

Wenn ja, berechnen Sie diese.

Aufgabe 2

Sei R ein Ring und seien M und N Rechts-R-Moduln, F : M → N linear. Es seien
m1, . . . ,mk ∈M und n1 = F (m1), . . . , nk = F (mk) ∈ N .

(a) Zeigen Sie: Wenn n1, . . . , nk linear unabhängig sind, dann sind auch m1, . . . ,mk linear
unabhängig.

(b) Gilt in (a) auch „genau dann, wenn“? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 3

Wir definieren für einen kommutativen Ring R mit Eins den R-Modul der Polynome über
R durch

R[X] := {
k∑

i=0

aiX
i | k ∈ N, ai ∈ R}

mit der üblichen Addition und Skalarmultiplikation durch Multiplikation mit Elementen von
R. Die Ableitung ist eine Abbildung F : R[X]→ R[X] mit F (

∑k
i=0 aiX

i) =
∑k

i=0 iaiX
i−1.

Zeigen Sie, dass F eine R-lineare Abbildung ist.

Aufgabe 4

Sei M ein Z-Modul. Zeigen Sie:

(a) Eine lineare Abbildung f : Z/nZ → M mit f(1) = m ∈ M existiert genau dann, wenn
m . n = 0 ∈M .

(b) Wenn eine lineare Abbildung f : Q → M mit f(1) = m ∈ M existiert, gibt es für alle
Primzahlen p und alle k ∈ N ein Element mp,k ∈M , so dass gilt:

mp,0 = m und mp,k+1 . p = mp,k.


