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SEBASTIAN GOETTE

Dieser Kurs ist eine Ergénzung zur Vorlesung ,, Algebraische Topologie I/11“. Dabei lernen wir
am Anfang einige fiir den homotopietheoretischen Zugang zur algebraischen Topologie wichtige
Konstruktionen kennen. Im hinteren Teil des Programmes geht des vor allem um die algebrai-
sche Kategorie topologischer Rdume, die in der Sommerschule des Graduiertenkollegs noch vertieft
werden wird.

Das folgende Programm ist im hinteren Teil noch vorldufig.

ACHTUNG. Da der Termin an einem Donnerstag Nachmittag liegt, kann es bei den Seminar-
vortragen kurzfristig zu Verschiebungen kommen, falls wichtige Sitzungen stattfinden. Die vorher-
sehbaren Termine habe ich allerdings bereits beriicksichtigt. In den Wochen von Himmelfahrt (14.
5.) und Fronleichnam (4. 6.) sollte der Lesekurs sich an einem anderen Tag treffen.

Hieraus ergeben sich die vorldufigen Termine fiir die Seminarvortrige. Aus diesen Griinden ist
die Reihenfolge der Themen und Vortrége scheinbar durcheinander.

1. SIMPLIZIALE MENGEN

Die Kategorie der simplizialen Mengen hat sehr dhnliche Eigenschaften wie die Kategorie kwH
und ihre Objekte und Morphismen lassen sich auf eine einfache, kombinatorische Weise beschrei-
ben. Viele in der Topologie wichtige Rdume und Spektra lassen sich mit simplizialen Methoden
konstruieren und beschreiben. Gleichzeitig sind simpliziale Methoden die Grundlage fiir kategori-
elle Konstruktionen, die wir in spéteren Abschnitten benutzen.

23. 4. Simpliziale Komplexe und simpliziale Mengen. Abstrakte simpliziale Komplexe als
Teilmengen der Potenzmenge einer Grundmenge M, geometrische Realisierung im R, bei Anord-
nung von M Beschreibung der Randsimplizes [Al, Sect 3].

Simpliziale Mengen X, als Folge von Mengen X} von k-Simplizes mit Rand- und Entartungs-
operatoren, simpliziale Menge zu einem angeordneten Simplizialkomplex, simpliziale Abbildungen
[Al, Sect 3].

Die Kategorie A; Erzeuger und Relationen. Simpliziale Mengen als kontravariante Funkto-
ren X: A — Set, simpliziale Abbildungen als natiirliche Transformationen. Simpliziale Objekte
in einer Kategorie C sind kontravariante Funktoren A — C [Al, Sect 3], [M2, §2].

Beispiele: der (kombinatorische) Standardsimplex A[n] [Al, Sect 3], [GZ, Sect. II 2], [GJ, Ex 1.7],
[M2, Def 5.4], und der Raum der singuléren Simplizes S(X) in einem topologischen Raum X [M2,
Ex 1.5].

Der (affine) Standardsimplex A™ und seine Seiten (Vorsicht mit der Notation in den verschiedenen
Quellen!), die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge als CW-Komplex [Al, Section 5],
[M2, §14]. Die Zellen entsprechen gerade den nicht entarteten Simplizes. Beispiel: die Realisierung
des kombinatorischen Standardsimplexes ist der affine Standardsimplex. Weitere Beispiele, etwa S™.

30. 4. Limiten, Kolimiten und die geometrische Realisierung. Abstrakte Kolimiten von
Funktoren; Beispiele: Koprodukt, Pushout, Quotient, herkommlicher Kolimes. Abstrakte Limiten

von Funktoren; Beispiele: Produkt, Pullback, Urbild, herkdmmlicher Limes [Al, Sect 4].
1



Die geometrische Realisierung von X als Kolimes iiber die Simplizes von X [Al, Sect 5], [GJ,
1.2].

Paare adjungierter Funktoren; Beispiel: Einhdngung (linksadjungiert) und Schleifenraum (rechts-
adjungiert); geometrische Realisierung (linksadjungiert) und die simpliziale Menge der singuliren
Simplizes in einem Raum (rechtsadjungiert) [M2, §15].

Linksadjungierte Funktoren sind mit Kolimiten vertréglich, rechtsadjungierte Funktoren mit
Limiten. Insbesondere ist die geometrische Realisierung mit Kolimiten vertréglich.

7. 5. Seminarvortrag: Die abgeschlossene monoidale Struktur. Konstruktion von Produkt
und Koprodukt in der Kategorie der simplizialen Mengen, zugehorige monoidale Strukturen im
Sinne von [G, 4.b]. Endliche Produkte sind vertriglich mit der geometrischen Realisierung [M2,
Thm 14.3], allgemeiner [GZ, I11.3] — in der Kategorie kwH aus [G, 4.a] gilt das ohne Einschrankung.

Konstruktion der simplizialen Menge der simplizialen Abbildungen. Die Kategorie der simpli-
zialen Mengen ist kartesisch abgeschlossen. Homotopie simplizialer Abbildungen [M2, §6 (wenn
moglich ohne 6.5-6.11)], [GJ, L5].

21. 5. Seminarvortrag: Kan-Komplexe und Kan-Faserungen. Ausdehnungs- oder ,,Horn-

fiilller“-eigenschaft [M2, Def 1.3], Kan-Komplexe [M2, §3]. Beispiel: Komplex der singuléren Sim-

plizes S(X) [M2, Lemma 1.5]. Homotopiegruppen von Kan-Komplexen [GJ, 1.6-1.7], [M2, §§3-5].
Kan-Faserungen und ihre lange exakte Homotopiesequenz.

(Woche vom 4. 6.7) Simpliziale und singulire Homologie. Kombinatorische Beschreibung
der CW-Homologie von |X,|; Beschreibung durch simpliziale abelsche Gruppen [M2, §2].

Der Raum der singuldren Simplizes |S(X)| ist schwach dquivalent zu X, somit erfiillt die sin-
gulére Homologie Ho(|S(X)|) von X die Eilenberg-Steenrod-Axiome und Invarianz unter schwachen
Aquivalenzen. Referenzen hierzu folgen.

2. KATEGORIEN

Wir wenden simpliziale Mengen an, um Kategorien topologische Rdume zuzuordnen. Durch ge-
schickte Konstruktion bestimmter Kategorien konnen wir algebraische Probleme durch topologische
R&ume beschreiben.

(Woche vom 14. 5.7) Der Nerv einer Kategorie. Zu jeder kleinen Kategorie C gehort eine
simpliziale Menge, der Nerv NC, und der klassifizierende Raum BC = |NC|.

Beispiel: fasse eine diskrete Gruppe G als Kategorie auf, dann ist BG ein klassifizierender Raum
fiir G. Die (Ko-) Homologiegruppen von BG heiflen auch die Gruppen-(Ko-)Homologie von G.

Elementare Eigenschaften von BC, Bedeutung von mo(BC) und 71 (BC) [We, IV, §3], genauere
Spezifikation folgt.

Kategorien ober- und unterhalb von Objekten oder Funktoren, verwandte Konstruktionen.

11. 6. Seminarvortrag: Homotopie-Limiten und -Kolimiten. Gewohnliche (Ko-)Limiten
verhalten sich nicht gut unter (schwachen) Homotopiediquivalenzen (Beispiele). Universelle Eigen-
schaft des Homotopie-Limes und -Kolimes in kwH sowie in kw?H, Unterschied zum Limes/Kolimes
in HkwH beziehungsweise HkwH [D], [V].

Konstruktion des (reduzierten) Homotopie-Kolimes als Realisierung eines simpliziales Objektes
in kwH oder kwH . Beispiele: Abbildungszylinder und -kegel, Teleskop [BK, XII, §2, 3].

Konstruktion des Homotopie-Limes, Beispiele: Homotopiefaserung [BK, XI, §2-4].
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25. 6. Seminarvortrag: Quillen-K-Theorie. Kurze Definition von Ky(R) und K;(R) fiir einen
Ring R [We, II, §1,2, III, Def 1.1]. Die Kategorie Pg der endlich erzeugten projektiven R-Moduln
als exakte Kategorie, Ko(Pr) = Ko(R) [We, II, 7.1-7.1.1].

Sei jetzt A exakte Kategorie. Konstruktion von QA, es gilt Ko(A) = 71 |[BQA| [We, IV, §6].
Definition der hoheren K-Gruppen [We, IV, Def 6.3]. Der Raum |BQ.A| ist ein unendlicher Schlei-
fenraum [We, IV, 6.5].

3. WALDHAUSEN K-THEORIE

Topologische K-Theorie beschreibt Vektorbiindel iiber einem gegebenen Raum X. Waldhausen
K-Theorie beschreibt analog endlich dominierte rektraktive Rdume iiber X. Thre Konstruktion ist
analog zu Quillens Q-Konstruktion, aufgrund der schwécheren Eigenschaften der zugrundeliegenden
Kategorie aber etwas technischer. Bevor wir mit der Konstruktion beginnen, betrachten wir zwei
K-theoretische Invarianten topologischer Rdume.

18. 6. Walls Endlichkeits-Hindernis. Ein topologischer Raum X sei darstellbar als Retrakt ei-
nes endlichen CW-Komplexes, zum Beispiel konnte X eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit
sein. Ist X dann bereits homotopiedquivalent zu einem endlichen CW-Komplex?

Diese Frage fiihrt auf das Wallsche Endlichkeits-Hindernis w(X) in Ko(Z[r1(X)]) [L, Lect 2].

2. 7. Einfache Homotopieidquivalenzen und Whitehead-Torsion. Einfache Homotopieidqui-
valenzen entstehen durch sukzessives Hinzufiigen oder Kollabieren von einfachen Erweiterungen.
Sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz endlicher CW-Komplexe, ist f dann homotop zu einer
einfachen Homotopieidquivalenz?

Das Hindernis ist in diesem Fall die Whitehead-Torsion 7(f) € Wh(m (X)), wobei Wh(G) =
K1 (Z]G))/(£G) [L, Lect 3, 4]. Der s-Kobordismussatz ist eine weitere Anwendung der Whitehead-
Torsion.

9. 7. Waldhausen Kategorien und die wS-Konstruktion. Axiome fiir Waldhausen-Kate-
gorien C, Definition von Ky(C). Beispiele: Kettenkomplexe Chpg, topologische Raume kwH und
geeignete Unterkategorien (Stichwort: Eilenberg-Swindle), Erweiterungskategorien [Wa, 1.1, 1.2],
[We, II, §9 bis 9.4].

Konstruktion der simplizialen Waldhausen-Kategorie S,C. Es gilt m(BwS.C) = Ky(C). Kon-
struktion des Waldhausen-Spektrums zu C, erste Eigenschaften [Wa, 1.3], [We, IV, §8 bis 8.7].

16. 7. Der Additivititssatz. Kurze exakte Sequenzen exakter Funktoren, verschiedene Formu-
lierungen des Additivititssatzes, Beweis [Wa, 1.3, 1.4].
Anwedungen des Additivitdtssatzes, unter anderem der Beweis, dass das Waldhausen-Spektrum

ein w-Spektrum ist [Wa, 1.5], [We, V, §1].

23. 7. Der Faserungssatz. Zylinderfunktoren, insbesondere in Chr und kw#H, erste Anwendun-
gen. Formulierung und Beweis des Faserungssatzes. Anwendungen, insbesondere der Approximati-
onssatz [Wa, 1.6].
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