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In diesem Seminar wollen wir zum einen Erweiterungen, zum anderen Anwendungen der algebrai-
schen Topologie kennenlernen. Das Seminar besteht aus mehreren Blocken, die zum Teil voneinander
unabhéngig sind. Manche Vortriage konnen (bei Interesse des Sprechers und des Publikums) auch
auf zwei Sitzungen ausgedehnt werden.

1. ERGANZUNGEN ZUR VORLESUNG

In diesem Abschnitt konnen wir ein paar weitere Anwendungen von Spanier-Whitehead-Dualitét
und Thom-Isomorphismus herleiten. Die Vortrége sind optional und unabhingig voneinander.

Euler-Klasse und Gysin-Sequenz. Definition der FEulerklasse iiber den Thom-Isomorphismus.
Eulerklasse und Eulerzahl fiir Mannigfaltigkeiten. Die Gysin-Sequenz fiir Sphérenbiindel [H2, Sec-
tion 3.2 bis S. 91].

Der Lefschetz-Fixpunktsatz. Monoidale Funktoren und Spuren auf stark dualisierbaren Ob-
jekten. Satz von Poincar’e-Hopf Lefschetz-Fixpunktsatz nach [DP, Section 4].

Inverse Limiten und der Thom-Isomorphismus. Fiir den allgemeinen Beweis des Thom-Iso-
morphismussatzes bendtigt man die Ableitung lim! des inversen Limes. Wenn Zeit bleibt, kann
man hier auch die Existenz von (gewohnlichen) Orientierungen zeigen [Ad, II1.8], [H1, App. 4D],
[Sw, Thm 14.6, Prop 4.18].

Elementare Sitze iiber CW-Spektren. Fiir CW-Spektren gilt eine stabile Fassung des Satzes
von Whitehead. Diese kann hier bewiesen werden [H3, Section 2.1].

2. TOPOLOGISCHE K-THEORIE

In der Vorlesung haben wir topologische K-Theorie nur kurz eingefiihrt. In diesem Abschnitt
wollen wir Bott-Periodizitéit beweisen. Als Anwendung untersuchen wir parallelisierbare Sphéren
und zeigen, dass R, C, H und O die einzigen Divisionsalgebren {iber R sind.

Komplexe Bott-Periodizitit (1 oder 2 Vortrige). Bott-Periodizitit ist das wichtigste Hilf-
mittel bei der Konstruktion komplexer K-Theorie. Hier soll sie bewiesen werden. [H2, Sections 2.1,
2.2]

Reelle K-Theorie (optional). Auch fiir reelle K-Theorie gibt es eine Periodizitét. Sie konnte
hier erldutert werden.

Spaltungsprinzip und der Leray-Hirsch-Satz. Das Spaltungsprinzip erlaubt es, manche ko-
homologische Aussagen iiber Vektorbiindel auf Aussagen {iber Geradenbiindel zuriickzufiihren. Es
gibt eine topologische und eine algebraische Variante; beide sind interessant, eine sollte vorgestellt
werden [H2, Section 2.3 ab S. 65].
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Adams-Operationen und parallelisierbare Sphéren (1 oder 2 Vortrige). Auf topologi-
scher K-Theorie gibt es viele interessante algebraische Operationen. Diese sollen hier eingefiihrt
werden, und benutzt werden, um parallelisierbare Sphéren, Divisionsalgebren iiber R, und Abbil-
dungen S*~1 — §%7 mit Hopf-Invariante 1 zu klassifizieren [H2, Section 2.3].

3. SPEKTRALSEQUENZEN I

Eine Spektralsequenz ist eine Folge von (Ko-) Kettenkomplexen (EZ,d%);cn, so dass Eitl =
Ho(E:,d.) fiir alle i. In einfachen Féllen lassen sich aus Spektralsequenzen exakte Sequenzen her-
ausdestillieren; einfache Beispiele hierfiir sind das Schlangenlemma und zellulidre (Ko-) Homologie.
In diesem Abschnitt betrachten wir die Atiyah-Hirzebruch-Leray-Serre-Spektralsequenz.

Die Atiyah-Hirzebruch-Spektralsequenz (optional). Sei & ein allgemeiner (Ko-) Homolo-
giefunktor und X ein CW-Komplex. Ziel ist die Berechnung von h(X) wie bei zellulirer (Ko-)
Homologie. Man erhélt einen filtrierten Komplex, der eine Spektralsequenz liefert. Diese Spektral-
sequenz ,konvergiert“ gegen iL(X ). Zu erklédren ist, wie man die Spektralsequenz konstruiert, wie

man in Spezialfillen ihre Differentiale bestimmt, und wie man anschlieBend A(X) rekonstruiert [Sw,
Kap 15 bis Thm 15.7], [Ad, IIL.7].

Die Leray-Serre-Spektralsequenz (1-2 Vortrige). Sei F' — E — B ein Faserbiindel und B
ein CW-Komplex. Das liefert einen filtrierten Komplex zur Berechnung der gewdhnlichen (Ko-
) Homologie H(E;A). Wieder ist zu erkldren, wie man in Spezialfillen H(E; A) bestimmt [H3,
Section 1.1 bis S. 13].

Verallgemeinerungen und Spezialfillle (optional). Die beiden obigen Spektralsequenzen las-
sen sich zur Atiyah-Hirzebruch-Leray-Serre-Spektralsequenz kombinieren. Als Spezialfall fiir Pro-
dukte erhilt man eine Verallgemeinerung der Kiinneth-Formel fiir allgemeine Homologiefunktoren.
Als Spezialfall fiir Sphérenbiindel erhélt man die Gysin-Sequenz. Auflerdem kann man den Thom-
Isomorphismussatz neu beweisen [Sw, Kap 15 ab 15.8, insbes. Thm. 15.27].

Rationale Homotopiegruppen der Sphiren. Die Leray-Serre-Spektralsequenz fiir Kohomo-
logie ist vertrdglich mit Cup-Produkten. Mit Hilfe der multiplikativen Struktur lédsst sich unter
anderem zeigen, dass 73 (S°) endlich ist fiir alle n > 0 [H3, Section 1.2, S. 26-34].

4. DIE STEENROD-ALGEBRA

Das Cup-Produkt auf der Kohomologie ist ,instabil®. Als ,Stabilisierung® erhélt man fiir jede
Primzahl p eine Algebra von Kohomologieoperationen auf H*(-;Z/p). Auflerdem wollen wir einige
Anwendungen besprechen.

Die Steenrod-Operationen. Steenrod-Operationen und elementare Eigenschaften. Anwendun-
gen, zum Beispiel: maximale Anzahl punktweise linear unabhéngiger Vektorfelder auf S™; Abbil-
dungen zwischen Moore-Réumen; Selbstabbildungen von HP> [H1, App. 4L bis S. 496]

Die Steenrod-Algebra. Weitere FEigenschaften und Konstruktion der Steenrod-Operationen und

der Steenrod-Algebra, mit Schwerpunkt auf p = 2. Anwendungen zum Beispiel: projektive Rdume
iiber den Oktaven, [H1, App. 4L ab S. 496].

5. SPEKTRALSEQUENZEN 11

Viele homotopietheoretische Konstruktionen laufen auf die Bestimmung stabiler Abbildungs-
klassengruppen [X, Y] hinaus. Die Adams-Spektralsequenz fiihrt die Berechung von [X, Y] auf ein
kohomologisches Problem zuriick. Sie verallgemeinert unter anderem das universelle Koeffizientheo-
rem und kann zur Bestimmung der stabilen Homotopiegruppen von Sphéren benutzt werden.
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Die Adams-Spektralsequenz. Hier soll die Adams-Spektralsequenz zunéchst erklédrt und dann
bewiesen werden [H3, Section 2.2 bis S. 21].

Stabile Homotopiegruppen. Mit Hilfe der Adams-Spektralsequenz versuchen wir, einige stabile
Homotopiegruppen der SV zu bestimmen [H3, Section 2.2 ab S. 21].

Mehr zur Adams-Spektralsequenz (optional). Multiplikative Struktur, e-Invariante . .. [Sw,
Kapitel 19 ab Thm 9.9].

Ein allgemeines universelles Koeffiziententheorem (optional). Es sei F ein E-Modulspek-
trum. Unter bestimmten Voraussetzungen existiert eine Spektralsequenz Extpe (FEo(X), F*) —>
F*(X) [Ad, TI1.13].

6. DER J-HOMOMORPHISMUS

Die Gruppe O(n) wirkt auf S™. Hiermit konstruiert man den J-Homomorphismus J: 7,0(n) —
Tk+n(S™) und seine stabile Variante m,0 — 75 (S°). Man konstruiert damit den ,einfachen* Anteil
von 7 (S?). AuBlerdem lassen sich exotische Sphéiren und exotische Sphérenbiindel konstruieren.

Konstruktion und erste Eigenschaften. [H2, Section 4.1].

Das Bild des J-Homomorphismus. Dieses ist in [H2] angegeben, allerdings (noch) ohne voll-
stéandigen Beweis.

Hatchers nichtlineare Sphéirenbiindel. Aus dem Kokern des J-Homomorphismus lassen sich
Sphérenbiindel basteln, die nicht von Vektorbiindeln herkommen.
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