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Aufgabe 1

Geben Sie eine Formel fiir Riemannsche Normalkoordinaten exp;! : U — V C R? an
(a) auf S? fiir p = e3, und
(b) im Poincaré-Ballmodell (B%(0), ¢"™P) mit p = 0.

Geben Sie eine Formel fiir ¢ in diesen Koordinaten an.

Hinweis: Sie diirfen Aufgaben 2 und 3 von Blatt 6 verwenden.

Aufgabe 2

Es sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrii-

mung K und c: [a,b] — M eine nach Bogenlidge parametrisierte Geodéische auf M.

(a) Es sei (e,...,e,) eine Orthonormalbasis von T,y M mit e; = ¢(0). Zeigen Sie: Es gibt
Vektorfelder e; € X(c) mit €;(0) = e; und V¢ e; = 0. Diese Vektorfelder heifen ,parallel

.. 14 at
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(b) Fiir alle t € [a,b] gilt gew(ei(t),e;(t)) = 04

(c) Bssei Y(t) = Y. v (t)es(t) € X(c). Ubersetzen Sie die Jacobi-Differentialgleichungen in
i=1

ein Differentialg_leichungssystem in den y°.

Aufgabe 3

Es sei V = g—g das Jacobifeld zu der geodéischen Variation

c: (s,t) = exp,(t(v + sw)), v,w e T,M
der Geodaischen c.
(a) Zeigen Sie, dass die folgende Néherung gilt:

(V(#), V(1)) = [w]*? — H{Ry e, w)t* + O(t7).
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(b) Bestimmen Sie damit die zweiten Ableitungen der Metrik in Normalkoordinaten im Null-
punkt.

Bitte wenden



Aufgabe 4

Wir betrachten auf dem R™ die Funktionen

]‘ 7
Gjk(x) = 05 — 3 Zl Tijux !

mit Tjji = Tirjg € Rund 7,5, k,0 = 1...n. Die 2¥ seien die k-ten Koordinatenfunktionen
des R".

a) Warum liefern die ik in einer Umgebung um die 0 die Komponenten einer Riemannschen
g.] g g
Metrik?

(b) Bestimmen Sie die Christoffelsymbole Ffj und die Komponenten des Kriimungstensors R
im Punkt 0.

c) Zeigen Sie: Genau dann, wenn 7;;;; die Symmetrien des Kriimungstensors erfiilt, gilt am
J
Punkt 0, dass Tiju = (Re, e, €k, €1)-



