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Aufgabe 1

SeienM eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p, q ∈M und γ : [a, b]→M eine (nicht notwen-
dig reguläre oder injektive) Kurve mit γ(a) = p und γ(b) = q sowie L(γ) = d(p, q). Zeigen
Sie, dass dann eine Geodätische c und eine monoton steigende Funktion f : [a, b]→ R exis-
tieren, so dass γ(t) = c(f(t)).

Aufgabe 2

Zeigen Sie die Vollständigkeit von zwei der drei folgenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

(a) des euklidischen Raums (Rn, geukl),

(b) der Sphäre (Sn, gsph) und

(c) des hyperbolischen Raums (Hn, ghyp).

Aufgabe 3

Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit und X ∈ Xk−1(M) mit k ≥ 2.

(a) Beweisen Sie die Existenz einer Teilmenge V ⊂ M × R und einer Abbildung ΦX ∈
Ck−1(V ;M) mit (p, t) 7→ Φt

X(p) für alle (p, t) ∈ V , so dass

(i) Für alle p ∈ M ist {t | (p, t) ∈ V } ein Intervall Ip mit 0 ∈ Ip und es gilt Φ0
X(p) = p

für alle p ∈M ,
(ii) ∂

∂t
Φt

X(p) = XΦt
X(p) für alle (p, t) ∈ V , und

(iii) wenn W ⊂M × R und Ψ : W →M ebenfalls (i) und (ii) erfüllen, dann gilt W ⊂ V
und Ψ = ΦX |W .

(b) Zeigen Sie: Wenn (p, s) ∈ V und
(
Φs

X(p), t
)
∈ V , dann auch (p, s+ t) ∈ V und

Φt
X

(
Φs

X(p)
)

= Φs+t
X (p).

Hinweis: Benutzen Sie die Eindeutigkeitsaussage im Satz von Picard-Lindelöf.

Aufgabe 4

Seien M,X wie in Aufgabe 3. Zeigen Sie: Wenn M kompakt ist, gilt V = M × R.

Hinweis: Argumentieren Sie wie in Bemerkung 1.73 (2).


