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Aufgabe 1

Es sei RP" der reell projektive Raum von Blatt 1 und 7 : S™ — RP" durch p — [p| gegeben.

(a) Zeigen Sie: Es gibt eine Riemannsche Metrik g auf RP™, so dass d,7 : T,5™ — Tj,RP"
fiir alle p € S™ eine lineare Isometrie ist.

(b) Beweisen Sie: Sei ¢ : R — S™ Geodétische, dann ist auch 7o ¢ : R — RP"™ Geodétische,
und alle Geodétischen auf RP™ haben diese Form.

(c¢) Bestimmen Sie fiir p = [e;] € RP"™ den Schnittort und den konjugierten Ort.

Aufgabe 2

Betrachten Sie CP' als Teilmenge von CP”, indem Sie Punkte der Form [(x,y,0,...,0)] €
CP™ mit Punkten [(z,y)] € CP' identifizieren. Zeigen Sie: CP* € CP" ist total geodiitisch,
d.h., jede Geoditische in CP! is auch Geoditische in CP™.

Finden Sie dazu eine Isometrie von CP", deren Fixpunktmenge CP' als eine Zusammen-
hangskomponente enthélt. Argumentieren Sie dann analog zu Aufgabe 2d von Blatt 6.

Aufgabe 3

Sei M eine vollstdndige, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:
Wenn es einen Punkt p € M gibt, so dass es entlang jeder Geodétischen durch p einen zu p
konjugierten Punkt gibt, dann ist M kompakt.

Aufgabe 4

Sei (M, g) vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ im Schnittort von p.
Zeigen Sie: Der Punkt ¢ ist langs der Kiirzesten Geodatischen zu p konjugiert oder es gibt
zwei Kiirzeste von p nach ¢ oder. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Sei~ eine kiirzeste Geodéatische mit (0) = p,vy(to) = g. Betrachten Sie kiirzeste Geodéti-
sche 7; von p nach 7(tg+e€;) fiir eine positive Nullfolge ¢;. Zeigen Sie, dass die Geodétische
¢, mit ¢,(0) = p und v = ¢,(0) Haufungspunkt von +,;(0) Kiirzeste von p nach ¢ ist. Im
Fall ¢, # ~ gibt es zwei Kiirzeste von p nach q.

(b) Zeigen Sie im Fall ¢, = v, dass d exp,, am Punkt tyv nicht regulér sein kann. Konstruieren
Sie daraus ein Jacobifeld V' entlang v mit V(0) = 0 = V(). In diesem Fall ist also ¢
langs v zu p konjugiert.



