5. UBUNGSBLATT

DIFFERENTIALGEOMETRIE II - SPEZIELLE HOLONOMIE
M WS 2018/19 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Abgabe Donnerstag, den 22.11.18 Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre
(zu Beginn der Vorlesung) Abgabe
Aufgabe 1

Es seien U ¢ C",V Cc C™ offen und g = u+iv: U =V, f: V — C! glatt. Beweisen Sie die
Kettenregeln:

(a) 9;(fog)=>((Ofog) 0igs+ (Onfog)- 0;gr)
(b) 0;(fog) =>4 ((Oufog)-Digr+ (Ocf 0 g) - D;gr)

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass es zu den Funktionen f;: C" — C auf C" eindeutige Kéhler-Metriken h;
mit Kéhlerformen w; = i00f; gibt und berechnen Sie diese.

I=11*

(a) filz) =7 (b)  fa(z) = log(1 + ||=]*)

Aufgabe 3
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang V.
(a) Zeigen Sie, dass
(Vxa)(Ya,...,Y3) = X(a(Y1,...,Yi) —a(VxY1,Ya, .. .. Yi)—. ..—a(Y ..., Y1, VxYi)
einen Zusammenhang auf k-Formen definiert.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe der Cartan-Formel, dass
k A
(da)(Xo, ..., Xx) = D (=1 (Vx,0)(Xo, .., Xy, oo, Xi).

(c) Sei (e, ..., e,) ein lokaler orthonormaler Rahmen von (M, g). Zeigen Sie, dass dann

n

da = Z (ej, ) N (Ve;a)

J=1

gilt.



Aufgabe 4
Es sei U C C" offen, zg € U und h eine Kéhler-Metrik auf U. Zeigen Sie:
(a) Die Kéhler-Form w is eine (1,1)-Form.

(b) Es gibt eine Umgebung V' C U von z und eine d-geschlossene (1,0)-Form 3 auf V, so
dass wly = 9B + 9p.

(c) Es gibt eine Umgebung W C V von 2, und eine Funktion ¢ auf W, so dass 3|y = 0.

(d) Es gibt eine reelle Funktion f auf W, so dass w|y = i00f.

Hinweis zu b): Nach dem reellen Poincarélemma gibt es V' und eine reelle 1-Form a mit
da = wly.



due on Thursday 22.11.18 (beginning of lecture)

Aufgabe 1

Let U ¢ C",V C C™ be open and g = v +iv: U — V, f: V — C! smooth. Prove the
following chain rules:

(a) 9;(fog) =2 ((Ofog)-0igr+ (Ohfog) Oigk)
(b) D5(fog) =>4 ((Oufog)-Oigk + (Of og)- digk)

Aufgabe 2
Show that to each of the functions f;: C" — C on C", there is a unique Kéahler metric h;
with Kéahler form w; = 00 f; und and compute it.

I=11*

(a) filz) = (b)  fa(z) =log(1 + ||2[]*)

Aufgabe 3
Let (M, g) be a Riemannian manifold with Levi-Civita connection V.
(a) Show that
(VXCY)(YL e ,Yk) = X(Oj(Yl, e ,Yk))—a(val,Yz, Ce ,Yk)—. . .—a(}{ Ce 7Yk—1a VXYk)
defines a connection on k-forms.
(b) Use the Cartan formula to show that
k
(dOé)(XO, . 7Xk) = Z(—l)J(VXj()é>(X0, c. ,Xj, . ,Xk)
=0

(c) Let (e ...,e,) be a local orthonormal frame of (M, g). Show that in this case da =
2 5= (€} A (Ve, ).

Aufgabe 4
Es sei U C C" offen, zp € U und h eine Kéhler-Metrik auf U. Zeigen Sie:
(a) Die Kéhler-Form w is eine (1,1)-Form.

(b) Es gibt eine Umgebung V' C U von z und eine d-geschlossene (1,0)-Form 3 auf V, so
dass wly = 9B + 9p.

(c) Es gibt eine Umgebung W C V von 2, und eine Funktion ¢ auf W, so dass 3|y = Jp.
(d) Es gibt eine reelle Funktion f auf W, so dass w|y = i00f.

Hint for b): By the real Poincaré lemma, there is such a V' and a real 1-form a such that
da = wly.



