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I. Gewohnliche Differentialgleichungen/partielle
Differentialgleichungen

.1. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Die Fourier-Analyse ist eine Sammlung Techniken, die zur Losung vieler Arten von Problemen angewendet
kann. Eine der wichtigsten Anwendung ist die Losung partieller Differentialgleichungen in der Physik welches
im Folgenden anhand der Wellen- und Wérmeleitungsgleichung veranschaulicht werden soll.

Definition I.1.1. Eine gewdhnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion von
einer Variablen, in der auch Ableitungen dieser Funktion vorkommen. Die héchste vorkommende Ableitung
nennt man Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel 1.1.2. Die folgende Differentialgleichung
exp(f°%)(z)) = 2023

ist von Ordnung 2022.

Beispiel 1.1.3. Sei a € R. Die folgende Differentialgleichun

f'(@) =af(z)
ist von 1. Ordnung.

Beispiel I.1.4. Sei a € R. Die folgende Differentialgleichung
af® + (a—1)f® =0
ist von entweder Ordnung 3 oder 5.

Beispiel 1.1.5. Newtons zweites Bewegungsgesetz — die Beziehung zwischen der Bewegung x zu der Zeit ¢
eines Objekts der Masse m unter der Kraft F' — ist durch die Differentialgleichung fiir die Verschiebung gegeben:

P
ot?

Die ist eine Differentialgleichnung zweiter Ordnung.

= F(z).

Es gibt eine wichtige Teilmenge gewohnlicher Differentialgleichungen, welche als lineare homogene Differenti-
algleichungen bezeichnet werden.

Definition 1.1.6. Eine lineare homogene Differentialgleichung der Ordnung n € N ist eine Differentialgleichung,
die die Form

an () f7 (@) + an-1(2) "7 (@) + .+ ar (@) f(2) + ao(2) f(2) = 0
fiir gegebene Funktionen a;(z), ¢ = 0,...,n hat.

Beispiel 1.1.7. Fragen: sind obige Differentialgleichungen linearen homogenen Differentialgleichungen? Ist der
zweite Newtonsche Hauptsatz eine lineare homogene Differentialgleichung? Unter welchen Bedingungen auf die
Kraft kann es sein?

Die Menge aller Losungen, also die Menge aller Funktionen, die diese Differentialgleichung erfiillen, bilden
einen Vektorraum. D.h., wenn f; und fs die Differentialgleichung erfiillen, dann auch af; +bfs, a,b € C. Dieses
Prinzip (Summieren von Losungen, um eine andere Losung zu erhalten) wird Superposition genannt.

fdie folgende Differentialgleichung beschreibt den radioaktiven Zerfall
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Beispiel 1.1.8. Betrachten wir eine lineare homogene Differentialgleichung
o' (z) = Au(z), XeC\{0}.

Es ist einfach zu zeigen, dass e** die Differentialgleichung erfiillt. Dann ist ae*® fiir alle a € C auch eine Losung.
Es wurde in [Analysis I, Beispiel 4.4.9] gezeigt, dass dies alle mogliche Losungen sind, bzw. die einzig mogliche
Losungen.

Beispiel 1.1.9. Betrachten wir eine lineare homogene Differentialgleichung
u’(z) = du(z), XeC\{0}.

Es ist einfach zu zeigen, dass

Viaz

VAT und e~ Ve

die Differentialgleichung erfiillen. Dann ist fiir alle a,b € C

aeVAr 4 pe—VAz

auch eine Losung. Es wurde in [Analysis I, Beispiel 4.4.12] gezeigt, dass dies alle mogliche Losungen sind.

1.2. Partielle Differentialgleichungen

Definition 1.2.1. Eine partielle Ableitung ist eine Ableitung einer Funktion mit mehreren Argumenten nach
einem dieser Argumente.

Definition 1.2.2. Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion von mehr
als einer Variablen, in der auch partielle Ableitungen dieser Funktion vorkommen.

Beispiel 1.2.3. Sei u = u(z,y, z). Dann ist
0%u n 0?u n 0%u ~0
ox2  Oy? 022
eine partielle Differentialgleichung.

Beispiel 1.2.4. Sei u = u(z,t). Dann ist
ou  9%*u

ot T
eine partielle Differentialgleichung.
Beispiel 1.2.5. Sei u = u(t, s) und o,r € R. Dann ist

0 1 o
o022l sl =0

ot 2 0s? Os

auch eine partielle Differentialgleichung.

Viele Differentialgleichungen entstammen dem Feld der Physik. In den néchsten Minuten [Kapiteln] werden
wir eine Differentialgleichung fiir schwingende Saiten herleiten, mit nicht mehr, als den Gruntkentnisse aus
Analysis I und Basiswissen der Physik.

1.2.1. Eine Gleichung fiir eine schwingende Saite

Man iiberlege sich eine Saite eine Gitarre oder einer Violine, welche in Schwingung versetzt wird. Wir nehmen
nun folgende Bedingungen an, [um das Modell so einfach wie moglich zu halten]:

o Die Saite schwingt nur in der Vertikalen,
e Die Zugspannung auf die Saite ist an allen Punkten gleich, und die Zugkraft T ist tangential,

o Der Ausschlag der Saite ist nicht sehr grof.
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Die Lénge der Saite ist gleich ¢. Wir beschreiben nun die Bewegung der Saite durch die Beschreibung der Hohe,
u(z,t) := die Hohe der Saite am Punkt z € [0, ¢] zur Zeit ¢ € [0, 00).

Wir suchen nun nach einer geeignenten Differentialgleichung, welche u(x,t) beschreibt.
Man betrachtet nun ein Segment der Saite, beschrieben durch die Punkte M M’, und geht davon aus, dass
dieses hinreichend klein ist. An den Punkten M, M’ ist die Zugkraft tangential.

A
T
M’ — o+ Ap
M
,,,,,,,,,, 5 u(z,t)
T : :
0 x r+ Ax 12 g

Diese Tangente bilden die Winkel ¢ und ¢ + Ap. Wenn wir nun die Kréfte F', welche auf die Saite wirken, auf
die vertikale Achse eines Koordinatsystem abbilden, bekommen wirf

F =Tsin(p + Ap) — Tsin(yp).
Fiir sehr kleine Winkeln bzw. Werte von ¢ giltlﬂ
sin(p) & tan(p) und sin(yp + Ayp) ~ tan(o + Ap).

Dann ist
Tsin(p + Ap) — T'sin(p) ~ T tan(¢ + Ap) — T tan(p).

Um fortzufahren, miissen wir uns daran erinnern, was tan(y) beschreibt.

Ttan(p + Ag) — Ttan(yp) =T (3u(:1: +Az,t) 3u(:c,t)> .

ox or

Erinnern Sie sich an den Zwischenwertsatz? Und an Mittelwertsatz der Differentialrechnung? Der Satz impliziert
dass es 0 € [0, 1] gibt, so dass der obige Ausdruck gleich

O%u(z + 0Ax,t) O%u(x,t)
o ST A
ist, und
0?u(x,t)
Um nun auf die Bewegungsgleichung zu bekommen erinnern wir uns an die klassische Mechanik: Newtons

zweites Bewegungsgesetz. Die Beschleunigung ist %Zg Die Masse ist pAz. [Wir erinnern uns an die Definition
der Dichte: p = Masse / Volumen , aber mit der eindimensionalen Saite brauchen wir nur die Langenabschnitt.]

Wir erhalten damit

0%u 0%u
Wenn wir nun noch 7'/p =: a? setzen, erhalten wir die Wellengleichung:
0%u 5, 0%u
— =a"=—. 11
oz~ ¢ aa2 (1)

*Wir diirfen davon ausgehen, dass die Krifte, die auf die Saite wirken, vertikal sind, weil wir angenommen haben, dass sie sich
nur in vertikaler Richtung bewegt.
TDie Frage zur Selbstkontrolle: Warum und was hat diese Annaherung mit der Taylor-Reihe zu tun?
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Wir miissen noch beachten, dass die Enden der Saite fest verankert sind und als solches noch folgende
Randbedingungen angeben:
u(0,t) = u(f,t), Vte|0,00).

Die Saite ist zudem in einer Startposition mit einer Startgeschwindigkeit zum Startpunkt:

u(z,0) = f(x), Owu(x,t)|i=0 = g(x).

Die Funktionen f und g werden Anfangsbedingungen genannt.

1.2.2. Trennung von Variablen

Nahezu alle partiellen Differentialgleichungen sind schwer zu l6sen. Es gibt keine einzige vereinheitlichende
Theorie oder "Rezept", dem wir konsequent folgen konnen, um partielle Differentialgleichungen zu 16sen. In diesem
Abschnitt verwenden wir eine Technik, die als "Trennung von Variablen'bekannt ist. Diese Technik kann unter
geeigneten Umstédnden eine partielle Differentialgleichung in eine Menge gewohnlicher Differentialgleichungen
transformieren.

Wir werden l6sen. Nehmen wir an, dass

u(z,t) = X (2)T(t).

Diese Gleichung ist ein Produkt aus zwei Funktionen, X und 7', von denen jede nur von einer Variablen abhéngt.
Wir schreiben (I.1)) als
X(2)T"(x) = a®> X" ()T (t).

Um "die Variablen zu trennen", miissen wir alles, was von x abhéngt, auf die eine Seite und alles, was von ¢
abhéngt, auf die andere Seite bringen:
o X"(x) _ T"(t)
X(z) T

Beide Seiten miissen jetzt konstant sein. Wir nennen die Konstante a2\.
Wir fangen zuerst an, die Gleichung fiir X zu lésen. Die Enden der Saite bewegen sich nicht, d.h.

u(0,t) = X(0)T(t) =0, u(l,t)=X(O)T(t) =0, t€][0,00).

Dies impliziert,

X(0) = X(¢) = 0.

Wir erhalten eine lineare homogene Differentialgleichung wie in Beispiel [.T.9}
X"(x) =X X(x), X(0)=X()=0.

Es gibt ¢1,co € C, so dass
X(z) = eV + cae™ VAT,

Die erste Randbedingung, X (0) = 0, impliziert dass
6160 +0260 =0 = c¢; = —co.
Die néchste Randbedingung, X (1) = 0, impliziert dass
cl(eﬁl — e_ﬁl) =0 = ¢; =0 oder VAl _ o=V _ .

Wir hoffen Losungen zu finden, die nicht gleich Null sind und untersuchen die zweite Option:

ezﬁ =1.
Dann ist
VN = 2rik, keZ
und 122
€’ === kel
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Wir schreiben

k,2 2
A 1= —7777

12a?

und weil A ‘
ikmx _ikmx ok
e I —e 1 =2isin(*7%),
haben wir die folgende Lésungen gefunden:
Xy(z) = sin(kxz), N, = — K=l

Jetzt konnen wir auch die gewShnliche Differentialgleichung fiir 7" 16sen. Die Gleichung fiir jede k lautet:

TI(t) k2

Te(t) 1242

Wir kénnen umsortieren um
Ty (t) = —WTk(t)
zu erhalten. Alle Losungen haben die Form

Ty (t) = By cos(@) + Cy sin(’“;ﬂ).

Wir haben daher alle Funktionen der Form X (z)7T(t) gefunden, die die partielle Differentialgleichung und die
Randbedingungen erfiillen. Es gibt unendlich viele, und sie konnen aufgezahlt werden als

up(w,t) = Xp(2)T(t) = Apsin(272) (By cos(552) + Cy sin(£512)) .
Beispiel 1.2.6. Sei k = 0. Dann ist
uo(x,t) = 0.
Die Saite schwingt nicht.
Beispiel 1.2.7. Sei k=1 und A =1, B = 1,Cy = 0. Dann ist

uy (,t) = sin(T2) cos( ™).
Fiir t = 0 ist die Saite still. Im Laufe der Zeit bewegt sie sich jedoch in die folgende Positionen. Fragen: ist
up(x,t) in t periodisch? Was passiert, wenn wir die Linge der Saite verkiirzen?

Beispiel 1.2.8. Sei k=2 und Ay =1, B = 1,C, = 0. Dann ist

2z

up(z,t) = sin(25%) cos(252).

Fiir t = 0 ist die Saite still. Im Laufe der Zeit bewegt sie sich jedoch in die folgende Positionen. [Bild]

Bemerkung 1.2.9. Wenn eine Saite schwingt, horen wir nicht einen einzigen reinen Ton, sondern eine
Uberlagerung mehrerer Téne, deren Frequenzen alle Vielfache der Grundfrequenz sind. Die Grundfrequenz ist
die Hauptfrequenz, die am meisten beitrigt, und die anderen Mehrfachfrequenzen werden als Harmonische
bezeichnet.

Frage an Leute, die Saiteninstrumente spielen: Spielen Sie eine leere Saite. Verkiirzen Sie die Saite zweimal
(dann 3/2 mal), spielen Sie erneut. Messen Sie die Linge der Schnur. Berechnen Sie die Spannung der Saite.

1.2.3. Superposition

Der néchste Schritt der Methode der Variablentrennung heifit die Superposition. Die gefundenen Funktionen wuy
erfillen eine homogene lineare partielle Differentialgleichung. Um zu sehen, dass sie homogen ist, bringen wir
alle Terme auf die rechte Seite und sehen

Upp — agum =0.

Diese Gleichung ist homogen, weil wir auf der rechten Seite eine Null haben. Um zu zeigen, dass die Gleichung
linear ist, bemerken wir
(u+ )y — a?(U+ V) pr = Uy — A2 Upe + Vyg — A2V
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Wenn sowohl u als auch v die Gleichung erfiillen, dann ebenso u + v.
Fine weitere wichtige Beobachtung ist, dass das zu lésende Problem die homogenen Randbedingungen erfiillt.
Immer wenn man Loésungen fiir eine partielle Differentialgleichung mit diesen Eigenschaften hat, dann ist die
Summe zweier beliebiger Losungen der PDG wieder eine Losung der PDG, und sie erfiillt wieder die homogene
Randbedingung. Wenn wir alle Losungen zusammenzihlen, nennen wir das Ergebnis eine - sic! - Superldsung!
Beim Lésen von GDG besteht die Standardvorgehensweise darin, eine Basis allgemeiner Losungen zu finden
und diese dann zu verwenden je nach Anfangsbedingungen eine bestimmte Losung zu konstruiren. Beim Losen
von PDG werden wir dasselbe tun, aufler dass, wir jetzt unendlich viele allgemeine Losungen verwenden.
Unsere Superlisung, die durch Uberlagerung aller erhaltenen Lésungen entsteht, ist

u(x,t) = Z ug(z,t).

keZ

Konvergiert diese hinreichend gleichméBig, so erfiillt auch u(x,t) die partielle Differentialgleichun Erinneren
wir uns an

wi(@,t) = X (2)Th(t) = Ay sin <k7) <Bk cos <"”ja) + G sin <k7“)> . keZ

Dann ist ug(x,t) = 0, und es gilt

u_g(z,t) +up(x,t) = (A — A_g) sin(kra/€) [( By + B_i) cos(knta/l) + (Cr — C_y) sin(kwta/l)] .
Wir kénnen unsere Losung vereinfachen, indem wir folgendes definieren

ag = (Ak — A,k) (Bk + B,k) , bp = (Ak - A,k> (Ck — C,k>

= u(x,t) = Z sin(kmx /) [ay, cos(knta/l) + by sin(knta/l))
k>1

Um die unbekannten Koeffizienten zu bestimmen, wiinschen wir uns das

u(z,0) = f(z) = Zak sin(kra/l) = f(x)

k>1
Ahnlich dazu,
kma .
ut(x,0) = g(z) = Z ka sin(knz/l) = g(x)
k>1

Um die Losung zu vervollstdndigen, werden wir also versuchen, die Anfangsdaten als unendliche Linearkombi-
nation der Funktionen X (z) = sin(knz/¢) zu entwickeln.

*eine frage zur Selbstkontrolle: diirfen wir Reihen begrifflich differenzieren? Unter welchen Bedingungen diirfen wir das machen?
Ko6nnen Sie ein Beispiel geben, wann wir das nicht diirfen?
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In der letzten Vorlesung, bzw. wiahrend des Seminars haben wir uns mit der Expansion von Funktionen, welche
auf einem beschrianktem Integral definiert sind, in Sinus und Kosinus Termen beschéftigt. Das Ziel dieses
Kapitels ist die Definition der Fourier-Reihe zu geben, ihre elementaren Eigenschaften zu studieren und anhand
von Beispielen zu erlautern.

Wir merken an, dass es manchmal eleganter ist mit Exponenten der Form, e, anstelle der Sinus sin(y) und
Kosinus cos(p) Terme zu arbeiten. Wir erinnern uns an deren Zusammenhang iiber die Formeln:

e 4 e~i® e — ety

cos(p) = S, sin(e) = S,

€'’ = cos(yp) +isin(y).

11.1. Definitionen und erste Beispiele

Definition II.1.1. Eine Funktion f : R — C ist 2m-periodische, wenn fir alle 6 € R gilt:
f(O+2m) = f(0).

In dieser Vorlesung gehen wir davon aus, dass f : R — C auf jedem beschréinktem Intervall Riemann
integrierbalm ist. Die Frage, welche wir beantworten mochte ist: Kann man f(x) in eine Reihe erweitern in der
Form

sag + Z(an cos(nf) + by, sin(nh))? (IL.1)
j=1
Sei
co = %ao, Cp 1= %(an —iby), C_p:i= %(an +iby), n=1,23,...

dann koénnen wir (LI.1) wie folgt umschreiben:

i cne™. (I1.2)

j=—o0

Wir nehmen fiir einen Moment an, dass f(6) wie in (II.2)) beschrieben wird. Wir méchen nun ¢, durch f
ausdriicken. Dazu nehmen wir an, das wir dies formell tun konnen und ignorieren potentielle Konvergenzprobleme
0.4.

Wir wihlen ein k € Z, multiplizieren (T1.2)) mit e~**¢ und integrieren von —n bis 7 und erhalten folgendes:

f(0)e *0dp = / > e’ R4p.

n—=—oo

Zusétzlich nehmen wir an, dass hier Integration und Summierung austauschbar sind und erhaltenﬂ

/ Z cne R0 gh = Z cn/ =k gp. (I1.3)

T n=—oc0 n=-—o00

Es gilt fiir n # k,

I e
IS S

™ i(n—k)6
/ ez(nfk)Qde _ 6
i(n—k)

—T —r

TFragen zur Selbstkontrolle: Kennen Sie hinreichende Bedingungen, ab wann eine Funktion Riemann integrierbar ist? Sind
abgeschlossene Funktionen Riemann integrierbar? Koénnen sie ein Beispiel einer Funktion geben, welche nicht glatt ist aber
trotzdem Riemann integrierbar?

FWeitere Frage zur Selbstkontrolle: Wann genau diirfen wir das tun?
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und fir n = k,

/ et =Ko gg — / do = 2.

Wenn wir diese Integrale in (I1.3|) einsetzen, erhalten wir:

FO)e™do = " ¢, / "R Ao = 27y

n=-—o0o
Wir benennen nun k zu n um und erhalten fiir beliebige n € Z,

_ 1 " —inf
Cn = 5o f(@)e™*"7d6. (I1.4)

—T
Es ist nun einfach die Koeffizienten a,, und b,, zu finden:

ag = 260 = %/ f(9)d9

—T

und firn=1,2,3,...,

1 (7 . . 1 [T
an=cpt+con==o [ f(O)(e™ +e")do== [ f(0)cosnfdo
2 J_, ™)
bp =i(cn —C—p) = L f(9) (eiine - eme) do = l/ £(0)sin(n)do
2 J_, T ) _
d.h.,
1 s
an = — f(0) cos(nf)dd, n>1, (11.5)
L
by, = 1 f(0)sin(nf)dd, n>1. (11.6)
™ —T
Beachten Sie, dass die Gleichungen ebenfalls fiir n = 0 gelten:
1 /7 1 f"
ag = — f(6)cos(0-0)do = — F(6)do. (I1.7)
TJ—x -7

Wir bemerken noch einmal, dass obige Berechnungen formell, d.h. unbewiesen sind. Aber wenn f nun eine
beliebige, Riemann-integrierbare, periodische Funktion ist ergeben die Integrale (IL.5), (I1.6), (I1.7) Sinn und wir
konnen sie nutzen, um die Koeffizienten a,,, b,, und ¢, zu definieren. Wir konnen nun eine formale Definition
erstellen:

Definition I1.1.2. Wir nehmen an, eine Funktion f ist 27-periodisch und zwischen [—, 7] integrierbar. Die

Zahlen ¢,,, definiert durch (I1.4), oder die Zahlen a,, und b,,, definiert durch (II.5)),(I1.6)),(I1.7)), sind die Fourier

Koeffizienten von f und die zugehorige Reihe

o0

. 1 >
Z Cnemt9 oder 5ao —+ Z (an cosnf + b, sin Tle)

n=—oo n=1
ist die Fourier Reihe von f.

Anstelle iiber [—7, 7] zu integrieren hétten wir ebenfalls die Grenzen [0, 27r] wéihlen kénnen. Wir kénnen dies
sogar Beweisen:

Lemma I1.1.3. Wenn F periodisch mit einer Periode P > 0 ist und a € R, dann ist f;JrP F(z)dx unabhdingig
von a.
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Beweis. Sei
a+P a+P a
g(a) ::/ F(x)dx:/ F(x)dx—/ F(z)dz.
a 0 0

Der Hauptsatz der Analysis impliziert, dass ¢’(a) = F(a + P) — F(a). Die Periodizitdt von F impliziert, das
g'(a) =0, weshalb g konstant ist. O

Lemma II.1.3 impliziert einen wichtigen Fakt:

Lemma I1.1.4. Der konstante Term in der Fourier Reihe einer 2m—periodischen Funktion ist der Mittelwert
von f in einem Intervall der Linge 2m.

Ebefalls niitzlich ist der folgende Zusammenhang:

Lemma I1.1.5. Wenn f gerade ist:
2 ™
p = f/ f(0) cos(nB)do, b, =0.
T Jo

Falls f ungerade ist:
2 us
by, = f/ f(0)sin(nd)dd, a, =0.
T Jo

11.2. Beispiele

Wir berechnen nun beispielhaft einige Fourier Reihen.

Beispiel I1.2.1. Sei k € Z und f(#) = ™. Dann stimmt diese Funktion mit einer Fourier Reihe iiberein mit
und ¢; = 1 und fiir n # &, ¢, = 0.

Allerdings miussen die Fourier Reihe einer Funktion nich zwangsldufig mit der der Funktion {ibereinstimmen.
Dazu ein weiteres Beispiel:

Beispiel I1.2.2. Sei k € Z und

eTrik@ 0 # 0
9 — ) b)
1) {mm,e:o

dann ist f Riemann-integrierbar und seine Fourier Reihe ist gleich:

e‘n’ikQ.
Beispiel I1.2.3. Sei f(6) = cos?(f). Dann ist
cos(2z) +1
po) = 2L
d.h. b, =0 und
1, n =20,
ap = %, n =2,
0 else.

)

Beispiel I1.2.4. Sei f die durch die Formel bestimmte 27-periodische Funktion
f(O) =10 for —m <0 <.

Das heift, f ist die Dreieckswelle. Die Funktion f ist gerade, Lemma impliziert dass b, = 0 und

2 (7 2 [T
ap, = f/ f(0) cosnbdd = f/ 0 cos(nf)df.
T Jo T Jo

aozz/ 9d92192
™ Jo ™

Dann gilt fiir n =0,

=T

g
0
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und fir n > 0,

20sinnd|" 2 [T sinnd 2cosnf|” 2 (-1)"—1
an = — - — d = — 2 = 2
T n |y, m)o n T n? |, ™ n
da sinnm = 0 und cosnm = (—1)". Wir bemerken, dass (—1)" — 1 = —2 fiir ungerade n und ist 0 fiir gerade n.

Dabher ist die Fourier-Reihe von f

4 1 4 & 2k —1)0
T n2 2 7 (2k — 1)
n=1,3,5,... k=1

o3

Die Reihe konvergiert absolut aufgrund der Konvergenz von Zle n2.

Beispiel I1.2.5. Sei g die durch die Formel bestimmte 27-periodische Funktion
g(0) =0 for —w<0<m.

Fiar n = 0 haben wir
1 iy

= — 0do =0

€0 2

—T

und fiir n # 0 integrieren wir partiell und erhalten

1 T ) 1 eefina ™ 1 ™ efin(i
=— [ 6e™d)= — - = do
= on /,W ¢ or —in |__ 2n ) . —in
1 0 1\|" —1)ntt '
_ 767177.0 ( + ) _ (’#7
2r —in  n?/)|__ n

weil 7™ = (—1)". Daher ist die Fourier-Reihe von g
71 n+1 .
Z ( ) ezne
= i

Hier durchlduft n alle positiven und negativen ganzen Zahlen. Da (—1)" = (—1)~", konnen die n-ten und
(—n)-ten Terme dieser Reihe kombiniert werden, um folgendes zu ergeben

nb —inf 2(—1 n+1
(—1)n+1 (e + ¢ > = (=1) sin nf.
n

mn —in

Damit ist die Fourier-Reihe von g
e (_1)n+1
2 ————sinné.

Es ist auf den ersten Blick nicht klar, ob die Reihen konvergieren oder nicht. Wir werden diese Frage in den
weiteren Abschnitten diskutieren.

11.2.1. Besselsche Ungleichung

Lemma I1.2.6. Wenn die Funktion f 2m-periodisch und Riemann-integrierbar auf [—m,n] ist und die Fourier-
Koeffizienten ¢, durch (2.5) definiert sind, dann gilt

> el < %/ 1£(6)]2d0.

—00 —T

Ahnlzch,
l 0 2 n n = 2 .

n=1
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11.2. Beispiele

Beweis. Wir versuchen, den Unterschied zu schétzen

2

N
f(e) _ Z CneinG
N

= (f(@) — chemg> <f(9) — ZEne_m0>
-N

-N
N N
= |f(9)|2 - Z [Cnmeine + Enf(e)eiine} + Z Cménei(min)e
-N mn=—N

Teilen nun beide Seiten durch 27 und integriere von —7 nach 7. Unter Beriicksichtigung der Formeln

1 ™ . 1 T . 'f
B e S
2T -7 2T o 1 ifm=n
erhalten wir, dass
1 T N 2
_ _ in6
o ) |F® §cne do

1 T N N
=— [ 1fO)Pd) = [enén + Encnl + Y _ cnén
—-N —-N

27 J_ .

17 a
_ L 29 _ 2
=57 | OPd0 =T el

Allerdings ist das Integral auf der linken Seite ist sicherlich nicht-negativ, also erhalten wir

1 7 N
0< — [ [fO)dd =" len|”
—-N

T~ 2m J_,

Wenn wir N — oo lassen, erhalten wir das Ergebnis. O

In den néchsten Vorlesungen werden wir sehen, dass die Ungleichheit tatséchlich eine Gleichheit ist. Im
Moment impliziert die Besselsche Ungleichung das folgende Lemma:

Lemma I1.2.7. Die Fourier-Koeffizienten a,, by, ¢, und c_, gehen gegen Null, wenn n — oo.

11






Konvergenz von Fourier-Reihen

Konvergiert die Fourier-Reihe einer periodischen Funktion f gegen f selbst? Wie wir in den Beispielen zuvor
gesehen haben, lautet die Antwort fiir nicht stetigen Funktionen definitiv nein; z.B., die Fourier Reihe fir

RS 0 € [—m, 7]\ {0},
16) = {2022, =0

ist gleich 1.
Aber was ist mit Funktionen, die glatter sind? Wir definieren zuerst die Klasse von Funktionen, mit denen
wir arbeiten werden.

Stiickweise stetige Funktionen

Definition I1.2.8. Sei —00 < a < b < co. Eine Funktion f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist
stiickweise stetig, falls

(i) f ist stetig auf [a, b] auBer endlich vielen Punkten z1,..., 2 (die Menge 1, ..., 2 darf auch leer sein);

(ii) an jedem der Punkte x1, ...,z der linke und rechte Limes von f,

flxj—)= h35{2>0f (v —h) und f(z;+) = hJé{%>of (zj +h),

existiert.

Wenn der Endpunkt a (oder b) einer der Ausnahmepunkte z; ist, brauchen wir nur den rechten (oder linken)
Limes.

Wir bezeichnen die Klasse der stiickweise stetigen Funktionen auf [a, ] mit PC(a,b).

Definition I1.2.9. Eine Funktion f ist auf [a,b] stickweise glatt, wenn f und ihre erste Ableitung f’ beide
stiickweise stetig auf [a,d] sind, und wir bezeichnen die Klasse der stiickweise glatten Funktionen auf [a, b] mit
PS(a,b). Genauer gesagt, f € PS(a,b) genau dann, wenn

(i) f € PC(a,b);

(ii) f’ existiert und ist stetig auf (a,b) auBer vielleicht endlich vielen Punkten x1,...,zx (die alle Punkte
enthalten, an denen f unstetig ist), und die einseitigen Grenzen f’ (z;—) und f' (z;+).)(j =1,..., K),
sowie f’(a+) und f’(b—) existieren.

Mit anderen Worten, f ist stiickweise glatt, wenn sein Graph eine glatte Kurve ist, abgesehen von endlich
vielen Spriingen (wobei f unstetig ist) und Ecken (wobei f’ unstetig ist). Wir erlauben keine unendlichen
Diskontinuitéten (wie f(x) = 1/x bei x = 0 ) oder scharfe Spitzen (wo f’ unendlich wird).

Definition I1.2.10. Eine auf der ganzen reellen Geraden R definierte Funktion heif3t stiickweise stetig oder
stickweise glatt auf R, wenn dies auf jedem beschréankten Intervall [a, b]. (Das heifit, f oder f’ kénnen unendlich
viele Diskontinuitdten auf der ganzen Linie haben, aber nur endlich viele in jedem begrenzten Intervall.)

Wir bezeichnen die R&ume von stiickweise stetigen und stiickweise glatten Funktionen auf R durch PC(R)
und PS(R).

Wir kehren nun zur Betrachtung der Fourier-Reihe einer 2m-periodischen Funktion f(#) zuriick. Wir erinnern
daran, dass dies definiert ist

1 > > ,
540 + Z (an, cosnf + by, sinnf) = Z cne'™?, (I1.8)

n=1 n=-—o00

13



II. Fourier Reihen

mit
a= [ rwyeostuiidv. b= [ f0)sin(us)as

T™J—n
_ /" —im)
Cn = 5 /_7r f(p)e™ ™ dap.

Wir definieren die N-te Summe von (I1.8)) als S]{,:

N N
1 .
Sf( 0) = 500 + E ap, cosnb + b, sinnf) = E cne™? (IL9)
-N

und unser Ziel ist es zu zeigen, dass SIJ:, als N — oo gegen f konvergiert. Wenn wir die Definition von ¢, in
SJJ:,(O) einsetzen, erhalten wir

L~ (7 (0—) Lo [T (1—0)
_ in(0— _ in(p—0
52 [ S0 [ jwenttay,

Die letzte Gleichheit folgt aus der Ersetzung von n durch —n. Sei ¢ := ¢ — 0, dann erhalten wir mit Hilfe
von Lemma [T1.3]

QWZ/ » fO+9) m¢d¢— Z f9+¢ )emedg.

D.h.

SL.0) = [ f(0+¢)Dn(d)dd, wobei Dy(ep Z e
Die Funktion Dy(¢) wird als N-ter Dirichlet-Kern bezeichnet. Wir konnen Dy in einer besser Form
ausdriicken, indem wir erkennen, dass es sich um die Summe einer endlichen geometrischen Folge handelt:

ie—iNqb (1+€i¢+~--+ 12N¢ . —1N¢Z ing

Dn(¢) = 5

Da Zé( = (rfT = 1) /(r — 1) fiir jedes r # 1, fiir ¢ # 0 haben wir
1 NG ei(2N+1)¢ -1 1 ei(N+1)¢ _ e—iNqB

Dn(d) = —e-iNe® 771 1 ,
N(@) =g e v 1 o ¢id —1

Wir multiplizieren sowohl Zihler als auch Nenner mit e~%¢/2

1 exp[ (N—|— )¢] - exp[—i(N—&—%)qb] _isin(N-i—%)(b
7 exp ( 2(;6) — exp (—i%qﬁ) 27 sin %qﬁ '
Mit Hilfe dieser Formel konnen wir den Graphen von Dy (¢) zeichnen.
Die Intuition hinter S {,(9) — f(0) ist folgende: In der Integralformel fur S ﬁ,(@), die scharfe zentrale Spitze von

Dy (@) bei ¢ =0 zeigt den Wert () an, und die schnellen Oszillationen von Dy (¢) weg von ¢ = 0 eliminiert
den grofiten Teil des Rests des Integrals wegen Aufhebungen zwischen positiven und negativen Werten.

Lemma I1.2.11. Fir N € N,

Dn(¢) =

0 ™
Dy (0)do = / Dy (0)d6o = %
0

—T

Beweis. Aus der Definition gilt
1 1
D) == +-
~(0) - + 2 cosnb,

und dann ist

N ™
T 0 1 sin nf 1
D =|—4+- = .
/0 n(0)df [27r+7rzl: n ]0 2

Die Berechnungen sind analog fiir das Integral von —= bis 0. O

14



11.2. Beispiele

Wir kommen nun zu unseren Hauptkonvergenzsatz.

Satz I1.2.12. Wenn eine Funktion f 2mw-periodisch und stickweise glatt auf R ist, und SJ{, durch (I1.9) definiert
ist, dann ist

1
Jim ST(0) = S[F(0-) + F(6+)]
fiir jedes 0. Insbesondere gilt limpy _s o S}i,(@) = f(0) fir jedes 6, bei dem f stetig ist.

Beweis. Nach Lemma 2.4 haben wir

0

310 =16-) [ Duioyto. 3765) = 564) [ Du(oyis

und damit nach Gleichung (2.12),

1

S%(6) = 51 (0-) + f(6+)]

0 T
- / [F(0+ 6) — F(6-) D (&)do + / [F(8+ 6) — F(6+)] D (6)do.

—T

Wir wollen zeigen, dass die obrige Formel fir jede feste 6 gegen Null geht wenn N — oco. Aber nach Formel
(2.13) kénnen wir es schreiben als

1 (" j ‘
B i(N+1)¢ _ ,—iN¢
2 J_, 9(9) (e ‘ ) “w
mit
0 M —T< ¢ <0, (I1.10)
) .
W’ 0< ¢ <.

Die Funktion g ist eine gut Funktion auf [—, 7], so glatt wie f, auler in der Nihe von ¢ = 0 (wobei ¢ — 1
verschwindet). Nach der Regel von 1'Hépital

lim g(¢) = lim fO+¢)—f0+) _ lim f'0+9) f’(@—i—)‘

$—04 $—04 et — 1 $—0,  1etP 1

Ebenso nihert sich g(¢) der endlichen Grenze i~ f’(6—) wenn ¢ von links gegen Null geht. Daher ist g tatséichlich
stiickweise stetig auf [—m, 7r]. Als Korollar zur Besselschen Ungleichung in §2.1, seinen Fourier-Koeffizienten

1 (7 .
n = 27 g(d))eizn(ﬁddj
Ly

gehen gegen Null wen n — £00. Aber der Ausdruck (2.15) ist nichts anderes als C_ (1) —C\, also verschwindet
er als N — oo; und das mussten wir zeigen. O

Sehen wir uns an, was dieser Satz in Bezug auf die beiden Beispiele des vorigen Abschnitts aussagt. Die
Funktion f aus Beispiel 1 ist stiickweise glatt und iiberall stetig, sodass die Fourier-Reihe von f an jedem
Punkt gegen f konvergiert. Daher,

4 s cos(2

Eiizcos n- =10 fir — 7w <0<
2 7 T (2n —1)2

Andererseits ist die Funktion g aus Beispiel 2 stiickweise glatt und stetig auler an den Punkten 6 = k7 mit k&

ungerade. An diesen Unstetigkeiten haben wir g(kr—) = 7 und g(km+) = —, also 3[g(km—) 4+ g(km+)] = 0.

Somit konvergiert die Fourier-Reihe von g an allen Punkten gegen g aufler 8 = km ( k ungerade), wo sie gegen

Null konvergiert. Somit,
e n+1 0
Z s1nn9:§ fir —m <6<
1
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II. Fourier Reihen

Insbesondere wenn wir # = 0 in (2.16) nehmen, erhalten wir die Formel

o0

> s I S I s
— (2k —1)? 9 25 49 8"

>1

(Wie der Leser iiberpriifen kann, ergibt sich die gleiche Formel aus der Annahme von 6 = 7.) Auflerdem, wenn
wir § = %w in (2.17) nehmen und die verwenden Tatsache, dass sin %mr abwechselnd 1 und —1 ist, wenn n
ungerade ist, und 0, wenn n gerade ist, finden wir das

Ableitungen, Integralen
Unser erstes Hauptresultat setzt die Fourier-Koeffizienten einer Funktion mit denen ihrer Ableitung in Beziehung.

Satz 11.2.13. Sei f eine 2w — periodz’sche stetige und stickweise glatte Funktion. Seien a,,b, und c, die

Fourier-Koeffizienten von f und seien a.,,b), und ¢, die entsprechenden Fourier-Koeffizienten von f'. Dann gilt

I / /
a, =nb,, b, =—na,, c,

= inc,.
Beweis. Zum Beispiel,

1
nTon

1

—inf
%f(é)e

—in _ " 1 s —in
f (0)e~0do = ey f( ) (—ine~™?) dg.

C

—T

Der erste Term rechts verschwindet, weil f(—7) = f(7) und €™ = ¢~" = (—1)", und der zweite Term ist
inc,. Das Argument fiir a), und b}, ist dasselbe. O

Satz 11.2.14. Sei f eine 2w-periodische, stetige und stickweise glatte Funktion, und nehme auch an, dass f'
stiickweise glatt ist. Falls

che 7ao+z (an cosnb + by, sinnd)

die Fourier-Reihe von f(0) ist, dann ist f'(0) die Summe der abgeleiteten Reihen
Z inc,e™? = Z (nby, cos nh — na,, sin nb)
—oo 1

fiir alle 0, bei denen f'(0) existiert. An den Ausnahmepunkten, an denen f’ Springe hat, konvergiert die Reihe
gegen 5 [f'(6=) + f'(6+)]

Beweis. Da f’ stiickweise glatt ist, ist es nach Satz 2.1 an jedem Punkt die Summe seiner Fourier-Reihen (mit
entsprechenden Modifikationen an den Spriingen). Nach Satz 2.2 sind die Koeffizienten von ™%, cos nf und
sinn# in dieser Reihe inc,, , nb, und —na,, was zu beweisen war. O

Wir miissen bedenken, dass das unbestimmte Integral einer periodischen Funktion méglicherweise nicht
periodisch ist. Beispielsweise ist die konstante Funktion f(f) = 1 periodisch, ihre Stammfunktion F(6) = 6
jedoch nicht. Allerdings ist das Integral jedes Glieds in einer Fourier-Reihe periodisch, mit Ausnahme des
konstanten Glieds, woraus wir sehen, dass eine periodische Funktion genau dann ein periodisches Integral hat,
wenn das konstante Glied in ihrer Fourier-Reihe verschwindet, d. h. wenn ihr Mittelwert auf [—7, 7] Null ist.
Wir kommen daher zu folgendem Ergebnis:

Satz II.2. 15 Sez f eine 2m-periodische und stickweise stetige Funktion, mit Fourier-Koeffizienten a,, by, cp,
und sei F(0 fo @)dp. Wenn cq ( 2a0) =0, dann haben wir fir alle 0

_ Cjzn@fl > al . 7b7n
—C'OJFZ ine = 2A0+; < - sin nf - cosn&)

n#0
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11.2. Beispiele

wobei der konstante Term der Mittelwert von F auf [—m, ] ist:

1 ™

:% .

Cy = =Ap F(6)do

Die Reihe rechts von (2.18) ist die Reihe, die man durch formale Integration der Fourier-Reihe von f Term fir
Term erhdlt, unabhdngig davon, ob die letztere Reihe tatsichlich konvergiert oder nicht. Wenn co # 0 ist, ist die
Summe der Reihen rechts von (2.18) gleich F(6) — cof.

Beweis. Die Funktion F ist stetig und stiickweise glatt, da es das Integral einer stiickweise stetigen Funktion
ist. Wenn auferdem co = 0 ist, ist F' 2w-periodisch,

0+2m T
Fo+2m) = FO) = [ f@1ao= [ 5()i0 = 2me =0

Dabher ist nach Satz 2.1, F(6) die Summe seiner Fourier-Reihen bei jedem . Aber durch Satz 2.2, angewendet
auf F', sind die Fourier-Koeffizienten A,,, B,, und C,, von F' mit denen von f verwandt
Anzfia Bn:ala ancl (n7£0)
n n in
Die Formel (2.19) fiir die Konstante Cy bzw. %AO ist nur die iibliche Formel fiir den nullten Fourier-Koeffizienten
von F. Wenn ¢y # 0 ist, konnen diese Argumente auf die Funktion f(#) — ¢o anstatt auf f(6) angewendet
werden, was die endgiiltige Behauptung ergibt. O

GleichmaBige Konvergenz

Satz 2.1 gab Bedingungen an, unter denen die Fourier-Reihe von f punktweise gegen f konvergiert. Die
Erfahrung bei der Arbeit mit unendlichen Reihen lehrt uns jedoch, dass die einfache punktweise Konvergenz
einer Reihe eine knifflige Angelegenheit sein kann und dass wir viel besser dran sind, wenn die Konvergenz absolut
und gleichméBig ist. Wir erinnern uns an die Definitionen: Angenommen, die Reihe Y [° g, (z) konvergiert auf
einer Menge S gegen g(z). Die Konvergenz ist absolut, wenn die Reihe > 7% |g,, ()| auch fiir z € S konvergiert,
und uniform, wenn iiber die ganze Menge S:

N

9(@) =3 gu(x)

1

sup —0 as N — oo.

zeS

Das niitzlichste Kriterium zur Gewahrleistung absoluter und gleichméfiiger Konvergenz ist der Weierstrafl
M-Test: D.h., ob es eine Folge M, von positiven Konstanten gibt, so dass

lgn(2)| < M, firzeS, und ZMn<oo
1

dann ist die Reihe Y 7% g, () absolut und gleichméBig konvergent. Im Fall von Fourier-Reihen haben wir die
offensichtlichen Schétzungen
ein9| _

lan cosnb] < lan|, |bysinn| < |bn|, |cn len] -

Daher gilt der Weierstrass M-Test fiir eine Fourier-Reihe in trigonometrischer Form, wenn > ° |a,| < oo und
377 |bn| < 00, und zu einer Fourier-Reihe in Exponentialform, wenn Y™ |c,| < co. Denn aus den Gleichungen
(2.3) und (2.4) zu ay, b, und ¢, folgt, dass

lenl <lan|+1bnl,  lan] < lenl +le—nl,  |ba] < lenl 4 c—nl,
die Bedingungen > " |a,| < oo und 7% |b,| < oo sind vollstéindig dquivalent zur Bedingung Y™ |c,| < oc.
Wir stellen nun eine hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung vor, die sie erfiillen miissen.

Satz I1.2.16. Wenn f 2m-periodisch, stetig und stickweise glatt ist, dann konvergiert die Fourier-Reihe von f
absolut und gleichmdj$ig auf R gegen f.
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II. Fourier Reihen

Beweis. Nach Satz 2.1 und den eben gemachten Bemerkungen geniigt es zu zeigen, dass die Reihe Y™ ¢,
konvergiert. Sei ¢/, die Fourier-Koeffizienten von f’. Nach Satz 2.2 wissen wir, dass ¢, = (in) "¢, fiir n # 0,
und nach der auf f angewendeten Besselschen Ungleichung ,

T

- 1
Slaf <y [ et <o

—T

Daher gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

oo
S Jeal = leol + 3
—00

n#0

1/2 1/2
/

c 1 2
;" < co| + Zﬁ Z|o’n| < 0o0.

n#0 n#0

Gibbssches Phanomen

Wir bemerken, dass die N-te Teilsumme der Fourier-Reihe stetig ist. Wir erinnern uns an Analysis I oder
Analysis II, dass ein gleichméafliger Limes stetiger Funktionen wieder eine stetige Funktion ist. Das impliziert,
dass Fourier-Reihen, die gleichméfig konvergieren, zu einer stetigen Funktion konvergieren miissen.

Andererseits mochten wir in vielen Anwendungen eine nicht stetige Funktion mit Hilfe von Fourier-Reihen
anndhern — Beispiele sind Bilder, Signale oder sogar Dichten von Geweben in der MRT. Daher wird es
interessant sein zu sehen, wie genau die Fourier-Reihen Funktionen in der Néhe eines Diskontinuitatspunktes
approximieren. Interessanterweise, erzeugt die N-te partielle Fourier-Reihe der Funktion grofie Spitzen um den
Diskontinuitdtspunkt, der die Werte der Funktion tiber- und unterschie3t. Das Verhalten hat einen eigenen
Namen und wird als Gibbs-Phdnomen bezeichnet.

Wir zeigen das Phédnomen nur fiir die folgende Funktion:

@) = =, O<z<m
—oi 1<z <0.

Diese Funktion ist an einem Punkt z = 0 nicht stetig und hat bei z = 0 einen Sprung gleich 1:

(lim — lim )f(z) =1.

z—0+ x—0—

Es gilt
1 [ ,
Y = — —inz g
c 5 /77T f(z)e x
S— [ sin nxdx
T Jo 27
o
- 2nn’
d.h.

sin Nx
N

Die Ableitung von Sy f(z) fallt fast mit dem Dirichlet-Kern zusammen:

Snf(x) = % [Sinx—i—---—i—

(Sf (#) = Hfeosz + -+ cos Nal
1
5= (Dx(x) ~ 1),
und es gilt

L —z 1 [Tsin(N+1/2

Wir definieren g(t) := 1/sin(t/2) — 2/t und bemerken, dass g(t) € C*([0, n]). Dann ist

/0 g(t)sin(N—i-;)tdt:O(;]), N — o

dt.
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11.2. Beispiele

gleichmaéssig fiir z € [0, 7] und es gilt

T o3 1
Szvf(x):_—x+l/ sm(NJrQ)thO<1>.
0

~+

Es gilt fir 0 < z < m:

lim Sy f(2) = - — + 7/0 —dt =+ L. flx).

2T s

Um das Verhalten zu untersuchen, wenn x — 0 ist, bemerken wir, dass

sup [Snf(a) + ] <1 sup Si(@) 40 (1) _ %suw) +0 <11V> .

0<a<n 2l 7 2 g<z<oo N

Der Ausdruck schriankt die Schwankungen der Partialsummen nach oben ein. Wenn andererseits zy — 0 ist, so
dass Nz — m, dann gilt

sint

lim S li L dt 1S'
im Nf(zNn) = 1]{[11;/0 — d=3 i(m).

Wir erhalten:

Lemma I1.2.17. Die Menge der Hdaufungspunkte der Partialsummen Sy f (xn), wenn N — oo, xn — 0 mit
0 <an <7, wird wie folgt beschrieben:

1
limsup Sy f (zn) < §Si(7r) =0,59...
N
Wenn xny — 0, so dass Nxy — 7, dann
lim S f () =  Si(r)
1]{[11 N TN —2 nm).

Insbesondere ist jeder Punkt im Intervall [07 % Si(ﬂ)] ein Haufungspunkt von Partialsummen Sy f (xzn) wenn
N — oo, zy — 0.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen haben wir oben gezeigt. Wir wenden fir die letzte Aussage den Zwischen-
wertsatz auf die stetige Funktion Sy f an.

Die Zahl %Si(w) f% =.09... heiBlt Uberschwinger der Partialsummen in der rechten Umgebung von z = 0. Wir
werden weiter unten zeigen, dass wir fiir jede Funktion mit beschréankter Variation mit f(z +0) > f(x —0) das
Uberschwingen in einer rechten Umgebung von x diskutieren kénnen, definiert als lim sup  ,.; ghtarrowoe SUN — &
jump f(x 4+ 0) — f(x —0).

Der numerische Wert von Si(7) = 1, 18 .. .. kann berechnet werden, indem sin ¢/t in eine Taylorreihe expandiert
und Term fiir Term integriert wird. Dies erfolgt in Abschnitt 2.3.3. O

Abklingrate von Fourier-Koeffizienten und die Differenzierbarkeitseigenschaften der
urspriinglichen Funktion

Kehren wir zu Theorem [[T.2.14) zuriick. Wenn f viele Ableitungen hat, kann Satz[[T.2.14) mehrmals hintereinander
angewendet werden, um die Fourier-Reihe von f/, f, f"” zu berechnen usw. Jedes Mal, wenn man eine Ableitung
bildet, erhoht sich der Betrag der Fourier-Koeffizienten ¢,, (bzw. a,, und b,,) um den Faktor |n|. Das bedeutet,
dass die abgeleitete Reihe langsamer konvergiert als die urspriingliche Reihe. Oder anders ausgedriickt: Wenn die
abgeleitete Reihe tiberhaupt konvergiert, muss die urspriingliche Reihe relativ schnell konvergieren. Es besteht
also ein Zusammenhang zwischen den Differenzierbarkeitseigenschaften einer Funktion und der Konvergenzrate
ihrer Fourier-Reihe. Hier ist ein genaues Ergebnis:

Lemma 11.2.18. Sei f eine 2m-periodische Funktion. Wenn f von der Klasse C*~1) ist und f*=1) stickweise

glatt is{], dann gilt
Z |nkan’2 < 00, Z ’nkbn|2 < 00, Z |nkcn|2 < 00.

*d.h., f(*) existiert auBer an endlich vielen Punkten in jedem beschrankten Intervall und ist stiickweise stetig
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II. Fourier Reihen

Dies impliziert, dass 3C > 0 und o > 1 mit
n*a, =0, nfb, =0, nFe, =0 fiir n — oo.
Nehmen wir andererseits an, dass die Fourier-Koeffizienten c,, erfiillen
leal < Cln|=6+), 0 20
(entsprechend |a,| < Cn~*+®) und |b,| < Cn=(+). Dann gehért f zur Klasse C*).

Beweis. Fiir den ersten Teil wenden wir Theorem [[1.2.14] £ mal an, um daraus zu schlieflen, dass die Fourier-

Koeffizienten ch ) von f (*) gegeben sind durch c%k) = (in)kcn, und analog fiir a%k) und bEZ“ ) Die Schlussfolgerungen

folgen dann aus der Besselschen Ungleichung (angewandt auf f (k) ) und ihrer Folgerung.
Fiir den zweiten Teil beobachten wir, dass da > 1,

Z |njcn’ < C’Z \n|7(k7]’+a) < 202717‘1 <o furj<k
n#0 n#0 n>0

Nach dem M-Test von Weierstral konvergiert also die Reihe % (in)’c,e™? absolut und gleichméifBig fiir
j < k. Sie definieren daher stetige Funktionen, die die Ableitungen fU) von f(6) = 3" ¢,e™? sind. O

11.2.2. Wellengleichung

11.2.3. 2[-periodische Funktionen

Sei f(z) eine periodische Funktion mit der Periode 2I. (Der Faktor 2 ist nur fiir die Bequemlichkeit.) Wir
nehmen eine Substitution der Variablen vor

o= g<9>:f<x>:f<”’).

™

Die Funktion g ist 2m-periodisch. Wenn sie stiickweise glatt ist, konnen wir ¢ in eine Fourier-Reihe entwickeln:

© . 1 /7 )
g(0) = Z cne™ ¢, = o g(0)e”9dp.
T —T

Setzen wir nun in diese Formeln 6 = 7w2/1 ein, so erhalten wir die 2{-periodische Fourierreihe der urspriinglichen
Funktion f:

0 . 1 .
f(JU) — ;Cnezmrz/l, Cp = Z [l f(l‘)(—;’ mﬂ'z/ldx'

Die entsprechende Formel in Bezug auf Kosinus und Sinus lautet

1 > nmnT . NTT
f(z) = 50 + ; [an cos —— + b, sin T} ,

wobei

1! 1!
apy, = 7/ f(x) cos ?dw, by, = 7/ f(z)sin mlr—mdx.
-1 -1

11.2.4. Warmegleichung

An dieser Stelle sind wir bereit, die Losungen der in erstem Vorlesung besprochenen Randwertprobleme zu
vervollstdndigen. Wir méchten den Warmefluss auf einem Intervall [0, ] beschreiben, wobei die Anfangstempe-
ratur f(z) ist und die Endpunkte auf Temperatur Null gehalten werden,

Uy = kg, u(z,0)= f(x),ze[0,1], wu(0,t)=u(l,t)=0

fiir t > 0 und wir haben folgende Reihe als Losungskandidaten hergeleitet:

- —n’m2kt
u(z,t) = Z by, exp ( nl72r ) sin mlrz
1
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11.2. Beispiele

wobei f stetig und stiickweise glatt ist und

Die Fragen, die wir offen lielen, waren:
(i) Kann die Anfangstemperatur f als eine solche Sinusreihe ausgedriickt werden?

(ii) Definiert diese Formel fiir u tatséchlich eine Losung der Warmegleichung mit den gegebenen Randbedin-
gungen?

Die zweite Frage haben wir in der Hausaufgabe beantwortet. Um die erste zu beantworten, miissen wir die
Funktion f so auf das Intervall [—[, ] erweitern, dass sie eine ungerade Funktion wird.

f(x), x € (0,1),
h(z) =40, z =0 oder z =1,

—f(z), z € (—1,0).

Wenn f stetig und stiickweise glatt auf [0,{] und f(0) = f(I) = 0 ist, dann ist die ungerade periodische
Erweiterung, h, von f stetig und stiickweise glatt, und die Fourier-Reihen von h enthalten nur die Sinusterme.
Die Fourier-Koeffizienten von h ergeben aus obiger Formel b,,, weil fir alle € [0, 1] gilt:

nmx

f(z) =h(x) = an sin -

Genau die gleichen Uberlegungen gelten fiir das Problem des Wirmeflusses auf [0, /] mit isolierten Endpunkten,
ur = ktge, u(z,0) = f(x), ug(0,t) =uy(l,t)=0.

Dessen Losung ist

1 - —n?r2kt
u(x,t):ao+2anexp< nlg )cosmm,

wobei

Kann die Anfangstemperatur f als eine solche Kosinusreihe ausgedriickt werden? Um diese Frage zu beantworten,
miissen wir die Funktion f so auf das Intervall [, ] erweitern, dass sie eine gerade Funktion wird.

0,1
way o {1@ el
f(—I), HARS [_laO]
Die Fourier-Koeffizienten von h ergeben aus obiger Formel a,,, weil fir alle z € [0, ] gilt:

nmx
I .

f(z) =h(z) = a0/2+Zancos—

Lassen Sie uns einen Moment innehalten, um zu sehen, was uns diese Losungen iiber die Physik der Situation
sagen. Im Grenzfall ¢ — oo verschwinden alle Exponentialfaktoren, also die Losung u néhert sich einer
Konstanten: Namlich, 0 im ersten und ag/2 im zweiten Fall. Im ersten Fall kommt der Stab in ein thermisches
Gleichgewicht mit seiner Umgebung. Im zweiten Fall sehen wir, dass die Grenztemperatur ag/2 einfach der
Mittelwert der Anfangstemperatur ist:

l !
ap = %/_l h(z)dx = %/o f(z)dz.

Mit anderen Worten, es tritt keine Wérme in den Stab ein und es geht keine Warme verloren, also die
verschiedenen Teile die Intervalle kommen einfach in ein thermisches Gleichgewicht miteinander.
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II. Fourier Reihen

11.2.5. Wellengleichung
Wenden wir uns nun noch einmal dem Problem der schwingenden Saite zu:
Uy = g, u(z,0) = f(x), u(z,0)=g(x), u(0,t)=u(l,t)=0
Gemif der Diskussion in der ersten Vorlesung sollten wir f und g in ihre Fourier-Sinusreihe entwickeln,

nmwx nmx

flz) = an sin 5 g(z) = iBn sinT

und dann ist

- t (B, t
u(x,t) = Zsin @ (bn cos n7;c + e sin m;c ) .
1

Hier ist die Analyse subtiler als bei der Wérmegleichung. Wenn wir zweimal nach x oder ¢ differenzieren, um
die Wellegleichung zu verifizieren, fithren wir einen Faktor von n? ein und das kann durchaus ausreichen, um
die Konvergenz zu zerstoren. Wir koénnen diese Schwierigkeit vermeiden. Nehmen wir zum Beispiel an, dass f
und ¢ zur Klasse C®) und C® gehéren. Dann gilt es

lbn| < Cn~*, |B,| < Cn™?

und
’ 32 2

@ ()‘ S CTFZ,

Der M-Test impliziert die absolute und gleichméflige Konvergenz der zweimal abgeleitete Reihe. Damit ist u
tatsédchlich die Losung der Wellengleichung.

11.3. Vergleich mit Taylor-Reihen

Vielleicht die bekannteste und am weitesten verbreitete Art der unendlichen Reihenentwicklung fiir Funktionen
ist die Taylor-Reihe, und es ist interessant, die Merkmale von Taylorreihen und Fourierreihen zu vergleichen.

Damit eine Funktion f(z) eine Taylorentwicklung um einen Punkt ¢ hat, muss die Funktion an diesem
Punkt Ableitungen aller Ordnungen haben. Die Koeffizienten der Taylor Reihen werden durch diese Ableitungen
und damit durch die Werte von f in beliebig kleine Nachbarschaft von zy bestimmt. Die Wachstumsrate dieser
Koeffizienten oder "Zerfall” beziehen sich auf dem Konvergenzradius der Reihe. Sie hidngt mit der Abstand
von zg zur nichsten Singularitidt von f (in der komplexen Ebene) zusammen. Im Allgemeinen bieten die
Partialsummen der Taylor-Reihen hervorragende Ann&herungen an f in der Nahe von z. Sie sind aber oft von
geringem Nutzen, wenn |z — x| gro8 ist.

Im Gegensatz dazu braucht eine Funktion f nur minimale Glattheitseigenschaften, um eine konvergente
Fourierentwicklung zu haben. Die Koeffizienten dieser Reihe hdngen von den Werten von f iiber das gesamte
Intervall ab. Die Geschwindigkeit, mit der sie als n — oo abfallen, hdngt mit der Differenzierbarkeit von f
zusammen. Die Partialsummen des Fouriers Reihen werden nur ziemlich langsam gegen f konvergieren, wenn f
nicht sehr glatt ist, aber sie tendieren zu f um gute Anndherungen tiber das gesamte Intervall.

Taylor-Reihen und Fourier-Reihen sind also von ganz verschiedener Natur: die Erste ist eng mit den lokalen
Eigenschaften von f in der Néhe von o verbunden, wiahrend die Zweite sich auf globale Eigenschaften von f
bezieht.

Es gibt jedoch eine Situation in wo Beides als Aspekte der selben Sache angesehen werden kénnen. Sei f eine
analytische Funktion der komplexen Variablen z im |z — 29| < R. Wir fiihren die Polarkoordinaten ein:

2 — 29 =re".

Die Taylor-Reihe fiir f um zp wird zu einer Fourier-Reihe in 6 fiir jedes feste r < R:

o0 oo
Z an(z —29)" = Z(anrn)eme.
n=0 n=0

Dann ist — interessanterweise — die Formel fiir die Fourier-Koeflizienten genau die Cauchy-Integralformel fiir die
Ableitungen von f bei zg!
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Ill. Orthogonale Mengen von Funktionen

Wir betrachten den Raum PC'(a,b) von stiickweise stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b]. Wir definieren
das Skalarprodukt und die Norm auf PC(a,b) wie folgt:

b - b 1/2
(f,g>:/ f@)g(x)dz, | f[l = </ f(m)|2dx> :

Dieses Skalarprodukt von Funktionen erfiillt offenbar die Linearitdts- und Symmetrie Eigenschaften, und
es ist mit der Norm durch die Gleichung ||f|| = \/(f, f) verbunden. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die
Dreiecksungleichung und der Satz des Pythagoras gilt. Die Homogenitatseigenschaft der Norm, d.h. ||cf|| =
le| - | f1l, ist eindeutig giiltig, aber es gibt ein kleines Problem mit der Positivitdt der Norm. Namlich,

Ifll=0 /= f=0.
Die Konzepte orthogonaler und orthonormaler Funktionensitze werden genauso definiert wie fiir Vektoren in C¥,
und wir kénnen fragen: Sei {¢,, }, eine orthonormale Menge in PC/(a,b). Kénnen wir ein beliebige Funktion f
als >, (f, ¥n)ty ausdriicken? Die Summe ist unendlich, also miissen wir uns um die Konvergenz kiimmern.
Sei ¢, € PC(—m, ), sodass
bn(x) = (2m) "2 =0,+1,42, ...

dann ist

1 " IMT _inx 1 /Tr i(m—n)x 1 firm=n
myPn) = 5 e'Mremtdy = — e Ay =
Omsfn) = 5 /—w 2 ) o 0 fiir m # n.

Dann ist {¢,,}”°,_ eine orthogonale Menge. Sei

=5 | J@e e = o [ @ = @ o

und damit gilt

e = 3 [2m) 2 (1.6,)] [0 26,@)] = 3 (00 600).

Die Fourier-Reihe von f ist also nur ihre Erweiterung beziiglich der orthonormalen Menge {¢,, }!

I11.1. Konvergenz und Vollstandigkeit

Definition III.1.1. Wir sagen, dass f,, — f normal konvergiert, wenn ||f — f| — 0.

Wir stellen fest, dass normale Konvergenz eine punktweise Konvergenz nicht impliziert, und punktweise
Konvergenz eine Konvergenz in der Norm nicht impliziert.

Beispiel IT1.1.2. Sei

0, sonst,

dann ist )
1l = / o) Pz = L,

und f,, — 0 konvergiert normal, aber f,,(0) =1 fir alle n € N. Dann f,, 4 0 punktweise.
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III. Orthogonale Mengen von Funktionen

Beispiel IT1.1.3. Sei

n, 0<z<1/n,
gn(x):{ /

0, sonst,

dann konvergiert g, — 0 punktweise, aber

1 1/n
wm2:A|%@mmﬁiA Y

dann g, # 0 normal.

PC(a,b) versagt in einer entscheidenden Hinsicht als gutes unendlichdimensionales Analogon des euklidischen
Raums, weil es nicht vollstdndig ist. Das bedeutet intuitiv, dass es Folgen gibt, die so aussehen, als miissten sie
in der Norm konvergieren, die aber keine Grenze im Raum PC/(a, b) haben. Die formale Definition lautet wie
folgt. Eine Folge {a, }~ von Vektoren heift Cauchy-Folge, wenn ||a,, — a,| — 0 wenn m,n — co. Ein Raum S

von Vektoren heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in S einen Grenzwert in S hat.

Lemma II1.1.4. PC(a,b) ist nicht vollstindig.

Beweis. Sei [a,b] = [0,1] und sei

fu(x) =

0, sonst.

{:cl/4, x> 1/n,

Dann ist

1/n
1 fm = full® = // ez =2(n~Y? —m~Y?) =0
1/m

fiir m,n — oo. Dann ist {f,} eine Cauchy Folge, und

x4 z > 0,

f”_”c::{o, 2 =0,

aber f & PC(a,b).

O

Gliicklicherweise gibt es eine Integrationstheorie, die es erlaubt mit hochst unregelméafligen Funktionen
umzugehen. Funktionen Theorie erfordert eine Bedingung namens Messbarkeit, aber diese Formalitat braucht

uns nicht zu interessierenf]

Wir bezeichnen mit L?(a,b) den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf [a, b], also die Menge aller

Funktionen auf [a, b], deren Quadrate absolut Lebesgue-integrierbar tiber [a, b] sind:

L*(a,b) == {f:/ f(w)|2dx<oo}.

Wir kénnen das Skalarprodukt und die Norm wie zuvor definieren. Es gilt

1
s2+t2—2st:(s—t)220 - st§5(32+t2),

damit ist

|f(x)g(x)] <

und wenn f und g in L?(a,b) sind, ist das Integral

N~

() = | Fa)aards

absolut konvergent.

(1 (@) + lg(@)?)

*Fir die Zwecke dieser Vorlesung gehen wir davon aus, dass alle Funktionen, mit denen wir uns befassen, messbar sind: dieser

Raum umfasst; z.B. alle Funktionen, fiir die das (moglicherweise uneigentliche) Riemann-Integral f: | f(x)|?dx konvergiert.
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II1.1. Konvergenz und Vollstindigkeit

Wie im Raum PC(a, b) gibt es ein kleines Problem mit der Positivitit der Norm, da die Bedingung [ |f|*> =0
nicht impliziert, dass f identisch verschwindet aber nur, dass f = 0 "fast iiberall” ist. Die genaue Interpretation
dieses Satzes ist wie folgt. Eine Teilmenge E von R hat das Mafl Null, wenn fiir jedes € > 0 von einer Folge
offener Intervalle tiberdeckt werden kann, deren Gesamtlinge kleiner als e istff] Das heiBt, wenn es offene
Intervalle I, I, ... der Langen Iy, 1o, ... gibt, so dass E C |J;° ; und Y [ [; < e ist. Eine Aussage iiber reelle
Zahlen, die fiir alle z gilt, aufler fiir die = in einer Reihe von Maflen Null, wird als fast iberall wahr bezeichnet,
oder fir fast alle © wahr.

Die Haupteigenschaften von L?(a,b), die wir ohne Beweis angeben miissen, sind im folgenden Satz enthalten:

Satz III.1.5. (i) L?(a,b) ist vollstindig beziiglich Konvergenz in der Norm.

(ii) Fiir jedes f € L*(a,b) gibt es eine Folge f, stetiger Funktionen auf [a,b], so dass f, — f in der Norm
konvergiert. Tatsichlich kénnen die Funktionen f,, als Beschrinkungen fir [a,b] von Funktionen angesehen
werden, die Ableitungen aller Ordnungen an jedem Punkt besitzen; auflerdem konnen letztere Funktionen
als (b — a)-periodisch angesehen werden oder auflerhalb einer beschrinkten Menge verschwinden.

O

Dieser Satz besagt, dass L?(a, b) durch ,,Ausfiillen der Locher* in PC(a,b) erhalten wird. Der erste Teil sagt,
dass alle Locher gefiillt wurden, und der zweite Teil sagt, dass es nichts iiber die Vollendung von PC'(a,b)
hinaus gab.

Wir sind nun bereit, die Konvergenz von Entwicklungen beziiglich orthonormaler Mengen in L?(a,b) zu
diskutieren. Der erste Schritt besteht darin, die allgemeine Form der Besselschen Ungleichung zu erhalten, die
eine einfache Verallgemeinerung des Spezialfalls ist, den wir frither bewiesen haben.

Lemma II1.1.6. Wenn {¢,}° eine orthonormale Menge in f € L?(a,b), dann

ST o) < AR
1

Beweis. Hausaufgabe. O

Wir beschéftigen uns nun mit folgendem Problem: sei {¢,}]" in L?(a,b) eine orthonormale Menge. Ist es
wahr dass

=Y {f,0n) én (IIL.1)
1

fiir alle f € L?(a,b)? Zuerst vergewissern wir uns, dass die Reihe auf der rechten Seite konvergiert.

Lemma III.1.7. Wenn f € L?(a,b) und {¢,} eine belicbige orthonormale Menge in L?(a,b) ist, dann
konvergiert die Reihe > (f, ¢n) ¢n in Norm, und |>_ (f, ¢n) &nll < | f]|-

Beweis. Die Besselsche Ungleichung garantiert, dass die Reihe 37 |(f, ¢ )|* konvergiert, also nach dem Satz des
Pythagoras,

n

S bn) bn

Somit bilden die Partialsummen der Reihen >~ (f, #,) ¢, eine Cauchy-Folge, und da L?(a,b) vollstindig ist,

konvergiert die Reihe. Schliellich ergibt eine weitere Anwendung des Satzes von Pythagoras und der Besselschen
Ungleichung

2 n
:Z|<f7¢n>|2—>0 as m,n — oo.

2 2

N
Z £ 6n) On

N
ngnm;w, du)l’

> (fibn) o
1

STUF o) < IFIP
1

O

*Zum Beispiel hat jede abzahlbare Menge das Mafl Null: Wenn E = {z1, 2, ...}, sei I; das Intervall der Linge €/27 zentriert
bei x;.
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III. Orthogonale Mengen von Funktionen

Nun ist eine offensichtliche notwendige Bedingung, damit ([II.1)) fiir beliebiges f gilt, dass die orthonormale
Menge {¢,} so gro} wie moglich ist, also dort kein f ungleich Null ist, das orthogonal zu allen ¢,, ist. (Wenn
(f, dn) = 0 fir alle n, dann impliziert (3.21), dass f = 0.) Mit diesen Gedanken kommen wir zum Hauptsatz.

Satz II1.1.8. Sei {¢,};" eine orthonormale Menge in L?(a,b). Die folgenden Bedingungen sind gleichwertig:
(i) Wenn (f, dn) =0 fir alle n, dann ist f = 0.

(ii) Fir jedes f € L*(a,b) gilt f = Y7 (f, dn) ¢n, wobei die Reihe in der Norm konvergiert.

(iii) Fiir jedes f € L?(a,b) gilt die Parseval-Gleichung:

I1£11? = Z\ o)l

Beweis. (i) impliziert (ii): Sei f € L?(a,b), dann konvergiert die Reihe Y (f, ¢,) ¢, in der Norm, nach
Lemma Es gilt

< Z frn) ¢n,¢m> (f, bm) — Z Fr0n) (D dm) = (f, 0m) = (f,dm) =0

fiir alle m. Wenn also (a) gilt, ist g = 0.
(ii) impliziert (iii): Wenn f = 3" (f, ¢n) ¢n, dann gilt nach dem Satz des Pythagoras,
N 2
IF]I* = Jim

im 1> {f,én) du|| = lim Z|f7¢>n = If.oa)l”
1 1

(iii) impliziert (i): Wenn (iii) gilt und (f, ¢,,) = 0 fiir alle n dann || f|| = 0, und also f = 0. O

Eine Orthonormalmenge, die die Eigenschaften (a)-(c) von Satz besitzt, heifit vollstindige Orthonor-
malmenge oder Orthonormalbasis fiir L?(a,b). Wenn {¢,} eine Orthonormalbasis von L?(a,b) und f € L?(a,b)
ist, die Zahlen (f, ¢y,) heiflen die (verallgemeinerten) Fourier-Koeffizienten von f beziiglich {¢,}, und die Reihe
S>{f, dn) én heifit die (verallgemeinerte) Fourier-Reihe von f.

Satz II1.1.9. Die Sdtze ‘
{e”””}zo:_oo und {cosna};’ o U {sinnx}ye,

sind orthogonale Basen fiir L*(—m, ).

Beweis. Betrachten Sie zunéchst die Funktionen 1, (x) = e™®. Sei f € L?(—n, ) und sei ¢ eine (kleine) positive
Zahl; wir wollen zeigen, dass die N-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f in der Norm anndhert, wenn
N hinreichend groB ist. Nach Teil (b) von Satz [[TI.1.5| m 5 kénnen wir eine 27- perlodlbche Funktion f ﬁnden die
Ableitungen aller Ordnungen besitzt, so dass ||f — f|| < €/3. Seien ¢, = (27) ™' (f,4,,) und &, = (27) "' (f, ¢n>

die Fourier-Koeffizienten von f und f. Wir wissen, dass die Fourier-Reihe > Cnthy, gleichméBig gegen f
konvergiert; daher konvergiert sie in der Norm gegen f Wenn wir also N ausreichend grof3 nehmen, haben wir

_ N
Hf - Zénwn
-N

Dartiber hinaus gilt nach dem Satz des Pythagoras und der Besselschen Ungleichung

2 N oo . ,
< 2}; [ — eal® < gen —alP < |- fI7 < (g)

N

N
Z Enwn - Z ann
—N —N

Also, wenn wir schreiben

N _ ~ N N N
f - chwn = (f - f) + (.f - ZEnwn> + (Zaﬂwn - chwn>
_N -N —-N -N
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II1.1. Konvergenz und Vollstindigkeit

und die Dreiecksungleichung verwenden, erhalten wir

N
€ € €
Hf_zc"d’” <3tztz—e
-N
Dies beweist die Vollstindigkeit der Menge {¢,,} = {€""*} in L?(—m,7), und die Vollsténdigkeit von {cos nz}U
{sinnz} ist im Wesentlichen eine Wiederholung desselben Methoden. O
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IVV. Fouriertransformation

Bis zu diesem Punkt war das Hauptthema dieses Kurses die Theorie und Anwendung unendlicher Reihen-
entwicklungen, die verschiedene orthonormale Mengen von Funktionen beinhalten. Wir wenden uns nun dem
Studium von Integraltransformationen zu, einer anderen, aber verwandten Sammlung von Techniken zum
Analysieren von Funktionen und zum Lésen von Differentialgleichungen beschéftigen.

Die Fourier-Transformation bietet eine Moglichkeit, Funktionen auf der ganzen reellen Linie R = (—o0, 00)
als (kontinuierliche) Uberlagerung der grundlegenden Schwingungsfunktionen e?®(¢ € R) zu entwickeln. Lassen
Sie uns zur Motivation ein paar formale Berechnungen durchfiihren.

Formale Berechnungen

Sei f ist eine Funktion auf R. Fiir jedes I > 0 konnen wir f auf dem Intervall [—[,[] in einer Fourier-Reihe
erweitern, und wir wollen sehen, was mit dieser Erweiterung passiert, wenn wir [ — oo lassen. Dazu schreiben
wir die Fourier-Entwicklung wie folgt: Fir « € [—1,1] gilt

1 & ; : :
— imnz/l _ —imny/l
) =5 ;mcn,ze , Cng = [lf(y)e Yidy.

Seien A¢ = 7w/l und &, = nA¢ = nw/l; dann werden diese Formeln verwendet
1 & . ! .
= % ; Cn,leZERmAga Cn,l = /_l f(y)e—lﬁnydy

Nehmen wir an, dass f(x) schnell verschwindet, da * — %o00; dann dndert sich ¢, ; nicht viel, wenn wir den
Integrationsbereich von [—I, 1] auf (—oo, c0) erweitern:

o0 .
Cn’l ~ / f(y)e_7‘£nydy
Dieses letzte Integral ist nur eine Funktion von &, die wir f (&,) nennen, und wir haben sie jetzt
RN ,
f@) = oD T e Ag (ja] <),

Das sieht sehr nach einer Riemann-Summe aus. Wenn wir nun ! — oo lassen, so dass A{ — 0, dann gilt:

f(z =5 / FlO)e de | wobei f(¢ / fx)e %% dg

Die Berechnungen sind nur formal; tzotzdem ist das Endergebnis unter geeigneten Bedingungen auf f korrekt,
wie wir beweisen werden. Die Funktion f heifit die Fourier-Transformation von f, und die obige Gleichung ist
der Fourier-Inversionssatz.

IV.1. L! und L2

Bevor wir fortfahren, legen wir einige Notationskonventionen fest. Wir werden es mit Funktionen zu tun haben,
die auf der reellen Linie definiert sind, und die meisten unserer Integrale werden bestimmte Integrale iiber die
ganze Linie sein. Auerdem wird L? immer L?(R) bedeuten, den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen
auf R. Wir fiihren auch den Raum L' = L*(R) von absolut) integrierbaren Funktionen auf R ein:

= {5 [ <o},
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1V. Fouriertransformation

(Hier sollte, wie bei L?, das Integral im Sinne von Lebesgue verstanden werden, aber dieser technische Punkt
wird uns nicht weiter interessieren.) Wir bemerken, dass dies bei L! nicht der Fall ist eine Teilmenge von L2,
noch ist L? eine Teilmenge von L!. Die Singularitéten einer Funktion sind schlechter als die einer Funktion in
L?, da das Quadrieren einer groflen Zahl diese grofier macht; Andererseits miissen Funktionen in L? nicht so
schnell ins Unendliche zerfallen wie die in L', da das Quadrieren einer kleinen Zahl sie kleiner macht. Lassen
Sie zum Beispiel

723 fir0<z<1
o=

sonst

=23 firz>1
g(z) = 0

sonst.

Dann ist f in L', aber nicht in L?, wahrend ¢ in L2, aber nicht in L' ist
Wir haben aber folgende niitzliche Fakten:

(i) Wenn f € L' und f beschriinkt ist, dann ist f € L?. In der Tat,

WSM:MWSMm:jﬂNWMSM/Wmm<w

(i) Wenn f € L? und f auflerhalb eines endlichen Intervalls [a, b] verschwinden, dann ist f € L!. Dies folgt
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

/2

/Wﬂxwm:;Lb (@)l < (0 ”2</’f |%M> < oo,

IV.1.1. Faltung

Bevor wir die Fourier-Transformation untersuchen, miissen wir das Faltungsprodukt zweier Funktionen vorstellen,
eine Methode, das sowohl als theoretisches Werkzeug als auch in Anwendungen sehr niitzlich sein wird. Diese
Idee kann, fiir dienjenigen, welche sie noch nie zuvor gesehen hat, ein wenig mysterios erscheinen. Wenn f und
g Funktionen auf R sind, ist ihre Faltung die durch definierte Funktion f x g

fro@) = [ 1= o

sofern das Integral existiert. Wir kénnen f und g verschiedene Bedingungen auferlegen, um zu verifizieren, dass
das Integral konvergiert.

(i) feL'und |g| < M < oo
/Uw- |@<M/Uw—\@—M/V\@<w

(i) If] < M, ge L'
(iii) f,g € L?
(iv) f,g € L' = fx* g(x) existiert fast iiberall.

Diese Liste ist erweiterbar. Im Folgenden nehmen wir implizit an, dass die Funktionen entsprechende Bedingungen
erfilllen, damit alle Integrale, die in Frage kommen, absolut konvergieren.
Wir untersuchen nun die grundlegenden algebraischen und analytischen Eigenschaften von Faltungen.

Satz IV.1.1. (i)
[ (ag +bh) = a(f xg) +b(f * h)
fir a,b e C,
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IV.1. L' und L?

(ii)
fxg=gx*f
(iii)
fx(gxh)=(f*g)xh
O

Satz IV.1.2. Sei [ eine differenzierbare Funktion und seien die Faltungen f x g und [’ * g sind wohldefiniert.
Dann ist fxg differenzierbar und (f*xg) = f'xg. Ebenso gilt, wenn g differenzierbar ist, dann ist (fxg) = f*g'.

Beweis. Einfach unter dem Integralzeichen differenzieren:

d
(F+9)@) = 5 [ fa =ty = [ £z = o)y = £+ g(a).
Da f *x g = g« f ist, funktioniert dasselbe Argument mit vertauschten f und g. O

Wir betonen, dass man im obigen Satz die Ableitung in (f % g)’ auf beide Faktoren werfen kann. Somit ist
f * g mindestens so glatt, der andere Faktor hat keine Glattheitseigenschaften.

Lassen Sie uns innehalten, um einige Bemerkungen zu machen, die etwas Licht in die Bedeutung von Faltungen
bringen kénnen. Stellen wir uns zunéchst das Faltungsintegral als Grenzwert von Riemann-Summen vor,

/f(ff —y)g)dy = > f(z—y;)g(y;) Ay;

Die Funktion f;(z) = f (z — y;) ist die Funktion f entlang der z-Achse um den Betrag y; verschoben, also
die Summe auf der rechten Seite ist eine lineare Kombination von Translationen von f mit den Koeffizienten
g (y;) Ay;. Wir kénnen uns daher f * g als kontinuierliche Uberlagerung von Ubersetzungen von f vorstellen;
und da f * g = g * f, ist es auch eine kontinuierliche Uberlagerung von Ubersetzungen von g.

Man kann die Faltung nicht nur fiir Funktionen auf R definieren, sondern auch fiir Funktionen auf R2. Im
letzteren Fall wird die Faltung sehr breit bei der Bildfilterung verwendet. Es wird haufig zum Glétten von
Bildern verwendet, d. h. zum Reduzieren der Intensitdtsvariation zwischen einem Pixel und dem néchsten.

Beispielsweise bildet ein Mittelwertfilter eine Funktion in ihre Faltung mit der folgenden Funktion ab:

b, |z| < a,

v.1
0, |x] > a. ( )

fx) = frgz), g(z)= {
Ein Gaussfilter bildet eine Funktion in ihre Faltung mit der folgenden Funktion ab:
f@) = frglz), g(z)= e

IV.1.2. Fouriertransformation

Wenn f eine integrierbare Funktion auf R ist, ist ihre Fourier-Transformation die Funktion fauf R definiert
durch

fle) = / ¢ f(2)da.

Da e~ %7 den Betrag 1 hat, konvergiert das Integral absolut fiir alle ¢ und definiert eine beschrinkte Funktion
von € :

Fo) < / f(2)|da

Es gilt [e7"7 f(x) — e~ f(x)| < 2|f ()|, dann impliziert der Satz iiber die dominierte Konvergenz, dass
f(n) - f(f) — 0, wenn 7 — & , das heifit, f ist stetig.
Der folgende Satz fasst einige der anderen grundlegenden Eigenschaften der Fourier-Transformation zusammen.

Satz IV.1.3. Sei f € L.
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1V. Fouriertransformation

(i) Fir jedes a € R gilt: o
Z[f(x —a)] =" f(€)

und

F [eof(w)] = Fl€ — )
(ii) Sei § > 0 und sei fs(x) :=06"f(x/5). Dann gilt:

A,

F[s(@)](€) = Z1f1(6¢)  und F[f(5z)] = [f]5(E)-

(iii) Sei f eine stetige Funktion die stiickweis glatt ist und sei f' € L*. Dann ist

—~

[F1(6) = i€ f(€).

(iv) Falls g € L', dann

— ~

(fxg)=1f3.
Beweis. Hausaufgabe. O

Bemerkung IV.1.4. Die letzte Eigenschaft hat eine unmittelbare Anwendung beim De-blurring von Bildern.
Wir lassen eine Funktion f das Originalbild darstellen und f % g sei das Ergebnis der Anwendung eines Filters
mit einem Faltungskern g. Die Frage erfordert die Rekonstruktion von f aus f % g. Wir kénnen dies mit Hilfe
der Fourier-Transformation tun!

F(HF F(fx
f =27 (F () = 57 (FEHD) = 57 (5.

Die Moral von der Geschichte: Verwenden Sie die Faltung nicht als Werkzeug, um wichtige Informationen zu
verbergen.

IV.1.3. Beispiele

Betrachten wir Beispiele der Fourier-Transformation.

Beispiel IV.1.5. Sei

Dann ist
sin(at)

t
Bemerkung IV.1.6. Diese Funktion wird héufig bei der Frequenzfilterung verwendet.

Wir lassen f(t) die Amplitude einer Schallwelle zu einem Zeitpunkt ¢ darstellen. Wenn Sie beispielsweise
eine Audioaufnahme, f(¢), t € [-T,T], der Liange 2T mit einem hochfrequenten Storgerdusch und einem
niederfrequenten Motorengerausch haben, kénnen diese Gerdusche durch eine Frequenzfilterung entfernt werden.
Nehmen wir an, wir wollen alle Frequenzen loswerden, die hoher als M Herz sind, und alle Frequenzen, die
niedriger als m Herz sind. Wir kénnten dies mit Hilfe eines so-genannte Bandpassfilter tun — das ist ein
Filter, der die Amplituden innerhalb des Passbands ohne Amplitudenverzerrung durchlassen muss, wihrend die
Amplituden auBlerhalb dieses Frequenzbands unterdriickt werden. Sei

Xa(t) =2

1, m<&{<M,

0, sonst.

H(E) = Hm,M(f) = {

Wenn die Liange der Audioaufnahme ausreichend lang ist, kann das Ergebnis der Anwendung des Bandpassfilters
auf eine Funktion f wie folgt geschrieben werden:

FNHF(f) = o FHF () = A+ f,

wobei
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IV.1. L' und L?

Die Funktion f bezeichnet zu einem gegebenen Zeitpunkt eine Amplitude einer Schallwelle: f ist dann eine
reellwertige Funktion. Dariiber hinaus sollte die gewiinschte Ausgabe auch eine reellwertige Funktion sein.
Wenn wir den Realteil der vorherigen Gleichung nehmen, erhalten wir den Filter, der

f=Gxf
mit
sin(Mt)  sin(mt)
t t

abbildet. Dieser Filter ist jedoch ideal und nicht kausal: der Wert der Funktion G * f(¢y) hingt von Werten
von f(t) fur t > tg ab, weil

G(t) =

G flto) - [

R

(sin(M@  sin(mé)

; : ) Flto + €)de

und
sin(M¢§)  sin(mé)

£ £

Es gibt kein physisches Gerét, das das Verhalten dieses Filters in Echtzeit modellieren kann, da physische
Gerate dem Gesetz der Kausalitidt gehorchen miissen. Namlich, falls ein physisches Gerét eine Faltung f — gx* f
in Echtzeit modelliert, dann muss f * g(to) nur von f(t), t < to abhéngig sein. Dies impliziert, g(t) = 0 fiir
t <0.

£ 0 fiir € > 0.

Beispiel IV.1.7. Sei
fla)=e 5.

Dann ist

F(e) = [ ee/em),
a

Bemerkung IV.1.8. Nachdem wir diese Fourier-Transformationen berechnet haben, kénnen wir nun wie
im Bemerkung [[V.T.4] das De-Blurring von Gaussfilter durchfithren. Das Entschérfen des Mittelwertfilters ist
komplizierter, weil Jtg : &, (tg) = 0.
Beispiel IV.1.9. Sei
fa) = (@ +a*) ™,
dann ist -
f(&) = —eelél
a

Wie in der Theorie der Fourier-Reihe gilt: Je glatter die Funktion ist, desto schneller sinkt ihre Fourier-
Transformation bei & — oo, und umgekehrt. Die Funktion aus dem ersten Beispiel verschwindet auerhalb eines
endlichen Intervalls, ist aber nicht stetig; ihre Fourier-Transformation ist analytisch, sinkt aber nur wie 1/¢£.
Die Funktion aus dem dritten Beispiel ist glatt, aber sinkt langsam; seine Fourier-Transformation fallt schnell
ab, ist aber bei £ = 0 nicht differenzierbar. Die Funktion aus dem zweiten Beispiel ist glatt und sinkt ebenso
wie ihre eigene Fourier-Transformation.

Lemma IV.1.10 (Riemann-Lemma). Sei f € L', dann ist f(&) = 0 fiir € = co.

Beweis. Das Lemma gilt fiir Treppenfunktionen mit endlich vielen Stufen aufgrund von Bemerkung
Fiir jede Funktion f aus L' gibt es eine Folge von Treppenfunktionen f,,, so dass

| 5@ - s@lar =0

Dann ist

sup |£a(€) — F(6)] < / fule) — F(@)ldz = 0
3

und es gilt: f(£) — 0. O
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1V. Fouriertransformation

1V.1.4. Fourier-Inversionsformel

Bevor wir zur einer die formaleren Version der Fourier-Transformation {ibergehen, miissen wir Faltungen etwas
genauer untersuchen.

Die Faltung hat keine Identitdt in der Klasse der Funktionen: Es gibt keind*] Funktion g, so dass f*g = f
fir alle f. Wir kénnen jedoch Folgen {g,,} finden, sodass f * g,, als n — oo gegen f konvergiert. Wenn wir zum
Beispiel versuchen, den Mittelwertfilter aus mit einem sehr kleinen Wert von a zu verwenden und b = i
zu nehmen, erhalten wir

f@) e 5o [ e =iy~ fa).

Um genau zu sein, sei g € L', und fiir € > 0 sei
1 /x
(x) i =—g—).
ge() 69(6)

Wenn € — 0 wird der Graph von g, bei x = 0 zu einer scharfen Spitze, aber die Flache unter dem Graph bleibt

konstant: es gilt
b b/e o) [}
/ ge(x)dx = / / 9(y)dy und / ge(x)dz = / 9(y)dy.

Satz IV.1.11. Sei g eine L' -Funktion, so dass [, g(y)dy =1, und sei a = f_Ooo g(y)dy und B = [;° g(y)dy
Sei f eine stickweise stetige Funktion auf R, und nehmen wir an, dass entweder f beschrinkt ist oder dass g
auferhalb eines endlichen Intervalls verschwindet, sodass f * g(x) fiir alle x wohldefiniert ist. Wenn g. wie
oben definiert ist, dann ist

lig%f * ge(x) = af(z+) + Bf(x—) fir alle x.

Insbesondere wenn f bei x stetig ist, dann ist
lim f x g.(x) = f(x)
e—0
Wenn f an jedem Punkt des beschrinkten Intervalls [a, b] stetig ist, dann ist die Konvergenz auf [a, b] gleichmdfig.

Beweis. Wir haben
0

f*%urwﬁuﬂ—ﬁﬂw»=/ @ —y) — Fle+)]g()dy

+Amwu—m—fwamwmy

Wir wollen also zeigen, dass beide Integrale beliebig klein sein konnen, indem wir € hinreichend klein wéhlen.
Das Argument ist fiir beide gleich, also betrachten wir nur das zweite. Wenn § > 0 gegeben ist, kénnen wir
¢ > 0 klein genug wéhlen, sodass |f(z —y) — f(z—)| < d wenn 0 < y < ¢. Es gilt

C

c/e
mwn@:5A l9(v)ldy

/Oc[f(x —y) — f(x)]gs(y)dy‘ < 5/0
< 5/0(><> l9(y)|dy.

Um das Integral von ¢ bis co abzuschétzen, verwenden wir die Annahme, dass entweder f begrenzt ist (z. B.
|f] < M) oder g auBierhalb eines endlichen Intervalls verschwindet (z. B. g(z) = 0 fur |z| > R). Im ersten Fall,
es gilt

/mw@—ywaﬂww%@mﬂszM/mmwayzmw/fm@ww

Im zweiten Fall ist g.(x) = 0 fiir |z| > €¢R, und insbesondere verschwindet das Integral von ¢ bis oo tatséchlich
fiir € klein.

Schlielich, wenn f auf [a, b] stetig ist, dann ist f dort gleichméfBig stetig, und wir kénnen ¢ unabhéngig von
x wahlen. Daraus folgt leicht, dass die Konvergenz von f * g.(z) nach f(z) gleichméBig auf [a, b] ist. O

*fx0 = f fir eine Dirac §-Funktion, ist aber Dirac §-Funktion ist keine echte Funktion. Weitere Details finden Sie in einer
Funktionsanalyse.

fBeachten Sie, dass a + =1 und a = 8 = 1, wenn g gerade ist.

1
2
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IV.1. L' und L?

Wir wenden uns nun der Fourier-Inversionsformel zu, also zur Wiederherstellung von f aus f . Die heuristischen
Argumente am Anfang des Kapitels fithrten uns zu der Formel:

5 [ e

Satz IV.1.12. Sei f € L' eine stiickweise stetige Funktion auf R und sei f(z) = 5[f(z—) + (x+)] fir alle x.
Dann ist

flz) =

f(z) = lim S /eiﬁ%*eQﬁQ/?f(g)dg, z €R.

e—0 271

Wenn auflerdem fe L' ist, dann ist f stetig und es gilt

f@) =5 [, aer

7/ i€e g€ /2 f(g) // i€(=1) 0 =€/2 £(3)) dyde.

Das Doppelintegral ist absolut konvergent und deshalb kénnen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen. Das
&-Integral ist:

Beweis. Es gilt

/ @) =€ 20 — [67852/2} (y— ) = V2T (ay)? /26>
€

Mit anderen Worten,

[ e —ee2)2 7 (@—y)?/2¢2 7 _
2W/e €2 () de em/f V2 4y = £k g(2)

wobei ) . )
= —?/2 I z — —x? /22
0) = o= o) = o (7) = e

Satz impliziert, dass wenn f stiickweise stetig ist, gilt

g o [ e fig)d = 3 f(a-) + Fla)

fiir alle z. Wir sind mit unserem Hauptergebnis fertig.
Es bleibt nur noch die letzte Behauptung zu beweisen. Es gilt

eigxe—€2|5|2/2f<f)‘ < (&1,

wenn also f € L' ist, kénnen wir den Satz iiber die dominierte Konvergenz anwenden, um den Grenzwert

auszutauschen:
e—0

37 T =g [ o5 fgue = 5l + o)

Wir haben bereits bewiesen, dass Fourier-Transformationen integrierbarer Funktionen stetig sind, womit der
Beweis abgeschlossen ist. O

Folgerung IV.1.13. Se: f =g, dann ist f =g.

Beweis. Es gilt #(f —g)=0 = f—g=0. 0

IV.1.5. Fourier-Transformation fiir .2

Wir haben die Fourier-Transformation fiir Funktionen aus L' entwickelt, aber unsere Erfahrung mit Fourier-
Reihen legt nahe, dass das L? ebenfalls eine bedeutende Rolle spielen sollte.

Eine anféingliche Schwierigkeit besteht darin, dass das Integral [ e=%? f(z)dx méglicherweise fiir f € L? und
f & L' nicht konvergiert. Es gibt einen Weg, dieses Problem zu umgehen. Die Schliisselbeobachtung ist, dass das
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1V. Fouriertransformation

Analogon von Parsevals Formel fiir die Fourier-Transformation gilt. Angenommen, f und g sind L'-Funktionen,
sodass f und § in L' liegen. Dann sind f, g, f und § beschrinkt und gehéren sie deshalb zu L2, und es gilt

m(f,g —27r/f dx—//f )iz §(€)déda
— [[ @) T@asds ~ [ Fle5@as = (.0

Mit anderen Worten, die Fourier-Transformation bewahrt innere Produkte bis zu einem Faktor von 2.
Insbesondere wenn wir g = f nehmen, erhalten wir

I£1I” = 2= £]1%.
Das ist die Parseval-Formel fur die Fourier-Transformation.

Lemma IV.1.14. Sei f € L2. Es gilt eine Folge {fn}n so dass

(a) fne L, foe Lt

(b) fn — f in L>-Norm.

Beweis. Hausaufgabe. O

Dann ist . .
||fn - me2 = 27T||fn - fm||2 — 0 fur m,n — 0,

deshalb ist { fn} eine Cauchy Folge. Wir definieren

f = lim fn
n—roo
Satz IV.1.15. Die Fourier Transformation .F : L?> — L? ist durch f — F(f) fiir alle f € L' N L? eindeutig
bestimmt. Es gilt:

(f.9)=2n(f.9). 1> =2nlfI°, fgel?

IV.1.6. Heisenbergsche Unscharferelation

Definition I'V.1.16. Sei f eine auf R definierte Funktion. Wenn seine Fourier-Transformation auflerhalb eines
endlichen Intervalls verschwindet, dann ist f eine bandbegrenzte Funktion. Wenn f auflerhalb eines endlichen
Intervalls verschwindet, dann ist f eine zeitlichbegrenzte Funktion.

Es ist unmoglich, dass eine Funktion f # 0 sowohl bandbegrenzt als auch zeitlichbegrenzt ist: Sei f € L?

und f( ) =0 fiir |w| > Q. Dann ist

F(z) = % /ei‘”zj?(w)dw

fiir jede komplexe Zahl z wohl-definiert; auflerdem kénnen wir unter dem Integral differenzieren, um zu sehen,
dass F' analytisch ist. Dann ist f die Beschrankung auf die reelle Achse der gesamten analytischen Funktion F,
und insbesondere kann f nur an isolierten Punkten verschwinden. Wenn f # 0 auflerhalb eines endlichen
Intervalls verschwindet, dann hat f nur isolierte Nullen.

Diese Bemerkungen sind Aspekte eines allgemeinen Prinzips, das sagt, dass f und f nicht beide stark
lokalisiert sein kénnen. Um in dieser Richtung ein préizises quantitatives Ergebnis zu erhalten, fithren wir den
Begriff der Dispersion von f um den Punkt a ein:

[ (@ = a)?|f(2)Pda
@k

Die Dispersion A, f sagt uns, wie viel f nicht in der Nihe von a konzentriert wird. Der folgende Satz besagt
daher, dass f und f nicht beide in der Nahe einzelner Punkte konzentriert werden kénnen.

Satz IV.1.17. Sei f € L?. Dann ist

A.f =

(Auf)(Daf) =% a,a€R.
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Beweis. Aus technischen Griinden nehmen wir an, dass f stetig und stiickweise glatt ist und dass die Funktionen
xf(x) und f'(z) in L? liegen.
Betrachten wir zuerst den Fall a = o« = 0. Durch partielle Integration haben wir

/ @ (ahdo = al @))% - /. (@) + /)T do

A

oder

B B ,
/ ()P = ~2Re / @) f (@)de + 2| f ()]
A

A
B
— B
= —2Re [ G@)f @)+ al @)
Da f,g und f’ in L? liegen,

B
lim / g(x)f(z)dx < .

A——00,B—00 J 4

Es gilt auch
im AP =0, lim Alf(4) =0,
——00

B——oc0

sonst wire | f(x)| ~ |z|~'/2 fiir grofe 2, d.h. f ¢ L?. Wir erhalten

/|f(m)|2dm ~ 9 Re/mf'(@dx.

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

(/ |f<m>|2dx)2 <a([2uwpa) ([1r@Pe). (1v.2)

Aber nach dem Satz von Plancherel ist [ |f|2 = (2r)~* [ |f]2 und
[1r@ita =g [1711Pde = 5 [€1f©ra
2m 2m
Wir konnen (IV.2)) als

([1srac) ([1f0rde) <a( [ ([eferas)

schreiben, das ist die Heisenbergsche Unschérferelation mit a = o = 0.
Sei

F(z) :=e ™ f(x 4 a)
Es ist leicht nachzupriifen, dass F' die Hypothesen des Satzes erfiillt und dass A, f = AgF und Aafz AoF.
(Hausaufgabe) Dies impliziert,

(8af) (BaF) = (A0F) (20F) 2 7.

O

Die Fourier-Transformation ist ein wesentliches Werkzeug zur quantenmechanischen Beschreibung der Natur.
Es wiirde zu weit fithren, die Physik hier zu erkldren; aber fiir diejenigen, die tiber den notwendigen physikalischen
Hintergrund verfiigen, prisentieren wir eine kurze Diskussion des mathematischen Formalismus.

In der Quantenmechanik wird ein Teilchen z.B. ein Elektron, das sich entlang der z-Achse bewegt, durch eine
"Wellenfunktion" f(x) beschrieben, eine komplexwertige L2-Funktion mit || f|| = 1. Die Funktion |f(x)|? wird als
Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert, dass das Teilchen an Position x gefunden wird; das heifit, f: |f(2)|?dx
ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen im Intervall [a, b] gefunden wird. Die Bedingung || f|| = 1 garantiert,
dass die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 betragt.
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1V. Fouriertransformation

Die Fourier-Transformierte der Wellenfunktion f liefert die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls des
Teilchens. Genauer definieren wir eine modifizierte Fourier-Transformation f durch

f(p) = \/%f (%) = \/%/f(x)e—ixp/hdx

wobei A die Plancksche Konstante ist. Dann impliziert der Satz von Plancherel dies

/If(p)Idez ﬁlh/’f(ﬁ_lp)‘zdpz $/|f(§)|2d§:/\f(sc)|2dx: |

Somit kann |f(p)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden, und es handelt sich um die Wahrschein-
lichkeitsdichte fir den Impuls.

Die Heisenbergsche Ungleichung ist eine prazise Formulierung der Orts-Impuls-Unschérferelation. Die Zahlen
A.f und A, f sind MaBe dafiir, wie stark die Wahrscheinlichkeitsverteilungen | f|? und |f|? von den Punkten a
und « delokaliziert sind. Wenn wir @ und « als Mittelwerte dieser Verteilungen nehmen, sind A, f und A, f ihre
Varianzen. Eine Variablendnderung zeigt, dass A, f = h2A, /k f , also besagt die Heisenbergsche Ungleichung

(Aof) (Auf) > 1?/4.

IV.1.7. Nyquist-Shannon-Abtasttheorem

Eine in einem Intervall (a,b) enthaltene Menge von Punkten {x;} ist diskret, wenn keine Teilfolge gegen einen
Punkt in (a,b) konvergiert. Das Auswerten einer Funktion auf einer diskreten Menge von Punkten wird als
Abstastung bezeichnet.

Definition IV.1.18. Sei f ist eine Funktion, die in einem Intervall (a,b) definiert ist, und sei {z;} eine
diskrete Menge von Punkten in (a,b). Die Punkte {x;} heiflen Abtastpunkte. Die Werte {f (z;)} heiflen die
Abtastwerten von f an den Punkten {z,}.

In den meisten Anwendungen hat die diskrete Menge die Form {z¢ 4 jl | j € Z}, wobei [ eine feste positive
Zahl ist. Diese werden als Proben mit gleichem Abstand bezeichnet; die Zahl [ wird als Abtastabstand bezeichnet.
Der Kehrwert [~! von [ wird Abtastrate genannt. Die Abtasttheorie untersucht das Problem der Rekonstruktion
von Funktionen einer kontinuierlichen Variablen aus einer Reihe von Abtastewerten und die Beziehung zwischen
diesen Rekonstruktionen und den idealisierten Daten.

Der Satz von Nyquist besagt, dass eine bandbegrenzte Funktion durch eine Menge gleichméfiig beabstandeter
Abtastwerte bestimmt wird, vorausgesetzt, dass der Abtastabstand ausreichend klein ist.

Satz IV.1.19. Sei f € L? und f(w) = 0 fiir |w| > Q. Dann ist f vollstindig durch seine Werte an den Punkten
t, =nm/Qn=0,+1,+2 ... bestimmt. Auflerdem gilt

SO =

Bemerkung IV.1.20. Eine Funktion, die keine Frequenz héher als Q2 Herz enthélt, wird vollstdndig bestimmt,
indem bei 272 Herz abgetastet wird. Der normale Horbereich eines gesunden Erwachsenen liegt zwischen 20 Hz
und 20 kHz. W~enn wir die hochste Frequenz verdoppeln, erhalten wir 40 kHz. Aus diesem Grund verwendet
der MP3-Player 44-kHz-Sampling!

Beweis. Erweitern wir f in einer Fourier-Reihe auf das Intervall [—€2, ] und schreiben aus Griinden der
spateren Bequemlichkeit —n anstelle von n:

flw) = iC—ne_m”/Q (lv] < ).

Die Fourier-Koeffizienten c_,, sind gegeben durch
o0

1 - inTw/Q 1 ny inTw/Q m nw
c,n—ﬁ/_gf(w)e dw—ﬁ/ f(w)e dw-Qf (ﬁ)

—00
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IV.1. L' und L?

Hier haben wir die Tatsache ausgenutzt, dass f(w) = 0 fiir |w| > Q und die Fourier-Inversionsformel gilt. Wenn
wir diese beiden Zutaten erneut verwenden, erhalten wir

1% IR L SN :
_ w _ e —inTw/Q iwt
f(t) o [Qf(w)e dw 50 Qwa<Q)e e dw

ei(Qtfnﬂ')w/Q @

iz;;f(@mt_m)/g

O nmy\ sin(Qt — nw)
ng(ﬂ> Qt —nm

O
Es ist erwdhnenswert, dass die Funktionen
sin(Qt — nr)
)= ———= =0,£1,42,...
su®) = T (=0, £ 42, )

eine orthogonale Basis fiir den Raum von L2-Funktionen bilden, deren Fourier-Transformationen auBerhalb
von [—, Q] verschwinden, und dass die Abtastformel die Erweiterung von f in Bezug auf diese Basis ist.
Tatsédchlich zeigen die Berechnungen im Beweis des Abtasttheorems, dass s,, die inverse Fourier-Transformation

der Funktion ist
5 () = {(W/Q)eiw/ﬂ if Jw| < Q

0 sonst

Die Behauptung folgt also aus dem Satz von Plancherel und der Tatsache, dass die Funktionen e~/ eine
orthogonale Basis fiir L?(—, Q) bilden.

Definition IV.1.21. Die optimale Abtastrate fur eine 2-bandbegrenzte Funktion wird als die Nyquistrate
bezeichnet. Das Abtastung mit einer niedrigeren Rate wird als Unterabtastung bezeichnet, das Abtastung mit
einer hoheren Rate wird Uberabtastung genannt.

Wir weisen darauf hin, dass wir bei Undersampling eine urspriingliche Funktion nicht eindeutig rekonstruieren
koénnen. Es kann vorkommen, dass wir auf ein sogenanntes Aliasing stolen — eine Unméglichkeit, zwei Signale
zu unterscheiden, wenn beide Signale abgetastet werden. Betrachten wir z1(¢) = cos(2nt) und z3(t) = cos(18xt).
Wenn wir sie jedoch in Intervallen von 0,5 Sekunden abtasten, dann konnten wir sie nicht unterscheiden.

Die Aliasing ist aus dem Alltag bekannt: Ein Filmbild ist eigentlich eine Folge. Beobachten wir die Drehung
der Réder Bei einem schnell fahrenden Auto in einem Film. Es kann vorkommen, dass sich die Ridder sehr
langsam drehen oder einfach stehen bleiben. Tatsédchlich werden wir Objekte, die sich mit den Frequenzen ¢
und g + 24N, N € N bewegen, nicht unterscheiden kénnen.

IV.1.8. Poissonsche Summenformel

Die poissonsche Summenformel ist ein Hilfsmittel der Fourier-Analysis und Signalverarbeitung. Sie dient unter
anderem zur Analyse der Eigenschaften von Abtastmethoden.

Lemma IV.1.22. Sei ¢ geniigend glatt und im Unendlichen gentigend schnell fallend, gilt

S (k) = > d2rk).
Beweis. Die Funktion -
g(t) =Y bk +1)

ist stetig, beschrankt, differenzierbar und periodisch mit Periode 1. Diese kann also in eine punktweise
konvergente Fourier-Reihe entwickelt werden,

g(t) — Z Cn€27rint
n

wobei

! . k+1 ‘
Cp = A zk:¢(k + t)6_271'zntdt = zk:/c d)(t)e—%mntdt _ (ﬁ(b)(%rn)
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1V. Fouriertransformation

Wir kénnen die Poisson-Summenformel verwenden, um Fehler zu analysieren, die durch Untertastung
eingefiihrt wurden. Stellen Sie sich eine Funktion f vor, die nicht unbedingt (2-bandbegrenzt ist:

n\ sin(Qz—nm
Fo(z) =Y f(ug)snleonm)

Weil sin(x)/z|,—0 = 1 und sin(7n)/(7n,) = 0, es gilt
Fo(2) = f(25), neZ

Die Poisson-Summenformel impliziert:

Fo(¢) =) f(€+2n90)¢a0.0)(9)-

n

Es gilt:

PSP F G €l >,
~ S fE+200), <0

Die zweite Fehlerquelle ergibt sich daraus, dass die hoche Frequenze in f bei niedrigen Frequenzen in der
Funktion F, wieder auftauchen.
Auflerdem ist es aus der obigen Formel moglich, eine Funktion zu konstruieren, die fiir jede feste Abtastrate

unsichtbar ist: sei h. eine Funktion mit supp(h.) € [—¢, €] und h(0) = 0. Die Funktion ist © + € bandbegrenzt;
wir mochten f mit der Frequenz By abtasten. Sei

f@wz/ﬂm@—oa.

Dann ist

A~ QA A
§;ﬂ£+%M>2;/§h4§+%mcchy%@mczm4m07

und Fo(€) = 0.
Eine Moglichkeit, mit Aliasing zu reduzieren, ist die Anwendung eines Bandpassfilters:

Lemma IV.1.23. Seien f € L; und B > 0, dann liefert die Funktion h mit h = fx[—B,B] die beste
Lo-Approximation unter den bandbegrenzten Funktionen von L.

Beweis.

2~ bl =117 - i3 = |

l€lI<B

|ﬂ®—ﬁ@M%£+/1 Fo)de.

1€1>B
O

Die erste mathematische Behandlung des Abtastung taucht bereits im 18. Jahrhundert auf. Alexis-Claude
Clairaut (1713-1767) und Joseph Louis Langrange (1736-1813) befassten sich mit der Umlaufbahnmechanik und
dem Problem, aus einer endlichen Menge von Beobachtungen die Einzelheiten einer Umlaufbahn zu bestimmen.In
moderner Terminologie, sie suchten nach eine gerade periodische Funktion f(z) mit einer normierten Periode
von eins wird als endliche trigonometrische Reihe durch dargestellt:

N-1
flz) = Z apcos(2rkz), 0<z <1
k=0

Das Problem besteht darin, die Koeffizienten {a}r aus den N Werten von f(z,) = § mit n =0,1,...,N —1
zu finden.

IV.2. Fast und Furious

Das Konzept der Fourier-Transformation kann modifiziert werden, um in eine Anzahl anderer Situationen
Anwendung zu finden. Eine davon ist die Entwicklung einer periodischen Funktion in einer Fourier-Reihe. Hier
diskutieren wir kurz zwei weitere wichtige Transformationen vom Fourier-Typ.
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1V.2. Fast und Furious

1V.2.1. Die diskrete Fourier-Transformation

Die diskrete Fourier-Transformation ist eine lineare Abbildung, die auf komplexe N-dimensionale Vektoren in
dhnlicher Weise, wirkt wie die Fourier-Transformation auf Funktionen auf R. Zur Motivation betrachten wir
das Problem der numerischen Approximation von Fourier-Transformationen. Um die Fourier-Transformation

[e.9]

f(f) = / e_”gf(x)dx

— 00

bei maschinellen Berechnungen zu verwenden, miissen wir diese Transformation durch etwas ann&hern, dass
nur eine endliche Anzahl von algebraischen Berechnungen umfasst, die an einer endlichen Menge von Daten
durchgefiihrt werden. Dies erreichen wir in mehreren Schritten.

Zuerst ersetzen wir das Integral {iber (—oo, 00) durch das Integral {iber ein endliches Intervall. Mit anderen
Worten, wir nehmen an, dass f aulerhalb eines begrenzten Intervalls [a, a 4+ Q] verschwindet. Es ist bequem
anzunehmen, dass a = 0, was immer erreicht werden kann, indem f(x) durch f(z — a) ersetzt wird.

Als néchstes werden wir versuchen, f(é) zu berechnen, allerdings nicht bei jedem & € R, sondern nur bei
einer endlichen Folge von Punkten, die in einem begrenzten Intervall [—C, C] enthalten sind. Die Wahl von C
kann manchmal durch die Kenntnis der Rate bestimmt werden, mit der ]?(5 ) als & — oo zerfillt. Welche Folge
sollen wir wihlen? Da f auflerhalb eines Intervalls der Linge €2 verschwindet, zeigt das Abtasttheorem an dass
f aus seinen Werten an den Punkten 27m/Q vollstandig rekonstruiert werden kann, wobei m eine ganze Zahl
ist. Daher begniigen wir uns mit der Berechnung von

g, @ . 0
F3R) = [ emmmernsayds, mi< 2.
0 m

Schliellich ersetzen wir das rechte Integral durch die Riemann-Summe am linken Endpunkt, die wir erhalten,
indem wir das Intervall [0, Q] in IV gleiche Teilintervalle mit den Endpunkten nQ2/N mit n = 0, ..., N unterteilen:

N-1
s [ 2mm ~ —2mimn/N @ Q
() =X (%)

Damit dies einer gute Néherung entspricht, miissen die Exponentiale e ~27#/€ {iber jedes Teilintervall der

Linge /N im Wesentlichen konstant sein. Daher sollten wir N > CQ /27 wihlen. Zusammengefasst fiihrt
unser Approximationsverfahren zu folgendem: Wenn

n?
f <N> = Qnp,

dann ist f(Q"Tm) ~ LG, fiir [m| < N, wobei

N-1
am — Z e—27rimn/Nan-
n=0
Da nun e~ 2™ = 1 ist, ist die Folge {a,,} periodisch mit Periode N : a,, n = @,. Es reicht nur @, ...,anx_1
zu definieren.
Damit haben wir eine Abbildung definiert, die einen Vektor a = (ag,...,an—_1) € C¥ in einen anderen
Vektor a = (4o, ...,an_1) € CV transformiert. Dies ist die diskrete Fourier- Transformation.

Genau genommen ist die diskrete N-Punkt-Fourier-Transformation die lineare Abbildung .#y : CV — OV,

definiert durch
N-1

Fya=8, Gm=» e ™ Na, (0<m<N).

n=0

Die diskrete Fourier-Transformation und die gewohnliche haben gewisse Ahnlichkeiten. Eine davon ist, dass es
die diskrete Faltung in gewohnliche Multiplikation umwandelt:

FIn(axb) = (5030, e 7aN713N71> ;
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1V. Fouriertransformation

wobei die diskrete Faltung a * b durchf]

N-—1
n—k >k
b), — b . = k] = =
(axb) kzzoa’” I U {nkz+N ifn >k

definiert ist. Ein weiterer wichtiger Punkt, in dem die diskrete Fourier-Transformation der Fourier-Transformation
dhnelt, liegt in ihrer Inversionsformel, die wir nun herleiten.

Lemma IV.2.1. Firm=0,...,N —1, sei

e, = (17 e27mm/N’ e27r7.2m/N, o ’627r7,(N71)m/N) )

Dann ist {em}fz;é eine orthogonale Basis fiir CV, und |le,,||* = N fiir alle m.
Beweis. Da die Komponenten von e,, alle den Betrag 1 haben, haben wir
lem|* =1+1+1+ - +1=N.
Wenn andererseits [ # m , dann gilt
N—-1 ;
) 1— 62ﬂz(l—m)
_ 2ni(l—m)n/N __ _
<el7e7YL> - Z:O e - 1— 627Ti(l7'm)/N =0

da eZTri(l—m) = 1. 0

Nach diesem Lemma haben wir fiir jedes a € CV

,_.

E aem €.

=0

1N
Nm

Aber die inneren Produkte (a, e,,) sind nur die Komponenten von a :

N-1

_ E —2mimn/N __ =
<a7 em> - ane / - am7
n=0

dann gilt a = N1 Zm 0 @m€m, oder anders gesagt,

1 N-1
— N Z 'mmn/N&m

m=0

Dies ist die Inversionsformel fir die diskrete Fourier-Transformation.

Wie wir bereits angedeutet haben, wird die diskrete Fourier-Transformation iiblicherweise verwendet, um
eine numerische Anndherung an die gewohnliche Fourier-Transformation bereitzustellen. Aus rechnerischer
Sicht weist die diskrete Fourier-Transformation jedoch eine potenziell unangenehme Eigenschaft auf. Lassen Sie
uns als eine ”elementare Operation” als eine Multiplikation zweier komplexer Zahlen definieren, gefolgt von
der Addition zweier komplexer Zahlen. Aus der Definition geht hervor, dass die Berechnung jedes a,, genau
N Elementaroperationen erfordert, und es gibt genau N Koeffizienten: d.h., die Berechnung von a erfordert
also insgesamt N? Elementaroperationen. Wenn N grof ist, wie es oft fiir qualitativ hochwertige numerische
Arbeiten der Fall sein muss, ist N2 enorm, sodass die diskrete Fourier-Transformation rechnerisch unhandlich
werden kann.

Wenn N eine Primzahl ist, kann nicht viel dagegen getan werden. Wenn jedoch N keine Primzahl ist,
koénnen die Berechnungen wesentlich reduziert werden, indem sie effizienter angeordnet werden. Angenommen
N = NNy, und schreiben wir die Indizes m und n in wie folgendes:

m=m'Ni+m", n=n'Ny+n",

N-1

*Alternativ (axb)n =) ",

arby_ wobei n und k werden als ganze Zahlen modulo N betrachtet.

42



1V.2. Fast und Furious

wobei 0 < m”,n’ < Ny —1und m' und 0 < m/,n” < Ny — 1. Dann

e*?ﬂ'imn/N — e—QWi[(m”n’/Nl)—Q—(m’n”/Ng)-&-(m”n”/N)]

)

Also
Ny—1
- z C(m// ’/l”) 6727Ti[(m’n”/N2)+(m”n”/N)}
m = )
n'=0
wobei
Ni—1
. " ’
C (m//7n//) _ Z 6727rzm n /Nlan/N2+n//-
n’=0

Der Punkt ist, dass C' (m”,n”) in der Berechnung von a,, fiir N2 verschiedene Werte von m erscheint (nimlich
m”, Ny +m” 2Ny +m”,...). Dann konnen wir Zeit sparen, indem wir dies es nur einmal berechnen. Tatséchlich
erfordert die Berechnung jedes C' (m”, n’) genau Ny Elementaroperationen, und es gibt Ny Ny = N verschiedene
C (m”,n'"). D.h., wir brauchen insgesamt N N; Elementaroperationen. Spater brauchen wir Ny Elementarope-
rationen um d,,, m = 0,..., N zu berechnen. Insgesamt, wir brachen N(N; + N3) Operationen. Die Summe
sind also N (N; + N») elementare Operationen, im Gegensatz zu N? = N (N;N>) nach der urspriinglichen
Methode. Da Ny + Ny viel kleiner als Ny Ny ist, wenn entweder N oder Ny grof} ist, stellt dies eine wesentliche
Verbesserung dar.

Wenn N; oder Ny weiter faktorisiert werden kénnen, kann dieser Vorgang wiederholt werden, um die Effizienz
noch weiter zu steigern. Das Endergebnis ist, dass wenn N = Ny N5 - - - Ny, ist, reduziert sich die Anzahl der
elementaren Operationen von N2 auf N (N + - -- + Ny). Insbesondere wenn N eine Potenz von 2 ist, sagen
wir N = 2" ist die Reduktion von 22¥ = N? auf k2¥+! = 2N log, N; dies ist der in der Praxis am hiufigsten
verwendete Fall. Der resultierende Algorithmus zum Berechnen diskreter Fourier-Transformationen ist als
schnelle Fourier-Transformation bekannt.

Die erste schnelle Fourier-Transformation in der Geschichte wurde moglicherweise von Gaufl um 1805 in seinem
unverdffentlichten Artikel "Theoria Interpolationis Methodo Nova Tractata” durchgefiihrt. Gauss untersuchte
damit die Deklinatio X des Asteroiden Palla@ in Abhéngigkeit von seine Rektaszensiorﬁ x:

x X

0° 6°48’ Bor.... =+ 408’
30 129 .......... + 89
60 1 6 Austr. .... — 66
90 010 Bor ...... + 10
120 538 ...l + 338
150 1327 .......... + 807
180 2038 .......... +1238
210 2511 .......... +1511
240 2623 .......... +1583
270 2422 .......... + 1462
300 1943 .......... +1183
330 1324 .......... + 804

Gauf3 teilte mogliche Werte von x in drei Vierergruppen ein und fithrte dann eine schnelle Fourier-Transformation
durch! https://en.wikipedia.org/wiki/2_Pallas#/media/File:Animation_of_Pallas_orbit.gif

Obwohl die schnelle Fourier-Transformation oder Varianten davon bereits 1805 verwendet wurden, wurde sie
bis 1965 durch Cooley und Tukey nicht allgemein bekannt.

*Die Deklination in der Astronomie ist ein Aquivalent zur geografischen Breite
TDies war der zweite entdeckte Asteroid (1802) in der Geschichte der Menschheit!
Yaustralis bedeutet siidlich und borealis bedeutet nordlich.

Shimmlisches Aquivalent der Geographische Lange
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Musterlosungen

Ubungsblatt 1

Aufgabe 1
(i) Sei
u(z,y) = X(x)Y(y)
Dann ist
Uz (2,y) = X' (2)Y (y)
und

(ii)

und u,; = u,, impliziert, dass

X@ ~ Y~ ©
Sei
u(z,y) = X(2)Y(y)
Dann ist
ez = X" (@)Y (y),  uyy = X(2)Y"(y),
und ug, = —uy, impliziert, dass
X'x) _ _Y'(y)
X@ ~ Y@
Sei
u(z,y) = X(2)Y ().
Dann ist

Yuze = X" (2)Y (v)y, uy = X(2)Y'(y),

und yuz, + uy = 0 impliziert, dass
X"z) _ Y'(y)

X(z) Yy

Sei
u(z,y) = X (2)Y ().

Dann impliziert uz, + gy + uy = 0, dass
X"(@)Y (y) + X'(2)Y'(y) + X ()Y (y) = 0,

und
Y(y)(X"(2) + X(2)) + X'(2)Y"(y) = 0,

d.h.,




1V. Fouriertransformation

Aufgabe 2

Falls u/.(0,t) = X'(0)T(¢t) = 0 und u/,(27,t) = X'(2m)T(t) = 0, dann ist entweder T'(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, c0),
oder
X'(0) = X'(2m) = 0. (Iv.3)

Die Gleichung u; = u,, impliziert, dass
X'"z) =cX(x), T(t)=cT(t).

Sei ¢ = 0. Dann ist X”(z) = 0, d.h. X(x) = az + b fiir beliebige a,b € C. Die Randbedingungen (IV.3)
impliziert, dass a = 0. Dann ist T/(¢) = 0, dann ist fiir alle K € C die Funktion

u(z,t) = K

die Losung.
Sei jetzt ¢ # 0. Dann ist
X(z) = 1V + cpe Ve,

und
X'(2) = e1/ceV — cy\Jee Ve,

(IV.3) impliziert, dass

C] — Co = 0
und
2™V 4 em2mVe —
edmve = 1,

dann ist

4my/c € 2mik, k€ Z
und 2

k
=~ \5 kelZ.

)

Dann ist . |
Uk(x,t) = Cle_tT(e'ka/Q + e—lkx/Q).
Aufgabe 3
Fﬁr k = 0,
27
/ f(x)dx = 7h.
0
Fuar k #£ 0, |
0 d N dk2 ;
/Qﬂ h(2m —w)e*e - hemMITEOE (i (—dk + 27k + ) + 1)

¢ 2m —d o (2 — d)k2? )
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1V.2. Fast und Furious

Ubungsblatt 6

Dieses Ubungsblatt ist dem beriihmten Beispiel von Kolmogorov einer Funktion aus L![0,2n] gewidmet,
deren Fourier-Reihe fast iiberall divergierf"] Als Kolmogorov dieses Beispiel entwickelte, glaubten die meisten
Mathematiker, dass es eine solche Funktion nicht geben wiirde.

Wir beginnen den Beweis mit zwei technischen Lemmata.

Lemma IV.2.2. 3C > 0 so dass fiir alle [, 5] € R mit § — o < und fir alle N > 0, gilt

B
/ Dy (u)du| < C.

Beweis. Wir verwenden die Periodizitdt des Dirichlet-Kerns, um anzunehmen, dass [a, §] C [—7, 7r]. Verwenden
Sie dann die Definition des Dirichlet-Kerns und

sin((N + 1/2)u) = cos(Nu) sin(u/2) + sin(Nu) cos(u/2),

um folgendes zu erreichen

s P sin U
G P sin(Nu) cos(u/2)
<3 /@ cos(Nu)du| 4+ /a Ssin(u/2) du’
P sin(Nu A

1 _
2tan(u/2)

Integrand auf [—m, 7] eine stetige Funktion ist: es reicht, sein Verhalten bei Null zu betrachten und zu priifen,
ob der Integrand in der Nahe von u = 0 stetig ist

Der dritte Summand kann nach oben durch ffﬂ dt begrenzt werden. Wir bemerken, dass der

1
u

1 1 u-—2tan(u/2) u—u-— %; + O (u®) _O(?)

2tan(u/2) uw  2utan(u/2) 2u tan(u/2) T ow?)

Dies impliziert, dass der dritte Summand in N gleichméfBig beschrankt ist. Auf der anderen Seite, ist

/5 sin(Nuw) du

- = [Si(BN) — Si(aN)| <2 sup | Si(s)|

s€[0,00)

ist auch in N gleichméssig beschrankt. O
Lemma IV.2.3. Sei [, 8] € [0,27] und sei £ € N so dass

™
{+

<

(8 —a)

N[
NG

fir v € (0,1/4). Wir definieren E., :={x € [o, 8] : |sin((¢ 4+ 1/2)x)| > v}. Dann es gilt:

4ry 8y
w2 (5-a) (1-2) - 2L

Beweis. Wir bemerker{ﬂ dass
sin(2y) > 7,
und damit )
p(t € 0,7 :sint <) < dy = u([om})%.

*das durfte der technischste Satz unseres Kurses der Fourier-Analyse sein
f2.B. (sin(2z) — )’ = 2cos(2z) — 1 > 0 fiir € (0,7/6), und v = i < 7w/6~0.52
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1V. Fouriertransformation

Sei Ij, := [72(_&;/12), eff/z]' Dann gilt es
. 4y 4y
: <9) < —F7> = —.
€ 11 sin()] < ) < 5075 = il S
Wir definieren
k mk
= mi : > = : .
k1 := min{k T+13 2 a}, ko :=max{k (313 S B}
Dann fir alle k € [k + 1, k2], es gilt
. 4y
ple € Iy« |sin((0 + 1/2)z)| < v} < ,u(Ik)?.
Auflerdem,
7k . 4y
1S 1/2 <)<
o € lo g s sin(+1/20)] <) € 0
und
ko . 4y
: 1/2 <)<
o € [T A [sn(0+1/2)0)| <) < 0

Wenn wir das alles zusammenfassen, erhalten wir

k2
. 8y 4y 8y 4y
: < < § < -
u(mE [avﬂ} \sm((€+1/2)x)| —7) = €+1/2 +k:k +1N’(Ik) T = £+1/2 + T M([OL,B]),
was zu beweisen war. O

Jetzt beweisen wir ein grofies Lemma, das einige Autoren als Kolmogorovs Lemma bezeichnen. Die Aussage
des Lemmas ist ziemlich lang.

Lemma IV.2.4. Seing € N such that ——— < 1/4. Es gilt

1/ logng

(i) 2m-periodische Funktionen {¢,}5% q,

(i) massbare Mengen {E,}22 so dass E,, C [0, 2],
(iii) reelen Zahlen {M,}22,,
(iv) und natirlichen Zahlen {q,}22,

so dass

(i) fir allen >0, ¢(x) > 0 und fir alle z, es gilt

/ On(z)dr = 2,
[0,27]

dB,, so dass fiir alle N > 0 und Vz,

(ii) p(En) — 2w, n — oo,
(#ii) M, 1 0o, n — oo,
(iv) fir alle x € E,, IN 3 p = p(x) < ¢, so dass

[Sp(fn)(2)] > M.
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1V.2. Fast und Furious

Beweis. Sei n > ng. Wir beginnen mit der induktiven Konstruktion von zwei Folgen: erstens einer Folge von
ansteigenden ungeraden ganzen Zahlen

AM=Db< < A3<... <\
und dann einer Folge von natiirlichen Zahlen
mp <meo <...<myg,

mit (2my + 1) = A\g(2n + 1). Bevor wir diese Zahlen induktiv konstruieren, definieren wir Zahlen

4k
pim Tk =1,2,....n,
2n+1
Intervalle 1 1
AkIZ[Ak—iz,Ak-i-j], k=1,2,...,n
my, my

und Intervalle 5 5
O-k::[Akfl—i_iQ?Ak_i]? k:273,...,n.
n n
Es ist nicht kompliziert, um zu iiberpriifen dass Ay C [0, 27]:
1 47 1 47 1

A - —

S L. )
m? 2n+1 m?  2n+1 n?

Ahnlich, 4, + - < 27. Aufierdem,
4 47 4

Rl RIS R

)

dann ist p(og) > 0. Wir definieren

m2 n x
¢n7k(x) _ { k/ ) S Aka

0, else,

und
Es gilt ¢, (z) > 0,

Wir bemerken dass

2
Wir benutzen Lemma [IV.2.2{ um den obigen Ausdruck durch B, := )}, C™t abzuschitzen, wobei C
unabhéngig von N ist.
Machen wir nun einen Induktionsschritt. Angenommen, wir haben bereits definiert Ay =5 < Ay < ... < Ag_1.
Fiir x € o, wir betrachten

k—1
S (Z ¢> ()

k—1

gz/ ¢n7r(t)Dmk(xt)dt‘
r=117/Ar

e
- n

r=1

sin((mg +1/2)(z — t))
/A 2rsin((z — £)/2) dt' ‘
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1V. Fouriertransformation

Nun wollen wir den zweiten Mittelwertsat fir bestimmte Integrale anwenden. Weil z € o und t € A,., die
Funktion Wl—t)ﬂ) ist eine monotone Function fir alle A, aufer vielleicht ein r. Es gilt, > t. Auflerdem,
=L ¢ [0,7]. Wir kénnen dieses A, fiir das die Funktion nicht monoton ist, in zwei Teile aufteilen: in denen

wéchst und in denen m sinkt.

2sin((z—t)/2)
Es gilt,
1

dist(ak,Ak,l U Ak) > ok

und damit ist
1

2sin((z —t)/2) = 2sin(525)

Endlich, fiir alle v und § gilt:

2

< —F7.
mk+1/2

5
/ sin((my + 1/2)(z — t))dt

Der zweite Mittelwertsatz fiir bestimmte Integrale impliziert dass

k—1 . k—1
m?2 sin((mg +1/2)(z — t)) 2 m?2 2
; n /A 2rsin((x — t)/2) dt’ S%Qsin(ﬁ); n omy+1/2°

Alles aufler my, ist fixiert. Genau in diesem Moment werden wir my so wéhlen, dass die r.h.s. der vorherigen
Gleichung ist kleiner als 1. Nun definieren wir alle my und Ay per Induktion.
Wir fithren weitere Schitzungen durch. Erstens, wenn j > k, dann

(mi + 3)(A; — ) — (my, + 3)(Ax — 2) = (my, + 3)(4; — Ap)
27 (j — k)
2n+1

= 2’/T)\k(j - k) e N.

= (ka + 1)

Dann ist
sin((mi + 5)(A; — 2)) = sin((mi + 3)(Ax — 2)).
Zweitens, fiir alle p € N,

2
Dy ()] <

2

Falls j > k und t € A, wir haben fiir alle z € oy,

2 2 2
mg mi|A| M
D (t = ) = D (A5 = ) < k|45 — 4 < E2L = Tk

Dann es fir alle z € oy, gilt:

n m2
hi=12 Tj/ D (t = 2) = Diny (A7 — z)dt
j=k A
<> Iohuag) <2y ks <y — <,
=k J = j =

*Sei G : [a,b] — R eine positiv monoton fallende Funktion und sei ¢ : [a,b] — R eine integrierbare Funktion, dann existiert eine
Zahl z € (a,b), so dass

g x
/ G(t)¢(t)dt=G(a+)/ o(t)dt.
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1V.2. Fast und Furious

dann ist
S Z Gn,j (x) = 7] / Dy, (z —t)dt
j=k j=k Aj
n 2

> —]/ Dy, (A; —x)dt| — I
=k n Aj
Jj=k J

2 N sin(lme+1/2)(4 o)
nw 2sin((A; —x)/2)

—

<

Alle Rechner in der Summe sind durch eine obige Beobachtung gleich; auBerdem sind alle Nenner nicht negativ,
weil A; —2 €[0,2n) und A; —z < dmg=htl)

2n+1
= 2 sin((me + 1/2)(Ae - )] 3 1 !
= ) DT B 2 2sin((4; — 2)/2)
> 2 gin((m + /24— 1) 3 - 1
2 _ _
= ) DT L = Aj—z
2 " 1
Z%|Sm((mk+1/2)(14k—$)|2m—1
j=k 2n+1
o +1 - 1
- i L 1/2)(A — - 1
An2n | sin((me +1/2)(Ak $)|j§kj_k+1

Sei jetzt 2 < k < n — y/n. Die obige Summe ist eine harmonische Reihe, die mindestens y/n Summanden
enthaltf]

2n+1
4m2n

> %| sin((mg +1/2)(Ax — 2)|In(n) — 1.

> |sin((mg + 1/2)(Ax — x)|In(v/n) — 1

Nun bezeichnen wir fiir 2 < k <n — /n,

. { < 0w s +1/2(A =) 2 i } '

1
In(n

Wir konnen das zweite Lemma anwenden, weil wir In(n) so gewdhlt haben, dass < % , und weil

3

(o) T 1 - ™

4 2n+1 n2 = 22n+1)

zusammen mit (2m; +1) =5(2n+1) = i S 5(227;:_1) < 5@ < 11u(o). Sei

Epi=Ur—Y"Ep .

Lemma [[V:2:3] impliziert, dass

4 8 4 8
HBn) 2 o) = ) ™ U+ 5 = T TR T e

~In(N) + v+ O(1/N)

. N
*und wir verwenden g L
n=1n
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1V. Fouriertransformation

Dann ist,

am 1 )(1—4)—0(1/n)> =27 +0o(1), n— oo.

p(E,) = (n = Vi —1) <<2n+1‘n2 m/In(n)

Sei nun M,, := ﬁ In(n) —2und ¢, :=m,. Fallsz € E,, =— Jko € [2,n—/n]: z € E, 1, =

n k—1
[Suny (00) @) 2 S (3 60) )| — Sy (3 ) o) 2 o) 1 1=,
=k j=1

Dies gilt fur alle & mit my < m,, = qn.

Jetzt beweisen wir endlich den Satz von Kolmogorov:
Satz IV.2.5. 3f € L1([0,27]) so dass seine Fourier-Reihe fast iiberall divergiert.
Beweis. Wir konstruieren eine aufsteigende Zahlenfolge n; mit folgenden Bedingungen:
(i) n1 > no,

(i) mit M, 1 oo wihlen wir —~— <

=
9}

(iii) Vi > 1,

Nun definieren wir die Funktion

Wir bemerken

- v 2 g2 s
/[07%] |f(a:)|da:/[0’2ﬂ f(x)dzfg N < Zzi <o0o = feLY[0,27]).

i=1
Sei i > 1 und sei x € E,,, dann Jp = p(z) < ¢, so dass
|1Sp(én)(2)] > Mp,.
Wir bemerken dass fiir alle g € L'([0,27]) und p € N,

pPt3
2 / l9()dt.
™ [0,27]

<

15,(9) ()] = | /[ FOLAE
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1V.2. Fast und Furious

Jetzt gilt es

1Sp(f) ()| = ZSMFMx:v)
> 5o00)@) |~ 50n)@)| g 5pl(0n,)(r)

VM, ~ M, ~ /M,

v
B
“I
E
2
g
+

%
Do |
E
|
|
|
E
|

Sei
E =N, U2, By,

Wir bemerken dass p(E,,) = 2r = p(U2,E,,) =21 = u(E) = 2x. Dann fur alle x € E,

sup [Sar(f)(x)] = oo
M
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