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Übungsblatt 6

Die folgenden Lemmata sind erste Schritte in Richtung des Kolmogorov-Beispiels einer integrierbaren Funktion,
deren Fourier-Reihe für fast alle Punkte divergiert.

Aufgabe (Kolmogorov Beispiel, Teil 1, 1+3pt). (i) Zeigen Sie, dass ∃C > 0 sodass für alle [α, β] ⊂ R mit
β − α ≤ π und ∀N ≥ 0 gilt1: ∣∣∣∣∣

∫ β

α

DN (u)du

∣∣∣∣∣ ≤ C.
(ii) Sei [α, β] ∈ [0, 2π] und sei ` ∈ N sodass

π

`+ 1/2 ≤
1
4 (β − α)

und γ ∈ (0, 1
4 ). Sei

Eγ = {x ∈ [α, β] : | sin((`+ 1/2)x)| > γ}.

Beweisen Sie, dass 2

µ(Eγ) ≥ (β − α)
(

1− 4γ
π

)
− 8γ
`+ 1

2
.

Aufgabe (Kolmogorov Beispiel, Teil 2, 2+4pt). Sei n ≥ n0, sei λk ∈ 2N + 1 für k = 1, . . . , n so dass

λ1 = 5 < λ2 < . . . < λn

und sei

mk := (λk(2n+ 1)− 1)/2, Ak := 4πk
2n+ 1 , ∆k := [Ak −

1
m2
n

, Ak + 1
m2
n

] k = 1, . . . , n

und
σk :=

[
Ak−1 + 2

n2 , Ak −
2
n2

]
, k = 2, . . . , n.

Sei

ϕn,k(x) :=
{
m2

k

n , x ∈ ∆k,

0, x ∈ [0, 2π] \∆k

und

ϕn(x) :=
n∑
k=1

ϕn,k(x).

1Hinweis: Beweisen Sie, dass

DN (u) =
1
2

cos(Nu) +
sin(Nu)

u
+ sin(Nu)

( 1
2 tan(u/2)

−
1
u

)
.

2Hinweis: Beweisen Sie, dass
µ(t ∈ [0, π] : sin(t) ≤ γ) ≤ 4γ = µ([0, π]) ·

4γ
π
.

Folgern Sie daraus, dass für Ik := [π(k−1)
`+1/2 ,

πk
`+1/2 ] gilt

µ(t ∈ Ik : | sin(t)| ≤ γ) ≤
4γ

`+ 1/2
.

Versuchen Sie,
µ(x ∈ [α, β] : | sin((`+ 1/2)x)| ≤ γ)

zu beschätzen.
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(i) Beweisen Sie, dass jede Funktion ϕn eine non-negative Funktion von beschränkter Variation mit∫ 2π

0
ϕn(x)dx = 2

ist. Benutzen Sie Aufgabe 1(i) um zu zeigen, dass ∃Bn : ∀N ≥ 0 und ∀x ∈ [0, 2π] gilt

|SN (ϕn)(x)| ≤ Bn.

(ii) Beweisen Sie, dass für alle x ∈ σk,∣∣∣∣∣Smk

(
k−1∑
r=1

ϕn,r

)
(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
π

k−1∑
r=1

m2
r

n

∣∣∣∣∫
Ar

sin((mk + 1/2)(x− t))
2 sin((x− t)/2) dt

∣∣∣∣ ≤ 1
π sin(1/(2n2))

k−1∑
r=1

2m2
r

n(mk + 1/2) .

Wir wählen mk induktiv so, dass
∣∣∣Smk

(∑k−1
r=1 ϕn,r

)
(x)
∣∣∣ < 1.

(iii) Zeigen Sie, dass |D′p(x)| ≤ p2 und dass für alle j > k und t ∈ ∆j , es gilt

|Dmk
(t− x)−Dmk

(Aj − x)| ≤ m2
k

m2
j

.

Zeigen Sie, dass für alle x ∈ σk,∣∣∣∣∣∣Smk

 n∑
j=k

ϕn,j

 (x)

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1
π

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=k

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1
π

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=k

m2
j

n

∫
Aj

Dmk
(Aj − x)dt

∣∣∣∣∣∣
− 1
π

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=k

m2
j

n

∫
Aj

Dmk
(t− x)−Dmk

(Aj − x)dt

∣∣∣∣∣∣
≥ 1
π

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=k

2
n
Dmk

(Aj − x)

∣∣∣∣∣∣− 1

≥ 2
πn
| sin((Ak − x)(mk + 1/2))|

n∑
j=k

1
2 sin((Aj − x)/2) − 1.


