Dr. Ksenia Fedosova SS 2023
Dr. Andreas Demleitner

Ubungsaufgaben zur Vorlesung ,,Analytische Zahlentheorie*

Blatt 9

Aufgabe 1: (24343 Punkte)
Sei u > 0 und f(z) := exp(—mux?) fiir z € R. In Blatt 4, Aufgabe 4 haben wir

)
_ 1
fy = — (1)
bewiesen. Sie konnen im Folgenden davon ausgehen, dass die obige Formel fiir u € C mit
Re(u) > 0 giiltig bleibt — das Symbol \/u bezeichnet hierbei die eindeutige komplexe Zahl
mit Quadrat v und positivem Realteil.

(1) Zeigen Sie > 2 f(z+n)= ﬁ Yo €XD <2m'na: - ”7"2> fir alle z € R.

Fiir z € C und 7 € H (der offenen oberen Halbebene in C) definieren wir aulerdem wie
in der Vorlesung
[e.e]
0(z,7):= Z exp(2minz + win’7).
n=—00
(2) Sei 7 = tu € H. Zeigen Sie unter Verwendung der vorherigen Teilaufgabe, dass fiir
alle z € R gilt:

1 1
exp(mitaz?) - O(1x, ) = — -0 <x, —) :
T

—iT

(3) Zeigen Sie schlieflich

fiir alle z € C und 7 € H.

Aufgabe 2: (34+1+4 Punkte)

Beweisen Sie den Zwei-Quadrate-Satz von Fermat: Eine ungerade Primzahl p kann genau
dann in der Form p = 22 + 2 mit z,y € Z geschrieben werden, wenn p = 1 (mod 4). Zum
Beweis setzen wir 6(7) := 6(0, 7).

(1) Fiir n > 0 sei ro(n) die Anzahl an Paaren (z,y) € Z? mit x? + y? = n. Zeigen Sie
0%(1) = Yoo ogr2(k) exp(min?T).

(2) Nach den folgenden beiden Fakten (von denen Sie ohne Beweis ausgehen diirfen)
gibt es einen Skalar ), sodass #2 = AG1 , (siehe Fakt 1 fiir die Definition von G ).
Finden Sie .

Fakt 1: Der Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 1 und der Stufe 4 ist eindi-
mensional und wird von

- 1, falls m =1 (mod 4)
1 :
Gy (7) = 1 + Z ZX(d) exp(minT), x(m) =< -1, fallsm=3 (mod 4)
n=1\dln 0, sonst
erzeugt.

Fakt 2: Es ist #2 eine Modulform vom Gewicht 1 und der Stufe 4.



(3) Berechnen Sie r5(p) fiir ungerade Primzahlen p und folgern Sie Fermats Zwei-Quadrate-
Satz.
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