Worum geht es in diesem Kurs

Die Zahlentheorie ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit den Eigenschaften
natiirlicher Zahlen beschéftigt, also

1,2,3,4,5,...

Besonderes Augenmerk wird auf eine Klasse von Zahlen gelegt, die als Primzahlen bezeichnet
werden.

Definition 1. Eine Primzahl ist eine Zahl grofler als 1, deren einzige Teiler 1 und die Zahl
selbst sind. Zahlen, die nicht prim sind, werden zusammengesetzt genannt, aufler der Zahl 1,
die weder als prim, noch als zusammengesetzt betrachtet wird.

Es gibt keine einfache Formel, die alle Primzahlen liefert. Dariiber hinaus sind Primzah-
len ziemlich unregelméfig verteilt. Zur Untersuchung dieser Verteilung verwenden wir eine
Funktion namens 7(x):

m(x) ={#p: p < x und p ist prim}.

Trotzdem kann man bei der Betrachtung grofler Gruppen von Primzahlen beobachten, dass
sie tendenziell gleichméfig verteilt sind (im Durchschnitt). Obwohl es unendlich viele Prim-
zahlen gibt, nimmt ihr durchschnittlicher Abstand voneinander zu. Die quantitative Aussage
dazu ist der sogenannte Primzahlsatz, der besagt, dass

lim m(x)logx

T—00 €T

= 1.

In diesem Kurs werden wir uns mit einem Beweis von Riemann beschéftigen, der das Problem
mit analytischen Methoden angegangen ist mit Hilfe einer sogenannten Riemannschen Zeta-

Funktion:
1
s) = —, Re(s) > 1.
(s) 2_; — Re(s)
Im Verlauf des Beweises werden wir Eigenschaften der Riemannschen Zeta-Funktion, ih-
rer speziellen Werte und meromorphen Fortsetzungen untersuchen. Dazu gehort auch die

Losung des Basler Problemf]
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und die Moglichkeit, Summen wie
1

14+2+3+4+5+...=——

sinnvoll zu behandeln.

Der zweite Teil des Kurses umfasst die Voraussetzungen und eine Skizze des Beweises eines
Theorems von Maryna Vyazovska, welches ihr 2022 die Fields-Medaille eingebracht hat. Das
Theorem findet die optimale Kugelpackung in den Dimensionen 8 und 24, das heifit, die
effizienteste Art, identische Kugeln zu packen, bei der keine zwei Kugeln sich {iberschneiden.
Der Beweis verwendet sogenannte modulare Formen, die analytische Funktionen im oberen
Halbraum sind und sich unter der Gruppenwirkung von SLy(Z) gut verhalten. Dieser Kurs
konzentriert sich nicht auf die Theorie der modularen Formen, aber wir werden diese in
geniigendem Detail verhandeln, um die Skizze von Vyazovskas Beweis zu verstehen.

Inach der Stadt Basel benannt!



Klassische elementare Ergebnisse

Wir erinnern uns an den Fundamentalsatz der Arithmetik.

Satz 1. [?, Theorem 1.10] Jede natiirliche Zahl n > 1 kann als Produkt von Primzahlen
geschrieben werden und diese Darstellung ist, bis auf die Reihenfolge der Faktoren, eindeutig.
O

Der Beweis fiir die Existenz einer solchen Zerlegung wird hier ausgelassen. In der Praxis ist
es jedoch sehr kompliziert, diese Zerlegung zu finden. Die Schwierigkeit dieses Problems ist
wichtig fiir in der Kryptographie verwendeten Algorithmenf] z.B. fiir RSA.

1 Arithmetische Funktionen

1.1 Einfiihrung und grundlegende Beispiele

Ein einfaches, aber sehr niitzliches Konzept in der Zahlentheorie ist das der arithmetischen
Funktion.

Definition 2. Eine arithmetische Funktion ist eine reell- oder komplexwertige Funktion,
die auf der Menge N der positiven ganzen Zahlen definiert ist.

1.1.1 Die Mobiusfunktion

Definition 3. Die Mdbiusfunktion wird wie folgt definiert:

p(1) = 1.
Falls n > 1, sei n = p{* - ... pi*. Dann ist
,U(TL) _ ( ) 3 (5] a2 Qg ;
0, n sonst.

Die grundlegende Eigenschaft der Mobiusfunktion wird in folgendem Theorem dargelegt.
Satz 2. Fiir alle n € N gilt:
1 0, n#1
d — - — ) )
Suiw - [2] -{y 27

Beweis. Sein =1, dann ist }_, pu(d) = p(1) = 1.

Sei nun n > 2 und n = Hle p;* die kanonische Primfaktorzerlegung von n. Wenn d nicht
quadratfrei ist, ist 4(d) = 0. Dann kann die Summe iiber d auf Teiler der Form d = [T, ps
beschrankt werden, wobei I C {1,2,...,k}:

dopdy= D pd) = Zk}M<sz‘>-

dln d|n Ic{1,2,.., el
d ist quadratfrei

2Das ist ein Teil der ersten Ubungsblatt!



Jeder solcher Teiler leistet einen Beitrag ju(d) = (—1)/. Somit gilt:

Sud = Y

dln Ic{1,...,k}

Bitte beachten Sie, dass es fiir jedes r € 0,1,...,k, (ff) Teilmengen [ mit |I| = r gibt, und
fiir jede solche Teilmenge der Summand (—1)/! gleich (—1)" ist. Daher reduziert sich die

obige Summe auf
k
St =31 (1) = -1 =0

d|n r=0

mithilfe des Binomialtheorems.

1.1.2 Eulersche Phi-Funktion

Definition 4. Die Eulersche ¢ (Phi)-Funktion ist die Anzahl der positiven ganzen Zahlen
m < n, die zu n teilerfremd sind; d.h.,

Satz 3. Fiir jede n € N, gilt

> p(d) =n.

djn
Beweis. Teilen Sie die Menge A = {1,2,...,n} in paarweise disjunkte Teilmengen
A=UgpAg, Ag={meA:(m,n)=d}.
Indem man ein Element m € Ay als m = dm/ schreibt, sehen wir, dass
Ag={dm' : 1 <m' <n/d,(m',n/d) =1},
und somit |Aq| = ¢(n/d). Dan = [Al =}, [A4, folgt, dass
Z o(n/d) =n.
dln

Schreibt man d’ = n/d und beachtet, dass d iiber alle positiven Teiler von n lauft, so tut
dies auch d’', womit wir die gewiinschte Identitit erhalten. O]

Satz 4. Fiir allen > 1,

> nld) -5 = pln).

dn

Beweis.

o) =3 | s Y Y w3 Y o

k=1 d|(n,k) k=1 djn,d|k



Sei k = qd, dann ist 1 < k < n genau dann wenn 1 < ¢ < n/d. Dann ist

n/d
on) =YD nld) = pld) - =
dln g=1 d|n

Satz 5. Fiir n > 1, es gilt
1
o(n) :nH (1—;)) :
pln

Oben sind p verschiedene Primteiler von n.

Beweis. Fiir n = 1 ist das Produkt leer, da es keine Primzahlen gibt, die 1 teilen. In diesem
Fall wird das Produkt jedoch als 1 zugewiesen.

Angenommen, n > 1 und py,...,p, sind die verschiedenen Primteiler von n. Das Produkt
kann geschrieben werden wie folgt:

d|n d ‘ n
d quadratfrei

Korollar 1. (i) ¢(p*) = p® — p®~! fiir Primzahl p und o > 1,

(ii) @(mn) = @(m)p(n) falls (m,n) = 1.

1.1.3 Die von Mangoldt-Funktion

Definition 5. Die Mangoldt-Funktion wird wie folgt definiert:

A(n) {log(p), n = p™ fiir eine Primzahl p und eine ganze Zahl m,
n)=

0, sonst.

Die Definition der Mangoldt-Funktion kann auf den ersten Blick seltsam erscheinen. Eine
Motivation fiir diese eigentiimliche Definition liegt in der folgenden Identitét.

Satz 6. Es gilt
ZA(d) =logn, mneN.

d|n



Beweis. Fur n = 1 gilt die Identitidt, da A(1) = 0 (da 1 keine Primzahl ist). Fir n > 2
haben wir, geméf der Definition von A,

ZA(d) = Zlogp: logn

dn pn

Fiir den letzten Schritt beachte man, dass fiir jede Primzahlpotenz p®|n jeder der Terme
pl,p?, ..., p® einen Term log p zur Summe beitrigt, sodass der Gesamtbeitrag aus Potenzen
von p gleich a(logp) = logp® ist. Die Summe dieser Beitrdage iiber alle Primzahlpotenzen

p%||n ergibt Zpo‘|n log p® = log Hpo‘|n p* = logn. O

1.2 Multiplikative und additive Funktionen

Viele wichtige arithmetische Funktionen sind multiplikative oder additive Funktionen im
Sinne der folgenden Definition.

Definition 6. Eine arithmetische Funktion f heift multiplikativ, wenn f % 0 und

f(ning) = f(m) f(ng) fiir (ng,ng) = 1; (1.1)
f heifit additiv, wenn

fning) = f(n1) + f(n2) fiir (ny,ng) = 1.

Wenn diese Bedingung ohne die Einschrinkung (n1,ns) = 1 erfiillt ist, wird f als vollstindig
(oder total) multiplikativ bzw. vollstindig (oder total) additiv bezeichnet.

Beispiel 1. (i) n +— n? ist multiplikativ,
(i) n > [+] ist total multiplikativ,

(iii) p ist multiplikativ, aber nicht total multiplikativ (0 = u(4) # p(2)u(2) = 1),

(iv) ¢ ist multiplikativ, aber nicht total multiplikativ (2 = p(4) # ¢(2)p(2) = 1),

(v) das Produkt multiplikativer Funktionen ist multiplikativ (wobei (fg)(n) := f(n)g(n)).

Satz 7. Falls f multiplikativ ist, dann ist f(1) = 1.

Beweis. Es existiert n € N so dass f(n) # 0 ist. Weil (n,1) = 1, dann ist f(n) = f(n)f(1).
Ol

Korollar 2. A ist nicht multiplikativ, weil A(1) = 0.

Satz 8. (Charakterisierung multiplikativer Funktionen). Eine arithmetische Funktion f ist
genau dann multiplikativ, wenn f(1) = 1 und fiir n > 2 gilt:

fo)y=T1] r@m™. (1.2)
p"|n

Oben bedeutet p™||n, dass p™ genau n teilt, das heiBt, p™ | n und p™** { n.

Die Funktion f ist genau dann total multiplikativ, wenn die obige Bedingung erfiillt ist und
zusatzlich f (p™) = f(p)™ fur alle Primzahlpotenzen p™ gilt.



Bemerkung 1. (i) Der Satz zeigt, dass eine multiplikative Funktion durch ihre Werte auf
Primzahlpotenzen eindeutig bestimmt ist, und eine komplett multiplikative Funktion
durch ihre Werte auf Primzahlen eindeutig bestimmt ist.

(ii) Mit der Konvention, dass ein leeres Produkt als 1 interpretiert werden soll, kann die
Bedingung f(1) = 1 als der spezielle Fall n = 1 von betrachtet werden. Mit dieser
Interpretation ist f multiplikativ, wenn und nur wenn f die Gleichuing fiir alle
n € N erfiillt.

Beweis. Angenommen, zuerst gilt f(1) = 1 und fiir n > 2. Wenn n; und ny positive
ganze Zahlen mit (nq,n3) = 1 sind, dann haben die Primfaktorzerlegungen von n; und ns
disjunkte Mengen von Primzahlpotenzen. Wenn wir nun jeweils f (n1), f (n2) und f (ninsg)
durch ausdriicken, sehen wir, dass f die Gleichung erfiillt. Da f(1) =1 ist und f
nicht identisch 0 sein kann, ist f multiplikativ.

Riickblickend angenommen: f ist multiplikativ. Dann ist f nicht identisch 0, sodass es ein
n € N gibt, fiir das f(n) # 0 ist. Durch Anwenden von (1.2) mit (ny,ns) = (n, 1) erhalten
wir f(n) = f(1-n)= f(1)f(n), was uns f(1) = 1 ergibt, wenn wir durch f(n) teilen.

Als Néchstes sei n > 2 mit Primfaktorzerlegung n = Hle p;* gegeben. Indem wir nachein-
ander Primzahlpotenzen ”abschneiden”, erhalten wir:

fn) = f @t pp) = F (ot petyt) f (03F)
== L0 F),

dann ist (1.2)) wahr.

Wenn f vollstandig multiplikativ ist, dann haben wir fiir jede Primzahlpotenz p™:

f@=Ff@™ " p)=f@"") flp)="=flp)™

Umgekehrt, wenn f multiplikativ ist und f(p™) = f(p)™ fiir alle Primzahlpotenzen p™
erfiillt, dann kann geschrieben werden als f(n) = [[i_, f (pi), wobei n = []_, pi
die Faktorisierung von n in einzelne (nicht notwendigerweise verschiedene) Primfaktoren
p; ist. Da das Produkt der entsprechenden Faktorisierungen fiir jedes Paar (nj,ns) von
positiven ganzen Zahlen die Faktorisierung des Produkts ist, folgt, dass die Multiplikati-
vitédtseigenschaft f (ning) = f (n1) f (ng) fiir jedes Paar (ny, ny) von positiven ganzen Zahlen
erfiillt ist. Daher ist f vollstdndig multiplikativ. m

1.3 Das Dirichlet-Produkt von arithmetischen Funktionen

Die beiden offensichtlichen Operationen auf der Menge der arithmetischen Funktionen sind
punktweise Addition und Multiplikation. Die konstanten Funktionen f = 0 und f = 1
sind neutrale Elemente beziiglich dieser Operationen, und die additiven und multiplikativen
Inverse einer Funktion f sind gegeben durch —f und 1/f.

Obwohl diese Operationen manchmal niitzlich sind, ist bei weitem die wichtigste Operation
unter zahlentheoretischen Funktionen das sogenannte Dirichlet-Produkt, eine Operation, die
sich als duflerst niitzliches Werkzeug in der Theorie der arithmetischen Funktionen erwiesen
hat.



Definition 7. Gegeben seien zwei arithmetische Funktionen f und g. Das Dirichlet-Produkt
(oder die Dirichlet-Faltung) von f und g, bezeichnet mit fxg, ist die arithmetische Funktion,

definiert durch
(fxg)(n) =) fld)g(%)

dln
Es gilt
o (fxg)(1)=f(1)g(1),
o (fxg)(p) = f(1)g(p)+ f(p)g(1) fiir Primzahl p,
e und (f*g) (p™) =Y ity f (PF) g (p™F) fiir jede Primzahlpotenz p™.

Es kann niitzlich sein, das Dirichlet-Produkt in sogenannten symmetrischer Form zu schrei-
ben.

(fxg9)n)=Y_ fla)g

ab=n

Die Summation lauft iiber alle Paare (a,b) von positiven ganzen Zahlen, deren Produkt
n ergibt. Die Aquivalenz der beiden Definitionen folgt unmittelbar daraus, dass die Paare
(d,n/d), wobei d alle Teiler von n durchlauft, genau die Paare (a,b) der obigen Form sind.
Hier sind einige Beispiele:

e d(n)=>4,1, s0d=1x1(wobei 1(n) = 1),
e o(n) =3 y,d,s00=id*1 (wobei id(n) = n),

° de pu(d) =e(n), so p*1=e, wobei e(n) = {

0, else,
o 2 g id)(n/d) = ¢(n), so px id = ¢,
o dego(d) =mn, so px*x1 =id.

° de A(d) =logn, so A * 1 = log.

Eine weitere Motivation fiir die Definition des Dirichlet-Produkts auf die oben beschriebene
Weise besteht darin, dass dieses Produkt schone algebraische Eigenschaften hat.

Satz 9. (Eigenschaften des Dirichlet-Produkts).

(i) Die Funktion e fungiert als neutrales Element fiir x, d.h. fxe = ex f = f fiir alle
arithmetischen Funktionen f.

(ii) Das Dirichlet-Produkt ist kommutativ, d.h. f* g = g * f fiir alle f und g.
(iii) Das Dirichlet-Produkt ist assoziativ, d.h. (f * g) * h = f * (g * h) fur alle f, g, h

(iv) Wenn f(1) # 0, dann besitzt f eine eindeutige Dirichlet-Inverse, d.h. es gibt eine
eindeutige Funktion g mit f x g = e.



Beweis. (i) folgt unmittelbar aus der Definition des Dirichlet-Produkts. Zur Beweisfiihrung
von (ii) (Kommutativitdt) und (iii) (Assoziativitét) ist es niitzlich, mit der symmetrischen
Version des Dirichlet-Produkts zu arbeiten, d.h. (fg)(n) = >_,,_,, f(a)g(b). Die Kommuta-
tivitdt von x folgt unmittelbar aus dieser Darstellung. Um die Assoziativitéit zu erhalten,
wenden wir diese Darstellung zweimal an, um zu erhalten:

(fxg)xh)n) =Y (fxg)dh(c) =) > fla)g(b)h(e)

dc=n de=n ab=d

= 3" fa)g(®)h(c).

abc=n

Oben lduft die letzte Summe iiber alle Tripel (a,b,c) von positiven ganzen Zahlen, deren
Produkt gleich n ist. Wenn wir (f, g, h) in dieser Formel durch (g, h, f) ersetzen, erhalten wir
dieselbe endgiiltige (dreifache) Summe und schlieflen daraus, dass (fg)h = (gh)f = f(gh)
gilt, was die Assoziativitdt von % beweist.

Es bleibt zu beweisen, dass (iv) gilt. Sei f eine arithmetische Funktion mit f(1) # 0. Nach
Definition ist eine Funktion g eine Dirichlet-Inverse von f, wenn (f * ¢)(1) = e(1) = 1 und
(f *g)(n) = e(n) = 0 fir alle n > 2 gilt. Durch Ausmultiplizieren des Dirichlet-Produkts
(f % g)(n) sehen wir, dass dies dquivalent zum unendlichen System von Gleichungen ist:

f(Mg(1) =
> g(d)f(n/d)

dln

1
0 (n>2).

Wir miissen zeigen, dass das System (A,,) - | eine eindeutige Losung ¢ hat. Dazu benutzen
wir durch eine induktive Konstruktion der Werte g(n) und zeigen, dass diese Werte eindeutig
bestimmt sind.

Fiir n = 1 gibt die Gleichung (A;), dass g(1) = 1/f(1) ist, was wohldefiniert ist, da f(1) # 0.
Somit ist ¢g(1) eindeutig definiert und (A;) gilt. Sei nun n > 2 und angenommen, wir haben
gezeigt, dass es eindeutige Werte g(1), ..., g(n— 1) gibt, so dass Gleichungen (A;) — (A,_1)
erfiillt sind. Da f(1) # 0 ist, ist die Gleichung (A,,) dquivalent zu

1
g(n) = ) dh;d@g(d)f(n/d)

Da die rechte Seite nur Werte g(d) mit d < n enthélt, wird g(n) eindeutig bestimmt, und
wenn wir g(n) durch (1.5) definieren, sehen wir, dass (4,) (zusétzlich zu (A4;) — (4,-1))
gilt. Damit ist die Induktion abgeschlossen. O]

1.4 Moebius-Inversionssatz

Da px 1 = e gilt, ist die Moebius-Funktion die Dirichlet-Inverse der Funktion 1. Durch
Multiplikation der Identitit ¢ = p *id (die in der letzten Sektion erhalten wurde) mit 1
erhalten wir o x 1 = 1% = 1* pxid = e * id = id, und somit erhalten wir die Identitét
px1=id.

Das letzte Beispiel ist ein spezieller Fall eines wichtigen allgemeinen Prinzips, das wir als
Theorem formulieren.



Satz 10. (Moebius-Inversionssatz). Wenn g(n) = >, f(d) fiir alle n € N gilt, dann ist
F() = S g(d)p(n/d) fir alle 5.

Beweis. Die gegebene Relation kann als ¢ = f % 1 geschrieben werden. Wenn wir das
Dirichlet-Produkt jeder Seite dieser Relation mit der Funktion g nehmen, erhalten wir
gxp=(fx1)xpu=fx(lxp)=fxe=f, was die behauptete Beziehung ist. O

Schliellich ist eine dritte Motivation fiir die Definition des Dirichlet-Produkts, dass es die
wichtige Figenschaft der Multiplikativitdt einer Funktion bewahrt, wie in folgendem Satz
gezeigt wird. Dies ist wiederum keineswegs offensichtlich.

Satz 11. (Dirichlet-Produkt und multiplikative Funktionen).
(i) Sind f und g multiplikativ, so ist auch f % g multiplikativ.

)
(ii) Ist f multiplikativ, so ist auch die Dirichlet-Inverse f~! multiplikativ.
(iii)) Wenn f * g = h und f und h multiplikativ sind, so ist auch g multiplikativ.
)

(iv) (Distributivitdt mit punktweiser Multiplikation) Wenn h vollstdndig multiplikativ ist,
dann gilt fiir alle Funktionen f und g: h(f x g) = (hf) * (hg).

2 Dirichlet-Reihe

Sei f eine arithmetische Funktion. Wir definieren thr Dirichlet- Reihe als

L(s) =Y f(n)n™",

wobei s € C. Wir bemerken, dass wir schon einmal eine Dirichlet-Reihe gesehen haben:
fir eine arithmetische Funktion f(n) = 1, ist ihre Dirichlet-Reihe die Riemannsche Zeta-
Funktion:

Li(s) =((s) = > n™"

In diesem Kapitel beweisen wir einige grundlegende Eigenschaften von Dirichlet-Reihen.

2.1 Konvergenz
Sei s € C; wir werden die Notation von Riemann verwenden und schreiben
§ =0 +1t,
wobei o,t € R. Dann ist
s slogn __ e(o’-i—it) logn __ n° itlogn

n =ec €

und
|ns‘ = nga



weil ’ei9| =1 fiir 4 e R.

Die Menge der Punkte s = ¢ + i mit o > a heiit (rechte) Halbebene. Wir werden zeigen,
dass es fiir jede Dirichlet-Reihe eine Halbebeneo > o, gibt, in der die Reihe konvergiert,
und eine weitere Halbebene o > o,, in der sie absolut konvergiert. Wir werden auch zeigen,

dass die Reihe in der Halbebene der Konvergenz eine analytische Funktion der komplexen
Variablen s darstellt.

Fiir 0 > a es gilt [n°| = n? > n® und somit

f(n)

nS

ol

na

Wenn also eine Dirichlet-Reihe > f(n)n™® absolut fiir s = a 4 ib konvergiert, dann kon-
vergiert sie nach dem Vergleichstest auch absolut fiir alle s mit ¢ > a. Diese Beobachtung
impliziert den folgenden Satz.

Satz 12. Angenommen, die Reihe ) |f(n)n™*| konvergiert nicht fiir alle s oder divergiert
nicht fiir alle s. Dann gibt es eine reelle Zahl o,, Abszisse der absoluten Konvergenz genannt,
so dass die Reihe ) f(n)n~° absolut konvergiert, wenn ¢ > o,, konvergiert aber nicht
absolut, wenn o < o,.

Beweis. Sei D die Menge aller reellen o, sodass Y | f(n)n~°| divergiert. D ist nicht leer, weil
die Reihe nicht fiir alle s konvergiert, und D ist nach oben beschrinkt, weil die Reihe nicht
fiir alle s divergiert. Daher hat D eine kleinste obere Grenze, die wir o, nennen. Wenn o < o,
dann ist ¢ € D, sonst wére o eine Obergrenze fiir D kleiner als die kleinste Obergrenze.
Wenn o > 0, dann o ¢ D, da o, eine Obergrenze fiir D ist. Dies beweist den Satz. O

Bemerkung 2. Wenn ) |f(n)n~*| iiberall konvergiert, definieren wir o, = —oo. Wenn die
Reihe > | f(n)n~*| nirgendwo konvergiert, definieren wir o, = +00.

Beispiel 2. Die Dirichlet-Reihe Y >° | n™* konvergiert absolut fiir o > 1. Bei s = 1 diver-
giert die Reihe, also o, = 1. Die Summe dieser Reihe wird mit ((s) bezeichnet und heifit
Riemann-Zeta-Funktion. Riemannsche Zeta-Funktion. Die Dirichlet-Reihe "7 n™* kon-
vergiert absolut fiir ¢ > 1. Bei s = 1 divergiert die Reihe, also o, = 1. Die Summe dieser
Reihe wird mit ((s) bezeichnet und heifit Riemann-Zeta-Funktion.

Beispiel 3. Die Reihe Y, n"n~* divergiert fiir jedes s also o, = +00.

Beispiel 4. Die Reihe > 7 n~"n~* konvergiert absolut fiir jedes s, also o, = —oc.

2.2 Die durch eine Dirichlet-Reihe definierte Funktionen

Nehmen Sie an, dass ), f(n)n~* absolut konvergiert fiir ¢ > o, und bezeichnen Sie mit F'(s)
die Summenfunktion

F(s) = i J(n) fir o > o,.

nS

n=1

Zuerst beweisen wir das folgende Lemma.



Lemma 1. Wenn N > 1, s = o + it fiir 0,t € Rund ¢ > ¢ > o, ist, gilt

< NN f(n)n
n=N

n—S

Beweis. Es gilt

<> 1f()n er )~ en)

n=N

< N9 Z [f(n)n~
n=N

> f(n)n”

Der néchste Satz beschreibt das Verhalten von F(s) als 0 — +o0.

Satz 13. Fiir —oo <t < 400, es gilt

lim F(s=o0+it) = f(1).

o—+400

Beweis. Da F(s) = f(1)+>_°, f(n)n™* ist, miissen wir nur beweisen, dass der zweite Term
— 0 wenn 0 — +00. Sei ¢ > 0g,. Dann gilt fiir 0 > ¢

SN fn)ln-
n=2

wobei A unabhéngig von o und ¢ ist. Da A/27 — 0 als ¢ — 400 ist, beweist dies den
Satz. O

o0

>

n=2

Lemma |I|

SRS

Als néchstes beweisen wir, dass alle Koeffizienten durch die Summenfunktion eindeutig
bestimmt sind.

Satz 14 (Eindeutigkeitssatz). Seien

L R PCTE Sy

n=1 n=1

beide absolut konvergent fiir ¢ > o,. Wenn F(s) = G(s) fiir jedes s in einer unendlichen
Folge {sy}, so dass o, — 400 wenn k — oo, dann ist f(n) = g(n) fir jedes n.

Beweis. Sei h(n) = f(n)—g(n) und sei H(s) = F(s)—G(s). Dann ist H(sg) = 0 fiir jedes k.
Um zu beweisen, dass h(n) = 0 fiir alle n gilt, nehmen wir an, dass h(n) # 0 fiir einige n
und erhalten einen Widerspruch.

Sei N die kleinste ganze Zahl, fiir die h(n) # 0 gilt. Dann

g3 _AN) e i)

Somit ist



h(N) = N*H(s) — N* i hn)

n=N+1

S

Wenn wir s = s; setzen, haben wir H (s;) = 0 also
h(N)=—=N* > h(n)n"*.

n=N+1

Wir wihlen £ so, dass o > ¢ mit ¢ > 0,. Dann impliziert Lemma 1

[e.o] N Ok
< ok —(ok—c) —c _
SN S i (v31) 4

wobei A unabhéngig von k ist. Setzt man k — oo, finden wir (N/(N + 1)) — 0 also
h(N) = 0, ein Widerspruch. O

Der Eindeutigkeitssatz impliziert die Existenz einer Halbebene, in der eine Dirichlet-Reihe
nicht verschwindet.

Satz 15. Sei F'(s) = ) f(n)n™® und nehme an, dass F'(s) # 0 fir einige s mit o > g, .
Dann gibt es eine Halbebene o > ¢ > o, in der F(s) niemals Null ist.

Beweis. Angenommen, es existiert keine solche Halbebene. Dann gibt es fiir alle k = 1,2, . ..
einen Punkt s, mit o > k, so dass F'(s;) = 0 . Da 0 — +o0 gleich & — oo ist, zeigt
der Eindeutigkeitssatz, dass f(n) = 0 fiir alle n gilt, was der Hypothese widerspricht, dass
F(s) # 0 fiir ein paar s. O

2.3 Multiplikation von Dirichlet-Reihen

Der néchste Satz setzt Produkte von Dirichlet-Reihen mit der Dirichlet-Faltung ihrer Koef-
fizienten in Beziehung.

Satz 16. Gegeben sind zwei Funktionen F'(s) und G(s) dargestellt durch Dirichlet-Reihen,
— f(n) .
F(s) = — f >
(s) n§:1 o firo>a

und

G(s) :Z% fiir o > b.
n=1

In einer Halbebene, in der beide Reihen absolut konvergieren, erhalten wir

F(0(s) =3 "

wobei h = f x g, die Dirichlet-Faltung von f und g¢:
h(n) = f(d)g(%).
dn

Umgekehrt, wenn F'(s)G(s) = >  a(n)n~* fiir alle sin eine Folge {s;} mit o, — 400 wenn
k — oo dann ist a = f % g.



Beweis. Fiir jedes s, fiir das beide Reihen absolut konvergieren, haben wir

=3 Fn S glmym = =303 fn)g(m)(mn) .

Aufgrund der absoluten Konvergenz kénnen wir diese Reihen miteinander multiplizieren
und die Terme beliebig neu anordnen, ohne die Summe zu verdndern. Sammeln wir die
Terme, fiir die mn konstant ist, und nennen mn = k. Die mdglichen Werte von k sind also
1,2,..., und wir erhalten

F(s)G(s) =) ( > f(n)g(m)> K== h(k)k

k=1 \mn=k

wobei h(k) =" _, f(n)g(m) = (f * g)(k). Damit ist die erste Behauptung bewiesen, die
zweite folgt aus dem Eindeutigkeitssatz. O]

Beispiel 5. Beide Reihen > n~* und > p(n)n~—* konvergieren absolut fiir ¢ > 1. Wenn wir
f(n) =1 und g(n) = p(n) nehmen, finden wir (1% u)(n) = e(n), wobei e(n) = | ] ist. Dann
1st

s)i“("):1 if o> 1.

n=1

Insbesondere zeigt dies, dass ((s) # 0 fiir o > 1 und es gilt

ZM(” fiir o > 1.

ns )

n=1

Beispiel 6. Sei f(1) # 0 und sei ¢ = f~! (in der Sinne dass g *x f = e ist). Dann in
jeder Halbebene, in der beide Reihen F(s) = ) f(n)n™® und G(s) = > g(n)n~° absolut
konvergieren, haben wir F(s) # 0 und G(s) = 1/F(s).

Fiir das néchste Beispiel benotigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2. Falls f vollstdnding multiplikativ ist, dann ist p- f eine Dirichlet-Inverse von f.

Beweis. Es gilt
Satz 2] Satz[7]
(=) () =D pld) f(d) f(n/d) = p(d) f(n) = f(n) Y p(d) “=5 f(n)e(n) "=  e(n),
dln din din
was zu beweisen war. O]

Beispiel 7. Wir nehmen an, F(s) = >_ f(n)n~* konvergiert absolut fir ¢ > o,. Wenn f
vollstindig multiplikativ ist, haben witf| f~1(n) = u(n)f(n). Da |f~(n)| < |f(n)], konver-
giert die Reihe > u(n)f(n)n=* auch absolut fiir o > o, und wir haben

—pu(n)fn) 1
nZ:; > = Fs) fir o > o,.

30ben, bezeichnet f~! die ”Dirichlet-inverse von f”; d.h., f* f~! =e.




Beispiel 8. Sei f(n) = 1 und g(n) = ¢(n). Wegen ¢(n) < n konvergiert die Reihe
> p(n)n~* absolut fiir ¢ > 2. AuBerdem ist 1% ¢ = id,, und

C(S)ZQOSZ) = (Z%) : <Z @é?)) :Z% = ((s — 1) fiir o > 2.

n=1 n=1 n=1

Dann ist

(n) _¢(s=1)

= fiir o > 2.

~ ¢(s)
Beispiel 9. Nehmen Sie f(n) =1 und g(n) = n®. Dann (fxg)(n) = >_,, d* =: 04(n), und

(s —a) = 3 o)

wenn o > max{1,1+ Re(a)}.
nS

n=1

2.4 Euler-Produkte

Der néchste Satz wird manchmal als analytische Version des Fundamentalsatzes der Arith-
metik bezeichnet.

Satz 17. Sei f eine multiplikative arithmetische Funktion, so dass die Reihe ) f(n) abso-
lut konvergent ist. Dann kann die Summe der Reihe als absolut konvergentes unendliches
Produkt ausgedriickt werden,

)y =T[O+f@+f@)+-), (2.1)

p

wobei das Produkt iiber allen méglichen Primzahlen steht. Wenn f vollstdandig multiplikativ
ist, vereinfacht sich das Produkt und wir haben

> 1
2 1= 1=

p

Beweis. Wir betrachten

Pa)=J] @+ )+ @) +),

p<z

wobei das Produkt iiber allen moglichen Primzahlen steht. Da dies das Produkt einer end-
lichen Anzahl absolut konvergenter Reihen ist, konnen wir die Reihe multiplizieren und die
Terme beliebig neu anordnen, ohne die Summe zu veréindern. Ein typischer Begriff ist von
der Form

F @) f®5%) - f (o) = f (7' p5* -~ o)
Der Fundamentalsart der Arithmetik impliziert dass

P(x) =Y f(n)

neA



wobei A aus den n besteht, die alle ihre Primfaktoren < x haben. Dann ist

S fn) = Pa) = 3 f(n)

neB

wobei B die Menge von n mit mindestens einem Primfaktor > z ist. Somit

<1l < S 1)l

neB n>x

> f(n) - P(x)

Als x — oo ist die letzte Summe rechts — 0, da ) |f(n)| konvergent ist. Also P(z) —
> f(n) als * — oo. Nun konvergiert ein unendliches Produkt der Form [] (1 + a,) absolut
immer dann, wenn die entsprechende Reihe " a,, absolut konvergiert. In diesem Fall haben
wir

SN+ @)+ <D @I+ 1 @) +--) <D 1)l

Da alle Partialsummen beschréankt sind, ist die Reihe positiver Terme

STl + £ (%) +---]

konvergiert, und dies impliziert absolute Konvergenz des Produkts in ({2.1)).

Wenn schliefllich f vollstéindig multiplikativ ist, haben wir f (p") = f(p)” und jede Reihe
rechts von (2.1]) ist eine konvergente geometrische Reihe mit Summe (1 — f(p))~!. O

Satz 18. Angenommen, Y f(n)n~—* konvergiert absolut fiir ¢ > o,. Wenn f multiplikativ
ist, haben wir

iM:H{1+M+m+...} if0'>0'a.

ns » ps p23

Wenn f vollstdndig multiplikativ ist, haben wir

Beispiel 10.




2.5 Die Konvergenzhalbebene einer Dirichlet-Reihe

Um die Existenz einer Halbebene der Konvergenz zu beweisen, verwenden wir das folgende
Ergebnis.

Satz 19. Abelsche Identitét. Fiir jede arithmetische Funktion a(n) sei

n<zx

wobei A(z) = 0 wenn x < 1. Wir nehmen an, dass f eine stetige Ableitung auf dem Intervall
[y, z] hat, wobei 0 < y < z. Dann gilt:

y<n<z

Beweis. Seien k = [z| und m = |y], sodass A(x) = A(k) und A(y) = A(m) sind. Dann ist

y<n<z n=m-+1
_ Z A(n)f(n) — i An)f(n+1)
= S AW ) — fln+ D+ ARNF(E) — Am)f(m + 1)
nﬁ4n:i1 n+1
-y A(n)/ F(t)dt + A(R)F(k) — A(m) f(m + 1)
—_ i /n+ A f/(t)dt + AR) f(k) — A(m) f(m + 1)
—_ / A f(t)dt + A(x) f(x) — / xA<t>f’(t)dt
m+1 k

O

Lemma 3. Sei s = 0g + ity und nehmen wir an, dass die Dirichlet-Reihe ) f(n)n=*°
beispielsweise beschrinkte Partialsummen fiir alle x > 1

hat. Dann haben wir fiir jedes s mit o > 0y, dass

> f)n~®| < 2Ma™ (1 + M) .

0O — 0y
a<n<b




Beweis. Sei a(n) = f(n)n™* und sei A(z) = >

und wir erhalten

n<e @(n). Dann ist f(n)n™ = a(n)n*0~,

Z Fn)n=* = A6~ — A(a)a®™ " + (s — 80)/ A(t)tso*s*ldt.

a<n<b

Da |A(x)| < M, gilt die folgende Ungleichung:

> fn)n

a<n<b

b
< MV + Ma™™" + |s — s| M/ t70 =1t

on—O’ _ aao—a

< 2Ma% 7% + |s — so| M

< 2Ma®° (1 4 M) .

g — Oy

gg — O

]

Satz 20. Wenn die Reihe Y f(n)n™* fir s = 0y + ity konvergiert, dann konvergiert sie auch
fiir alle s mit ¢ > 0¢. Wenn es fiir s = 0g + ity divergiert, dann divergiert es fiir alle s mit
o < 0yp.

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten. Um die erste Aussage zu beweisen, wéihlen
Sie ein beliebiges s mit ¢ > 0y. Dann zeigt Lemma 2

> flnn

a<n<b

< Ka®™°

wobei K unabhédngig von a ist. Da a”°7% — 0 gleich a — +oo ist, zeigt die Cauchy-
Bedingung, dass > f(n)n~* konvergiert.

]

Satz 21. Wenn die Reihe ) f(n)n~* nicht iiberall konvergiert oder iiberall divergiert, dann
gibt es eine reelle Zahl o, die Abszisse der Konvergenz genannt wird, sodass die Reihe
konvergiert fiir alle s in der Halbebene o > o. und divergiert fiir alle s in der Halbebene
o < o.

Beweis. Wir argumentieren wie im Beweis von Satz 12 und nehmen o, als kleinste obere
Schranke aller o, fiir die ) f(n)n™* divergiert. O

Bemerkung 3. Wenn die Reihe iiberall konvergiert, definieren wir o, = —o0, und wenn sie
nirgendwo konvergiert, definieren wir o, = 400.

Es gilt 0, > o.. Fiir 0, > 0. gibt es einen unendlichen Streifen 0. < 0 < g, in dem die
Reihe bedingt konvergiert. Der néchste Satz zeigt, dass die Breite dieses Streifens 1 nicht
iiberschreitet.

Satz 22. Fiir jede Dirichlet-Reihe mit endlichem o, gilt

0<o,—0.<1.



Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass wenn » |, f(n)n=* fiir einige sq konvergiert, dann konver-
giert die Reihe fiir alle s mit ¢ > oy + 1 absolut. Sei A eine obere Schranke fiir die Zahlen
|f(n)n=°°|. Dann gilt

)| _|fm)]| 1 |_ A
ns nSO ns—so | — po—oo ?
also konvergiert >_ | f(n)n=*| gegen > n0=°, O

Beispiel 11. Die Reihe

nS
n=1
konvergiert bei ¢ > 0, aber die Konvergenz ist nur fiir ¢ > 1 absolut. Also ist in diesem
Beispiel 0. = 0 und o, = 1.

3 Dirichlet Reihen als Analytische Funktionen

Lemma 4. Sei {f,} eine Folge von Funktionen, die auf einer offenen Teilmenge S der
komplexen Ebene analytisch sind, und nehme an, dass { f,,} auf jeder kompakten Teilmenge
von S gleichméflig zu einer Grenzwertfunktion f konvergiert. Dann ist f analytisch auf S
und die Folge der Ableitungen { f!} konvergiert gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge
von S gegen die Ableitung f’.

Um das Lemma auf Dirichlet-Reihen anzuwenden zeigen wir zunéchst, dass wir gleichméafige
Konvergenz auf kompakten Teilmengen der Konvergenzhalbebene haben.

Satz 23. Eine Dirichlet-Reihe Y f(n)n~° konvergiert gleichméfig auf jeder kompakten
Teilmenge, die innerhalb der Konvergenzhalbebene o > o, liegt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass > f(n)n~* auf jedem kompakten Rechteck R = [a, ] X
[c,d] mit o > o, gleichméBig konvergiert. Dazu verwenden wir die in Lemma 2 erhaltene

Abschétzung,
> fln

a<n<b

< 2Ma®° (1 + M) ’

o — 0y
wobei sg = 0y + ity ein beliebiger Punkt in der Halbebene o > o, und s ein beliebiger Punkt

mit o > o9 ist. Wir wéahlen so = 0y wobeil 0. < ¢ < .

Wenn dann s € R ist, haben wir ¢ —op > o — 0 und |sg — s| < C, wobei C' eine Konstante
ist, die von sy und R abhédngt, aber nicht von s. Dann gilt

> flan

a<n<b

< 2Maoo <1 L ¢ ) = Ba®*,
a — O0p

wobei B unabhéngig von s ist. Da a”°~* — 0 wenn a — 400 gilt, ist die Cauchy-Bedingung
fiir gleichméfBige Konvergenz erfiillt. O



Satz 24. Die Summenfunktion F'(s) = ) f(n)n*® einer Dirichlet-Reihe ist analytisch in
ihre Konvergenzhalbebene o > o, und ihrer Ableitung F”(s) wird in dieser Halbebene durch
die Dirichlet-Reihe repréisentiert

P = -3 losn

Diese erhélt man, indem man Term fiir Term differenziert. n

Wenn wir den obigen Satz wiederholt anwenden, finden wir, dass die k-te Ableitung gegeben
durch

F®(s) = (—1)'“%%@ fir o > o,

ist.

Beispiel 12. Fiir 0 > 1 haben wir

o

C(s) = _Z logn

ns

n=1
und
G _ 5 Am)
(s) &= m°
Die erste Gleichung ergibt sich aus der gliedweisen Differentiation der Reihen fiir die Zeta-

Funktion, und die zweite Gleiching aus der Multiplikation der beiden Dirichlet-Reihen
> A(n)n™* und 3> n~* und unter Verwendung der Identitdt >, A(d) = logn.

4 Riemannsche Zeta Funktion

In diesem Kapitel beweisen wir die meromorphdﬂ Fortsetzung der Riemann-Zeta-Funktion
(und einiger anderer Zeta-Funktionen). Aber es wére fiir uns praktisch, mit der Einfithrung
der Hurwitz-Zeta-Funktion ((s,a) zu beginnen, die fiir ¢ > 1 durch die folgende Reihe
definiert ist

- 1
((s,a) = Z%m.

Hier ist a eine fixe reelle Zahl, 0 < a < 1. Wenn a = 1, reduziert sich die Gleichung auf die
Riemann-Zeta-Funktion, ((s) = ((s, 1).

4.1 Eulersche Gamma Funktion

Im Laufe des Kapitels werden wir einige grundlegende Eigenschaften der Gammafunktion
['(s) benodtigen. Fiir ¢ > 0 haben wir die Integraldarstellung

“Es sei D eine nichtleere offene Teilmenge der Menge C der komplexen Zahlen und Pj eine weitere
Teilmenge von C, die nur aus isolierten Punkten besteht. Eine Funktion f heifit meromorph, wenn sie fiir
Stellen aus D definiert und holomorph ist und fiir Stellen aus Py Pole hat.



Die so fiir 0 > 0 definierte Funktion kann iiber die Zeile ¢ = 0 hinaus fortgesetzt werden,
und I'(s) existiert als Funktion, die iiberall in der s-Ebene aufler einfach analytisch ist aufler
an den Punkten

s=0,—-1,-2,-3,...,

mit Residuum (—1)"/n ! bei s = —n. Die Gammafunktion erfiillt fiir alle s zwei Funktions-
gleichungen,
['(s+1)=sI(s)

und
T

L(s)I'(1—s)=

sinms’
Auflerdem, existiert eine Multiplikationsformel fiir alle s und alle ganzen Zahlen m > 1

1 —1
I'(s)T (s + —) N <s + m_) = (2m) =D/ 2/ D=msD (),
m

m

4.2 Integraldarstellung fiir die Hurwitz-Zeta-Funktion

Die Hurwitz-Zeta-Funktion ((s, a) wird zunéchst fiir o > 1 durch die Reihe definiert

(5,0 :Z (n+ a)*

n=0

Satz 25. Die Reihe fiir ((s,a) konvergiert absolut fiir o > 1. Die Konvergenz ist in jeder
Halbebene o > 1+ 4§, > 0 gleichméfig, also ist ((s,a) eine analytische Funktion von s in
der Halbebene o > 1.

Beweis. Alle diese Aussagen folgen aus den Ungleichungen

(e 9]

Z!(n—l—a)*s‘:Zn—i—a in—i—a (1+9),
n=1 n=1 n=1

O

Um ((s,a) iiber die Linie ¢ = 1 hinaus zu verldngern, leiten wir eine andere Darstellung in
Form eines Konturintegrals her. Die Kontur C' ist eine Schleife um die negative reelle Achse,
wie in Abbildung gezeigt. Die Schleife besteht aus drei Teilen C, Cy, Cs. Der Teil Cy ist ein
positiv orientierter Kreis mit Radius ¢ < 27 um den Ursprung, und C4, C5 sind die unteren
und oberen Kanten eines ”Schnitts” in z-Ebene entlang der negativen reellen Achse.

Das bedeutet, dass wir die Parametrisierungen z = re™™ auf C; und z = re™ auf Cj
verwenden, wobei r von ¢ bis +o0o variiert.

Satz 26. Sei 0 < a <1 und sei

1 s—1 _az
I(s,a):—,/z ° dz

2t Jo 1 —e*

die durch das Konturintegral definierte Funktion. Dann ist (s, a) eine ganze Funktion von s.
Auflerdem ist
((s,a) =T(1 —s)I(s,a) fur o > 1.



Beweis. Hier bedeutet z° :
o 1% ™ quf C)
e und r*e™ auf Cj.

Wir betrachten eine beliebige kompakte Scheibe |s| < M und beweisen, dass die Integrale
iitber 'y und Cj auf jeder solchen Scheibe gleichméfig konvergieren. Da der Integrand eine
ganze Funktion von s ist beweist dies, dass I(s, a) ganz ist.

Entlang C; haben wir fir r > 1

|Zs—1| — ra’—l ’e—wz(o—l—&—zt o—1 _mt S TM—1€7rM

)‘:r e

da |s| < M ist. Ebenso haben wir entlang Cj fir r > 1

‘Zs—l‘ _ 7"0_1 ‘em(a—l—&—zt)‘ — 7“0_16_7rt < rM—lewM‘
Somit haben wir entweder fiir C; oder C5 fiir r > 1
ys—lpaz TMflewMefar ,erlewMe(lfa)r
1—e? 1—e" e —1

Aber e" —1 > €"/2 wenn r > log 2, also ist der Integrand durch Ar™~le=" begrenzt, wobei
A eine Konstante ist, die von M, aber nicht von r abhéngt. Da fcoo rM=le=adr konvergiert,
wenn ¢ > 0, zeigt dies, dass die Integrale entlang C7 und C5 konvergieren, und somit ist
I(s,a) eine ganze Funktion von s.

2mil(s,a) = </01 +/02 +/CS> 2 g(2)dz

wobei g(z) = €%/ (1 — €?) ist. Auf C} und C3 haben wir g(z) = g(—r), und auf C; schreiben
wir z = ce?, wobei —m < 6 < 7 ist. Das gibt uns

Wir schreiben jetzt

2mil(s,a) = / r e g(—r)dr + / el e g (ce™) do

o0 —T

- / ri e g(—r)dr

:2isin(7rs)/ Ts_lg(—r)dr—i—ics/ ey (cew) .

—T

Dividiert durch 27 erhalten wir

mwl(s,a) = sin(ws)li(s,c) + I1(s, c).
Nun sei ¢ — 0. Wir finden

7,5—16—(17‘

lim I, (s, ¢) :/0 T = dr=T(s)¢(s,a),

wenn o > 1. Als néchstes zeigen wir, dass lim, .o I5(s,c) = 0. Beachten Sie dazu, dass g(z)
in |z| < 27 analytisch ist mit Ausnahme eines Pols erster Ordnung bei z = 0. Daher ist



zg(z) tiberall innerhalb von |z| < 27 analytisch und beschrénkt bei |g(z)| < A/|z|, wobei
|z| = ¢ < 27 und A eine Konstante ist. Somit erhalten wir

(o ™ A
|I(s,c)| < %/ eT0dp < Aemltleo L,
c

—T

Wenn ¢ > 1 und ¢ — 0 erhalten wir I5(s,c) — 0, also 7I(s,a) = sin(7s)I'(s)((s,a). Da
['(s)I'(1 — s) = w/sin s ist beweist dies den Satz. O

Wir stellen fest dass fiir n € N

(/C +/C) 2 g(2)dz = 0,

i zfnfleaz
I(—n,a) = [ 27"g(2)dz = Res,—o | ———— | .
Cs ]_ — e®
Wir haben fiir n € N:

und dann ist

¢(=n,a) =T(n+1)I(—n,a) = nll(—n,a) = n!Res.—g (%) :

Mit dieser Formel konnen wir rechnen, z.B.:

(=1 =-3

4.3 Fourier Reihen und Fourier Transformation

Im Folgenden geben wir einen alternativen Beweis fiir die meromorphe Fortsetzung der
Riemannschen Zetafunktion.

Dazu rekapitulieren wir einige FKEigenschaften der Fourier-Reihe und der Fourier-
Transformationen. Das Thema der Fourier-Analyse ist zu umfangreich, um es hier im Detail
zu behandeln, aber im weiteren Verlauf der Zahlentheorie werden wir eine Perle der Fourier-
Analyse verwenden, nédmlich die Poisson-Summenformel.

Definition 8. Eine Funktion f : R — C ist 2m-periodisch, wenn fiir alle § € R gilt:
f(0+2m) = f(6).

In dieser Vorlesung gehen wir davon aus, dass f : R — C auf jedem beschrinktem Intervall
Riemann integrierbalﬂ ist. Die Frage, welche wir beantworten mochten: Kann man f(x) in
eine Reihe erweitern in der Form

wh—*

i (a,, cos(nf) + by, sin(nh))? (4.1)

SFragen zur Selbstkontrolle: Kennen Sie hinreichende Bedingungen, ab wann eine Funktion Riemann in-
tegrierbar ist? Sind abgeschlossene Funktionen Riemann integrierbar? Konnen sie ein Beispiel einer Funktion
geben, welche nicht glatt ist aber trotzdem Riemann integrierbar?



Sei

Co = %ao, Cp 1= %(an —iby), C_p = %(an +ib,), n=1,23, ...

dann koénnen wir (4.1)) wie folgt umschreiben:

f: cne™. (4.2)

n=—oo

Wir nehmen fiir einen Moment an, dass f() wie in (4.2)) beschrieben wird. Wir mochen nun
¢, durch f ausdriicken. Dazu nehmen wir an, das wir dies formell tun kénnen und ignorieren
potentielle Konvergenzprobleme o.4.

Wir wihlen ein & € Z, multiplizieren (4.2)) mit e~*Y und integrieren von —n bis 7 und
erhalten:

- - _

Zusétzlich nehmen wir an, dass hier Integration und Summierung austauschbar sind und
erhaltenff]

/ Z e’ R0 g = Z cn/ =k, (4.3)

T n=—o0 n=-—oo

Es gilt fiir n # k,

™ i(n—k)o |T n—k n—k
/ 6i(n7k)0d0 _ .6 ( ) o (_1> : - (_]‘) o 0’
. iln—k)|_, iln—k)
und fiir n = k,
/ em=k)%qp :/ do = 2.
Wenn wir diese Integrale in (4.3) einsetzen erhalten wir:
/ f(@)e’ikedﬁ = Z cn/ "R 4o = ey
Wir benennen nun k zu n um und erhalten fiir beliebige n € Z,
— - [ o as (1.4)
= o . ¢ ' '

Es ist nun einfach die Koeffizienten a,, und b,, zu finden: fiir n = 0, gilﬂ

ag = 200 = %/ f(@)d&

SWeitere Frage zur Selbstkontrolle: Wann genau diirfen wir das tun?
"Wir haben b; nur fur j =1,2,3,... definiert.



und firn =1,2,3,...,
n==0Cn+Cp :—/ f(0) (em™ “"‘9) do = — / f(6) cosnddf

by =1 (cp —c_p) = f( ) (e7 — e?) / f(0)sin(nd)d

27T
d.h.,

— %/ﬂ f(0) cos(nf)df, n>1, (4.5)
— % / ’ f(0)sin(nd)dd, n > 1. (4.6)

Beachten Sie, dass die Gleichungen ebenfalls fiir n = 0 gelten:

™

w=1 [ $6)cos(0- oy = 1 f<> (4.7)

Es sei angemerkt, dass obige Berechnungen formell, d.h. unbewiesen sind. Aber wenn f nun
eine beliebige, Riemann-integrierbare, periodische Funktion ist, ergeben die oberen Integrale
Sinn und wir konnen sie nutzen, um die Koeffizienten a,,, b,, und ¢,, zu definieren. Wir kénnen
nun eine formale Definition erstellen:

Definition 9. Wir nehmen an, eine Funktion f ist 2m-periodisch und zwischen [—m, 7]
integrierbar. Die Zahlen ¢, definiert durch (4.4)), oder die Zahlen a,, und b,,, definiert durch
(4.5)),(4.6),(4.7), sind die Fourier Koeffizienten von f und die zugehorige Reihe

o0

. 1 >
Z cne™ oder 500 + Z (ay, cosnb + by, sinnb)

n=—00 n=1
ist die Fourier Reihe von f.

Satz 27. Wenn eine Funktion f 2m-periodisch und glatt auf R ist, und S}; durch

N N
1 A
ST(0) = 240 + Z a, cosnb + b, sinnb) Z cpe™ (4.8)
-N
definiert ist, dann ist
lim S(6) = f(6)
N—o0
fiir jedes 6. O]

Definition 10. Wenn ¢ eine integrierbare Funktion auf R ist, ist ihre Fourier-
Transformation die Funktion g auf R definiert durch

3(6) = / e i€y (2)dz.

Die poissonsche Summenformel ist ein Hilfsmittel der Fourier-Analysis und Signalverarbei-
tung. Sie dient unter anderem zur Analyse der Eigenschaften von Abtastmethoden.



Lemma 5. Sei ¢ geniigend glatt und im Unendlichen geniigend schnell fallend, gilt

S otk = > d(2mm).
k=—0c0 n=-—0oo
Beweis. Die Funktion -
g(t) = Y ¢lk+1)
k=—0o0

ist stetig, beschrankt, differenzierbar und periodisch mit Periode 1. Diese kann also in eine
punktweise konvergente Fourier-Reihe entwickelt werden,

g(t) _ Z Cn€27rint

wobei . .
Cp = /0 zk: o(k + t)e 2mdt = zk:/k B(t)e 2™t dt = ¢(2mn),
dann ist - .
g(0) = > o(k) =) ™0 => "¢, = Y d(2mn).
k=—oc0 n n n=—oo

]

4.4 Ein weiterer Beweis fiir die meromorphe Fortsetzung der
Riemann-Zeta-Funktion

Definition 11. Wir definieren eine so-genannte Thetafunktion:

[e.9]

O(u) = Z e Re(u) > 0.

n=—oo

Lemma 6. Es gilt:
0(1/u) = u'?0(u).

Beweis. Sei f(z) = e ™. Dann ist

f(©) = /eméf@)dx = /eixgemedx = - w2z

und

o0 [ele) R o0 6_7rn2/u u
o) = 30 s = 3 femm = Y Tt AW

n=—oo n=—oo n=-—o00



Fiir unser néchstes Theorem ist es bequemer, die Funktion v zu verwenden:

die

erfiillt.

Satz 28. Die Riemannsche Zeta-Funktion lasst eine meromorphe Fortsetzung von s € C
zu; auBerdem erfiillt es die folgende Funktionsgleichung:

((s) = 257571 sin(g)l“(l —5)((1 = s).

Beweis. Es gilt

dann ist

Die rechte Seite konvergiert fiir beliebige Werte von s, was die meromorphe Fortsetzung
impliziert. Auflerdem ist es symmetrisch unter der Transformation s — 1 — s, d.h.,

r (g - 1) 75C(s) =T (1 S L 1) (L — ).

Daraus erhalten wir die Funktionsgleichung. O]

4.5 Der (bisher) kiirzeste Beweis des Primzahlsatzes

Wir haben zwei Beweise fiir die meromorphe Fortsetzung der Riemannschen Zetafunkti-
on auf s € C geliefert: einen mit dem Konturintegral und einen mit Hilfe der Poisson-
Summenformel. Wenn wir jedoch nur die meromorphe Fortsetzung zu Re(s) > 0 untersuchen
wollten, hétten wir dies in 3 Zeilen tun kénnen.

Lemma 7. Die Funktion ((s) — -5 ist holomorph auf Re(s) > 0.



Beweis. Fir o > 1 gilt

(- [y [ (- L) (19
S)— = — = —ar = — — — |az .
s—1 =1 ns 1 xTs —~Ju ns T8
Andererseits haben wir fiir ¢ > 0
n+1 1
[l (E B _> u8+1 ‘
< 1 sdu ‘_ |s]
o ngrfc?i(ﬂ o |uStH T n;ﬁgfﬂ wustl|  potl’

]

Im Folgenden verwenden wir immer p, um eine Primzahl zu bezeichnen. Fiir den Beweis des
Primzahlsatzes benotigen wir folgende Funktionen:

1
@(s)zz Opgsp, ﬁ(m)zZlogp, seC,z eR.

p p<z

Lemma 8. Es gilt J(z) = O(x).

22":(1+1)2”:(2(;1)+-~+(§Z>

Wir wissen, dass jeder Summand der obigen Summe positiv ist. Wir beachten auch, dass
(2") einer der Summanden ist. Daraus konnen wir schlieflen, dass die Gesamtsumme grofier

oder gleich ( ) ist.

Beweis. Fir n € N gilt

Es gilt ( ) EQ") Anhand der Eigenschaften von Binomialkoeffizienten wissen wir, dass
es sich um eine ganze Zahl handelt. Wir stellen fest, dass jede Primzahl p, die n < p < 2n

erfiillt, (2n)! teilt, aber nicht (n!)2. Dann gilt (angn p) | (*"), und

( ) H p= 9(2n)—9(n) — 22n > 619(270_19(”).
n<p<2n

Dann ist
¥(2n) — d(n) < 2nlog(2).

Unser néachster Schritt besteht darin zu zeigen, dass eine dhnliche Ungleichung nicht nur fiir
ganze Zahlen, sondern auch fiir die reellen gilt:

O(z) <9(2]z/2]) +log(x) +log(z — 1),

—0(x/2) < =9([x/2]),

dann ist

V() —I(x/2) <I(2|x/2]) — I(|z/2]) + log(z) + log(x — 1) < 2log(2)|x/2] + 2log(z).



Oder,
W(z) = I(z/2) < Cu,

fiir jedes C > log2 und # > zy = x0(C). Wir summieren diese Ungleichungenf] fiir
z,x/2,...,x/2" mit x/2" > zo > /2" und erhalten 9(z) < 2Cz + O(1). O

Lemma 9. Die Funktion ®(s) — -1 ist holomorph fiir 0 > 1, und es gilt {(s) # 0 fiir o > 1.

Beweis. Es gilt fiir o > 1

- (o105 25

_ (1—293)’)_ log(p)p™* _ —~log(p) _ log p
_;(1—1?‘5 gl—p‘s gps +Z *(p*— 1)

Die Summe Z logp 5 konvergiert fiir o > 1 /2. D.h.; wir haben eine meromorphe Fortset-

zung von ®(s) in der Halbebene o > 1 gefunden.

Wir stellen fest, dass Pole von ® entweder von Polen oder Nullstellen der Riemannschen
Zetafunktion stammen. Wir bemerken zuerst, dass fiir o > 0,

(s— 1) ¢'(s) (5—1) (S 1 G 1 holomorphe Funktion 1 4 (5 — 1) - holomorphe Funktion
S — = (S — =
C(s) — + holomorphe Funktion 1+ (s — 1) - holomorphe Funktion ’
und .
lim (—(s — )2} — 1.
s—1 C(s)

Wir nehmen € = s — 1 und lassen € \, 0. Dann gilt

. . C log(p
£%€®(1+6):£{%6< Zpl—i-e 1+e_1) =1

p

Der Pol der Riemannschen Zetafunktion tréagt also zu einem Pol fiir & bei. Nun gehen
wir davon aus, dass die Riemannsche Zetafunktion bei 0 = 1 eine Nullstelle hat; namlich,
wir nehmen an, dass ((s) eine Nullstelle der Ordnung p > 0 bei s = 1 + i« ha‘dﬂ mit
a € R,a # 0. Dann gilt

s—l>llr—ri-lia(8 —1—1ia) 0 =/

und

lime®(1 —i) = —[.
61\r‘%e(—i-e i) v

Eine schone Konsequenz der Formel (4.9): wenn 1 + ia eine Nullstelle ist, dann ist auch
1 — i eine Nullstelle gleicher Ordnung. Das impliziert

lim e®(1 ) = — L.
lim e (1+e+ia) i

8D.h., wir schreiben (9(x) — 9(z/2)) + (I(x/2) — I (x/4)) + ... < Cx + Cx/2 + Cx/4+ ...
9D.h., 3 eine holomorphe Funktion h mit h(1 + ic) # 0 so dass ((s) = (s — 1 — ia)*h(s)
10Es kann sein, dass pu = 0 ist!



Wir nehmen auch an, dass es eine Nullstelle der Ordnung v bei 1 + 2i« gith. Dann gilt

lime®(1 + € £ 2ia) = —

e\0
Es gilt
i 4 O(1l+e+ira) = i 4 Z log(p)
" 247 = 2471 . pltetira
1Og(p) & < 4 ) —iro
=2 e 2. p
—~ P o = \2+r
lOg( ) i/ 2 —i0/2
- Z pl+e ( / +p / ) O
P
Dann ist
2 4 2
0< 11{%7:72 (2 N r) eP(1+ e+ ira) _ZQ (2 N r> hm ed(1+ e+ ira)
4 4 n
- — UV —
0 1)
:—V—4,u+6—4u—u—6—8,u—21/,
und
8u <6 —2n.
Weil v > 0, muss ¢ = 0 sein. Dann ist {(1 + i) # 0. O

Satz 29. Sei f(t),t > 0 eine beschridnkte und lokal integrierbare Funktion und angenommen,
dass die Funktion

/f Ye *dt, Re(z) >0

eine holomorphe Fortsetzung zu Re(z) > 0 hat. Dann existiert fo t)dt, und fo =
9(0).
Beweis. Fiir T > 0 setze gr(z fo Je*'dt. Dies ist eindeutig holomorph fiir alle z. Wir

miissen zeigen, dass limp_, o gT(O) g(O) ist.

Seien R groB und C' die Grenze der Region {z € C, |z| < R, Re(z) > —d}, wobei 6 > 0 klein
genug ist (abhéngig von R), sodass g(z) holomorph in und auf C' ist. Dann gilﬁ

00~ 9200 = 51 [ (00) - aren e (1455 ) Z.

Sei B = maxy>o |f(t)|. Auf dem Halbkreis C; = C'N {Re(z) > 0} ist der Integrand durch
2B/ R? begrenzt, weil

BefRe(z)T

o)~ arle)l =| [ s < B [T e an = Foo o, Ret) >0

"Dies ist nicht zu restriktiv, da wir davon ausgehen koénnen, dass v = 0.
Pweil (g(2) — gr(2)) e#12?/(R%2) holomorph, und Res.—o((g(z) — gr(2)) e*T/z) = g(0) — gr(0) ist.



und

2
2T z 1
1+ 212

e (+R2)z

Dann 3K; > 0 (unabhéngig von B, T und R) mit

%/@(9(2)—97,(2))&7’(1_'_%22)% o

= 1?-

Sei jetzt
C_=CnA{Re(z) <0} und C" ={z€C,|z|] =R,Re(z) <0}.

WEeil gr eine ganze Funktion ist, dann ist

1 T 22\ dz 1 T 22\ dz
— N1+ = | —=— 1+ = | —.
it et (10 p) 5 5 [ oo (1 55)

Weil

T T BefRe( )T
)l =| [ s <5 [ Jenlan= T et <0)
0 —0o0

Re(2)|

existiert Ky (unabhéngig von B, T' und R) mit

o [ et (14 5) E

SchlieBlich betrachen wir
1 T 22\ dz
— S (B QNI el
omi /C_g(z)e ( +R2) P

Der Integrand ist das Produkt der Funktion g(z) <1 - ;—Z) /z, die unabhéngig von T ist,

B
< K2E~

und die Funktion €T, die auf kompakten Mengen schnell und gleichméBig gegen 0 in der
Halbebene Re(z) < 0 geht.

Da R beliebig ist, ist
9(0) — gr(0)| = 0,

was zu beweisen war. OJ

Lemma 10. [ ﬁ(‘?[zdx < 00.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass

/000 (V(e')e ™" —1)dt

konvergiert. Fiir Re(s) > 1 gilt

D(s) log p < J(x) <
S :Z :/1 :BSHdm:/O e tﬁ(et)dt.

sps
» P




Dann ist fiir Re(z) > 0

M _ 1 — /Ooo(ﬁ(et)e_t — 1)e_tht.

z+1 z
Das heiit, wir konnen wegen Lemmata [§ und [9] den Satz [29) mit

fit) =9(e -1

und

anwenden. O
Satz 30. Es gilt ¥(z) ~ =.

Beweis. Sei F(T) = [ %dm. Wir nehmen an, dass fiir ein festes A > 1 beliebig grofie =

mit J(z) > Az existieren. Weil ¥ nimmt nicht ab, fiir diese  haben wir

Ar . AT . A .
F()\x)—F(x):/ ’9(22 tdtz/ A”“"tz tdt:/l Atz Lt — X —log(A) — 1> 0.

Lemma impliziert, dass limy_,., F/(T) existiert. Das ist ein Widerspruch. Auch der Fall
Y(z) < Az fithrt zu einem Widerspruch. O

Satz 31 (Primzahlsatz).
T

" log(x)

m(x)

Beweis. Es gilt

V(x) = Zlogp < Zlogm = m(z)logx,

p<z p<z

W) > Z logp > Z (1—¢)logz = (1—¢€)logz [r(z) + O (z'79)].

wl=e<p<z el=e<p<z

5 Primzahlsatz fiir arithmetische Folgen

5.1 Dirichlet-Charaktere

Bevor wir fortfahren, erinnern wir uns an die Definitionen und Eigenschaften der Dirichlet-
Charaktere.

Definition 12. Sei ¢ > 1. Ein Dirichlet- Charakter modulo q ist eine Abbildung x : Z — C
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Fir alle n € Z ist x(n) = 0 genau dann, wenn (n, q) # 1,

(b) x ist vollstéandig multiplikativ, d.h. fiir alle n,m € Z gilt x(nm) = x(n)x(m),



(c) x ist g-periodisch, d.h. fiir alle n € Z gilt x(n + q) = x(n).
Definition 13. Die Abbildung xo heit Hauptcharakter modulo q, falls

1, falls (n,q)=1
n) =
Xo(n) {0, sonst
gilt.
Es gibt eine alternative Definition:

Definition 14. Sei
(Z/qZ)" = {k (mod q),ged(k,q) = 1}.

Dann wird ein Homomorphismus von A in die multiplikative Gruppe C* mit dem Dirichlet-
Charakter modulo q bezeichnet. Ein trivialer Homomorphismus ist der Hauptcharakter.

Die wichtigsten Eigenschaften, die wir heute verwenden werden, sind:

e x(1) =1, weil x(1) # 0 und x(1) = x(1)2.
e Der Satz von Euler impliziert: fiir gcd(a,q) = 1 gilt a¥@ = 1. Dann ist
(@) = y(a#™) =1

und |x(a)| = 1. Dann sind von Null verschiedene Werte von Dirichlet-Zeichen Einheits-
wurzeln.

Sei ab =1 (mod ). Dann ist 1 = x(ab) = x(a)x(b), dass heiBt x(a) = (x(b))~' = x(b).

ZX(”) _ {g)(Q)v X = Xo,

sonst.

0, sonst.

S (o) - {so(q), a=1 (mod g),

5.2 Primzahlsatz fiir arithmetische Folgen

Unser Ziel in diesem Kapitel ist herauszufinden, wie Primzahlen in arithmetischen Folgen
verteilt sind. Wir folgen einer leicht modifizierten Version unseres vorherigen Vortrags. Wie
zuvor bezeichnet der Buchstabe p jedes Mal eine Primzahl.

Seien

e Y ein Dirichlet-Charakter modulo ¢,
e o ein Hauptcharakter,
L(s,x) = Sonoy M2,

0y () = () 22 p<a logp,

p=a(q)




lo
‘ (s) - 3, Kz

o Oy(s) = >, ¢(s,x);

o Dyq(s) =2, x(a)d(s, x).
Lemma 11. Fiir o > 1 gilt
Lis,x) = [[ (0 = xwp~) .

Insbesondere gilt

L(s.xo) = () ] (1 =97).
"Pla

Beweis. Dirichlet-Charaktere sind vollstandig multiplikativ, und somit lasst die L-Funktion
L(s, x) ein Euler-Produkt zu. Dies impliziert die erste Aussage.

Um die zweite Aussage zu beweisen, notieren wir:

Lissxo)= [] A=p) =[] =-p)-| J] O-»7)
p prim P prim p prim
(pa)=1 (pa)#1

=) | JT =) | =< JJa-p).
(p.0)#1 “pla
Die dritte Gleichung folgt aus dem Euler-Produkt der Riemannschen Zetafunktion. Die
vierte Ungleichung folgt aus der Gleichheit der Mengen
{p prim, p | ¢} und {p prim, (p, q) # 1}.

O

Lemma 12. Sei x ein Dirichlet-Charakter, der kein Hauptcharakter ist. Die Funktionen
L(s, x0) — @ﬁ und L(s, x) lassen eine holomorphe Fortsetzung zu Re(s) > 0 zu.

Beweis. Fiir den Hauptcharakter gibt das vorherige Lemma eine meromorphe Fortzsetzung
zu Re(s) > 0 mit einem einfachen Pol bei s = 1 und dem Residuum

H (1 —p_l) Satz [l (Q)
q
pla
Die zweite Aussage ist eine Hausaufgabe. ]
Lemma 13. ,(x) = O(x).

Beweis.

Og(x) < o(q) Y _logp = p(q)f(z) = O(x).

p<z



Lemma 14. Sei y ein Dirichlet-Charakter. Dann ist L(s, x) # 0 fiir 0 > 1.

Beweis. In der niichsten Ubungseinheit werden Sie zeigen, dass L(1,x) # 0 fiir jeden nicht-
Hauptcharakter x ist. Wir werden diese Tatsache im Folgenden als bekannt betrachten.

Nun betrachten wir die Funktion
=[] L0
X

Die Funktion L(s, xo) (und daher auch L(s)) hat einen einfachen Pol bei s = 1. Angenom-
men,

e L(s) hat eine Nullstelle der Ordnung g > 0 bei s = 1 i« fiir a # 0,

e L(s) hat eine Nullstelle der Ordnung v > 0 bei s = 1 £ 2i« fiir a # 0.

Fir o > 1 gilt

_L/(S7X) _ _Zi <10g (1 —x(p )p—s)—1> _ x(p)p~*logp

L(s,x) ds 1—x(pp*
x(p logp x(p Ing x*(p) logp
= +
Zp —x(p Z zp:ps(pS—x ()

X logp
o(s, x —1—2 )

Der zweite Summand ist holomorph fiir ¢ > 1/2. Wir summieren iiber alle moglichen
Dirichlet-Charaktere:

_‘C,(S) _ Z Ll<57X)

= ®,(s) + eine holomorphe Funktion fiir Re(s) > 1/2.

L(s) L(s, x)
Es gilt
ress—1 (Pq(s)) = hmo ed,(1+¢)=1,
e—
res,—1+ia (Pq(s)) = hn(l) ed,(1+e+ia)=—pu,
ress—1+2ia (Pq(s)) = hn% e®,(1 + ¢ + 2ia) = —
e—
Wie friiher,
2 2471 logp 4
> ( 4 )(I)q(l tetria)=Y P (P + 57" Y ()
r=—2 p N
1 . .
-y I8P e eyt s (s
_ b
p=1 (mod q)

Die obige Gleichheit folgt aud™|

3™ va) = {SO(Q): a =1 (mod g),
0,

sonst.

13das was eine Hausaufgabe!



Dann gilt

51 2
Z( ) (I+e+4ria)=6—-8u—2v = pu=0.

Lemma 15. ®,,(s) — =5 ist holomorph fiir o > 1.

Beweis. Die Definition impliziert

S) = Z%W&X) = Z X a)éb(SaX) + (b(S?XO)'
X XFX0

Beachten Sie, dass jedes ¢(s, x) holomorph fiir o > 1 ist, da L(s, x) holomorph ist und keine
Nullstellen in ¢ > 1 hat. Die Funktion ¢ (s, xo) — s—% ist auch holomorph fiir ¢ > 1, da
L (s, x0) einen einfachen Pol bei s = 1 und keine Nullstellen in o > 1 hat. O

009(.7} —x

Lemma 16. dx < oo.

Beweis. Sei b so dass ba = 1 (mod ¢) ist. Dann ist x(a) = x(b), und die Definition impliziert,
dass

9= Y na Y M 5 (Zx@)x(p)) los

p X ps
logp q)logp q)logp
3 (S v i 5 el
bp=1 (mod q) p=a (mod q)
Es gilt
*dl,(z)  O,(x)|™ /009(95) /OO N
D, .(8) = 1 = 1 Ly = stg (et dt.
g.a(8) /1 g | T8 edr=s e J(eh)
Sei jetzt

f(t) =10, (e") e —1.

Die Funktion f ist beschrénkt, da 6,(z) = O(x) gilt, und lokal integrierbar, da sie eine
diskrete Menge von Diskontinuitétspunkten aufweist. Wir erhalten

/ ft)e *dt = / 0, (et) e_(z+1)tdt—/ e *dt
0

Pgalz+1) 1
z+1 z

Y

Die Funktion g ist holomorph auf ¢ > 0. Es bleibt noch den analytische Satz anzuwenden.
O

Lemma 17. 0,(x) ~ z,2 — oo. O



Satz 32. Sei a,q € N mit (a,q) = 1. Sei 7(x,q) die Anzahl aller Primzahlen p, die nicht
grofer als z sind und zu a mod ¢ kongruent sind:

7(x,a,q) = #{p prim, p = a (mod ¢) und p < z}.

Dann ist
1 T
7T(J/'7 a’ Q> ~

¢(q) logx

Beweis.

Oy(x) = 6(q) Y logp < é(q) > loga = ¢(g)m(x,a,q)logx.

p<z p<z
p=a(q) p=a(q)

Wir nehmen ein festes ¢ > 0. Dann gilt

Oolw) = 0(a) D logp>ola) D (1-e)logz =o(q)(1-c)loga (n(z,a,9) + O (+7)),
zl=e<p<z zl-e<p<z
p=a(q) p=a(q)

weil m(x,a,q) = O(z) ist.



6 Modulformen

6.1 Doppelte periodische Funktionen

Definition 15. Eine Funktion f einer komplexen Variablen heifit periodisch mit der Peri-
ode w € C falls f(z+w) = f(2). Dies gilt immer dann, wenn z und z 4+ w im Bereich'"| von
f liegen.

Definition 16. Eine Funktion f heif3t doppelt periodisch, wenn sie zwei Perioden w; und wy
hat, sodass wy/wy € C\ R.

Definition 17. Wir nehmen an, dass die Funktion f Perioden wy,ws hat, mit ws/w; € C\R.
Das Paar (wq,ws) heifit Fundamentalpaar, wenn jede Periode von f die Form mw; + nws
hat, wobei m und n ganze Zahlen sind.

Bemerkung 4. Nicht jede doppeltperiodische Funktion lasst ein fundamentales Perioden-

paar zu. Sei
F) = {1, Re(2) € Q,

0, sonst.

Diese Funktion ist doppeltperiodisch mit den Perioden ¢ und 1. Aber andererseits ist jede
Zahl 1/n,n € N auch eine Periode dieser Funktion.

Jedes fundamentale Periodenpaar wy, wy bestimmt ein Netzwerk von Parallelogrammen, die
eine Tessellation der Ebene bilden. Diese werden Periodenparallelogramme genannt. Die
Eckpunkte sind die Perioden w = mw;+nws. Es ist {iblich, zwei sich schneidende Kanten und
ihren Schnittpunkt als einzige Randpunkte zu betrachten, die zum Periodenparallelogramm
gehoren.

Lemma 18. Wenn (wp,ws) ein fundamentales Periodenpaar ist, dann enthélt das Drei-
eck mit den Eckpunkten 0, w;,wy keine weiteren Perioden in seinem Inneren oder an seiner
Grenze. Umgekehrt ist jedes Periodenpaar mit dieser Eigenschaft ein fundamentales Peri-
odpaar. [

6.2 Elliptische Funktionen

Definition 18. Eine Funktion f heifit elliptisch, wenn sie doppelt periodisch und mero-
morph ist.

Satz 33. Eine nichtkonstante elliptische Funktion hat ein fundamentales Periodenpaar.

Beweis. Unter allen Perioden ungleich Null von f gibt es mindestens eine, deren Abstand
vom Ursprung minimal ist. Andernfalls hétte f beliebig kleine Perioden ungleich Null und
wiire daher konstant™] Sei w eine der Perioden ungleich Null, die dem Ursprung am néchsten
liegen. Wihlen wir unter allen Perioden mit dem Modulus |w| die Period w; mit dem kleins-
ten nichtnegativen Argument. Auch hier muss eine solche Periode existieren, sonst wiirde
es beliebig kleine Perioden ungleich Null geben. Wenn noch andere Perioden (aufler w; und

1 Als Definitionsbereich werden wir in Zukunft meist C ohne isolierte Punkte verwenden, da wir uns
iiberwiegend mit meromorphen Funktionen befassen werden.
15Eine Frage, die man sich stellen sollte: Warum ist die Eigenschaft, analytisch zu sein, hier entscheidend?



—wq) mit dem Modul |w;| existieren, wihlen wir das mit dem kleinsten Argument grofler
als arg(w;). Wir werden diesen Period ws nennen. Wenn keine andere Perioden (aufler wy
und —w;) mit dem Modul |w;| existieren, suchen wir den nichstgrofieren Kreis mit Perioden
# nwy und wéhlen das Period mit dem kleinsten nichtnegative Argument. Eine solche Pe-
riode existiert, da f zwei nichtkollineare Perioden hat. Wenn wir dieses wo nennen, haben
wir konstruktionsbedingt keine Perioden im Dreieck 0, w, wo aufler den Eckpunkten, daher
das Paar (wy,ws) ist fundamental. O

Bemerkung 5. Wenn f und g elliptische Funktionen mit den Perioden w; und ws, sind,
dann sind ihre Summe, Differenz, ihr Produkt und ihr Quotient ebenfalls elliptisch mit den
gleichen Perioden. Das gilt auch fiir die Ableitung f’.

Aufgrund der Periodizitédt reicht es aus, das Verhalten einer elliptischen Funktion in einem
beliebigen Periodenparallelogramm zu untersuchen.

Satz 34. Wenn eine elliptische Funktion f in einem Periodenparallelogramm keine Pole
hat, dann ist f konstant.

Beweis. Wenn f in einem Periodenparallelogramm keine Pole hat, dann ist f stetig und
daher auf den Abschluss des Parallelogramms beschrinkt. Durch die Periodizitéat ist f in
der gesamten Ebene begrenzt. Daher ist f nach dem Satz von Liouville konstant. O]

Satz 35. Wenn eine elliptische Funktion f in einem Periodenparallelogramm keine Nullstel-
len hat, dann ist f konstant.

Beweis. Wenden Sie die gleichen Uberlegungen wie zuvor auf die Funktion 1 /f an. [

Bemerkung 6. Manchmal ist es unpraktisch, Nullstellen oder Pole auf der Grenze eines
Periodenparallelogramms zu haben. Da eine meromorphe Funktion in jedem begrenzten Teil
der Ebene nur eine endliche Anzahl von Nullstellen oder Polen hat, kann ein Periodenparal-
lelogramm immer in ein kongruentes Parallelogramm ohne Nullstellen oder Pole auf seiner
Grenze iibersetzt werden. Ein solches verschobenes Parallelogramm ohne Nullstellen oder
Pole an seinem Rand wird als Zelle bezeichnet. Seine Eckpunkte miissen keine Periode sein.

Satz 36. Das Konturintegral einer elliptischen Funktion entlang der Grenze einer beliebigen
Zelle ist Null.

Beweis. Die Integrale entlang paralleler Kanten heben sich aufgrund der Periodizitéit auf.
O

Satz 37. Die Summe den Residuums einer elliptischen Funktion an ihren Polen in jedem
Periodenparallelogramm ist Null.

Beweis. Wenden Sie den Residuensatz von Cauchy auf eine Zelle an. O

Bemerkung 7. Satz|37|zeigt, dass eine elliptische Funktion, die nicht konstant ist, in jedem
Periodenparallelogramm mindestens zwei einfache Pole oder mindestens einen Doppelpol
hat.

Satz 38. Die Anzahl der Nullstellen einer elliptischen Funktion in jedem Periodenparalle-
logramm ist gleich der Anzahl der Pole, jeweils gezdahlt mit ihrer Multiplizitét.



Beweis. Das Integral,

1 f'(2)

2mi Joo f(2)
um die Grenze JC' einer Zelle herum gemessen, z#hlt (mit ihren jeweiligen Multiplizitédten)
die Differenz zwischen der Anzahl der Nullen und der Anzahl der Pole innerhalb der Zelle.

Die Funktion f’/f ist elliptisch mit den gleichen Perioden wie f, und Satz impliziert,
dass dieses Integral Null ist. O]

dz

Bemerkung 8. Die Anzahl der Nullstellen (oder Pole) einer elliptischen Funktion in ei-
nem beliebigen Periodenparallelogramm wird als Ordnung der Funktion bezeichnet. Jede
nichtkonstante elliptische Funktion hat die Ordnung > 2.

6.3 Konstruktion elliptischer Funktionen

Satz 39. Wenn « reell ist, konvergiert die unendliche Reihe Y ,ecq wia genau dann absolut,
w#0
wenn « > 2. Die Summe ) ,eq ist eine Summe iiber alle Perioden w = mw; + nw, mit
w#0
w # 0.
Beweis. Sehen Sie sich Abbildung an und lassen Sie » und R den minimalen bzw. maximalen
Abstand von 0 zum gezeigten Parallelogramm bezeichnen.

@y + w,
W,

w; — w, W,

W — w,
—w,

—W; — W,

Wenn w eine der 8 in diesem Diagramm gezeigten Perioden ungleich Null ist, haben wir
r <|w| <R fiir 8 Perioden w.

In der néchsten konzentrischen Schicht von Perioden, die diese 8 umgibt, haben wir 2-8 = 16
neue Perioden, die die Ungleichungen erfiillen

2r <|w| <2R fiir 16 neue Perioden w.
In der nachsten Ebene haben wir 3 - 8 = 24 neue erfiillende Perioden
3r <|w| < 3R fiir 24 neue Perioden, w

usw. Deshalb haben wir die Ungleichungen

1 1
— <

1
< < — fiir die ersten 8 Perioden w,
R ‘w‘a ra

1 1 1
- < — < — fiir die néchsten 16 Perioden w,
2R)* ™ fw|* ™ (2r)




usw. Somit erfiillt die Summe S(n) = > |w|™%, genommen iiber die 8(1 + 2 + -+ + n)

Nicht-Null-Perioden, die dem Ursprung am néchsten liegen, die Ungleichungen
8+2-8+ +71-8 <S()<8+2.8—{— +n-8
—_— —_— DY —_— n —_— — DY —
R>  (2R)~ (nR)> — e (2r)e (nr)«

oder

8 «— 1 8
_ < <
R« ; ka—l — S(TL) - ra p ka—l

Dies zeigt, dass die Partialsummen S(n) nach oben durch 8¢(a —1)/r® begrenzt sind, wenn
a > 2. Aber jede Teilsumme liegt zwischen zwei solchen Teilsummen, sodass alle Teilsummen
der Reihe ) |w|~® nach oben beschrénkt sind und daher die Reihe konvergiert, wenn a > 2.
Die untere Grenze fiir S(n) zeigt auch, dass die Reihe divergiert, wenn a < 2. O

Lemma 19. Wenn a > 2 und R > 0, konvergiert die Reihe

1
2 Gmup

|w|>R

absolut und gleichméfig in der Scheibe |z| < R.

Beweis. Wir werden zeigen, dass es eine Konstante M gibt (abhéngig von R und «), so

dass, wenn v > 1 ist, gilt
1 M

[z —wl T fwl

fiir alle w mit |w| > R und alle z mit |z| < R. Obere Ungleichung ist dquivalent zu

“ 1
>
- M

zZ — W

w

Um M darzustellen, betrachten wir alle w in ©Q mit |w| > R. Wihlen Sie dazu ein w, dessen
Modul minimal ist, sagen wir |w| = R + d, wobei d > 0 ist. Dann, wenn |z| < R und
|w| > R+ d sind, haben wir
z z R
- 1——‘>1—H>1——
‘ wl ™ wl ™ R+d

>(1—-— ) =—,
w _( R+d) M

wobei M = (1 — ) ist. O

zZ — W

und daher ist
Z—w

Wie bereits erwiahnt, konnten wir versuchen, die einfachste elliptische Funktion zu konstru-
ieren, indem wir eine Reihe dieser Form verwenden

1
%(z—w)T

In der Néhe jeder Periode befindet sich der entsprechende Hauptteil. Da die Reihe jedoch
nicht absolut konvergiert, verwenden wir stattdessen eine Reihe, bei der der Exponent dwei
durch drei ersetzt wird. Dadurch erhalten wir eine elliptische Funktion der dritten Ordnung.



Satz 40. Sei f durch die Reihe definiert

f(Z):Zﬁ-

weN

Dann ist dies eine elliptische Funktion mit den Perioden wi,ws und mit einem Pol der
Ordnung drei an jeder Periode w in €.

Beweis. Die durch Summieren iiber |w| > R erhaltene Reihe konvergiert gleichméfig in
der Scheibe |z| < R. Daher stellt es in dieser Scheibe eine analytische Funktion dar. Die
iibrigen Terme, deren Anzahl endlich ist, sind in dieser Scheibe ebenfalls analytisch, mit
Ausnahme eines Pols dritten Ordnung in jeder Periode w in der Scheibe. Dies beweist, dass
f meromorph ist und an jedem w in €2 einen Pol der Ordnung drei hat.

Als néchstes zeigen wir, dass f die Perioden w; und w, hat. Dazu machen wir uns die
absolute Konvergenz der Reihe zunutze. Wir haben

1 1
f(z+w)= S ——— -
WEZQ (z 4wy — w)3 w,gleg (z+ w’)3

Durch absolute Konvergenz gilt f (z +w;) = f(2). Ebenso ist f (2 + ws) = f(2), also ist f
doppelt periodisch. Damit ist der Beweis abgeschlossen. [

6.4 Die Weierstrass p-Funktion
Definition 19. Die Weierstrass-Funktion p wird durch die Reihe definiert

w#0

Satz 41. Die so definierte Funktion @ hat die Perioden w; und ws. Es ist analytisch, mit
Ausnahme eines Doppelpols in jeder Periode w in €. Dariiber hinaus ist p(z) eine gerade
Funktion von z.

Beweis. Jeder Term in der Reihe hat einen Modul

1 1

2(2w — 2)
w2z —w)?|

w? — (2 —w)?

(z—w)? w? w2(z — w)?
Betrachten Sie nun eine beliebige |z| < R. Auf dieser Scheibe gibt es nur endlich viele
Perioden w. Wenn wir die Terme der Reihe ausschliefen, die diese Perioden enthélt, erhalten

wir
1

(2 —w)?

wobei M eine Konstante ist, die nur von R abhingt. Es gilt

M

—wf?

22w — 2)
w?(z — w)?

MR(2lw| + R) _ MR+ R/lw|) _ 3MR

jw|* jwl? T wP

Dies zeigt, dass die abgeschnittene Reihe in der Kreisscheibe |z| < R absolut und gleichméfig
konvergiert und ist daher in dieser Scheibe analytisch. Die iibrigen Terme ergeben an jedem w



innerhalb dieser Scheibe einen Pol zweiter Ordnung. Daher ist p(z) meromorph mit einem
Pol der Ordnung 2 in jeder Periode.

Als néchstes beweisen wir, dass g eine gerade Funktion ist. Wir notieren

(—z—w)=(z+w)’=(z— (-w))"

Da —w alle Perioden ungleich Null mit w durchléuft, zeigt dies, dass p(—z2) = p(z), also g
gerade ist.

Schlieflich stellen wir die Periodizitat fest. Die Ableitung von g ist durch

o(z)=-2) ﬁ

gegeben. Wir haben bereits gezeigt, dass diese Funktion die Perioden w; und wy hat. Somit
ist ©'(z +w) = @'(2) fiir jede Periode w. Daher ist die Funktion p(z + w) — (z) konstant.
Aber wenn z = —w/2 ist, ist diese Konstante p(w/2) —p(—w/2) = 0, da p gerade ist. Daher
ist p(z +w) = p(2) fiir jedes w, also hat p die erforderlichen Perioden. O

6.5 Weitere Eigenschaften von g.

Satz 42. Sei r = min{|w| : w # 0}. Dann gilt fiir 0 < |z| <r

1 o
o(z) = = + Z:I(Zn + 1)Gopioz
wobei
G, = — i >
n Z " iurn >3
w#0
ist.

Beweis. Wenn 0 < |z| < r, dann ist |z/w| < 1 und wir haben

(Z_lw)z e (11_ )? = % <1 +;(n+ 1) (§>n> :

dann ist
o

1 1 ntl
(z—w)2_ﬁ_;w”+22'

Durch Summieren aller w finden wir

1 o, & .
§o) =+ Dt DY St = 4D+ e
n=1 w#0 n=1

Da p(z) eine gerade Funktion ist, miissen die Koeffizienten G,1 verschwinden. O]

Satz 43. Die Funktion p erfiillt die nichtlineare Differentialgleichung

[0/ (2)]? = 40%(2) — 60G4p(2) — 140Gs.



Beweis. Wir erhalten dies, indem wir eine lineare Kombination der Potenzen von p und g’
bilden, die den Pol bei z = 0 eliminiert. Dies ergibt eine elliptische Funktion, die keine Pole
hat und daher konstant sein muss. Nahe z = 0 haben wir

2
¢'(2) = —— +6Gsz + 20G6z> + -+ -,
z
eine elliptische Funktion der Ordnung 3. Thr Quadrat hat daher die Ordnung 6

424Gy

/ 2
') = 5 ——5 —80Ge + -
wobei + - - - eine Potenzreihe in z angibt, die bei z = 0 verschwindet. Es gilt
436G
3 o 4
40°(z) _E+7+60G6+.”
dann ist
60G
()] = 49%(2) = === — 140Gis + -+

Wir erhalten

[0/(2)]” — 49%(2) + 60Gap () = ~140Gs + - -

Da das linke Element bei z = 0 keinen Pol hat, hat es nirgendwo in einem Periodenparal-
lelogramm Pole, also muss es konstant sein. Daher muss diese Konstante —140G¢ sein und
dies beweist den Satz. O

6.6 Die Eisenstein-Reihe und die Invarianten g, und g3

Definition 20. Fiir n > 3, heifit die Reihe
1
G, = wzﬂ —~
FEisensteinreihe der Ordnung n. Wir nehmen,
go = 60Gy, g3 = 140Gé.
Die Differentialgleichung fiir p nimmt nun die Form

[0(2)]" = 46°(2) — 920(2) — 95 (6.1)

an.
Da nur g, und g3 in die Differentialgleichung eingehen, sollten sie g vollstandig bestimmen.
Dies ist tatséchlich so, weil alle Koeffizienten (2n+1)Ga,42 in der Laurent-Entwicklung von
©(2) durch g, und g3 ausgedriickt werden koénnen.



Satz 44. Jede Eisenstein-Reihe G, lasst sich als Polynom in g, und g3 mit positiven ra-
tionalen Koeffizienten ausdriicken. Tatséchlich haben wir fiir b(n) = (2n + 1)Ganqe die
Rekursionsbeziehungen

b(1) = g2/20, b(2) = g3/28,

mit
(2n + 3)(n — 2)b(n) = 3”2 b(k)b(n—1—k) fiirn>3
k=1

oder gleichwertig,

m—2
(2m + 1)(m = 3)(2m — 1)Gay = 3> _(2r = 1)(2m — 2r — 1)Go, Gam_a
r=2

fir m > 4.

Beweis. Die Differentiation der Differentialgleichung fiir @ ergibt eine weitere Differential-
gleichung zweiter Ordnung, die durch g erfiillt wird,

1

o'(2) = 662(2) = 302

Der Rest des Beweises erfolgt durch Einsetzen von p(z) = 272 + 3 - b(n)2z*" in die obige
Gleichung. O]

6.7 Die Zahlen eq, €9, e3.

Definition 21. Wir bezeichnen mit ey, es, e3 die Werte von o bei den Halbperioden,

w1 W9 W1 + Wo
€1=@<7>, 6229(?)> €3 = p 9 .

Der néchste Satz zeigt, dass diese Zahlen die Wurzeln des kubischen Polynoms 4¢3 — g2 — g3
sind.

Satz 45. Es gilt
49°(2) — gap(2) — g3 = 4 (p(2) — e1) (p(2) — €2) (9(2) — e3).
Dariiber hinaus sind die Wurzeln ey, eq, €3 verschieden. Dies impliziert g5 — 27g2 # 0.

Beweis. Da p gerade ist, ist die Ableitung @’ ungerade. Als néchstes wollen wir zeigen, dass
die Halbperioden einer ungeraden elliptischen Funktion entweder Nullstellen oder Pole sind.
Tatséchlich gilt aufgrund der Periodizitéat

()b (h)



und weil ¢’ ungerade ist, haben wir auch

(3

Daher ist ¢’ (2w) = 0, wenn ¢’ (3w) endlich ist. Da ¢/(z) keine Pole bei Jwi, ws, 1 (w1 + ws)
hat, miissen diese Punkte Nullstellen von ' sein. Da ¢’ jedoch von der Ordnung 3 ist,
miissen dies einfache Nullstellen von ¢ sein. Somit kann g’ im Periodenparallelogramm mit
den Eckpunkten 0, w1, wo, wy +ws keine weiteren Nullstellen haben. Die Differentialgleichung
(6.1]) zeigt, dass jeder dieser Punkte auch eine Nullstelle der Kubik ist, also haben wir die
angegebene Faktorisierung.

Als néchstes zeigen wir, dass die Zahlen ey, e5, e5 verschieden sind. Die elliptische Funktion
p(z) — e verschwindet bei z = fw;. Dies ist eine Doppelnullstelle, da ¢’ (sw;) = 0 ist.
Ebenso hat p(z) — ey eine Doppelnull bei %wQ. Wenn e; gleich e; wire, hétte die elliptische
Funktion p(z) — e; eine Doppelnullstelle bei %wl und auch eine Doppelnullstelle bei %wg,
also wire ihre Ordnung > 4. Aber ihre Ordnung ist 2, also ist e; # es. Ebenso ist e; # e3
und ey # es.

Wenn ein Polynom unterschiedliche Wurzeln hat, verschwindet seine Diskriminante nicht™]
Die Diskriminante des kubischen Polynoms

4® — gy — g3
ist g5 —27¢g2. Wenn z = gp(z), sind die Wurzeln dieses Polynoms unterschiedlich, sodass die
Zahl g3 — 27g2 # 0 ist. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
6.8 Die Diskriminante A

Die Zahl A = g3 —27g3 wird Diskriminante genannt. Wir betrachten die Invarianten g, und
g3 und die Diskriminante A als Funktionen der Perioden w; und wy und schreiben

g2 = g2 (W17w2)7 g3 = g3 <w17w2>7 A=A (wl,w2)-

Die Funktionen g, und g3 sind homogene Funktionen vom Grad -4 bzw. -6. Das heifit, wir
haben
g2 (Awi, ) = A gy (wi,we)  und g3 (Awr, Adwa) = A g3 (Wi, ws)

fiir jedes A # 0. Daher ist A homogen vom Grad -12:

A (/\wl, )\Wg) = )\_12A (wl, WQ) .
Wenn wir A = 1/w; nehmen und 7 = wy /w; schreiben, erhalten wir
92(1,7) = W%Qz (w1, w2), g3(l,7) = W?Q?, (w1, w2) ,
A(l,7) = WPA (w1, w2) .

Wir werden wy und ws so wihlen, dass ihr Verhéltnis 7 = wy/w; einen positiven Imaginérteil
hat.

16Dje Diskriminante von 4(z — x1)(z — x2)(z — x3) ist 16((z2 — z1) (23 — z1) (x5 — 72))?.



Definition 22. Die obere Halbebene
{r eH, Im(r)>0}
bezeichnen wir mit H.

Wenn 7 € H, schreiben wir g(7), g3(7) und A(7) fir g2(1,7), g3(1,7) und A(1, 7). Dann gilt

und
A(r) = g5(7) = 27g5(7).
Satz {45 zeigt, dass A(7) # 0 fiir alle 7 in H.

6.9 Kleins modulare Funktion J(7)

Kleins Funktion ist eine Kombination aus g, und g3, die so definiert ist, dass sie eine homoge
Funktion vom Grad 0 mit den Perioden w; und wy ist.

Definition 23. Wenn ws/w; nicht real ist, definieren wir

. 923 (w17w2)

J(wl,wz) = A (w1 w2) .

Da g und A gleichgradig homogen sind, gilt J (Awy, Aws) = J (w1, ws). Insbesondere wenn
T € H, gilt
J(1,7) = J (w1, ws) .

Wir schreiben J(7) fiir J(1, 7).
Satz 46. Die Funktionen g(7), g3(7), A(7) und J(7) sind analytisch in H.

Beweis. Da A(1) # 0 in H ist, reicht es zu beweisen, dass g und g3 analytisch in H sind.
Sowohl g als auch g3 sind durch Doppelreihen der Form

400

1
. nz_oo (m 4+ nt)e

(mn)#(0,0)

mit o > 2 gegeben. Sei 7 = x + iy, wobei y > 0 ist. Wir werden beweisen, dass diese Reihe
bei a > 2 absolut fiir jedes feste 7 in H und gleichméfig in jedem Streifen S der Form

S={z+iy:|z| < Ay>0>0}



konvergiert. Dazu beweisen wir, dass es eine Konstante M > 0 gibt, welches nur von A und

0 abhéngt, so dass
1 M

<
|m +n7|® = |m+ nil®

fir alle 7 in S und alle (m,n) # (0,0) ist. Es geniigt zu beweisen, dass
|m +n7]> > K|m + nil?

fiir ein K > 0, welches nur von A und ¢ abhéngt, gilt oder, dass

(m + nz)® + (ny)* > K (m* +n?)

gilt. Wenn n = 0, gilt diese Ungleichung fiir jedes K; wir konnen 0 < K < 1 wéhlen. Wenn
n # 0 sei ¢ = m/n. Es ist dann dquivalent zu zeigen dass

(q+z)*+ 3y

1+ ¢? - K

fiir einige K' > 0 gilt. Wir werden beweisen, dass dies fiir alle ¢ gilt, mit

52
K=———

14+ (A+0)?
wenn |z| < A und y > 4.

Wenn |q| < A+ 6 gilt die Ungleichung, weil (¢ + )% > 0 und y? > 6% ist. Wenn |¢| > A+,
dann ist |z/q| < |z|/(A+d) < A/(A+) < 1; dh,

T P O
q| — q A+6  A+6
dann gilt
g + | >ﬂ
1T =0
und
(q+2)°+y° §? ¢

1+ ¢? >(A—0—5)21+q2'

Nun ist ¢%/ (1 + ¢?) eine steigende Funktion von ¢?, also

¢ o _(A+9)
1+¢ = 1+ (A+0)

wenn ¢? > (A + §)2. Damit ist der Beweis beendet. O

6.10 Invarianz von J unter unimodularen Transformationen

Wenn wy, ws Perioden mit nichtrealem Verhéltnis sind, fithren wir durch die Beziehungen

/ /
Wy = awg + bwy, W] = cwy + dwy,



neue Perioden wi,w) ein, wobei a, b, ¢, d ganze Zahlen mit
ad — bc =1

sind. Dann erzeugl{"| das Paar (w},wy’) die gleichen Menge von Perioden © wie (wy,ws).
Daher ist g (wi',ws’) = g2 (w1, ws) und g3 (wi’,ws") = g3 (w1,w2), da go und g5 nur von der
Periodenmenge ) abhéngen. Folglich ist A (w],ws’) = A (w1, ws) und J (Wi, wo’) = J (wy, ws).
Das Verhiltnis der neuen Perioden betréagt

, wh  awg+bw;  ar+b

T:
wy  cwe+dw T +d

wobei T = wy/w; ist. Das zeigt eine einfache Rechnung

— I
Im (') = Im (CLT + b) ad — be I m(7)

cr+d) " Jer +d? m(7) = leT +d|?

Daher ist 7" € H genau dann, wenn 7 € H. Die Gleichung

, ar+b

cT +d

heifit unimodulare Transformation, wenn a, b, ¢, d ganze Zahlen mit ad — bc = 1 sind. Die
Menge aller unimodularen Transformationen (modulo +id) bildet (unter Zusammensetzung)
eine Gruppe, die modulare Gruppe genannt wird. Die vorstehenden Bemerkungen zeigen,
dass die Funktion J(7) unter den Transformationen der modularen Gruppe invariant ist.
Das heifit, wir haben:

Satz 47. Wenn 7 € H und a, b, ¢, d ganze Zahlen mit ad — bc = 1 sind, dann ist

(at +b)/(cT +d) € H,

; <a¢+b) _ i,

ct +d

und

at +b
ng (CT T d) = (CT + d)szQk(T).

]

Eine bestimmte unimodulare Transformation ist 7 — 7 + 1, daher zeigt Satz [47, dass
J(7+1) = J(7). Mit anderen Worten, J(7) ist eine periodische Funktion von 7 mit Periode 1.
Der néchste Satz zeigt, dass J(7) eine Fourier-Entwicklung hat.

Satz 48. Wenn 7 € H, kann J(7) durch eine absolut konvergente Fourier-Reihe dargestellt
werden

I"Hausaufgabe!



Beweis. Wir fithren den Variablenwechsel

T = e27rrr

ein. Dann wird die obere Halbebene H in die punktierte Einheitsscheibe D abgebildet
D={z:0<|z|] <1}.

Jedes 7 in H wird auf einen eindeutigen Punkt x in D abgebildet, aber jedes x in D ist das
Bild von unendlich vielen Punkten in H. Wenn 7 und 7’ auf x abgebildet werden, dann ist

2miT 2mit!

e =e also 7 und 7’ unterscheiden sich um eine ganze Zahl.
Wenn z € D, sei
f(x) =J(7)
wobei 7 einer der Punkte in H ist, die auf x abgebildet werden. Da .J periodisch mit der

Periode 1 ist, hat J an allen diesen Punkten den gleichen Wert, sodass f(z) wohldefiniert
ist. Jetzt ist f analytisch in D, weil

@) = L) = Lan D — iyt = L0

dz dr dr dr ~ 2mie2mit

also existiert f’(x) an jedem Punkt in D. Da f in D analytisch ist, hat es eine Laurent-
Entwicklung um 0,

6.11 Die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihe

Definition 24. Die Bernoulli-Zahlen, B,,, n € Z, werden iiber die folgende Identitét defi-
niert@: fiir z klein genug gilt

r o . Bpa*
et —1 & F
Wenn wir die Taylor-Entwicklung um 0 von —%5 herum nehmen, erhalten wir
x r 2 a2t 28 28 210
e? —1 2 * 12 720 + 30240 1209600 + 47900160 0™,

und dann ist By =1, By = —%, By =

Lemma 20. Es gilt

und fiir n > 2 gilt

Fur n > 1 gilt )
—1)"*12(2n)!

18Seien Sie vorsichtig mit dem Wert der Bernoulli-Zahl bei 1 — manchmal wird sie als gleich 1/2 statt
—1/2 definiert. In diesem Kurs benétigen wir jedoch nur By, fiir n € N.

BZn =




Beweis. Die dritte Identitéat folgt aus der ersten und der zweiten durch die Funktionsglei-
chung der Riemannschen Zetafunktion. Die erste Identitét folgt aus ¢(0) = —1/2 und

—n Z—TL

z
— 1_ = — —1'R = - 'R z= 9
nC(1 = n) = —n(n — 1)IRes.cor— = nlRes.cp——

n > 2.

Sei jetz{™| fiir € H und k € N.,,

B o
Gk(z) = —2—]5 + Z Uk_l(n)q"
n=1

wobei ¢ = €™ By, die k-te Bernoulli-Zahl und ¢;,_;(n) = > din dF1 ist.

Manchmal verwenden Menschen eine andere Normalisierung:

Beweis. Wir beginnen mit der folgenden Identitéit@

1
3 =" :eC\Z (6.2)
= zZ+mn tanmz

wobei die Summe auf der linken Seite als limpy_,o Zg:_ v interpretiert werden soll. Auf der
andere Seite, ist

T CoS T2 T e 1+q Y —
_glosmz ete™ o dta . o (oSt o) 63
tanrz | sinme | emiz — emiz Ty " (2 ;g) 03

Wir finden die k-te Ableitung der beiden Formeln ((6.2) und (6.3) und erhalten

1 (-t a=t oo (—2m)" = i1,
Z (z +n)k - (k — 1)l dzk-1 (tanwz) - (k—1)! ;T 7

ne’

9Bis auf eine Konstante stimmen diese mit der Eisenstein-Reihe iiberein, die wir zuvor definiert haben.
Die Normalisierung erfolgt so, dass die Fourier-Reihe ”schoner” aussieht.
20Djese Identitét kann iiber die logarithmische Ableitung der Formel

sin(rz) 1 1 22
Tz n? )’

erhalten werden. Die unendliche Darstellung der Sinusfunktion wiederum ist eine klassische Anwendung des
Faktorisierungssatzes von Weierstrass. Wir werden dies hier jedoch nicht beweisen.




Jetzt haben wir

(27i)* 1 1 1 1 =1
CE G PPt Dl e S

lnz (mz +n)k

nez m,nEL m=
n#0 m##0
(27T2>k o k—1_mr

m=1 r=1

Lemma 271 k Bk > n
= (Ec—)l)! ( o T 2o ) '

n=1
O
6.12 Die Fourier-Entwicklung von A(7)
Satz 49. Es gilt fir z € H,
Alz) = (2m)12 ) 7(n)g",
n=1
wobei 7(n) € Z ist. Di Funktion 7 : N — Z heiit die Ramanujansche tau-Funktion.
Beweis. Es ist bequem zu schreiben
A= Zag(n)q", B := 205(71)(1
n=1 n=1
Es gilt
A(z) = g>(2) — 27g5(2)
6412
= [+ 240A)° — (1 — 504B)?
64m'? 3 2 2 3

= - [12°(5A + 7B) + 12°(100A% — 1478 + 80004°%)] .

Fiir d € N gilt
5d* +7d° = —d® +d® mod 3 =d*(d*—1) =0 mod 3

und

5d° +7d° = d* —d® mod 4=d*(1-d*) =0 mod 4,
dann ist 5d° 4+ 7d° = 0 mod 12, und 3478 € Z. O

Es gilt 7(1) =1, 7(2) = —24, 7(3) = 252, 7(4) = —1472. Man kann dies direkt berechnen,
viel bequemer (und zuverldssiger) ist es jedoch, dies mit Hilfe einer speziellen Software,
einem Computer Algebra System, zu tun. In unserem Fall werden wir Pari/GP benutzen.
Wenn Sie es bisher noch nicht auf Threm PC installiert haben, rate ich dies zu tun und sich
mit den Grundlagen des Programms vertraut zu machen. Die Berechnung der Werte der
Ramanujan-Tau-Funktion in Pari kann mit einer Zeile erfolgen:

ramanujantau(n)

wobei n eine beliebige Zahl ist.

Spéter werden wir die Fourier-Entwicklungen bestimmter Funktionen kennen miissen, und
es wird duflerst kompliziert sein, diese von Hand zu berechnen.



6.13 Weitere Eigenschaften von SLy(Z)

Definition 25. Die Gruppe PSLy(Z) = SLy(Z)/ + id, wobei

SLy(Z) = {(Z Z) ,a,b,c,dEZ,ad—bc:l},

. . b . . .
eine sogenannte modulare Gruppe ist. Falls A = (CCL d) und z € H ist, schreiben wir

_az—i—b
ez d

RS ER)

Tz=2z+1 Sz=-1/z

Az

Beispiel 13. Seien

Dann ist

Satz 50. Sei A € SLy(Z). Dann 3k € N und nq,ng, ..., ng € Z sodass
A=T"ST"™S . . . ST".
Beweis. Induktion iiber c:

(a) c=0 = ad=1 = a=d=+1und
C(EL b\ (1 b\
RS
(b) c=1 = b=ad— 1 und

_fa ad—=1\ (1 a\ [0 =1\ (1 d\ . ord
A_<1 d >_(0 1)(1 O)(O 1>_TST'

(c) Sei ¢ > 1. Angenommen, wir haben die Aussage fiir alle Matrizen bewiesen, bei denen
der untere linke Eintrag kleiner als ¢ ist. Dann ad —bc =1 = (¢,d) = 1. Sei

d=cqg+r, O0<r<ec
—q_ f[a b 1 —q¢\ (a —ag+b
AT _(c d)(O 1>_(c r
—qa_ (@ —ag+b\ (0 =1\ (—aqg+b —a
AT S_(c r )(1 0) r —c)’

Nach der Induktionshypothese ist die letzte Matrix ein Produkt von S und 7', also ist A
auch ein Produkt von S and 7. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Dann ist

und

]



Definition 26. Eine Funktion f : H — C erfiillt die modulare Transformationseigenschaft
des Gewichts k, wenn

f((i Z) )= (cz+d)f(2), ze€H, (“ Z) € PSLy(Z)

gilt.

Bemerkung 9. Um zu zeigen, dass die Funktion f eine modulare Transformationseigen-
schaft mit dem Gewicht k erfiillt, geniigt es zu zeigen, dass

f(=1/2) = 2f(2), f(z+1) = f(2).
gilt.

Bemerkung 10. Die einzige Funktion, die die modulare Transformationsregel mit ungera-
dem Gewicht erfiillt, ist eine Funktion, die identisch gleich Null ist: fiir jedes z € H, das wir
haben

A1 =17 )
f(=1/2)

1
(2 )
(—2)"f(2).
Falls k ungerade ist, dann gilt f(z) = —f(z).

Beispiel 14. (i) J erfiillt die modulare Transformationseigenschaft des Gewichts 0.
(ii) Ej erfullt die modulare Transformationseigenschaft des Gewichts k.
(iii) Seien

17284 Fg 1728E% . 1728FE}

P2 = — Ez — E62 ) P—q = E.3 E27 J = E3 E2

Dann erfiillt ¢_5 die modulare Transformationseigenschaft des Gewichts —2, ¢_4 die
modulare Transformationseigenschaft des Gewichts —4, und j die modulare Transfor-
mationseigenschaft des Gewichts 0.

(iv) Die Funktion
Ey(z):=1— 242 o1(n)e*m =

erfiillt die modulare Transformationseigenschaft nicht}

S 2Ey(—1/2) = By(z) — L1

™2z

21Hausaufgabe!



(v) Seien jetzt

Gy = P-4,
G_9 = p_yEy 4+ ¢p_o,
b0 = p_4E3 +2p_y By + j — 1728,

Fiir den Beweis der optimalen Kugelpackung benotigen wir die Transformationsregel
fiir ¢q:

Fy(—1/2)? = (Z2E2(z) - @2)2

™
121 36
_ .4 2 3 2
= 2"Fy(2)* — 2 7E2(z) -
122 36
P DE1/2 = poa(e) (Elef? = 7 2 Be) - ).
12i

2p0-2(=1/2)Ea(=1/2) = 2p2(2) Ea(2) = — 27 ¢-a(2).

Dies impliziert
Bo(=1/2) = 0(2) ~ - 6-a(2) ~ Ty 56-4(2) (6.4

w2 22

o (%) (2 + 1) — 2 (;) 2 + do (Z—__ll) (o 1)

= ¢o(z+1)(z +1)* = 2¢0(2)2* + ¢o(z — 1) (2 — 1)?

— 2 bz + 1)(2+1) = 26-0(2)2 + 62z — 1)(2 — 1))

und

= 2¢0(2). (6.5)

(vi) Ein weiteres Beispiel fiir eine Funktion, die die Transformationseigenschaften nicht
erfiillt, sind Theta-Funktionen. Wir definieren

Ooo(2) = ) e,

neZ

‘901(2) _ Z(_l)newin2z7
nez

910(2) _ Zeﬂi(n+1/2)2z'
nez

In der Hausaufgabe werden Sie folgendes zeigen:
2000(=1/2) = —Oo(2), 27205 (=1/2) = =0, (2),  27%030(=1/2) = —0]y(2),
900(2 + 1) = 900(2), 001(2 + 1) = 001(2), 910(2’ + 1) = 910(2’).

Wir halten fest, dass die erste Gleichheit bereits gezeigt wurde, als wir die Funktions-
gleichung fiir die Riemannsche Zetafunktion bewiesen haben.



Definition 27. Wir sagen, dass eine Funktion f : H — C eine modulare Form des Gewichts
k ist, wenn

(i) f erfullt die modulare Transformationseigenschaft des Gewichts k,
(ii) f ist eine holomorphe Funktion,
(iii) f hat ein subexponentielles Wachstum von y — oc.

Der Raum der holomorphen Modulformen des Gewichts & wird mit M (PSLy(Z)) bezeich-
net.

Wir stellen fest, dass die Eigenschaften (i) und (ii) implizieren dass Vf € My(PSLy(Z)),

o0

f(z)= Z anq", z€H, gq=e*",

n=—oo

Eigenschaft (iii) impliziert dass a,, = 0 fiir n < 0; dann gilt
f(z) = Zanqn, z€e€H, gq=e*"=.
n=0

Beispiel 15. (i) Ey € My(PSLy(7)),
(11 EG S M6(PSL2(Z))7

(iV A € Mm(PSLQ(Z)),

)
(iii) Ey € Mi(PSLy(Z)) fur k > 0 gerade,
)
(v) j & Mo(PSLy(Z)), weil E = O(1),E} — E2 =0(q) = j = O(q") fiir y — oo.

6.14 Endliche Dimensionalitéit von My (PSLy(Z))

Lemma 22. Sei
D ={r eH,|r| >1,Re(r) < 1/2}.

Dann:
(a) Sei z,2/ € Dund z # 2/ = Ay € PSLy(Z) sodass z = 77/,
(b) H = U'YGH’V'_D>

(c) Die Punkte auf den beiden Geraden Re(z) = #+1/2 sind durch die Wirkung von T
dquivalent. AuBlerdem sind die Punkte links und rechts Hélften des Bogens |z| = 1 unter
der Wirkung von S dquivalent.

Manchmal ist es praktisch, eine sogenannte HalbschlieBung D von D zu definieren:
D =D/PSLy(7Z).

Wir stellen fest, dass D aus D erhalten werden kann, indem die gegeniiberliegenden Seiten
(Linien Re(s) = £1/2 und Hélften des Bogens |z|) = 1 identifiziert werden).

Nun definieren wir fiir jeden Punkt P € D eine Zahl np als die Ordnung des Stabilisators
von PSLy(Z) bei P.



P €D = np = 1. Dies ist eine direkte Folge von (a) in Lemma 22, der Stabilisator
besteht aus der Identitdtsmatrix.

e P =i = np = 2. Der Stabilisator von i ist (S), und es gilt |(S)| = 2.

o P =
[(S)]

PeD\({i,wlUD) = np=1.

= %(—1 +iv3) == np = 3. Der Stabilizator von w ist (ST, und es gilt

IIE

Lemma 23. Sei f : Q@ C C — C eine holomorphe Funktion so dass fiir |z — zp| < ¢ gilt
f(z) = (z — 20)%9(2), wobei k € Z, g auch eine holomorphe Funktion ist und g(z) # 0.
Dann ist f’

— lim
271'@ r—0

7

wobei C). ein Kreissegment mit dem Mlttelpunktswmkel 2ma und dem Mittelpunkt zq ist.

Beweis. Sei

Cr={re", ¢o< o<1}
Es gilt ¢1 — @9 = 27,

fz) b g()
) -z 9(2)

und

L f/(z)dz - L " + g/ +re”) reide
2t Jo, f(2) 2mi Jg, \re®  g(zo +rei?)
et [l

ey ab
27 g(zo—irre“ﬁ)e ¢ a

O

Definition 28. Fiir jedes z € D definieren wir ord,(f) als die Ordnung des Verschwindens
der Funktion f bei z. Zusétzlich definieren wir ord.(f) als die kleinste ganze Zahl n mit
a, # 0 in der Fourier-Entwicklung von f.

Satz 51. Sei f eine von Null verschiedene modulare Form des Gewichts k auf PSLy(Z).
Dann gilt

D %’jf) +ordu(f) = -

! 12
PeD

Beweis. Wir beginnen mit der Feststellung, dass f endlich viele Nullstellen in D hat (an-
dernfalls gédbe es einen Haufungspunkt). An jedem solchen Punkt ist ordp f(2) gleich dem
Rest von (log(f(z)))".

Wir lassen D’ die abgeschlossene Menge sein, die man aus D erhilt, indem man e-
Umgebungen aller Nullstellen und die ,,Umgebung der Unendlichkeit® 16scht. Wir stellen
fest, dass f keine Nullen in D’ hat,

| dtos(r() o



Das Integral iiber dem Schnittpunkt von 0D mit Re(z) = £1/2 verschwindet, da f(—1/2+
it) = f(1/2 + it), und somit wir bekommen

/ d(1og((2))) = 0.
8D'N{Re(z)=+1/2}

Die Integrale iiber die Grenzen geloschter Nachbarschaften sind gleich

/d log(f Z 2m1 OrdP

PeD

Wir miissen Korrekturen, np, vornehmen weil wir um ¢ herum nur iiber 1/2 des Kreises
integrieren, und um w herum integrieren wir iiber 1/3 des Kreises.

Entlang der oberen vertikalen Linie ist das Integral gleich 27 - ord f.
Um das Integral entlang der Untersehne zu berechnen, beachten wir das

dlog f(Sz) = dlog f(z) + k%

Somit bleibt uns nur noch das Integral iiber die Halbsehne von k%, das gleich 7ik /6 ist. [
Korollar 3. A(z) = 5 (E3(z) — E3(2)) # 0 fiir z € H.

Beweis. A(z) = 0(q) = ordo(A) =1 = > pcp odp(8) _ 12 _ 9 — ), O

np 12

Als n#chstes wenden wir den obigen Satz an, um zu zeigen, dass der Raum modularer
Formen endlichdimensional ist.

Satz 52. Die Dimension von My (PSLy(Z)) ist 0, wenn k < 0 oder k ungerade, und fiir
gerade k > 0 gilt

1k/12) +1,  k#2 mod 12,

Beweis. o Sei m > |k/12]| + 1; wir wihlen m Punkte P, € D, i =1,...,m. Angenommen,
es gibt m+1 linear unabhéngige Modulformen fi, ..., f,,+1. Dann ist es durch die lineare
Algebra moglich, eine Linearkombination f zu wihlen, so dass fiir alle P;, gilt f(P;) = 0.
Wir erhalten den Widerspruch:

k satz k
Eszmm—%ordw(f) >m > {EJ + 1.

Dann gilt m < |k/12], und dim M, (PSLy(Z)) < |k/12] + 1.

o Seijetzt k=2 mod 12, oder k = 12k’ +2 fiir k' € Ny. Sei m > | k/12]; wir wiahlen m —1
Punkte P, € D,i=1,...,m— 1. Angenommen, es gibt m linear unabhéngige Modulfor-

men fi,..., . Dann ist es durch die lineare Algebra mdglich, eine Linearkombination f
zu wihlen, so dass fiir alle P;, gilt f(FP;) = 0. Es gilt & = &'+ §, und Satz 51| impliziert,
e W) odels) 1
ord; ord,,
D ordp(f) +ordu(f) + T+ T = K 4

PeD,P#iw



gilt. Dann ist 3 ord;(f) + 2 ord,(f) =1 mod 6 = ord;(f) # 0 und ord,(f) # 0. Wir
sollten mindestens ord;(f) = 1 und ord,(f) = 2 haben.

L3
12

m—1< Z ordp(f) + ordao(f) = —g,

PeD,P#iw

k__

5 aber dass ist ein Widerspruch.

dann ist m <

Beispiel 16. Es gilt

My(PSLy(Z)) = C,
My(PSLy(Z)) = {0},
My(PSLy(Z)) = CE4,
Me(PSLy(Z)) = CEg,
My(PSLy(Z)) = CEZ,
Myo(PSLy(Z)) = CE,E,
My(PSLy(Z)) = CE}Es.

Mi5(PSLy(Z)) enthilt CA und CE3, und die ¢-Entwicklung impliziert, dass £} und A
linear unabhéngig sind.

Korollar 4. -
mz_lag Jos(n —m) = —07(n)12003(n)'
Beweis. Eg € Mg(PSLy(Z)), dann 3C € C so dass
CEs = (E4)2;
oder

C (1 +480i07(n)q"> = (1 +24O§:03(n)q"> :

n=1
Dies impliziert C' =1 und

oo n—1

1—1—480207 n)q" —1—}-24022203 os(n —k q—|—480203

n=1 k=1

Durch den Vergleich der Fourier-Koeffizienten erhalten wir die gewiinschte Gleichheit. [

Bemerkung 11. Ebenso kann man andere Identitéiten erhalten, z.B.

n—1

o13(n) — 1log(n) + 1003(n

Eyy = EyEyy = Zaz(m)@(n—m) = ) 2ZZ(LO> ! )
m=1

Selbst wenn die Dimension von My(PSLy(Z)) nicht mehr gleich 1 ist, kann die Technik

verwendet werden, um interessante Gleichheiten zu erhalten. Zum Beispiel haben wir fiir
=12, dass EyEg, EZ, E15 € My3(PSLy(Z)), aber nur zwei davon sind linear unabhéngig.

Wenn wir die ersten beiden Terme der Fourier-Entwicklungen vergleichen, erhalten wir

441E,Eg + 2503 = 691 F),.



Korollar 5. dim M3(PSLy(Z)) < 2, und falls f,g € Mia(PSLy(Z)) linear unabhéngig
sind, ist z — f(2)/g(z) ein Isomorphismus zwischen D U {oo} und P!(C).

Beweis. Sei f, g wie oben. Dann V(0,0) # (A, u) € C2, hat die Funktion \f — j1g genau eine
Nullstelle in D U {oo}, weil

ordp(Af —
Z (\f = ng)

+ ordoo(Af — pg) =1
np

pPeD
gilt. Sei (Af — ug)(20) = 0. Dann ist 5(20) = (u: \) € PY(C). O
Bemerkung 12. Wir kénnten f = 17283 und g = E3 — E? nehmen.
Lemma 24. Jede Modulform ist in £, und Fg polynomial.

Beweis. Fir k < 14, sehe Beispiel [16] Sei k > 16, sei
f=ao+)_ anq"
n=1

und sei a,b > 0 so, dass 4a + 6b = k ist. Sei

f(2) = aoEq(2)" Eg(2)"
A .

Die Funktion h ist holomorph, weil A(z) # 0 ist. Es gilt A = O(g) und
f(2) — agEy(2)*Es(2)® = O(q), dann ist h(z) = O(1) = h € M,_12(PSLy(Z)). Durch die
Induktionsannahme ist 4 in £, und Fg polynomial, dann ist f = agE¢ES + Af auch. [

h(z) =

7 FErginzende Konstruktion bestimmter Radialfunk-
tionen

Eine der Hauptideen dieses Kurses war zu zeigen, dass das Gitter
8
As={(z;) € Z°U(Z+ })° ]| ij =0 mod 2}
j=1

die optimale Kugelpackung in der Dimension 8 liefert. Dabei miissen wir zwei Zusatzfunk-
tionen a,b : R® — C so konstruieren, dass (unter anderem) die folgenden Eigenschaften
erfiillt sein miissen:

(a)

(b) Sowohl a als auch b haben doppelte Nullen bei z € Ag mit |z| > /2.

Q>

:a,B:—b,



7.1 Konstruktion von a.
Wie zuvor, seien

0o =—E, BN, p_y=EINT' j=EAT?
und

G_g = P_a, Q_o=Q_4Fs+ p_o,
Go = p_aE3 + 20 _oFy + j — 1728.

Alle oben genannten Objekte sind T-invariant, was die Untersuchung ihrer Fourier-
Entwicklungen ermdoglicht. Wir bendtigen die ersten Terme in der Fourier-Entwicklung von
¢o. Wir erinnern uns, dass A = (E} — E?)/1728, was es uns ermdglicht, die Fourier-
Entwicklung von A zu erhalten, indem wir die Fourier-Entwicklung von FE, und FEg ver-

wenden:
A = q — 24¢% 4+ 252¢% — 1472¢* + 4830¢° — 6048¢° + . .. (7.1)

Fiir diejenigen, die dies nicht mit Stift und Papier tun méchten: Es ist moglich dazu einfach,
Pari/GP zu verwenden. Schreiben Sie den folgenden Code, um die ersten 40 Terme in der
g-Erweiterung von A zu erhalten:

delta_expansion = Ser(mfcoefs(mfDelta(),40),q)

Wir erinnern uns, dass A in H keine Nullen hat, was uns erlaubt, A~! zu beriicksichtigen.
Zumindest formal erhalten wir

ATV = g7t + 24 + 324¢ + 3200¢% + 25650¢° + 176256¢" + . . . (7.2)

Noch einmal: Wenn Sie diese Umkehrung nicht von Hand durchfiithren méchten, konnen Sie

Pari/GP verwenden und schreiben@ dazu folgendes:
delta_inv_expansion = q~(-1)*taylor(q/(delta_expansion),q)
Durch Multiplikation mit E? erhalten wir
by = E2A™" = 7' + 504 + 737644 + 2695040¢° + 54755730¢° + 778640256¢" 4 ... (7.3)

Auch hier kénnen wir Pari/GP verwenden, um die ersten Terme der ¢-Entwicklung von ¢_4
zu erhalten:

varphim4 = Ser (mfcoefs(mfpow(mfEk(4),2),40),q)*delta_inv_expansion
Auf dhnliche Weise erhalten wir die ersten Terme in der ¢-Entwicklung von ¢_o,
©_o = 720 + 203040¢ + 9417600¢° 4 223473600¢> + 3566782080¢" + 433931299204 + . . .

mit Hilfe von

22Djes ist lediglich eine formale Umkehrung der Reihe; Tatséichlich wollen wir die rechte Seite von
so withlen, dass das Produkt von und gleich 1 ist.

ZDer Trick mit der Multiplikation der Reihe mit ¢ ist erforderlich, da wir technisch gesehen nicht mit
der Taylor-Entwicklung sondern mit der Laurent-Entwicklung arbeiten.



varphim2=-Ser (mfcoefs (mfEk(4),40),q)*\
Ser (mfcoefs(mfEk(6),40),q)*delta_inv_expansion

und die ersten Terme in der ¢g-Entwicklung von ¢_»

¢_o = 720 + 203040q + 9417600¢> + 223473600¢° + 3566782080¢" + 43393129920¢° + . . .

(7.4)
mit Hilfe von
phim2 = varphimé4*Ser (mfcoefs(mfEk(2),40),q)+varphim2
SchlieB8lich erhalten wir
P = 518400q + 31104000¢* + 870912000¢> + 15697152000¢" + 210303475200¢° + ...
(7.5)

mit Hilfe von

phim0 = varphiméx*Ser (mfcoefs(mfpow(mfEk(2),2),40),q)+\
2xvarphim2+*Ser (mfcoefs (mfEk(2) ,40),q)+Ser (mfcoefs (mfpow(mfEk(4),3),40),9)\
*delta_inv_expansion-1728

Wir definieren fiir jedes € R® die Funktion a : R® — R durch das folgende Integral

a(z) : / b0 ( +11) (z + 1)%em#1P2 g +/ ®o ( 11) (z — 1)2emlzIP2 g (7.6)
_2/0 bo (‘7) 2 grille] zdz+2/ do(2)emIeI .

Wenn wir oben beispielsweise fi1 schreiben, meinen wir ,einen beliebigen Pfad in H, der bei
—1 beginnt und bei i endet.”. Wir stellen aulerdem fest, dass es keine Rolle spielt, welcher
Pfad genau eingeschlagen wird, da ¢, konstruktionsbedingt eine holomorphe Funktion ist
(weil Es, Ey und Eg holomorph sind und A keine Nullen in H hat).

Wir stellen fest, dass die Integrale absolut und gleichméfig konvergieren. Insbesondere das
vierte Integral in konvergiert absolut und gleichméfig, da fiir grofle y die ¢-Entwicklung
(7.5) impliziert

do(2)e™ 7Pz = O (e~ 2mvelllyy

und weil ¢g keine Pole in H hat. Was die ersten drei Integrale betrifft, konnen wir sie mithilfe
der Substitution schreiben

-1 Y1 100 ) ,
/ ¢0 ( - 1) (Z + 1)2 i ||| Zds _=+1 _/ ¢O(Z/)€ﬂz\\z||2(—1/z _l)dZ/, (77)
BEES]

/1 100
/ o ( 11) (z — 1)%””“”2%& T </5o(z')e””'z”Q(’l/Z’“)dz',
1

i—1
—1 . e 1/2 100 , ,
o () erteteas “2 = [ guepem i< gz,
0 i

Alle drei konvergieren absolut und gleichméBig, da fiir Im(z’) — oo die Integranden expo-
nentiell zerfallen (was durch die g-Entwicklung von ¢q impliziert wird).



Lemma 25. Die Funktion a gehért zum Schwartz-RaunmP

Beweis. Wir gehen davon aus, E die Fourier-Koeffizienten, c4,(n), von ¢y erfiillen
|cp ()] < 207V € ey,

Somit erhalten wir fiir y > 3

|¢O(Z)| _ Z Con (n)627rin(w+iy) S Z 2647r\/ﬁe—27rny _ 2647r—27ry + Z 2647r\/ﬁe—27rny
© 4m(2—y)
_ —2my 2mn(2—y) __ —27y\ € _ —2my
=0(e™)+2) e = 0(e™™) = o= = O0(e™™).

n=2

Wir stellen auBerdem fest, dass die Reihe >"°7  2e*™V"e=2" 7y einem endlichen Wert fiir
y € [1/2, 3] konvergiert. Dann gilt

|do(2)| < Ce™™™,  y>1/2.

Jetzt konnen wir den ersten Summanden in a schétzen. Dazu verwenden wir eine bequemere
Form, nédmlich ([7.7)). Da 2z’ von _1'4%1 = —% + 5 bis ico geht, kénnen wir den Pfad
Ze{-t+it, te[l/2,00)}

wahlen um den absoluten Wert der rechten Seite von (7.7) als

‘/wo ¢O(Z/)ewinHQ(—l/z’—l)dZ
—T

(4 + ity =D gy (7.8)
1/2

zu schreiben. Andererseits, fiir t > 1/2,

g 6_2Re(#+l> = 6_2(41521:1) < 672(%) fry 671/2t,

ei(iﬁ71>

und
|go(—3 +it)| < Ce™?,

Dies ermoglicht die Beurteilung der rechten Seite von ([7.8]) als

C/ 6—27rt—7r||xH2/2tdt < C/ 6—27rt—7r||a;H2/2tdt < %/ 6—27rt—7r||:cH2/2t(t1/2 +t_1/2)dt
1/2 0 0

Der letzte Schritt wird durch eine Ungleichung 1/2 < ¢'/2 +¢~1/2 gerechtfertigt. Wir konnen
das Integral der rechten Seite des vorherigen Ausdrucks als

e~z (27 (||lz| +2) + 1)
427
24das heifit, a und alle seine Ableitungen zerfallen schneller als jede Potenz von z wenn x — oo

25Die Aussage ldsst sich mit Hilfe der Kreismethode zeigen; Weitere Einzelheiten finden Sie im Original-
artikel.




auswerten. Man kann leicht erkennen, dass das Integral abnimmt schneller als jede Umkehr-
potenz von ||z|| wenn ||z|| — oo. Analoge Schétzungen lassen sich fiir jede Ableitung sowie
fiir den zweiten und dritten Summanden in a finden. Was den vierten Summanden in a
betrifft, bemerken wir

—(Jlal*+2)

/ bo(2)em P2 g

o e
< C/ e—27rt—7r||x||2tdt —C :
1 ™ (= +2)

was ebenfalls schneller als jede Umkehrpotenz von ||z|| abnimmt. O

Im Folgenden verwenden wir die folgende Definition der Fourier-Transformation: fiir y € R,
sei

F(w) = | fla)evds.
R
Fiir j = 1,...,8
/eﬂ'ix?z—Qﬂ'ixjyjdxj _ ( /_Z-Z)—le—iﬂ'y]z/z,
R

und deshalb fiir d = 8,
f(eﬂi\\x||22>(y) — 4o millyl?/z

Lemma 26. F(a) = a.

Bewess.

Farw = [ o (L) et

' -1 e
+/1 bo (z — 1) (z —1)2z e Iy,

0 z

_l’_
[\
8
<
o
—
I
N~—
NI
S
m|
3
<.
=
o
~
)
IS
n



Wir ersetzen die Anderung der Variablen w = —1/z, dann dw = —dz/2? und wir erhalten
Fla)(y) : = / do(—1+ =) (-2 + 1)2w2em 7w gy
1
t [ 0 (1 ) (5 - e
-1
— 2/ ®o (w) eﬂiIIyIIdew
’LOOO | 2
+2/ ¢0(_i)w26mllyll W dw
= [ o0 (—2L) (w — 1)2emilve

+/‘%@W%ﬂw+n%wwwm
+2 o (w) ™IV gy

—2 [ an(= Byt = afy)
0
Die zweite Gleichheit folgt aus der Periodizitédt von ¢q. O

Lemma 27. Fir r > \/5,

a(r) = —4sin*(7r?/2)? /ioo (ﬁo(—%)zQemﬂzdz. (7.9)
0

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die rechte Seite von ([7.12)) wohldefiniert ist. Aus ([7.5))
folgt
do(—1/it) = O(e™ ™Yt =0,

und (7.4), (7.3) und (7.5) zusammen mit (6.4) implizieren (wir brauchen nur die ersten

beiden Terme in ¢_4 und den ersten Term in ¢_5), dass

36 8640 18144¢2
po(—1/it) = pe%tﬂ ——t '+ ———+0 () =0 %*™), t— o0 (7.10)

s s
Dies impliziert

¢0(_%)Z267ri7"22 — O<62ﬂ't>7 t — 00

z=it

und

(bo(_%)ZQeﬂ'ier » — O<t26727r/t77rr2t>7 t— 0.

Somit konvergiert das Integral in (7.12)) fiir r? > 2. Es gilt

—4sin?(7r?/2) = e 4™ 9,



die rechte Seite von ([7.12]) wird

100

_ 2) ¢0(_%)Z2€m'r2zdz

0

a2 ;2
(6 Tir +€mr

N / Go(—3)e Nz / do(—1)2%e™ TNy — 2 do(—1)22emr 4
0 0 o

:/ ¢ ( Zil) 2 mr Zdz +/ ¢0(_Zi1)22€7rir2zdz_2 ¢0( ) 2 7r7,r Zdz

0
([ [t
' ( / + [T -
-2 (/0+/Oo) do(—1)22emr 4

/ (bo(—%ﬂ)zQe”"Q'zdz—i—/ ¢o(—ﬁ)z2e”"22dz—2/ gbo(—%)zQe”"QZdz
-1 1 0

+2 do(2)e™**dz

= a(r).
[l

Lemma ermoglicht es, eine etwas andere Darstellung fiir a(r) zu geben, dieses Mal —
fiir den Fall, dass » > 0.

Lemma 28. Fiir r > 0 gilt

e 36 8640 18144
a(r) = 4isin (7r°/2) Lr:s (22 word T g

36 8640 18144
+ / (t2¢0( /1) — e+ —t——; )e_”TQtdt}.
0

™

Beweis. Fiir r > /2 gilt
a(r) = 4isin (7TT'2/2)2/ gbo(i/t)tze_”gtdt.
0

Die Idee besteht darin, den sich schlecht verhaltenden Teil von a(r) als r — oo abzuschnei-
den, um das Integral in etwas zu éndern, das fiir » > 0 konvergiert. Dazu verwenden wir
(7.10), um zu notieren, dass das Integral

36 2t _ 8640 18144\ _ . 2 36 8640 18144
t+ e dt = —
0 ™ ( - 2)

_l’_
7r2 T 2 s m3r2

analytisch bis » > 0 fortgefiihrt werden kann. O]

Das Lemma impliziert das folgende Lemma:



Lemma 29.

20) = -2 VB =0, @(va) =iY2

™ ™

Beweis. Der Beweis beruht auf der Tatsache, dass [~ (¢ (i/t) — 23 4 5520¢ — 18114) e ™t
keine Pole bei r = 0, /2 hat und, dass

a(0) = lim {4z’ sin(mr?/2)? - (

r—0

Y

- 8640)] ~ 8640i

m3rd T

a(v2) = lim {4isin(7rr2/2)2L2)] =0,

r—v2 w3 (r? —

36 1202
™ (r2 —2) (r — \/5)
gilt. O]

a'(V2) = 7gr\r/li [4@' sin(7r°/2)

7.2 Konstruktion von b.

Jetzt konstruieren wir eine weitere Zwischenfunktion, die ein art Zwilling von a sein wird.
Der einzige Unterschied besteht darin, dass wir jetzt anstelle von ¢, eine andere Funktion

verwenden werden,
Odo + 05
w[ = 128 00 01 7
01 00

wobei
900(2) — Z em’nQZ’ 901(2’) — Z(_l)nem‘n?z’ 010(2) — Z em‘(n+1/2)2z
ne”L ne”L nez

sind. Wir beachten, dass die Definitionen die g-Erweiterungen implizieren (jedoch jetzt in
halben Potenzen von ¢), und wir erhalten

Yr(z) = ¢~ + 144 — 5120¢"/% + 70524¢ — 626688¢>? + 4265600¢> + O (¢*%) . (7.11)

Wir definieren b : R® — R dhnlich wie a; Dieses Mal wollen wir jedoch anstelle von Lemma
, dass fiir r > /2 die Funktion b
b(r) = —4sin (7r7’2/2)2 V()™ dz (7.12)
0

erfiillt. Unter Verwendung von ([7.11)) und ,,Abschneiden* der ersten beiden Terme erhalten

wir aus (7.12)), dass fiir r > 0
b(r) = 4isin (7rr2/2)2 (
gilt. Der obige Ausdruck impliziert
b(0) =0, b(v2)=0, V(V2)=2V2mi.
Dariiber hinaus implizieren die Transformationseigenschaften von ; dies

F(b) = —b.

144 1 ~
+ 2—2) + / (¢1(2t) — 144 — 627rt) €M2tdt)
B 0

a2 o (r
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