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TEIL 1: ELLIPTISCHE FUNKTIONEN

In den folgenden Vortrédgen untersuchen wir doppeltperiodische meromorphe Funk-
tionen auf C. Mithilfe der Liouville’schen Sitze und des Satzes von Abel sehen wir,
dass diese Funktionen vielen Einschrankungen unterliegen. Anschlieffend geben wir ein
allgemeines Konstruktionsverfahren an und zeigen danach, dass der Koérper der mero-
morphen Funktionen zu einem vorgegebenen Gitter von einer einzigen Funktion und
ihrer Ableitung erzeugt wird. Zum Schluss stellen wir den Zusammenhang mit ellipti-
schen Integralen her.

1. Doppeltperiodische Funktionen. Elliptische Funktion sind periodische Funktio-
nen beziiglich eines Gitters L in C. Aus dem Satz von Liouville und dem Residuensatz
ergeben sich die ersten zwei Sdtze von Liouville fiir elliptische Funktionen [1, 1.2-1.4],
[2, V.1.1-6 und Anhang zu V.1].

2. Der Satz von Abel, I. Die Ordnung einer elliptischen Funktion ist die Zahl ihrer
Polstellen in einem Fundamentalbereich von L. Mithilfe des Residuensatzes erhalten
wir genauere Information iiber die Lage der Null- und Polstellen Ordnung und Lage
der Null- und Polstellen: der dritte Satz von Liouville und der Satz von Abel (nur
Hinrichtung) [2, V.1.7-9, V.6.1].

3. Der Satz von Abel, II. Der Weierstra3sche Produktsatz liefert uns eine Funkti-
on o, mit deren Hilfe wir alle elliptischen Funktionen im Satz von Abel konstruieren
konnen. Durch geschicktes Ableiten erhalten wir auch die Weierstrasche p-Funktion

2, V.6.2], [5, 3 §2 3,4].

4. Eigenschaften der p-Funktion. Mithilfe der Liouville-Sitze sehen wir, dass g’
und p elliptisch sind und machen Aussagen iiber die Nullstellen von @', und die Halb-
werte von p. Die Laurentreihe bei z = 0 l&sst sich durch Eisenstein-Reihen zum Gitter L
ausdriicken [2, V.2.5-11].

5. Die Differentialgleichung der p-Funktion. Jede gerade elliptische Funktion
ist Polynom in g, also auch @'2. Die Koeffizienten lassen sich durch Eisensteinreihen
bestimmen. Dadurch erhilt man zum einen einen Struktursatz fiir den Korper der
elliptischen Funktionen, zum anderen eine Darstellung des Torus C/L als algebraische

Kurve [2, V.3 und Anhang dazu].
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6. Elliptische Integrale. Integrale der Form

[

bilden den historischen Ausgangspunkt der Theorie. Sie lassen sich durch die Umkehr-
funktion der p-Funktion zu einem passenden Gitter L C C 16sen [2, V.5].

TEIL 2: RIEMANNSCHE FLACHEN

Manche meromorphen Funktionen lassen sich auf C oder Teilmengen davon beschrei-
ben, verhalten sich aber wesentlich besser auf Definitionsbereichen, die nur lokal wie
Teilmengen von C aussehen. Das fithrt auf den Begriff der Riemannschen Fliache. Eini-
ge einfache Riemannsche Flédchen kennen wir bereits. Hinzu kommen die analytischen
Gebilde bestimmter Funktionen sowie das , Moduldreieck* H/I', das bis auf Isomorphie
alle komplexen Tori der Form C/L aus Abschnitt 1 beschreibt.

1. Grundbegriffe und erste Beispiele. Wir definieren Riemannsche Flachen und
betrachten als bekannte Beispiele die Zahlenebene C, die Zahlenkugel C und Tori C/L
(3, [.1.1-14].

2. Das analytische Gebilde einer meromorphen Funktion. Meromorphe Funk-
tionen f lassen sich unter Umstédnden entlang von Kurzen fortsetzen. Das analytische
Gebilde von f fasst alle moglichen Fortsetzungen zu einer Riemannschen Fliche zu-
sammen. Einfache Beispiele liefern Wurzelfunktionen und der Logarithmus [3, 1.2].

3. Das Moduldreieck. Die Menge aller komplexen Tori C/L bis auf Isomorphie bildet
selbst eine Riemannsche Fldche. Man kann sie als Quotient der oberen Halbebene H
nach Mobiustransformationen zur Gruppe I' = SL(2,Z) darstellen. Die Gruppenwir-

kung hat Fixpunkte unter anderem bei ¢ und bei p = % + ?z [1, Thms 1.2, 2.1-2.3].

4. Modulfunktionen. Meromorphe Funktionen f: H — C mit f(Ar) = 7 fiir al-
le A € T und alle 7 € H heiflen Modulfunktionen. Fiir Modulfunktionen gelten Ana-
loga der Liouvilleschen Sétze, wenn man Null- und Polstellen bei ¢, p und ico korrekt
mitzdhlt [1, Thms 2.4-2.6].

5. Die Kleinsche Modulfunktion J. Mithilfe der Eisensteinreihen aus dem ersten
Teil lassen sich Funktionen A: H — C und J: H/T' — C definieren. Die letztere
Funktion liefert eine biholomorphe Abbildung H/T' — C, und insbesondere auch ene
Beschreibung aller Modulfunktionen [1, Thms 2.7, 2.8].

TEIL 3: POLYLOGARITHMEN

Polylogarithmen Lij, lassen sich entweder iiber eine Verallgemeinerung der Logarith-
mus-Reihe oder induktiv als Stammfunktion von L““_Tl(z) mit Liq(z) = — Log(1 — 2)
definieren. Sie héngen eng mit der Riemannschen (-Funktion zusammen und spielen
daher in verschiedenen Bereichen der Mathematik eine Rolle. Wir werden speziell den

Dilogarithmus und daraus abgeleitete Funktionen betrachten.
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1. Der Dilogarithmus und seine Funktionalgleichungen. Wir definieren Poly-
logarithmen allgemein und betrachten dann den Dilogarithmus. Aus der Fiinf-Term-
Relation leiten wir weitere Relationen und spezielle Werte ab [6, Sections 1.1, 2].

2. Der Bloch-Wigner-Dilogarithmus. Die R-wertige Funktion Im Lis(z) 4 arg(1 —
z) log |z| beschreibt iiber das Doppelverhiltnis das Volumen ideeller hyperbolischer Te-
traeder und erfiillt daher eine besonders einfache Fiinfterm-Relation. Hieraus lédsst sich

eine Aussage iiber die moglichen Volumina hyperbolischer Manngifaltigkeiten ableiten
[6, Sections 1.3, 4].

3. Der Rogers-Dilogarithmus. Die Funktion Lis(2) —i—% Log(z) Log(1—2)— %2 erfiillt
ebenfalls eine besonders schone Fiinf-Term-Relation. Sie lisst sich modulo 472 beson-
ders schon als Abbildung zwischen Riemannschen Flidchen beschreiben.
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