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1 Maichtigkeiten

Mit N, Z, Q, R und C bezeichnen wir die Menge der natiirlichen, der ganzen, der rationalen,
der reellen bzw. der komplexen Zahlen. Hierbei ist N = {0,1,...}.

Definition 1.1 Mengen A und B sind gleichmdchtig, A ~ B, wenn es eine bijektive Ab-
bildung f : A — B gibt.

Die beiden folgenden Bemerkungen ergeben sich unmittelbar aus der Definition (Ubung!)

Bemerkung 1.2 (Reflexivitit) A ~ A.
(Symmetrie) Wenn A ~ B, so B ~ A.
(Transitivitit) Wenn A ~ B und B ~ C, so A~ C.

Bemerkung 1.3 Wenn A~ A" umd B~ B’, so Ax B~ A" x B,
Beispiele 1.4 (1) N~ {2n | n € N}.

(2) NxN~N.

(3) Fiir r, 5,7, 8" € Rmit r < s und ' < & gilt: |r, s[ ~ |1, §'[.

(4) ]-1,1[ ~R.
Beweis: (1) Die Vorschrift n — 2n liefert eine Bijekktion.

(2) (Cantor’s erstes Diagonalargument) Die Abbildung py : N x N — N mit

(m+k—=1)-(m+k—2)
2

ist bijektiv: Gelte po(m, k) = po(m/, k'). Wir setzen v := m + k und v’ := m’ + k'. Ist

u = ', so ergibt sich m = m’ und damit & = k’. Ware u + 1 < «/, so nach Definition von

Po

po(m, k) :=m + +2(m+k)—1

W we) L, 1) w-?)
2 2
> w+2u+2—(u_l)é(u_2)—2u (dav >u+1)
= 2+(u_1)-(u—(u—2)):u+1

2
Also m > m + k + 1, ein Widerspruch.
(3) Die Abbildung f :|r,s[ — |r’, s'[ mit

fla)=r'+—




ist bijektiv.
(4) Die Abbildung f: ] —1,1] — R mit

1
-1, falls x > 0
1—=z
g(x) = .
— 41, fallsz <0
—(1+x)
ist bijektiv. O

Im Sinne der folgenden Definition ist somit N x N abzéhlbar und jedes offene Intervall
|r,s[ mit r, s € R, r < s, hat die Méchtigkeit des Kontinuums.

Definition 1.5 Sei A eine Menge.
— Aist endlich, wenn es n € N gibt mit A ~{k € N| k < n}.

— A ist unendlich, wenn es nicht endlich ist.

A ist abzdhlbar, wenn A ~ N.

— A ist hochstens abzdhlbar, wenn es endlich oder abzéihlbar ist.

A ist tberabzihlbar, wenn es nicht hochstens abzahlbar ist.

— A hat die Mdchtigkeit des Kontinuums, wenn A ~ R.

Ho6chstens abzédhlbare Mengen.

Bemerkung 1.6 Sei B eine abzdhlbare Menge. Fiir eine nicht leere Menge A sind dann
dquivalent:

(1) A ist hochstens abzihlbar.
(2) Es gibt eine injektive Abbildung g : A — B.
(3) Es gibt eine surjektive Abbildung f : B — A.

Beweis: OBdA koénnen wir B = N annehmen.

(1) = (2): Ist A abzédhlbar, also A ~ N, so ist die Behauptung trivial. Ist A endlich, etwa
h:A— {k e€N|k<n} bijektiv, so ist h aufgefasst als Abbildung von A nach N injektiv.

(2) = (3): Sei C' eine beliebige Menge und g : A — C injektiv und ag € A. Dann ist die
Abbildung f: C' — A mit

o) = {g_l(c) falls ¢ € bd(g)

ap sonst



surjektiv (dabei ist bd(g) := {g(a) | a € A}).

(3) = (1): Sei f : N — A surjektiv. Ist A endlich, so ist nichts zu beweisen. Sei A unendlich.
Wir definieren ¢ : N — A durch Induktion

9(0) = f(0)
gn+1) = f(in), wobel 4, := min{i € N | f(i) ¢ {g(0),...,9(n)}}.

Man beachte, dass bd(f)\ {g(0),...,9(n)} = A\ {g(0),...,g9(n)} # 0, da A unendlich ist.
Nach Konstruktion ist g injektiv und bd(g) = bd(f) = A. O

Im Beweis von (2) = (3) haben wir gezeigt:

Bemerkung 1.7 Sei A eine nicht leere Menge und B eine beliebige Menge. Wenn es eine
injektive Abbildung von A nach B gibt, so auch eine surjektive Abbildung von B nach A.

Folgerung 1.8 (1) Z und Q sind abzdhlbar.
(2) Jede Teilmenge einer hichstens abzihlbaren Menge ist hochstens abzihlbar.

(3) Seien g : N — I und f; : N — A; (firi € 1) surjektiv. Dann ist | J
abzdhlbar.

er Ai hochstens

Beweis: (1) Z und Q sind nicht endlich. Die Abbildung f : Z — N x N mit

_J(0,2)  fallsz2>0
J) = {(1, —z) falls 2 <0

ist injektiv. Da N x N nach Beispiele 1.4(1) abzahlbar, ergibt sich somit die Behauptung
fiir Z aus Bem. 1.6. Die Abbildung g : Z x N — Q mit

1, fallsmn=0
g(z,n) = i
=, sonst

ist surjektiv. Wegen Bem. 1.3 und Beispiele 1.4(1) gilt ZxN ~ NxN ~ N. Die Behauptung
ergibt sich somit aus Bem. 1.6.

(2) Ist g : B — N injektiv und A C B, so auch g : A — N.
(3) Die Abbildung h: N x N — [ J._; A; mit

el

h(n, k) := fowm)(K)

ist surjektiv. O



Der Satz von Cantor-Bernstein.

Definition 1.9 A ist hdchstens so mdchtig wie B, A = B, wenn es eine injektive Abbil-
dung f: A — B gibt.

Es gilt : Wenn A < Bund B <C,s0 A=<C.
Wenn A ~ B, so A < B.
Wenn A C B, so A < B.

Definition 1.10 B ist mdchtiger als A, A < B, wenn A < B und nicht A ~ B,

Satz 1.11 Fliir jede Menge A ist
A< P(A).

Hierbei bezeichnet P(A) := {X | X C A} die Potenzmenge von A.
Beweis: A < P(A): Die Abbildung f: A — P(A) mit
fla) = {a}
ist injektiv.
A ot P(A): Wir zeigen die Behauptung durch den Nachweis, dass:
Es gibt keine surjektive Abbildung von A auf P(A).

Der Beweis verwendet Cantor’s zweites Diagonalargument.

Angenommen g : A — P(A) ist surjektiv. Insbesondere gibt es dann fiir die Teilmenge
Xo:={beA|b¢g(b)}
von A ein ayp € A mit g(ag) = Xo. Somit

ag € Xo <= Qp ¢ g(&o)
<= Qg g X(),

ein Widerspruch. U

Aus dem Beweis ergibt sich mit Bemerkung 1.7:

Folgerung 1.12 Fliir keine Menge A gibt es eine injektive Abbildung von P(A) auf A, d.h.
P(A) £ A.

Folgerung 1.13 (1) P(N) ist iberabzihlbar.
(2) A=< P(A), P(A) < P(P(A)), P(P(A)) < P(P(P(A))),...



(3) Fiir eine Menge A definieren wir P"(A) durch Induktion iber n:
PY%A):=A und P""(A):= P(P"(A)),
und setzen

Pe(A) = P(4)

neN

Dann gelten:
(a) Fiir alle i,k € N mit i <k: P'(A) < P*(A).
(b) Fiir allei € N: P'(A) < P“(A).

Beweis: (3)(a): Sei ¢ < k. Wegen (2) und “=< transitiv,” gilt
Pi(A) < P (A) < ... < P*A).
Wire PF(A) ~ Pi(A), so
P'(A) 2 P"(A) = P*(A) 2 PY(A)

und damit P(P(A)) < P'(A), ein Widerspruch zur Folgerung 1.12.
(3)(b): Wegen P'(A) C P¥(A) ist P{(A) < P¥(A). Wire f : P*(A) — P'(A) injektiv, so

auch f: P (A) — PY(A), ein Widerspruch. O
Satz 1.14 (Satz von Cantor-Bernstein) Fir alle Mengen A und B gilt:

wenn A <X B und B <A, so A~ B.
Im Beweis benotigen wir das folgende Lemma.
Lemma 1.15 Ist H : P(A) — P(A) monoton, d.h. gilt fir alle XY € P(A)

wenn X CY, so H(X) C H(Y),

so hat H einen Fizpunkt, d.h. es gibt es ein Xo € P(A) mit H(X,) = Xo.
Beweis: Es gilt ) € H(0). Wir setzen

X = J{X e P(4) | X C H(X)}.
Xo C H(Xp) : Nach Definition von Xy miissen wir X C H(X) fiir jedes X € P(A) mit

X C H(X) zeigen. Fiir ein solches X gilt aber X C X, und somit H(X) C H(X,) wegen
der Monotonie, also X C H(X) C H(Xj).



H(Xy) € Xo: Da Xy C H(Xy) gilt H(Xy) € H(H(Xy)) wegen Monotonie, also H(Xy) C
X, nach Definition von Xj. O

Beweis von Satz 1.14: Seien f: A — B und g : B — A injektiv. Es geniigt zu zeigen, dass
ein Xy C A existiert mit
9(B\ f(Xo)) = A\ Xo. (1)

Dann ist namlich A : A — B mit

J fla) firae€ X
hla) = {g_l(a) fira e A\ Xo

bijektiv. Wegen (1) muf fiir X, gelten

A\g(B\ F(X0)) = Xo.

Wir suchen also einen Fixpunkt von H : P(A) — P(A), wobei

H(X) = A\ g(B\ f(X)).

Dieser existiert nach dem vorangehenden Lemma, da H monoton ist: Ist X C Y, so
£(X) C f(Y) und daher B\ f(X) 2 B\ f(Y). Somit A\g(B\f(X)) c A\g(B\f(Y)),
d.h. HX) C H(Y). d

Mengen der Michtigkeit des Kontinuums.

Bemerkung 1.16 Intervalle in R haben die Mdchtigkeit des Kontinuums, genauer: fiir
r,s € R mit r < s haben die Intervalle

r,s], [r,sl, rsl, rsl, ]—o0,8], ]—o0,s], [r,o0), ]r o)

Beweis: Fir | — 0o, s] etwa gilt |s — 1,s[ C | — 00, 5] C R, also
Js—1,8] <] —o00,8] =R,

so dass sich wegen |s — 1,s] ~ R (vgl. Beispiele 1.4) die Behauptung aus dem Satz von
Cantor-Bernstein ergibt. O

Unter der Kontinuumshypothese versteht man die Aussage

Jede Teilmenge von R st hichstens abzdihlbar oder hat die Mdchtigkeit des
Kontinuums.

Definition 1.17 Fiir Mengen A und B bezeichne 4B die Menge der Funktionen von A
nach B.



Bemerkung 1.18 (1) 4{0,1} ~ P(A).
(2) Ist A~ A" und B~ B', s0 4B ~* B’
(3) AXB( A(BC«)'

Beweis: (1) Die Abbildung H :4 {0,1} — P(A) mit
H(f) :=A{a] fla) =1}
ist bijektiv.

(2) Seien f : A — A’ und g : B — B’ bijektiv, so ist auch die Funktion H :* B -4 B/,
die h € B auf H(h) €*' B’ mit

abbildet, bijektiv.

Die Abbildung H :A*B ¢ — “(BC), die f : A x B — C abbildet auf H(f): A -8 C,
wobei fir a € A fiir H(f)(a) : B — C gilt

H(f)(a)(0) == f(a,b)

ist bijektiv. O

Reelle Zahlen schreiben wir héufig als Dezimalbriiche in der Form
+n,aias. ..
mit n,a; € Nund 0 < a; <9 fiir alle ¢ € N. Eine Dezimaldarstellung der Form
+n,aias . ..a;000. ..

endet trivial. Jede von Null verschiedene reelle Zahl hat eine eindeutige nicht trivial endende
Darstellung, seine kanonische Dezimaldarstellung. Etwa:

5 = 4,9999...
2,374 = 2,3739999...
-7,02 = —=7,019999...

Satz 1.19 Die folgenden Mengen haben die Mdichtigkeit des Kontinuums:

P(N), "N{o,1}, "N, RxR, "R



Beweis: Wir wissen bereits, dass P(N) ~ N{0,1} (vgl. Bem. 1.18).
N{0,1} < R: Die Abbildung H :N {0,1} — R mit

H(f) =0, fO) F(1)(2). .
ist injektiv (die rechte Seite dieser Gleichung ist eine (moglicherweise trivial endende)

Dezimaldarstellung einer reellen Zahl).

10, 1[ < ™81, 1}: Die Funktion, welche eine reelle Zahl in ]0, 1] mit kanonischer Darstel-
lung
O, aoga1as . . .

abbildet auf f: N x N — {0, 1} mit

1, fallsa, =k

0, sonst

sty = {

ist injektiv.
Auf Grund des bisher Bewiesenen (und Beispiel 1.4 und Bem. 1.3) gilt

N0, 1V <R~ 0,1 < ™Nf0 1} ~ N0, 1},

so dass nach dem Satz von Cantor-Bernstein alle diese Mengen die Méchtigkeit des Kon-
tinuums haben.

R < R x R: Die Abbildung r + (0, r) ist inkektiv.
R x R < NR: Die Abbildung (7, s) — f mit

r, fallsn=20
f(n):=<¢s, fallsn=1
0, sonst

ist inkektiv.

NR ~ M{0,1}. Da R ~ N{0,1}, erhalten wir (mit Bem. 1.18(3))

R~ "(M{0,1}) ~ N0, 1} ~ N{0,1}.

N{0,1} = "N =< NR: Jede Funktion f : N — {0,1} ist auch eine Funktion f : N — N;
jede Funktion g : N — N ist auch eine Funktion ¢ : N — R.
Somit
R<RxR=< "R~ N01} < "N =< "R~ N0,1},

woraus sich die fehlenden Behauptungen mit dem Satz con Cantor-Bernstein ergeben. [



2 Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Definition 2.1 Sei A eine Menge. Eine Relation iber (oder auf) A ist eine Teilmenge R
von A x A. Wir nennen dann A := (A, R) auch eine Struktur. Fir R C A x A sei

R ={(y.2) | (v,y) € R}
die zu R inverse Relation auf A.
Definition 2.2 Sei R eine Relation iiber A.
— R refleziv auf A : <= fiir alle z € A: (z,2) € R.
— R symmetrisch (auf A) : <= fiir alle z,y (€ A) (wenn (z,y) € R, so (y,z) € R).

— R transitiv (auf A) : <= fiir alle z,y,z (¢ A) (wenn (z,y) € R und (y,2) € R, so
(z,z) € R).

— R Aquivalenzrelation auf A : <= R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv auf A.

— R irreflexiv (auf A) : <= fiir alle x (€ A): (z,z) ¢ R.

R antisymmetrisch (auf A) : <= fiir alle x,y (¢ A) (wenn (z,y) € Rund (y,z) € R,
SO T =Y).

R konnez auf A : <= firalle z,y € A ((z,y) € R oder x = y oder (y,x) € R).
— R Ordnung auf A : <= R ist irreflexiv, transitiv und konnex auf A.

— R Ordnung auf A tm Sinne von kleiner-gleich, kurz: R kg-Ordnung auf A : <= R
ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und konnex auf A.

Statt (z,y) € R schreiben wir oft Rzy oder zRy.

Beispiel 2.3 Sei A eine Menge, die mindestens zwei Elemente enthélt. Dann ist C auf
P(A) reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und nicht konnex.

Ordnungen. Ordnungen und kg-Ordnungen entsprechen sich:

Bemerkung 2.4 Sei R eine Relation iiber A.
(1) Ist R eine Ordnung auf A, so ist RU{(z,z) | x € A} eine kg-Ordnung auf A.
(2) Ist R eine kg-Ordnung auf A, so ist R\ {(z,x) | v € A} eine Ordnung auf A.

(3) Ist R eine Ordnung auf A, so auch R™'. Wir schreiben dann auch (A, R)* fiir
(A,R71).

10



Beweis: Ubung U
Unmittelbar klar ist:

Bemerkung 2.5 Ist (A, R) eine Ordnung und X C A, so ist auch (X, RN (X x X)) eine
Ordnung, die von R auf X induzierte Ordnung.

Ordnungen bezeichnen wir meistens mit < oder <’, die zugehorigen kg-Ordnungen dann
mit < bzw. <'. Fiir N, Z, Q und R bezeichnen wir die zugehorigen natiirlichen Ordnungen
auf diesen Mengen mit <y, <z, <@ und <g. Haufig bezeichne wir aber etwa (N, <y) auch
einfach durch N, wenn aus dem Kontext klar ist, dass wir (N, <y) meinen.

Definition 2.6 Seien A = (A, <) und B = (B, <?) Ordnungen.
(1) Ist AN B =0, so ist die Summe A+ B von A und B die Struktur (AU B, <), wobei
<:=<'u<PUAxB.

Sind A und B nicht disjunkt, so definieren wir A + B iiber “disjunkte Kopien von A
und B.” Hierzu ersetzen wir etwa A und B durch A’ = (4’, <4') bzw. B = (B, <?"),
wobei A’ := {(a,0) | @ € A} bzw. B’ := {(b,1) | b € B} und <* und < die
‘Ubersetzenungen’ der Ordnungen <# bzw. < sind und setzen A+ B := A’ + B..

(2) Das Produkt AxB von A und B ist die Struktur (A x B, <), wobei fiir (a,b), (a',b") €
AxB
(a,b) < (a',b): <= b<PV oder (b= und a <* a’).

Ubung 2.7 (1) Mit A und B sind auch A + B und A x B Ordnungen.
(2) Man veranschauliche sich die Ordnungen N+ N, N*+ N N+ Z, N x N und N x Z.

Definition 2.8 Seien A = (A, R) und B = (B, S) Strukturen.

— Ein Isomorphimus zwischen A und B (oder von A nach B gibt) ist eine bijektive
Abbildung f: A — B mit

fir alle a,d’ € A: ((a,a') € R < (f(a), f(d) € S).

Wir schreiben dann f: A= B

— A und B sind isomorph, A = B, wenn es einen Isomorphimus zwischen A und B gibt

Ubung 2.9 Man zeige, dass fiir Ordnungen oder kg-Ordnungen A = (A,R) und B =
(B, S) eine bijektive Abbildung f : A — B bereits dann ein Isomorphismus ist, wenn gilt:

fiir alle a,a’ € A: <(a,a’) € R= (f(a), f(d) € S).
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Fiir eine natiirliche Zahl k bezeichnen wir mit {0,1,...,k — 1} auch diese Menge versehen
mit der iiblichen <-Beziehung.

Beispiel 2.10 {0,1} x N = N: Die Abbildung f: {0,1} x N — N mit
fi,n):=2n+1
(i € {0,1}, n € N) ist ein Isomorphismus.
Bemerkung 2.11 (1) Es gibt Ordnungen A und B mit A+ B % B + A.
(2) Es gibt Ordnungen A und B mit A x B% B x A.

Beweis: (1) N+ N* hat ein <-minimaqles Element und N* + N enthélt kein solches.

(2) Jedes Element in {0, 1} x N hat endlich viele Vorgénger, wihrend das element (0,1) in
N x {0, 1} unendlich viele besitzt. d

Ubung 2.12 Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(1) Q+Q=Q  (2) R+R=R  (3) {0,1}+N=N
(4) N+{0,1} =N (5) Nx{0,1} =N.

Wohlordnungen

Definition 2.13 Sei A= (A, R), X C Aund y € A. Dann ist y ein R-minimales Element
von X, wenn
ye X und fiir alle z € X: nicht zRy

Ist A= (A, <) eine Ordnung, X C A und y € A, so ist y ein <-minimales Element von X
gdw (y € X und y < z fiir alle z € X). Insbesondere hat jede Teilmenge X einer Ordnung
hochstens ein <-minimales Element.

Definition 2.14 (A, <) ist eine Wohlordnung, wenn
— (A, <) eine Ordnung ist;
— jede nicht leere Teilmenge von A ein <-minimales Element besitzt.
Ubung 2.15 (1) Nund {0,1,...,k — 1} fiir ¥ € N sind Wohlordnungen.
(2) Z, Q und R sind keine Wohlordnungen.

(3) Ist (A, <) eine Wohlordnung und X C A, so ist die von R auf X induzierte Ordnung
(X, < N(X x X)) auch eine Wohlordnung.
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(4) Ist A = (A, <?) eine Wohlordnung und b ¢ A, so ist die Struktur (A U {b}, <*
U{(a,b) | a € A}), die man aus A durch Hinzufiigen von b am Ende erhilt, auch
eine Wohlordnung.

(5) Wie die néchste Bemerkung zeigt sind N+ N, N+ {0,1,...,k — 1}, N x N, N x
{0,1,...,k — 1} Wohlordnungen.

Bemerkung 2.16 Die Summe und das Produkt von Wohlordnungen sind Wohlordnungen.

Beweis: Seien A = (A, <?) und B = (B, <) Wohlordnungen.

Summe: Sei A+B = (AUB, <) (0BdA nehmen wir ANB = ) an) und sei X € AU B nicht
leer. Falls X N A # (), so ist das <“-minimale Element von X N A (A ist Wohlordnung!)
auch <-minimales Element von X. Falls X N A = 0, so X C B und das <®-minimale
Element von X (B ist Wohlordnung!) ist auch <-minimales Element von X.

Produkt: Sei A x B = (A x B,<) und sei X C A x B nicht leer. Sei by das <Z-minimale
Element von

{beB|JdacA: (a,b) € X}
und ay das <4-minimale Element von
{a € Al (a,by) € X}.
Nach Definition des Produktes ist dann (ag, by) <-minimales Element von X. O
Definition 2.17 Sei A = (A, <) eine Ordnung. Eine Teilmenge X C A ist ein An-
fangsstiick von A, wenn aus
ye X, be Aund b <y folgt b € X.

Wir bezeichnen dann hiufig auch die Ordnung (!) (X, < N (X x X)) als Anfangsstiick
von A. Ein Anfangsstiick X von A ist echt, wenn X # A.
Fiir y € A setzen wir

Ay={reAlz <y}, <y=< N (A4y x Ay), Ay = (4y,<y)
A, bzw. A, ist ein echtes Anfangsstiick von A, das von x bestimmte Anfangsstiick von A.
Beispiele 2.18 (1) In (N, <y) ist N, ={0,1,...,k — 1} fiir k € N.

(2) Fir s € Rist Ry =] — 00, s[. Das Intervall | — 0o, s] ist ein Anfangsstiick von R, das
nicht die Gestalt R, fiir ein ¢ € R hat.

(3) In (Q,<q) ist {g € Q| g < 0 oder ¢* < 2} ein Anfangsstiick, das nicht die Gestalt
Q, fiir ein p € Q hat.
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Bemerkung 2.19 Jedes echte Anfangsstiick einer Wohlordnung A hat die Gestalt A, fiir
einy e X.

Beweis: Sei X ein echtes Anfangsstiick von A. Dann ist A\ X # 0 und somit hat A\ X
ein <-minimales Element y. Dann ist X = A, O

Lemma 2.20 Sei (A, <) eine Wohlordnung und sei f : A — A streng monoton, d.h.

aus x <y folge f(z) < f(y),
sox < f(z) fir alle x € A.
Beweis: Sonst ist X := {y € A | f(y) < y} nicht leer und enthélt somit ein <-minmales

Element yy. Wegen f(yo) < yo gilt nach Voraussetzung f(f(vo)) < f(yo). Somit f(yo) € X,
was “yp ist <-minimal in X” widerspricht.

Satz 2.21 (1) Der einzige Automorphismus einer Wohlordnung ist die Identitt.
(2) Zwischen zwei Wohlordnungen gibt es hichstens einen Isomorphismus.
(3) Keine Wohlordnung ist zu einem echten Anfangsstiick isomorph.

Beweis: (1) Ist A eine Wohlordnung und f : A = A, so auch f~!: A = A. Nach dem
vorangehenden Lemma gilt somit x < f(x) und f(x) < f7'(f(z)) (= z). Somit f(z) = .

(2) Seien A = (A4, <) und B = (B, <?) Wohlordnungen und f : A= Bund g : A = B.
Dann ist g7' o f : B~ A. Nach (1) ist daher ¢! o f die Identitéit, also f = g.

(3) Nach Bem. 2.19 hat jedes echte Anfangsstiick von A die Gestalt A, fiir ein x € A.
Wire f: A= A,, so wire f(z) € A, also f(z) <z.Da f: A— A (!) streng monton ist,
steht dies im Widerspruch zum vorangehenden Lemma. O

Satz 2.22 (Vergleichbarkeit von Wohlordnungen) Seien A = (A, <*) und B = (B, <?)
Wohlordnungen. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

- A und B sind isomorph.
— A ist zu einem echten Anfangsstiick von B isomorph.
— B ist zu einem echten Anfangsstiick von A isomorph.

Dabei ist der zugehorige Isomorphismus stets eindeutig bestimmit.
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Beweis: Dass der zugehorige Isomorphismus stets eindeutig bestimmt ist und dass sich die
drei Aussagen gegenseitig ausschlielen, ergibt sich aus dem vorangehenden Satz: Ist etwa
f: A2 Bund g: A B, fiir ein y € B, so ist go f~! ein Isomorphismus von B auf das
Anfangsstiick B,.

Dass mindestens eine der drei Aussagen zutrifft ergibt sich folgendermafien: Sei
f={(r,y) e Ax B| A, =B,}.

Behauptung 1: Seien (x,y), (x,y’) € f. Dann ist y = ¢/'.

Beweis der Behauptung 1: Nach Voraussetzung ist A, = B, und A, = B, also B, = B,,.
Wire etwa 3y < y, so wire B, zu seinem echten Anfangsstiick (B,), (= B,/) isomorph, ein
Widerspruch zum vorangehenden Satz. o

Entsprechend zeigt man die Behauptung 2:
Behauptung 2: Seien (x,y), (z',y) € f. Dann ist x = 2.

Behauptung 3: Sei (z,y) € f.Ist 2’ < x, so gibt es ein ¢/ <y mit (2/,y) € f. Isty <y,
so gibt es ein &’ < x mit (2/,y) € f.

Beweis der Behauptung 3: Nach Definition von f gibt es g mit g : A, = B,. Sei nun 2’ < z

und 3’ := g(2’). Dann ist die Restriktion von g auf A, ein Isomorphismus zwischen A,/
und By,. Also (2/,y') € f. Die zweite Behauptung wird entsprechend bewiesen. o
Wir setzen

D:={zxeA|Jy(x,y)€f} und R:={yeB|Ix(x,y) € f}

Wegen Behauptung 3 sind D und R Anfangsstiicke von A bzw. B. Wegen der Behauptungen
1-3 ist f ein Isomorphismus zwischen diesen Anfangsstiicken. Wenn A = D oder B = R,
so ist damit die Behauptung des Satzes bewiesen. Wiren D und R echte Anfangsstiicke
von A bzw. B, etwa D = A, und R = B, (vgl. Bem. 2.19), so wire f : A, = B, und damit
(z,y) € f, im Widerspruch zu x ¢ A, = D. O

Satz 2.23 (Induktion in Wohlordnungen) Sei A eine Wohlordnung und X C A. Wenn
fiir alley € A
aus A, C X folgty € X,

so X = A.

Beweis: Ansonsten wahlen wir ein <-minimales Element z € A\ X. Dann ist A, C X und
somit nach Voraussetzung x € A, ein Widerspruch. O
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Ordinalzahlen

Definition 2.24 Eine Menge A ist transitiv, wenn aus x € A folgt x C A (wenn also aus
x € Aund y € z sich y € A ergibt).
Insbesondere ist jedes Element einer transitiven Menge selbst eine Menge.

Bemerkung 2.25 (1) () ist transitiv.
(2) Ist x transitiv und y C x, so ist x U{y} transitiv. Insbesondere ist x U{x} transitiv.

(8) Sind x und y transitiv, so auch x Ny und x Uy, allgemeiner: Ist A eine nicht leere
Menge von transitiven Mengen, so sind (A und |J A transitiv.

Beweis: Der einfache Beweis wird dem Leser als Ubung iiberlassen. (]

Definition 2.26 Eine Menge A ist eine Ordinalzahl, wenn A transitiv ist und €4 :=
{(z,y) | z,y € Aund = € y} eine Wohlordnung auf A ist.

In der Regel bezeichnen wir Ordinalzahlen mit kleinen Buchstaben vom Anfang des
griechischen Alphabets «, (3,7, .... Statt €, schreiben wir haufig auch einfach €.

Beispiel 2.27 () is eine Ordinahlzahl, die wir auch mit 0 bezeichnen.

Bemerkung 2.28 (1) Ist a # 0 eine Ordinahlzahl, so ist ) € « und () ist das €,-
minimale Element von o.

(2) Ist o eine Ordinahlzahl, so a ¢ .
(3) Ist a eine Ordinahlzahl, so auch oo U{a}. Wir schreiben auch o+ 1 fir a U {a}.

(4) Sind o und B Ordinahlzahl, so ist o N [ eine Ordinahlzahl; allgemeiner: Ist X eine
nicht leere Menge von Ordinalzahlen, so ist ()X eine Ordinahlzahl.

Beweis: (1) Wegen a # () besitzt « ein €,-minimale Element, etwa . Wire x # (), etwa
y € x, so ware y € a (wegen der Transitivitat von o) und damit y €, = im Widerspruch
zur Minimalitdt von .

(2) Wire « € a, so hitte die Teilmenge {a} von « kein €,-minimales Element.

(3) Mit av ist auch o U {a} transitiv (vgl. Bem. 2.25(2)). Es gilt €quqay=€a U{(z,a) | €
a}. Denn aus der Definition von €.y} ergibt sich €, U{(z, @) | z € a} CE€qufay- Falls
€a U{(z,a) | 2 € a} C Eaufays 50 (@, ) € Equiay fiir ein x € aU{a}. Insbesondere o € .
Weiterhin ist x # «a, da sonst @ € « im Widerspruch zu (2). Also ist © € o. Dann ergibt
aber die Transitivitidt von o wiederum o € a.

Somit erhalten wir (o U {a}, €augay ) durch Hinzufiigen des Elemetes a an das Ende
der Wohlordnung (e, €,). Nach Ubung 2.15(4) ist auch a U {a} eine Wohlordnung und
damit insgesamt eine Ordinalzahl.
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(4) Sei X eine nicht leere Menge von Ordinalzahlen, etwa o« € X. Wegen Bem. 2.25(3)
ist ()X transitiv. Da (VX C a, gilt €qx=€, N (X x [1X) und daher ist €nx eine
Wohlordnung auf (| X (vgl. Ubung 2.15(3)). O

Beispiel 2.29 Wir haben § + 1 = {0}, (0 + 1) + 1 = {0,{0}},... Wir bezeichnen diese
Ordinahlzahl auch durch 1, 2,... Allgemein definieren wir fiir n € N die Ordinahlzahl 7
durch

0:=0 und n+1:=n+1.
Somit ist

n=40,...,n—1}

Bemerkung 2.30 (1) Ist « eine Ordinahlzahl und © € «, so ist x eine Ordinahlzahl.
Somit o = { Ordinahlzahl | B € a}.

(2) Sind o und 3 Ordinahlzahlen, so

aCpf << a€cpf.

Beweis: (1) Sei a eine Ordinahlzahl und x € o und somit (« ist transitivl)  C «. Dann
ist €,=€, N (z x ) und daher ist €, eine Wohlordnung auf x (vgl. Ubung 2.15(3)).

x transitiv: Ist y € x und 2z € y, so ist y € a und damt y C «, insbesondere z € a. Da
€, eine Ordnung auf « ist, gilt z € x.

(2) Die Richtung < gilt wegen der Transitivitdt von « und Teil(2) der vorangehenden
Bemerkung. Sei nun o C 3 und ~y das € 6—minimale Element von 3\ «, insbesondere y € 3.

Wir zeigen o = v und damit die Behauptung. Ist § € 7, so § € § (Transitivitdat von 8!) und
somit § € a (da ~y das € g-minimale Element von B\ « ist). Somit v C . Wiire § € o'\ 7,

so ware 0 = 7y oder v € § (da €3 eine Ordnung ist, 0,7 € 3, und 6 ¢ 7). In beiden Féllen
ergibt sich (mit der Transitivitat von a im zweiten Fall), dass v € «, ein Widerspruch. O

Definition 2.31 Fiir Ordinahlzahl a und (3 schreiben wir a@ < 3, wenn o € (3. Weiterhin
bedeute a < 3, dass a < 8 oder a = 3.

Somit sind nach der vorangehenden Bemerkung die folgenden Aussagen fiir Ordinahlzahl
a und f aquivalent:

—a<f
-~ aef

-aCpf
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Insbesondere gilt
a={3|pf<aj}

Weiterhin ergibt die vorangehende Bemerkung:

Bemerkung 2.32 Ist 3 < «, so ist 3 das durch 3 bestimmte Anfangsstiick von «, also

B={y€aly<pg}

Lemma 2.33 Sind a und § Ordinahlzahl mit o = (3 (genauer: (o, €,) = (B,€5)), so
a=f.

Beweis: Sei f: (a, €,) = (8, €3). Wir zeigen

fir alle v € a: f(v) = 7. (2)

Dann ist = {f(y) | v € a} = {7 |7 € a} = a. Wir nehmen an, dass (2) nicht gilt. Dann
enthélt die Menge {v € a | f(v) # 7} ein <-minimales Element ~,. Daher gilt fiir § < 3
0 < f(y) <= esgibty <y mit f(y) =20
< es gibt v < mit vy =4.

Somit f(70) ={0 € 8]0 < f(0)} = {77 <0} =0, ein Widerspruch. O

Satz 2.34 (1) Fir Ordinahlzahl o, f und vy gilt:
(a) Irreflexivitit) o £ o.
(b) Transivitit) Wenn o <  und 5 < 7y, so a <~
(¢) Konnezitit) a < 3 oder oo = [ oder (3 < «.

(2) Eine nicht leere Menge von Ordinalzahlen enthdlt ein <-minimales Element.
Wegen (1) und (2) ist jede transitive Menge von Ordinlzahlen eine Ordinalzhl.

Beweis: (1)(a) haben wir bereits in Bem. 2.28(2) gezeigt.
(1)(b) Wenn « € f und € 7, so a € v wegen der Transivitit von 7.

(1)(c) Wir wenden Satz 2.22 an: Ist @ = 3, so @ = # nach dem vorangehenden Lemma. Ist
a = [, mit v € 3, so 3, =~ (nach Bemerkung 2.32) und damit a = v < 8. Entsprechend
schlieen wir, wenn (3 zu einem echten Anfangsstiich von o isomorph ist.

(2) Sei X eine nicht leere Menge von Ordinalzahlen und o € X. Ist X Nav = 0, so ist «v das
<-minimale Element von X. Falls X N« # (), so enthilt X N « als Teilmenge von « ein
<-minimales Element 3. Dieses ist auch <-minimales Element von X: Wére v € X und
v < B, 807 € a (wegen der Transitivitdt von a und § € «). Somit wire v € X N« im
Widerspruch zur <-Minimalitdat von §in X N a. O
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Satz 2.35 Jede Wohlordnung ist zu genau einer Ordinalzahl isomorph.

Beweis: Sei A = (A, <”) eine Wohlordnung. Wire A zu verschiedenen Ordinalzahlen o
und [ isomorph, so o = # und damit o = § (vgl. Lemma 2.33).
Es bleibt die Existenz einer zu A isomorphen Ordinalzahl zu zeigen. Sei hierzu

= {b € A | das Anfangsstiick A4, ist zu einer Ordinahlzahl isomorph}.

Man sieht leicht ein, dass B ein Anfangsabschnitt von A ist. Zu jedem b € B gibt es nach
dem bereits Bewiesenen eine eindeutig bestimmte zu A; isomorphe Ordinahlzahl a/(b). Wir
setzen

X = {a(b) | b€ B}.

Somit ist X eine Menge von Ordinahlzahlen, ja X ist sogar eine Ordinahlzahl. Hierzu
miissen wir (wegen Satz 2.34) nur zeigen, dass X transitiv ist: Sei a(b) € X und 3 € a(b).
Gelte f: Ay 2 a(b) und sei ¢ := f~1(3). Dann ist f : (Ap). = (a(b))ﬁ. Wegen (Ap). = A.
und (a(b))ﬁ =pist f: A. = 0.

Insgesamt zeigt dies, dass die Zuordnung ¢ : b — «; ein Isomorphismus von B auf die
Ordinalzahl X ist. Ist also B = A, so sind wir fertig. Wéare nun B # A, so wire B = Ay fiir
ein geeignetes d € A und da B nach dem gerade Bewiesenen zur Ordinalzahl X isomorph
ist, ware d € B = Ay, ein Widerspruch. O

Satz 2.36 Die Klasse der Ordinahlzahlen ist keine Menge.

Beweis: Sei X die Klasse der Ordinalzahlen. Wire X eine Menge, so wire X nach Satz 2.34
eine Ordinahlzahl. Somit X € X, im Widerspruch zu Satz 2.34(1)(a). O

Definition 2.37 Sei X eine Menge von Ordinahlzahln und 3 eine Ordinahlzahl.
— [ ist untere Schranke von X, wenn 3 < « fiir alle o € X.

— [ ist obere Schranke von X, wenn o < (3 fiir alle a € X.

Bemerkung 2.38 Sei X eine nicht leere Menge von Ordinahlzahlen. Dann:
(1) X und |JX sind Ordinalzahlen.

(2) X ist obere Schranke von X; ist 3 eine obere Schranke von X, so ist |JX < .
Somit ist |J X die kleinste obere Schranke von X ; wir sprechen vom Supremum von
X und bezeichnen | J X auch mit sup X.

(3) X ist untere Schranke von X ; ist 5 eine untere Schranke von X, so ist § <[] X.
Somit ist (VX die grifste untere Schranke von X ; wir sprechen vom Infimum von X
und bezeichnen () X auch mit inf X
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(4) nfX (=NX) €X.

Beweis: (1) Wir wissen bereits, dass (| X eine Ordinahlzahl ist (vgl. Bem. 2.28(3)) und
dass | J X transitiv ist (vgl. Bem. 2.25(3)). Als Menge von Ordinahlzahlen wird (J X durch
€yx wohlgeordnet (vgl. Satz 2.34). Somit ist | J X eine Ordinahlzahl.

(2) Sei (§ eine untere Schranke von X. Fiir jedes a € X gilt somit &« C 3 und daher
U X C 3. Daher X < f.

(3) und (4) Sei [ eine untere Schranke von X und sei @ das <-minimale Element von X.
Wir zeigen oo = () X, woraus sich die Behauptungen ergeben. Wegen o € X gilt (X C a.
Fiir alle v € X gilt o <, daher a C 7 und somit oo C [ X.

d
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3 Das Axiomensystem NBG

Mit dem Allgemeinen Komprehensionsprinzip

Zu jeder Eigenschaft £ von Mengen ist
{z | x Menge und F trifft auf = zu}

eine Menge.

bilden wir die Menge
y = {x | + Menge und = ¢ =}

und erhalten den Widerspruch
yey <= y¢y.

Gesamtheiten wie
{z | x Menge und F trifft auf = zu}

nennen wir Klassen. Wir fithren ein Axiomensystem fiir Klassen ein.

Die Axiome von NBG. Wir beschéftigen uns mit einem Universum von Objekten, die
wir als Klassen bezeichnen. Im folgenden stehen A, B, C, . .. fiir Klassen. Die Klassen stehen
zueinander iiber die (zweistellige) Enthaltenseinsrelation € in Beziehung. Gilt A € B, so
sagen wir, dass A ein Element von B ist. Wir definieren:

Definition 3.1 Eine Klasse A ist eine Menge, wenn eine Klasse B mit A € B existiert.
Somit:
Bemerkung 3.2 (1) Jede Menge ist eine Klasse.

(2) Jede Klasse enthdlt nur Mengen als Elemente.

Im folgenden stehen a,b,c,...,z,y, z fiir Mengen.

(Ext) EXTENSIONALITATSAXIOM: Zwei Klassen sind genau dann gleich, wenn sie die glei-
chen Elemente enthalten.

Da wegen der vorangehenden Definition die Elemente von Klassen stets Mengen sind,
konnen wir das Extensionalitatsaxiom auch so formulieren:

Zwei Klassen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Mengen als Elemente
enthalten.

und formaler:

VAVB(A=B < Vz(z € A< z € B))

(Komp) KOMPREHENSIONSAXIOM: Fiir jede Eigenschaft E von Mengen gibt es eine Klasse,
die genau diejenigen Mengen als Elemente enthélt, auf die Eigenschaft E zutrifft.
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Eine solche Klasse ist wegen (Ext) eindeutig bestimmt und wird durch
{z | E trifft auf x zu}

oder kurz durch
{z | Ex}

bezeichnet.

Bemerkung 3.3 Die Klasse {x | x ¢ x} ist keine Menge (sie ist eine echte Klasse).
Beweis: Wére namlich {z | = ¢ x} eine Menge, so hitten wir fir y := {z | = ¢ x}

yey <= y¢vy,
ein Widerspruch

Aus (Komp) (und (Ext)) folgt die Existenz der (eindeutig bestimmten) Allklasse
Vi={z|z=uzx}
Bemerkung 3.4 A ist eine Menge gdw A € V.

Aus (Komp) folgt auch die Existenz der leeren Klasse
0:={x |z #x}.
Definition 3.5 Seien A, B Klassen. Dann ist A Teilklasse von B, wenn
Ve(r € A— z € B).
Wir schreiben dann A C B.

Bemerkung 3.6 Seien A und B Klassen. Mit (Komp) erhalten wir die Klassen

ANB = {z|rze€Aundx € B} den Durchschnitt von A und B
AUB = {x|xz € A oder z € B} die Vereinigung von A und B
NA = {z|VyeA: zey} den Durchschnitt von A

UA = {z|yeA: zey} die Vereinigung von A.

Unmittelbar aus der Definition erhilt man:
Bemerkung 3.7 (1) Istz€ A, so[JAC z C|JA.
(2) 0=V und Jb = 0.

Klassen und Eigenschaften entsprechen sich:
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— Zu jeder Eigenschaft E gibt es nach (Komp) die Klasse {x | E trifft auf x zu}.
— Zu jeder Klasse A gilt fiir die Eigenschaft “x € A”, dass A ={z | x € A}.
(Null) NULLMENGENAXIOM: () € V' (d.h. die leere Klasse ist eine Menge).
(Paar) PAARMENGENAXIOM: Fiir alle Mengen a und b gilt {z | x = a oder x = b} € V.
Wir bezeichnen diese Klasse mit {a, b}. Fiir {a,a} schreiben wir auch {a}.
(Ver) VEREINIGUNGSMENGENAXIOM: Fiir alle Mengen a gilt | Ja € V.

(Pot) POTENZMENGENAXIOM: Fiir alle Mengen a gilt P(a) :=={z |z Ca} € V.

(Aus) AUSSONDERUNGSAXIOM: Fiir jede Menge a und jede Klasse B gilt an B € V.
Bemerkung 3.8 Fiir jede Menge a und jede Eigenschaft E gilt
{y € a| E trifft auf y zu} € V.
Fiir eine Menge a die Menge

z={ycalydy}
kein Element von a. Sonst wiirde (z € z <= z ¢ z) gelten.
Bemerkung 3.9 (1) Wenn B Ca, so BeV.

(2) V¢&vVv.

Beweis: (1) Wenn B C a, so nach (Aus) B=aNBeV.

(2) Ware V e V, so wegen {z |z ¢ x} C V nach (1): {z | x ¢ z} € V, im Widerspruch zu
Bem. 3.3.

Definition 3.10 Eine Klasse A ist induktiv, wenn
- 0 e A;
— firalle z € A: zU{z} € A.

Beispiel 3.11 V ist induktiv.

(Inf) UNENDLICHKEITSAXIOM: Es gibt eine induktive Menge.

Bemerkung 3.12 Ist A eine nicht leere Klasse von induktiven Mengen, so ist [ A eine
induktive Menge.
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Beweis: Sei b € A. Dann ist [JA = bN[)A € V nach (Aus). Da jedes Element von A
induktiv ist, ist auch (] A induktiv. d
Definition 3.13 Wir setzen

W= ﬂ{x | z induktiv}.

Somit w € V.

(AC) AuswaHLAXIOM: Fiir jede Menge z paarweiser disjunkter nicht leerer Mengen gibt
es eine Teilmenge u von |Jz mit:

fiir alle y € x: w Ny enthélt genau ein Element.
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4 Geordnete Paare, Relationen und Funktionen

Definition 4.1 Fiir Mengen a, b setzen wir
(a,0) := {{a},{a,b}},
das geordnete Paar von a und b.
Bemerkung 4.2 (1) (a,b) € V.
(2) Wenn (a,b) = (c,d), soa=cundb=d.
Beweis: Sei © = {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Ist a = b, so ist x = {{a}}, woraus sich mit
(Ext) {¢,d} = {a} und weiter a = ¢ und a = d ergeben.

Ist a # b, so ist {a,b} = {c,d} und {a} = {c}, woraus sich ¢ = ¢ und damit b = d
ergeben.

Definition 4.3 (a,b,c) = ((a,b),c)
(a,b,c,d) = ((a,b,c),d)

Lemma 4.4 (1) Wenn a,b € C, so (a,b) € P(P(C)).

(2) Wenn (a,b) € C, soa,be|JJC.
Beweis: (1) Seien a,b € C. Dann {a},{a,b} € P(C) und damit (a,b) = {{a},{a,b}} €
P(P(C)).

(2) Sei (a,b) € C. Dann ist (a,b) C C nach Bem. 3.7(1) und damit {a, b} € |J C und somit
(wiederum wegen Bem. 3.7(1)) a,b € UUC.

Definition 4.5 Fiir Klassen A, B ist

AxB:={z|Ja€ AFbe B: z=(a,b)} ={(a,b) |]a€ Aund b € B}
das (direkte) Produkt von A und B.
Bemerkung 4.6 Fiir Mengen c,d gilt c x d € V.

Beweis: Wenn (a,b) € ¢xd, so a,b € cUd. Daher (a,b) € P(P(cUd)) (nach Lemma 4.4(1)),
also ¢ x d C P(P(cUd)) € V und somit ¢ x d € V nach (Aus). O

Beispiel 4.7 Fiir eine Menge z gilt €,:= {(y,2) |y,z €z und y € z} € V (da €,C z x x)
und somit (z, €,) € V. Daher kénnen wir die Klasse

Ord : = {z | x transitiv und (z, €,) ist Wohlordnung}
= {x | x ist Ordinalzahl}

der Ordinalzahlen bilden.
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Relationen

Definition 4.8 (1) Eine Klasse R ist eine (zweistellige) Relation, wenn R C V x V.
Statt (x,y) € R schreiben wir dann gelegentlich auch zRy.

(2) Eine Klasse F' ist eine Funktion, wenn

— F eine Relation ist und

—aus (z,y1) € F und (z,y9) € F folgt y1 = yo.

Statt (z,y) € F schreiben wir dann auch F(z) = y.

Ist R eine Klasse, so sei

D(R) = {x]|3y: (z,y) € R} der Definitionsbereich von R
W(R) = {y|3x: (z,y) € R} der Wertebereich von R
Fld(R) = D(R)UW(R) das Feld von R
-t = {(y,z) | (z,y) € R} das Inverse von R

Isr S eine zusatzliche Klasse, so ist
RoS:={(z,2) | Jy((x,y) € Sund (y,2) € R} die Verkettung von R und S.
Sind F, A, B Klassen, so steht
F:A—B fiir F Funktion, D(F) = A und W(F) C B.

“F': A — B injektiv,” “F : A — B surjektiv’ und “F : A — B bijektiv” haben die
naheliegenden Bedeutungen.

Bemerkung 4.9 Flir eine Relation R sind dquivalent:
(i) ReV.
(i) D(R),W(R) e V.

(iii) Fld(R) € V.

Beweis: (i) = (ii): Sei R € V. Dann ist
em 4. (Aus)
D(R)={z|3y: (z,y) e R} 2" {z ¢ UUR | Jy: (z,y) € R} € W

nach (ii)

(i) = (iii): Fld(R) = D(R)UW(R) € V.

nach (111

(iii) = (i): R C Fld(R) x Fld(R) V. Mit (Aus) erhallten wir R € V. O

26



Folgerung 4.10 Fiir Relationenr,s: ros, r e V.

Beweis: ros € D(s) x W(r) e Vund r~' € W(r) x D(r) € V. O

Eine Relation R ist eine Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv auf Fld(R), symmetrisch
und transitiv ist.

Beispiele 4.11 (1) ~:= {(z,y) | 3f f :  — y bijektiv } ist eine Aquivalenzrelation
mit Fld(~) = V.

(2) Zwo = {((z,7),(y,5)) | (x,7), (y,s) Wohlordungen und (z,7) = (y, s)} ist eine Aqui-
valenzrelation. Es sind Fld(Zwo) und damit o echte Klassen. Wire namlich
Fld(=wo) € V, so wire (da («, €,) € Fld(Z=wo) fiir jede Ordinahlzahl «) Ord =
{z € UUFId(Zwo) | « Ordinahlzahl} € V', ein Widerspruch zu Satz 2.36.

Definition 4.12 Sei R eine Aquivalenzrelation. Dann bezeichne fiir w € Fld(R)
wf = {z | wRx}

die Aquivalenzklasse von w (bei R).
Eine Klasse T ist eine Reprdsentantensystem (von R), wenn

T CFl(R)
— Vw € FId(R): w®NT ist einelementig.

Beispiel 4.13 Sei w # () und ~ wie in Beispiel 4.11. Dann ist @w"~ eine echte Klasse.

Beweis: Sei etwa a € w. Fiir jede Menge y ist w ~ w x {y} (via z — (z,y)). Somit
w x {y} € w~ und daher (a,y) € Jw™~ und y € YU UJw™. Also YUJw™ = V, somit
w~ ¢ V.

Bemerkung 4.14 Sei R eine Aquivalenzrelation auf a. Dann:
(1) Fiir allew € a: v € V.

(2) a/R € V, wobei a/R := {w" | w € a}, die Menge der Aquivalenzklassen oder die
Faktormenge von a nach R ist.

(8) Es gibt ein Reprisentantensystem und jedes Reprdasentantensystem ist eine Menge.

Beweis: (1),(2): Nach (Aus) da wf C a und a/R C P(a).

(3) Ist T ein Reprisentantensystem, so 7' C a und somit 7" € V. Da w € w' fiir jedes
w € a, ist a/R eine Menge paarweise disjunkter nicht leerer Mengen; nach (AC) gibt es
eine “Auswahlmenge;” jede solche Auswahlmenge ist ein Représentantensystem. U

Beispiel 4.15 Ord genauer {(«, €,) | @ € Ord} ist ein Reprisentantensystem fiir Zwo
(wegen Satz 2.35).
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Funktionen

Beispiele 4.16 Die folgenden Klassen sind Funktionen; fiir F, und F. ergibt sich dies aus
Satz 2.35.

S ={(a,aU{a}|ae€ Ord}.
Py = {((@8),7) | 0B,y € Ord, (a€4)+ (5,€9) = (1,€,)}  die Addition von OZ.
Fo= {((@,),7) | a6, € Ord, (a,€0) (5,€5) = (1,€,)}  die Mult. von OZ.

Somit S(a) = a + 1. Statt ((«, 3),7) € Fy und ((«, 3),7) € F. schreiben wir auch
a+pB=vy bzw. a-f=r.
Ubung 4.17 Man zeige:
(1) S, Fy und F sind echte Klassen.

(2) Fiir alle Ordinalzahlen o: a+1=a+1

Definition 4.18 Ist R eine Relation und A eine Klasse, so sind die Klassen

R A:={(z,y) | (z,y) € Rund x € A}
R[A :={y |3z € A: (z,y) € R}

die Restriktion von R auf A bzw. die Bildklasse von A unter R.

Das Axiomensystem NBG umfasst noch ein weiteres Axiom.

(Ers) ERSETZUNGSAXIOM. Fiir jede Funktion F' und Menge a ist F'[a] eine Menge.

Bemerkung 4.19 (1) Ist F' eine Funktion und a € V, so ist F [a € V.

(2) Ist F eine Funktion und D(F) €V, soist F € V.

Beweis: (1) Wegen F' | a C a X Fla] und a x F[a] € V nach (Ers).
(2) Da FF'=F | D(F) und (1). O

Definition 4.20 Fiir Klassen A, B bezeichnet
AB:={f|f:A— B}
die Klasse aller Funktionen von A nach B.

Bemerkung 4.21 (1) Ist A¢V, so 4B = ).
(2) “beV.



Beweis: (1) Wire f €4 B, so A= D(f) € V nach der vorangehenden Bemerkung.

(2) Ist f €*b,s0 f Caxb,somit f € P(a xb). Daher ®b C P(a x b) und damit *b € V
nach (Aus). O

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einer Anwendung des Auswahlaxioms.

Bemerkung 4.22 Sei a eine Menge nicht leerer Mengen. Dann gibt es eine Auswahl-
funktion fiir a, d.h. es gibt ein f:a — |Ja mit

Yy€ea: fly) €.

Beweis: Sei
b:={yx{y} |y e€a}.

Dann ist () ¢ b (da @) ¢ a) und die Elemente in b sind paarweise disjunkt. Nach (AC) gibt
es daher ein Menge ¢ mit

fiir alle z € b: ¢ N z ist einelementig.
Somit gibt es zu jedem y € a genau ein u € y mit (u,y) € c. Daher ist
fi={(pu) |y € aund (uy) € c}

eine Funktion; f ist eine Auswahlfunktion fiir a. U

Definition 4.23 Sei a eine Menge und f eine Funktion mit D(f) = a. Dann ist
Myeof(w) :={g | g Funktion, D(g) = a und Vw € a: g(w) € f(w)}
das Produkt der Mengen in f[a].

Bemerkung 4.24 (1) e, f(w) € V.
(2) Wenn f(w) =0 fir mindestens ein w € a, so Uyeaf(w) = 0. Sonst Myeqaf(w) # 0.

Beweis: (1) Ist g € Hyeaf(w), so D(g) = a und W(g) C U{f(w) | w € a} = fla] € V.
Somit g C a x | f[a], also g € P(a x| f[a]) und daher I1,¢,f(w) € P(a x| fla]), woraus
sich mit (Aus) die Behauptung ergibt.

(2) Fiir jedes g € Hyeo f(w) gilt g(w) € f(w) fir alle w € a. Ist wy € a und f(wg) = 0, so ist
somit e, f(w) = 0. Ist dagegen f[a] eine Menge nicht leerer Mengen, so gibt es nach der
vorangehenden Bemerkung eine Auswahlfunktion A fir fla]. Dann ist ho f € T e.f(w),
da h(f(w)) € f(w) fir w € a. O

29



Priazisierung des Komprehensionsaxioms. Man kann die Eigenschaften, die im Kom-
prehensionsaxiom zugelassen werden, préizisieren bzw. beschrinken auf die, die in der Spra-
che der ersten Stufe ausdiickbar sind. Wir geben die wesentlichen Schritte an.

Das Alphabet der Sprache der ersten Stufe. Das Alphabet der Sprache L der ersten Stufe
besteht aus den Zeichen:

(a) KLASSENVARIABLE. Vi, V...

Die BuchstabeX,Y, Z stehen im Folgenden fiir Klassenvariablen.

(b) MENGENVARIABLE. vy, Us,. ..

Die Buchstabex, y, z stehen im Folgenden fiir Klassenvariablen.
(c) GLEICHHEITSZEICHEN. =

(d) ENTHALTENSEINSZEICHEN. €

(e) JUNKTOREN. = “nicht”, A “und”, VvV “oder”,

—  “wenn — so”, < “genau dann, wenn”
(f) QUANTOREN. V “fiir alle”, 3 “es gibt”
(g) HILFSSYMBOLE. ), (

Die Ausdriicke der Sprache der ersten Stufe. Die Ausdriicke (oder Formeln) von L sind
die Zeichenreihen, die man durch endlichmalige Anwendung der folgenden Regeln erhalten
kann:

A1) Fiir Klassen- oder Mengenvariablen ¢, 1, ist t; = t5 ein Ausdruck.

A2

Fiir Klassen- oder Mengenvariablen 1, ¢y ist t; € t5 ein Ausdruck.

(A1)

(A2)

(A3) Ist ¢ ein Ausdruck, so auch —.

(A4) Sind ¢ und ¢ Ausdriicke, so auch (p A ), (¢ V1), (¢ — ) und (¢ < ).
(A5)

Ab5) Ist ¢ ein Ausdruck und x eine Mengenvariable, so sind Vxy und Jzre Ausdriicke.

Eine Mengenvariable x kommt in einem Ausdruck ¢ frei vor, wenn sie in ¢ an minde-
stens einer Stelle vorkommt, wo sie nicht im Wirkungsbereich eines Quantors Vx oder dz
steht.

Fiir einen Ausdruck ¢ schreiben wir auch (x4, ...,z Y1, ..., Y;) um anzudeuten, dass
in ¢ hochstens die Mengenvariablen x4, ..., x4 frei vorkommen und hochstens die Klassen-
variablen Y7, ..., Y, vorkommen.

Nun 148t sich das Komprehensionsaxiom wie folgt prézisieren:
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(Komp) KOMPREHENSIONSAXIOM: Fiir jeden Ausdruck ¢(z, Yy, ..., Ys) und Klassen Ay, ..., A
gibt es die Klasse

{a | ¢(a, Ay,..., As)}.

Die folgende Tabelle zeigt, welche Formeln wir wihlen konnen, um etwa die Klassen V',
0, NC,UC, P(C)und bN C zu rehalten; dabei sei C' eine Klasse und b eine Menge.

V o= {a|¢i(a)} fur o1(x): z=1
0 = {a|eaa)} fiir po(x): —x ==
NC = {a]gs(a,C)} fir — ps3(2,2): Vylye Z -z ey)
UC = {ale@,C)}  fir  @u(e.2): JylyeZrzey)
P(C) = {aleps(a,C)} fir — @s(z,2): Vylyer —yeZ)
bNC = {alwpsla,b,C)} fir ge(x,Y,Z): (xe€eY Nz eZ).
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5 Die (mengentheoretischen) natiirlichen, ganzen, ra-
tionalen, reellen und komplexen Zahlen.

Wir wissen bereits (vgl. Bem. 3.12):

Satz und Definition 5.1 w := ({2 | = induktiv} ist eine induktive Menge, die Menge
der (mengentheoretischen) natiirlichen Zahlen.

Bemerkung 5.2 w ist eine Ordinalzahl.

Beweis: Wir setzen
y:={r€w|r Cwund z € Ord}.

Somit ist y C w und y ist transitiv: Ist ndmlich z € y und z € z, so z C x (C w) und
z € Ord (beides da x € Ord). Somit z € y. Als transitive Menge von Ordinalzahlen ist
y selbst eine Ordinalzahl (vgl. Satz 2.34). Es geniigt daher w C y (und damit w = y)
zu zeigen. Man weist aber leicht nach, dass y induktiv ist, woraus sich die Behauptung
ergibt. O

Wegen der Induktivitit von w gilt 0, 1,2, ... € w. Wir bezeichnen im Folgenden 0,1, 2, . ..
durch 0,1,2... und die Buchstaben ¢, j, k stehen fiir natiirliche Zahlen. So bezeichnet fiir
eine Eigenschaft £

{i | E(i)}

die Menge
{iewl|E®)}

Wir setzen
"={(i,iU{i} | i € w}.

Da w induktiv ist, gilt daher " : w — w.

Bemerkung 5.3 (w,",0) erfillt die PEANOAXIOME:

(P1) Fir allei: i' # 0.

(P2) Fiir alle i,j: wenn i =7, soi=j.

(P3) (Prinzip der vollstindigen Induktion) Fir alle a C w mit
0 € a und firalek € a: k' €a

gilt a = w.
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Beweis: Wegen i € ¢ ist (P1) klar.

(P2) Wir wissen bereits, dass fiir beliebige Ordinalzahlen o und (3 sich a = § aus aU{a} =
BU{B} ergibt.

(P3) Wenn a C w die angegebene Eigenschaft hat, so ist a induktiv und somit w C a (nach
Definition von w); somit ist a = w. O

(P3) (oder genauer die Definition von w) rechtfertigt Beweise durch vollsténdige Induk-
tion:

Will man zeigen, dass alle natiirliche Zahlen eine FEigenschaft £ haben, so

geniigt der Nachweis
£(0)

und
fir alle k& (wenn E(k) so E(k")).

Dann ist ndmlich a := {k | E(k)} induktiv und somit a = w.

Summe und Produkt von Ordinalzahlen hatten wir in Beisp. 4.16 definiert.
Bemerkung 5.4 Fir alle i und j gilt: 1+ j € w undi-j € w.
Beweis: Sei i € w. Wir zeigen zunichst durch Induktion iiber j, dass i + j € w.

Fiir 7 = 0 ist nach Definition der Summe von Ordnungen 7 + 0 = ¢, also i + 0 € w. Sei
1+ j € w. Wiederum nach der Definition der Summe von Ordnungen erhalten wir

i+ =+,
woraus sich i + j' € w aus der Induktionsvoraussetzung ergibt.

Wir zeigen nun durch Induktion iiber j, dass 7 -7 € w.
Fiir 5 = 0 ist nach Definition des Produktes von Ordnungen 7 -0 = 0, also 7 - 0 € w. Sei
1+ j € w. Wiederum nach der Definition des Produktes von Ordnungen erhalten wir
i =(i-j)+1,
woraus sich 7 - j/ € w aus der Induktionsvoraussetzung und der fiir die Summe bereits

bewiesene Beahuptung ergibt. O

Wir wissen, dass <,=¢€, eine Wohlordnung auf w ist. Somit:
Bemerkung 5.5 Jede nicht leere Menge natirlicher Zahlen enthdlt ein kleinstes Element.

Wir haben somit in unserem Rahmen die Menge der natiirlichen Zahlen mit ihrer
Addition, Multiplikation und Ordnung definiert. Nun lassen sich die Menge der ganzen,
rationalen, reellen und komplexen Zahlen zusammen mit ihren Operationen in der iiblichen
mengentheoretischen Weise definieren. So kénnen wir fiir die ganzen Zahlen etwa

Z:=wU({w} x (w\{0})

setzen. Dabei iibernimmt (w, 7) die Rolle von —7 (man weist leicht nach, dass wN({w} x (w)\
{0} = (). Die Funktionen + und - und die Ordnung <, lassen sich leicht auf Z erweitern.
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6 Der allgemeine Rekursionssatz.

Lemma 6.1 Ist F': A — b injektiv, so sind ;A€ V.

Beweis: Fiir den Wertebereich W (F') gilt W(F') C b; daher W(F') € V' (nach (Aus)). Da
F injektiv ist, ist F~!: W(F) — A bijektiv. Nach (Ers) somit A = F~'[W(F)] € V und
damit auch F' € V. O

Definition 6.2 Sei R eine Relation.

— R ist fundiert, wenn jede nichtleere Teilklasse des Feldes ein minimales Element
enthélt, d.h.

B( # B CFld(R) = 3b € BYc € B: nicht cRb.

— R ist lokal, wenn
Vb e FIA(R) : {c|cRb} € V.

Beispiele 6.3 (1) €o,q ist fundiert und lokal.

(2) Fiir jede Ordinalzahl « ist €, fundiert und lokal.

(3) R:={((a,a),(a,B)) |a €V, a,3 € Ord, a < 3} ist fundiert und lokal.

(4) R:= {((a @), (b,0)) |a,beV, a,B € Ord, a < 3} ist fundiert, jedoch nicht lokal.
(5) {((4,7),0) | 4,7 € w, 1 <3 < i} U{((4,9), (i, k) | i,j,k € w, 1 < j <k < i} ist

fundiert und lokal.
Der folgende Begriff wurde fiir Ordnungen in Def. 2.17 eingefiihrt.

Definition 6.4 Sei R eine Relation. Dann ist eine Teilklasse C' von FId(R) ein Anfangs-
abschnitt oder Anfangsstiick von R, wenn

Ve € C'Wb € FId(R) (bRe — b € C).

Satz 6.5 (Allgemeiner Rekursionssatz) Sei R eine fundierte, lokale und transitive Re-
lation und G : FIA(R) x V' — V. Dann gibt es genau eine Funktion F : Fld(R) — V mit

F(b) = G(b, F' | {c | cRb}) (3)
fir alle b € FId(R).
Bevor wir den Satz beweisen, geben wir zunéchst eine Anwendung.

Satz 6.6 Zu jedem a € V' gibt es eine Ordinahlzahl o mit o ~ a.
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Auch hiervon geben wir zunéchst einige Folgerungen.

Folgerung 6.7 (Wohlordnungssatz) Jede Menge ist wohlordenbar.

Beweis: Sei a € V. Nach dem vorangehenden Satz gibt es a mit o ~ a. Sei etwa f : @ — a
bijektiv. Wir setzen

<a={(fB), f(M) | B,v €, B <A}

Dann ist f: (o, €4) = (a,<,) und daher ist (a, <,) eine Wohlordnung. O

Folgerung 6.8 Fira,beV gilt

a="b oder b=<a.

Beweis: Wir wiahlen Ordinalzahlen o und 3 mit
a~a und [B~0b

(vgl. Satz 6.6). Wegen Satz 2.34 ist o <  oder # < « und somit a < b oder b < a. O

Beweis von Satz 6.6. Sei g eine Auswahlfunktion fiir P(a) \ {0}. Somit
Vb Camitb#£0: g(b) €b.

Wir wihlen zg € V mit zy ¢ a. Wir wenden den Allgemeinen Rekursionssatz an mit
R =€p,qund G : Ord x V — V', wobei fiir v € Ord und h € V'
gla\ W(h)) wenn W(h) C a

X sonst.

G(’% h) = {

Dann gilt fiir alle a € Ord
F(a)=G(a, F | a). (4)

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich:

Behauptung 1. Fiir alle o € Ord: F(a) € a oder F(a) = .

Behauptung 2. Wenn o < f und F(a) = xg, so F(f) = xq.

Beweis: Ist F(a) = xg, soist W(F | a) ¢ a und somit W(F | 3) ¢ a fir a <  und damit
F(B) = xo. —|
Behauptung 3. Wenn a < 3, F(a) € a und F(() € a, so F(a) # F(f).

Beweis: Da F(3) = gla\ W(F | 8)) und somit F(8) € b\ {F(y) | v < 8} Cb\ {F(«a)}.

Behauptung 4. Es gibt ein a mit F(«a) = xo.
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Beweis: Sonst wire F': Ord — a nach Behauptungen 1 und 3 injektiv, im Widerspruch zu
Lemma 6.1. .

Sei ag die kleinste Ordinalzahl o mit F'(«) = z, Die folgende Behauptung beendet den
Beweis des Satzes.

Behauptung 5. F' | ag : ag — a ist bijektiv.

Beweis: Nach Behauptung 3 ist die Funktion injektiv. Ware W(F | ag) C a, so wire
F(ap) = gla\ W(F | ap) € a und damit ungleich z, ein Widerspruch. O
Beweis von Satz 6.5. Sei R eine fundierte und transitive Relation und G : FId(R) x V —
V. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit von F', d.h. wir nehmen an, dass fiir F}, F; :
Fld(R) — V, die beide der Gleichung (3) fiir alle b € FId(R) gentigen, F; = F; gilt.

Ansonsten sei b R-minimal in {d € FId(R) | Fi(d) # F»(d)}. Dann gilt Fy | {c | cRb} =
Fy | {c| c¢Rb}. Dann ist nach (3) jedoch Fy(b) # Fy(b).

Existenz. Wir setzen
H :={h | h Funktion, D(h) Anfangsabschnitt von R und h erfillt (3) auf D(h)}.

Wie die Eindeutigkeit zeigt man
("“) Sind hl,hg € Hund b € D(hl) N D(hg), SO hl(b> = hg(b)
Wir setzen F' = | J H. Aus der Definition von H und F und aus (+) ergeben sich

F ist eine Funktion, D(F') ist ein Anfangsabschnitt von R, F' erfiillt (3) auf
D(F)undVhe H: hCF.

Somit ist nur noch D(F') = FId(R) zu zeigen. Wir nehmen an F1d(R) \ D(F') sei nichtleer
und b ein R-minimales Element von F1d(R) \ D(F). Dann ist {c¢ | cRb} C D(F') und somit
gilt fiir die Funktion

Fo:=FU{(b,G0,F | {c|cRb})},

dass sie (3) auf D(Fp) erfillt und dass {c | cRb} U{b } C D(F}). Somit erfiillt auch
ho :==Fy [ {c| cRb}U{b }

(3) auf D(hg). Da R transitiv ist, ist D(hg) ein Anfangsstiick von R, somit ist hg € H und
damit hy C F, ein Widerspruch zu b ¢ D(F). O

Beispiel 6.9 Sei R eine fundierte, lokale und transitive Relation. Mit dem Allgemeinen
Rekursionssatz definieren wir die Hohenfunktion H : FId(R) — V durch: Fiir alle b €
Fld(R)

= J{H(c)U{H(0)} | cRb}. (5)
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Hierbei verwenden wir als G : FId(R) xV — V im Allgemeinen Rekurionssatz die Funktion

U{h(c) U{h(c)} | ¢cRb}, wenn h Funktion und D(h) = {c| cRb}

0, sonst

G(b,h) = {

Dann ist H(b) € Ord; ansonsten wéhlen wir ein R-minimales Element by in der dann nicht
leeren Klasse {d € FId(R) | H(d) ¢ Ord}. Wegen (5) ist H(by) die Vereinigung einer
Menge von Ordinalzahlen und somit (nach Bemerkung 2.38) selbst eine Ordinalzahl, ein
Widerspruch. Somit ist H : Fld(R) — Ord und wegen Bemerkung 2.38 und (5) gilt fur alle
b e Fld(R)

H(b) =sup{H(c)+ 1| cRb}.

Man nennt H(b) die Hohe von b in R. Ist R € V, so ist sup{H(b) + 1 | b € FId(R)} die
Hohe von R.

Man iiberlegt sich leicht, dass H(€,) = « fiir jede Ordinalzahl o und H(R) = w + 1
fur die Relation R in Beispiel 6.3 (5).

Varianten des Rekursionssatzes.
Definition 6.10 Sei « eine Ordinahlzahl.
— « ist eine Nachfolgerzahl, wenn existiert § mit o = 3’ := g U {8}.
— « ist eine Limeszahl, kurz: Lim «, wenn « # 0 und « ist keine Nachfolgerzahl.
Fiir jede Ordinalzahl « gilt also
entweder o = 0 oder « ist Nachfolgerzahl oder Lim a.

Daraus erhalten wir unmittelbar:

Satz 6.11 (Prinzip der transfiniten Induktion) Will man zeigen, dass alle Ordinahl-
zahl eine Eigenschaft E haben, so geniigt es (i), (ii) und (iii) nachzuweiesen:

(1) E(0)
(i) fir jede Ordinahlzahl a: (wenn E(«), so E(d))

(iii) fir jede Limeszahl v: (wenn E(«) fir alle o < 7y, so E(v)).

Beweis: Wiirde E nicht auf alle Ordinalzahlen zutreffen, so géibe es eine kleinste 3 mit
nicht F(3). Nach (i) wére 5 # 0, nach (ii) wére 3 keine Nachfolgerzahl und nach (iii) auch
keine Limeszahl, ein Widerspruch. O

Bemerkung 6.12 Sei o eine Ordinahlzahl.
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(1) « ist eine Limeszahl gdw o ist induktiv.

(2) Jede natiirliche Zahl # 0 ist eine Nachfolgerzahl.

(8) w ist die kleinste Limeszahl.

(4) Ist «v ist eine Nachfolgerzahl, etwa o = B U {B}, dann ist |Ja = f.
(5) « ist eine Limeszahl gdw (o # 0 und |Jo = «).

Beweis: (1) ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen von Limeszahl und induktiver
Menge.

(2) Wire i € w induktiv, so w C i (nach Definition von w und daher ¢ € ¢, ein Widerspruch.
Die Behauptung ergibt sich somit aus (1).

(3) gilt wegen (1) und (2).

(4) Sei @« = BU{S}. Es gilt somit v < [ fiir alle v € . Da |Ja nach Bem. 2.38 das
Supremum der Ordinalzahlen in « ist, gilt daher | Ja < 3, wegen 3 € a somit |Ja = (.

(5) Wegen (4) ergibt sich aus der rechten Seite die linke. Sei nun « eine Limeszahl. Da
v C a fiir v € a, ergibt sich |Ja < a. Wére |Ja = < a, so nach Voraussetzung (' € «
und somit 5 € |Ja = 3, ein Widerspruch. O

Beispiel 6.13 (Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.) Sei v ein Vektorraum und vy seine
Menge von Vektoren. Fiir x C vy bezeichne (z)” die Menge der Linearkombination von
Vektoren aus x. Somit ist x eine Basis, wenn z linear unabhéngig ist und ()" = vy.

Enthélt vy nur den Nullvektor 0, so ist () eine Basis von v. Sei nun vy D {0}. Wir
wéhlen eine Ordinalzahl o und eine Bijektion h : a — vy (mit Satz 6.6). Fiir 8 < a setzen
wir ag := h((3). O.B.d. A. sei qy # 0. Nach dem Allgemeinen Rekursionssatz gibt es eine
Funktion f:a — V mit: Fiir alle § < «

£(3) = {ag, falls {ag} U f[5] linear unabhéngig ist;

ag, sonst.
Man beachte, dass f(0) = ag. Durch transfinite Induktion iiber  zeigt man weiterhin
wenn 3 < a, so ist f[J] linear unabhéngig

Fiir < a mit Lim § kann man wie folgt argumentieren: Sei nach Induktionsvoraussetzung
f[0] linear unabhéngig fiir alle 6 < (. Ist f[3] linear abhéingig, so gibt es wegen f[5] =
{f(6) | & < B} endlich viele paarweise verschiedene d1,...,0; <  und Skalare Aq,..., \;
mit (A, ..., A;) # (0,...,0) mit Ay f(01)4+-- -+ X f(9;) = 0. Wir setzen 6 := sup{dy,...,0;}.
Dann ist 6 + 1 < 8 und f[§ + 1] linear abhéngig, ein Widerspruch.

Wiire nun = = f[a] keine Basis, so gébe es ein § < a mit ag ¢ (x)”. Dann wére aber
{ag} U fla] und somit {ag} U f[5] linear unabhéngig. Nach Definition von f wire aber
dann ag = f(B) € fla] = x, ein Widerspruch.
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Satz 6.14 Sei A = Ord oder A € Ord, A #0. Seiag € V und seien G1,Gy : AXV — V.
Dann gibt es genau eine Funktion F': A — V mit
F(O) = Qg
fir allea mit o/ € A: F(o/) = Gi(o, F(a))
fir alle v € A mit Lim vy:  F(v) = Gy, F [ 7)
Fir A = w erhalten wir die “gewdhnliche” induktive Definition von Funktionen mit der

Menge der natiirlichen Zahlen als Definitionsbereich: Sei ag € V und sei G :w xV — V.
Dann gibt es genau eine Funktion F':w — V mit

F(O) = Qo
View: F(ii+1) = G(i,F(i)

Beweis: Wir definieren G : A x V — V durch

agp falls =0

G1(UpB, f(UP)) falls 5 Nachfolgerzahl, f Funktion und |3 € D(f)
Go(UB, f15)) falls Lim 3, f Funktion und g C D(f)

0 sonst,

G(B, f) =

genauer, G = {(z,y) | (x = Oundy = ap) oder ...}. Da €4 eine Wohlordnung auf
A = Fld(€,) ist, gibt es nach dem Allgemeinen Rekursionssatz genau eine Funktion
F:A—V mit

F(3) = G(5, F | B)

fiir alle § € A. Jetzt ergibt sich die Behauptung aus der Definition von G. U

Beispiel 6.15 Sei r eine Ordnung. Dann sind dquivalent:
(1) r ist keine Wohlordnung;
(2) Es gibt eine absteigende r-Folge, d.h. es gibt eine Funktion f : w — Fld(r) mit
fli+ Drf() fir alle i € w.

Beweis: (1) = (2): Sei f wie in (2). Dann besitzt W (f) kein r-minimales Element.
(2) = (1): Da r keine Wohlordnung ist, gibt es eine nichtleere Teilmenge a ohne r-

minimales Element. Sei g eine Auswahlfunktion fiir P(a) \ {0}. Wir definieren f : w —
Fld(r) durch Induktion:

f(0) = g(a)
fa+1) = gz |z eca, arf(i)}).
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Beispiel 6.16 (von Neumannsche Hierarchie) Man definiere VH als die eindeutige
bestimmte Funktion VH : Ord — V' (wir schreiben V,, statt VH(«)) durch:

Vo =0
Va+1 = P(Va)
wenn Lim v, s0 V), = | {Va|a <7}

Va, ist die a-te Stufe der von Neumannschen Hierarchie.
Fiir festes o zeigt man mit Satz 1.11 leicht durch transfinite Induktion iiber 3

wenn o < 3,s0 V, < Vg .

Weiterhin gilt:

Lemma. (a) Yo : 'V, ist transitiv.

(b) Yo, B : (wenn o < 3, so V,, C Vj).
Beweis. (a) Transfinite Induktion {iber a:
a = 0: 1} ist transitiv.

a = [+1:Seix € Vg1 = P(V3) und y € x. Dann erhalten wir nacheinander x C Vi, y € V3,
y € V3, y € Vi1, wobei wir bei der vorletzten Behauptung die Induktionsvoraussetzung
verwenden.

Lim o: Dann ist nach Induktionsvoraussetzung V3 < a : V3 transitiv und somit V,, =
U{Vs | B < a} transitiv (vgl. Bem. 2.25).
(b) Fiir festes « zeigen wir

V3 (wenn o < 3, so V, C V)

durch Induktion iiber (.

Fiir g = 0 ist die Behauptung klar. Sei 3 =6+ 1 und a <+ 1. Ist @« = + 1, so
ist die Behauptung wiederum klar. Ist o < 6, so ist V,, C V5. Wegen Vs € Vi1 = P(Vj).
Nach (a) somit V,, C V5 C V. Ist Lim 5 und o < 3, so folgt die Behauptung wegen
Vs =U{Vs | 0 < B} unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung. .

Satz. V = Jyeorq Vo gdw € ist fundiert.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass € fundiert ist. Wenn A := V' \ J,coq Va # 0, so
gibt es ein €-minimales Element a in A. Dann ist also a C Uanrd V.. Fir die Funktion

F={(z,a)|zea, zeVound VB <a: z¢Vs}

gilt daher D(F') = a. Somit ist W (F) eine Menge. Daher und wegen (b) im vorangehenden
Lemma gilt a C Vj fiir 8 := |JW/(F), also a € Vj41, ein Widerspruch.

Héaufig wird die Aussage “€ ist fundiert” als Axiom zu dem Axiomensystem NBG
hinzugenommen; man spricht dann von dem Fundierungsaxiom.
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Beispiel 6.17 (Zornsches Lemma) Sei r eine Relation mit Fld(r) = a. Weiterhin sei
(a,r) eine partielle Ordnung, d.h. 7 ist transitiv und irreflexiv. Ein Element = € a ist eine
obere Schranke von b C a, wenn fiir alle y € b gilt: (yrz oder y = z). Ein Element z € a ist
ein maximales Element, wenn fiir kein y € a gilt xry. Eine Teilmenge b C a ist eine Kette
(in (a,r)), wenn fiir z,y € b mit = # y gilt xry oder yrz.

Die folgende Aussage wird als Zornsches Lemma bezeichnet:

Jede partielle Ordnung, in der jede Kette eine obere Schranke besitzt, hat min-
destens ein maximales Element.

Beweis: Sei g eine Auswahlfunktion fiir P(a)\{0} und sei zy € V mit zy ¢ a. Wir definieren
F : Ord — V durch transfinte Induktion

Fla) = {g(b) falls Fla] Caund b= {y € a\ Fla] | ¥z € Fla] : ary} #0

xo sonst.

Wie in Behauptung 4 von Folgerung 6.8 zeigt man, dass es eine kleinste Ordinahlzahl ay
gibt mit F'(ag) = xo und dass fiir sie gilt:

— fiir alle 8,7 < ap mit g <y: F(B)rF(v).

Somit ist F[ag| eine Kette. Sei u eine obere Schranke von Flog]. Wir zeigen, dass u ein
maximales Element ist. Sonst wiirde urz fiir ein z € a und damit F(f)rz fur alle 5 < ap
gelten. Dann wére z € {y € a | Vo € Fla]: zry} und nach Definition von F daher

F(ap) # . =
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7 Endliche Mengen

Wir erinnern an die Begriffe “endlich,” “unendlich” und “abzdhlbar” (vgl. Definition 7.1),
deren Definition sich nun wie folgt formulieren 1&8t:

Definition 7.1 Sei a eine Menge.
— a ist endlich, wenn es i € w gibt mit a ~ 1.
— a ist unendlich, wenn es nicht endlich ist.

— a ist abzdhlbar, wenn a ~ w.

Lemma 7.2 Ist a eine endliche Menge, so ist jede injektive Funktion von a nach a auch
surjektiv.

Beweis: Sei a endlich. Da a ~ j fiir ein geeignetes j € w, geniigt es, fiir alle i« € w die
Behauptung zu zeigen. Wir zeigen dies durch Indduktion. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung
trivial.

Sei die Behauptung fiir ¢ richtig und sei f : i+1 — i+1 injektiv. Wenni ¢ {f(j) | j < i},
so ist f [ 7 : 4 — 4 injektiv und somit nach Induktionsvoraussetung surjektiv. Dann muss
aber f(i) = ¢ und somit ist auch f surjektiv. Ist i € {f(j) | j < i}, etwa f(k) = i mit
k < i, soist f(i) < i wegen der Injektivitdat von f. Wir “Vertauschen die Werte” an den
Stellen £ und ¢ und erhalten somit eine injektive Funktion g : i +1 — 17+ 1

9= (£ N4 2, G, FGY) UL £(0), (6, £ ()
jnag

mit ¢ ¢ {g(j) | j < i}. Nach dem bereits Bewiesenen ist g surjektiv und damit auch f
wegen W (f) =W(g). O

Satz 7.3 Fine Menge a ist unendlich gdw w = a.

Beweis: Wir wissen, dass es eine Ordinahlzahl o mit a ~ « gibt. Ist a nicht endlich ist, so
gilt w < a und somit w < a.

Sei umgekehrt w < a, etwa sei f : w — a injektiv. Angenommen a sei endlich, etwa
g : a — 1 bijektiv fiir ein ¢ € w, so wére go f : w — ¢ injektiv. Insbesondere wére deren
Restriktion auf i injektiv und damit (nach dem vorangehenden Lemma) surjektiv. Dann
wére g(f(i)) = g(f(j)) fiir ein j < 4, ein Widerspruch zur Injektivitdt von f und g. O

Satz 7.4 Fine Menge a ist endlich gdw jede injektive Funktion von a nach a auch surjektiv.
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Beweis: Wegen Lemma 7.2 ist nur die Implikation von “rechts nach links” zu zeigen: Sei a
nicht endlich. Dann gibt es nach dem vorangehenden Satz ein injektves f : w — a. Dann
ist die Funktion ¢ : @ — a mit

) fE+1), fallsi€wund z = f(i)
9(@) = {x, falls x ¢ W (f)

Dann ist ¢ injektiv und wegen f(0) ¢ W (g) nicht surjektiv. O
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8 Kardinalzahlen

Lemma 8.1 Seien a und b Mengen und a # (). Dann

a=b <= 3f (f:a—0b injektiv)
< dg (g:b— a surjektiv).

Insbesondere ist W (h) = D(h) fir jede Funktion h.

Beweis: Die Aquivallenz in der ersten Zeile gilt per definitionem von <. Sei nun z € a
und f : a — b injektiv, Dann ist ¢ : b — a mit

) sonst

o) = {f1<y>, fiir y € W(/)

surjektiv. Sei nun eine surjektive Funktion g : b — a gegeben. Wir wéhlen eine Wohlord-
nung r auf b und definieren f :a — b durch

f(z) = das r-minimale Element in {y | g(y) = x}.

Dann ist f injektiv. O
Definition 8.2 — Eine Ordinahlzahl « ist eine Kardinalzahl, wenn « 4 [ fiir alle
Ordinahlzahl § < a. Mit Card bezeichnen wir die Klasse der Kardinalzahlen.

— Sei x eine Menge. Wir setzen
|z| := min{a | x ~ a}

und nennen |x| die Kardinalitit oder Mdachtigkeit von x. Man beachte, dass {« | z ~
a} # ), da es auf x eine Wohlordnung r gibt und (z, r) zu einer Ordinalzahl isomorph
ist.

In der Regel bezeichnen &, A, ... Kardinalzahlen.

Bemerkung 8.3 (1) Fir a € Ord: |o| < «; fir k € Card: |k| < k.
(2) Fiir alle x: |x| € Card.
(3) Fir alle x,y: (x| = |y| <= = ~y).
(4) Fir alle z,y: (|z] <|y| <= = =y).
(5) Fiir alle i € w: i € Card.
(6) w € Card.
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(7) Ist « unendlich, so ist a+1 keine Kardinalzahl. Somit: Jede unendliche Kardinalzahl
ist eine Limeszahl.

(8) Lim w4 w und w + w ¢ Card.

Beweis: (1)—(3) ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen.

(4) =: Wegen |z| < |y| ist die Identitat auf |z| eine Injektion von |z| nach |y|. Nun folgt
die Behauptung wegen x ~ |z| und y ~ |y|.

<: Gelte x < y. Wire |y| < |z|, so y = x nach dem bereits Bewiesenen und damit = ~ y,
also |z| = |y| nach (2), ein Widerspruch.

(5) Ist j < ¢ und f : i — j bijektiv, so wére f : i — ¢ injektiv, aber nicht surjektiv im
Widerspruch zu Satz 7.4.

(6) Sei i € w. Mit w ~ i wire w = 7, im Widerspruch zu Satz 7.3.
(7) Die Funktion f : o+ 1 — « ist bijektiv, wobei

0, fiir 0 =«
f(B):=<i+1, fir=imiticw
0, sonst.

(8) Als Vereinigung von zwei abzéhlbaren Ordnungen ist w+w abzéhlbar, also w+w ~ w.O

Bemerkung 8.4 Zu jeder Ordinalzahl gibt es eine grofiere Kardinalzahl:

Va € Ord dk € Card : a < k.

Beweis: Fiir gegebenes « gilt a < k fiir k := |P(«)| (wegen Satz 1.11). O
Dieses Ergebnis rechtfertigt die folgende Bezeichnung.

Definition 8.5 Fiir eine Ordinalzahl o bezeichne at die kleinste Kardinalzahl, die gréfier
als « ist.

Folgerung 8.6 Card ist eine echte Klasse.

Beweis: Nach der vorangehenden Bemerkung gilt | J Card = Ord. Wére Card eine Menge,
so auch Ord. ]

Bemerkung 8.7 Ist x C Card, so ist |Jx € Card.
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Beweis: Ist x = ), so ist [Jr = 0 = 0 und die Behauptung ist richtig. Ist = # 0, so ist
Uz =supx (vgl. Bem. 2.38). Angenommen |Jx ~ o mit a < |Jz. Dann gibt es ein x €
mit o < k < |Jz. Dann wire £ = «, ein Widerspruch O

Definition 8.8 Wir definieren die R-Funktion, X : Ord — V', durch transfinite Induktion
(statt W(«v) schreibt man X,,):

Ng = w
NaJrl = (Na)+
Ist Lim v, 50 X, = U, Na

Somit ist N; die erste iiberabzédhlbare Ordinalzahl. Hieraus ergibt sich:

Bemerkung 8.9 Ist x C Ny hichstens abzdhlbar, so supx < Nj.

Beweis: Wir wissen (nach Bem. 2.38), dass supx = (Jz. Als hochstens abzéhlbare Ver-
einigung von hochstens abzdhlbaren Mengen ist daher supx hochstens abzdhlbar, also
supr < Nj. O
Bemerkung 8.10 (1) Fir alle a: o < N,

(2) Wenn o < f3, so R, < Rg.

(8) Die Klasse der unendlichen Kardinalzahlen ist der Wertebereich der Alephfunktion:

W(R) = Cardy, := {k | k € Card und k unendlich}.

Beweis: (1) und (2) beweist man leicht durch transfinite Induktion, (1) {iber & und (2) bei
festem « iiber (.

Es ist klar, dass W(X) C Card,, (dass R, € Card fiir jede Limeszahl v folgt aus Bem. 8.7).
Wir nehmen an, dass k € Card,, \ W(R). Da Ord ene echte Klasse ist, die Funktion X
injektiv ist, ist W(R) € x (vgl. Lemma 6.1) ist die Menge

{a € Ord | kK < W,}
nicht leer. Sei § ihr minimales Element. Dann ist § # 0. Wire § = a + 1 fiir ein «, so
Ny <K < Nopp = (Ro),

ein Widerspruch zur Deffinition von (X,)*. Die Ordinahlzahl 5 kann aber auch keine Li-
meszahl sein, da sonst R, < & fiir alle @ < § und damit x < Vg = Ua<ﬁ N, < K. O
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Definition 8.11 Ist (a,r) eine Wohlordnung, so bezeichnen wir mit
wo(a,r)
die nach Satz 2.35 eindeutig bestimmte Ordinahlzahl o mit (a,7) = («, €,).
Bemerkung 8.12 Sei k € Card und sei (a,r) eine Wohlordnung. Dann sin dquivalent:
(1) wo(a,r) = K,

(2) la| > k und jedes echte Anfangsstiick von (a,r) hat eine Mdchtigkeit < k (d.h. (wegen
Bem. 2.19)Vb € a |[{c€a| (c,b) €} < k).

Beweis: (1) = (2) ist klar, da (k, €) die (2) entsprechenden Eigenschaften hat.

(2) = (1): Wir setzen « := wo(a,r) und zeigen a = k. Da a > || = |a] > K, ist a > k.
Wire k < «, so k +1 = kU {k} < a. Das Anfangsstiick des k € « entsprechenden
Elementes in a hétte die Méchtigkeit x, im Widerspruch zu (2). O

Zunachst beweisen wir den

Satz 8.13 (Satz von Hessenberg) Fir alle a € Ord:
N, X R, ~ N,
Und damit gilt fir jede unendliche Menge x

T XX ~T.

Beweis: Die Funktion {(53,(3,0)) | 8 < R,} bezeugt, dass R, = N, x N,. Wir beweisen
noch
Ry X Ny < N 6)

Ansonsten gibt es ein kleinstes «, fiir das (6) nicht erfiillt ist. Wir definieren die Relation

r auf N, x 8, durch:

(8, )r(f',9") <= max{B,7} <max{3,7'}  oder
max{f3,v} = max{3',7'} und (8 < ' oder (8 =" und v < 7).

Behauptung 1. (R, X R,,r) ist eine Wohlordnung
Beweis. Man weist leicht nach, dass r eine Ordnung ist. Sei nun =z C X, x R, nicht leer.
Wir setzen

§ = min{max{8,7} | (8,7) € z}.

Dann

— 0 € N;
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- VY(B,y) € x: § <max{[,7};
—y:=A{(8,7) € x| 6 =max{B,7}} # 0.
Wir setzen
Bo=min{f eV, |Iy: (B,7) €y} und ~=min{y e X, | (Fo,7) € y}.

Dann ist (o, 7o) r-minimales Element von z. .

Wegen Bem. 8.12 miissen wir nur noch zeigen, dass fiir jedes (3, 7) € R, xR,, dass durch
(B8,7) bestimmte Anfangsstiick a(3,) eine Méchtigkeit < X, besitzt. Sei § = max{3,v}.
Unmittelbar aus der Definition von r ergibt sich

a(B,7) € (0+1) x (6+1)

Ist § € w, soist |a(F,7)] < Rg < N,. Sei § unendlich. Wegen 6 < N, gilt § ~ R, fiir ein
o/ < . Somit gilt (6) fiir X, und daher ist

a(ﬁ»ﬂ j (5+1) X (5+1) NNa/ X No/ NNO/ < Na-

Kardinalzahlarithmetik

Definition 8.14 Fiir x, A € Card, setzen wir:

(kardinale Addition) K+ A = [(kx{0}H)UW\x{1})]
(kardinale Multiplikation) K-A = |k XA
(kardinale Exponentiation) K = sl

Beispiel 8.15 Somit ist 2% = |[fe2| = |R{0,1}| = |P(R,)| > N,11. Insbesondere 2% =
|P(Ro)| = |R| > N;. Daher ldsst sich die Kontinuumshypothese(CH) wie folgt formulieren:

2R = ;.
Die Allgemeine Kontinuumshypothese (GCH) ist die Aussage
Vo€ Ord: 2% =N, ;.
Kardinale Addition.
Bemerkung 8.16 Fiir alle Mengen x,y gilt:
(1) |z Uy| < =] +yl.
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(2) Wenn xNy =10, so|zUy|=|z|+ |yl

(3) Ist © unendlich, so |z Uy| = max{|z|, |y|}.

Beweis: (1) und (2) iiberlassen wir dem Leser als Ubung.

(3) OBdA gelte |y| < |z|. Dann gilt

IA

v 2auy 2 ({0 xa)U({1l} xy) 2 ({0} xx)U({1} x2) 2 zxe 2,

wobei wir bei der letzte Ungleihung den Satz von Hessenberg anwenden.

Satz 8.17 (Satz iiber die kardinale Addition) (1) Die kardinale Addition ist kom-
mutativ und assoziativ.

(2) Fiir alle k, A\, p € Card: wenn X\ < u, so k + A < k+ p.
(3) Auf w stimmt die kardinale Addition mit der dblichen iberein.

(4) Fiir alle k, X\ mit k > Rg
K+ A =max{r, \}.

Kardinale Multiplikation.

Satz 8.18 (Satz iiber die kardinale Multiplikation) (1) Die kardinale Multiplika-
tion ist kommutativ und assoziativ.

(2) Fiir alle k,\,u € Card: K- (A+p)=K-A+K-p
(8) Fiir alle k, \, p € Card: wenn A < u, so k- A < K- p.
(4) Fir alle k € Card: k-0 = 0.
(5) Auf w stimmt die kardinale Multiplikation mit der diblichen iberein.
(6) Fir alle k, A € Card mit kK > Ry und X\ # 0
K- A= max{r, \}.

Beweis: (2) gilt, da a x (bUc¢) = (a x b) U (a x ¢) fiir Mengen a, b, ¢ gilt und fiir disjunkte
b und c auch a x b und a x ¢ disjunkt sind.

(6) Sei p = max{r, A}. Nach Voraussetzung ist 1 < min{x, A}. Somit
w=1xp2min{r, A} x max{r, \} 2 pu X pu=p.
Die restlichen Behauptungen sind unmittelbar klar. O

Kardinale Exponentiation.
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Satz 8.19 (Satz iiber die kardinale Exponentiation)
(1) Fiir alle k, \, i € Card: xOTH) = g . kH,
(2) Fiir alle k,\, p € Card: kW = (kM)
(8) Fir alle k, A\, u € Card: (k- A\)H = kM- !
(4) Fiir alle s, \, p € Card: wenn A < p, so k* < k# und \* < p~.
(5) Auf w stimmt die kardinale Ezponentiation mit der iblichen tberein.
(6) Fiir alle k € Card: k° =1 und falls k # 0: 0% = 0.
(7) Fir alle k € Card: 17 = 1.
(8) Fiir alle k € Card: 2" = |P(k)|.
(9) Fiir alle k, p € Card: wenn (k > Ry und 2 < pu < V), so p = 2".
(10) Fiir alle € Card: k° = 1.
(11) Fir alle k € Card: k' = k.

(12) Fiir alle s, \ € Card: wenn (k> Ny und 1 < X\ < Xy), so k* = k.

Beweis: (1) Die Abbildung f :{OWVx{1h 1 A gxrg die einem g : Ax{0}Upx {1} — &
das Paar (h,h') mit h(a) = g(a,0) (fir & € A) und A'(a) = g(a, 1) (fiir @ € p) zuordnet,
ist bijektiv.

(2) wurde in Bem. 1.18 (3) bereits bewiesen.

(3)—(8) und (10)-(12) werden dem Leser {iberlassen.

(9) Wegen 2 < i gilt 2° < p. Anderseits gilt 2% = 27" = (2")" > Nf > p~. O
Lemma 8.20 Ist |x| < X undVy € x: |y| <k, soist |Jz| < A k.

Beweis: Wir konnen annehmen, dass z # () und y # () fiir alle y € x. Wir wihlen (AC) ein
surjektives f, : K — y fir y € z und ein surjektives g : A — x. Dann ist h : A x k — Jz
surjektiv, wobei fiir alle o € A und 3 € k

ha, B) = fyp(a).

Das ergibt mit Lemma 8.1 die Behauptung. O
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Lemma 8.21 (Lemma von Koénig und Zermelo) Sei I eine nicht leere Menge (!) und
(Ki)ier und (N;)ie; Familien von Kardinalzahlen mit k; < \; fir alle i € I (!). Dann

U{Z} X K < HiGI/\i'

icl
Beweis: ), ; ki = HierA;: Sei
[ U{Z} X ki = e
icl

wie folgt definiert: Fiir i €  und o € s; sei f(i,a) : I — |J;c; A mit

o, wenn j =1

K; sonst

fl, ) () = {

Es gilt f(i,a) € Iier\;, da k; € A; fur alle j € I und da o € k; C A;. Ferner ist f injektiv:
Sei (i,) # (j,0) mit i,j € I, a € k; und § € k;. Ist ¢ = j und somit a # 3, so

fli,)(i) = a# 6= [f(5,5)(1),

also f(i,a) # f(j,0). Ist i # j und etwa r; = min{x k;}, so f(i,a)(i) = a mit a € &;.
Somit
f(Z,Oé)(Z) = 7é Ri = f(j7ﬁ)(2)7
also wieder f(i,a) # f(j,5).
Uiel{i} X K; 7é Hiel)\i: Sei
f : U{Z} X KR — Hiel)\i-
iel
Wir zeigen, dass f nicht surjektive ist. Fiir ¢ € I sei

a; := {h(i) | h e W(f I ({i} x ri)}.

Es gilt a; € \; und
Ai >k 2 (W T ({i} x k)| = al,

wobei die erste Ungleichung nach Voraussetzung gilt und die weiteren sich jeweils durch
Anwendung des Lemmas 8.1 ergeben. Sei g € Il;c;\; definiert durch

g(i) == min\; \ a;.

Dann ist g ¢ W(f). Wére ndmlich ¢ = f(i,«) mit ¢ € I und « € k;, so wére g(i) € a;, ein
Widerspruch. O
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9 Kofinalitiat und das Kontinuum

Definition 9.1 Sei x € Card..

— K ist reguldr, wenn

‘v’x((|x| <kundVyezx: |yl <k)— |UJ:| < li).

— K ist singuldr, wenn x nicht regulér ist.

— Kk ist Limeskardinalzahl, wenn £ = N, mit Limes .

Bemerkung 9.2 (1) R, ¥y sind requldr.
(2) Fiir alle ac: R,y ist reguldr.

(3) Ist k singuldir, so ist k eine Limeskardinalzahl. Insbesondere ist mit o < k auch
at < k.

(4) N, ist singuldr.
Beweis: (2) Ist |x| < Nopq und Yy € z ¢ Jy| < Noqq, also [z] <Ny und Vy € z @ |y| < R,
so ist (wegen Lemma 8.20) ||Jz| <V, x X, = N,.
(3) ergibt sich aus (1) und (2).

3)
(4) Fir z :={XN; | i € w} gilt |z] =Rg < N, und Vy € z : |y| < N, aber |Jz| = |N,]

N, (]

Definition 9.3 Sei o € Ord.

(1) Eine Menge x C « ist kofinal in «, wenn zu jedem [ € a ein § € x mit § < §
existiert, wenn also | Jz = | a.

(2) Wir setzen
cf(a) := min{|x| | x kofinal in «)}

cf() ist die Kofinalitdt von c.
Bemerkung 9.4 (1) « ist kofinal in «, somit cf(a) < |a].
(2) O ist kofinal in 0; somit cf(0) = 0.
(3) {a} ist kofinal in a4 1, somit cf(a + 1) = 1.

(4) Ist Lim ~ und x C v kofinal in v, so ist |Jx = ~. Somit ist x unendlich, also
cf(v) € Cardy.
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(5) cf : Ord — {0,1} U Cardy,  (Achtung: cf ist eine echte Klasse).
(6) cf(a) =min{G | If(f : B — a mit W(f) ist kofinal in «)}.

Beweis: (6) Sei x kofinal in o und cf(a) = |z|. Dann gibt es eine Bijektion g : cf(a) — =.
Da W (g) (= z) kofinal in « ist, ist cf(a) > min{...}. Sei f : f — o und W(f) kofinal in
a. Dann ist cf(a) < |W(f)| < |6] < B. Somit cf(a) < min{...}.

Bemerkung 9.5 Sei a eine unendliche Ordinalzahl. Dann

cf(a) = a <= « ist eine requlire Kardinalzahl.

Beweis: Gelte cf(a) = a. Nach der vorangehenden Bemerkung ist dann a € Card... Ist
A= |z|] < aund |y| < a fir alle y € x. Dann ist {|y| | y € x} nicht kofinal in « (da
Hlyl |y € 2} < X < a).Seip:=sup{ly| | y € x}; somit u < aund daher ||Jz| < A-p < a.

Sei nun x eine reguldre Kardinalzahl und = C & kofinal in x mit cf(k) = |z|. Da |y| < &
fur alle y € x, ist |z| > k. O

Bemerkung 9.6 Ist k singuldr, so gibt es ein f : cf(k) — k mit in K kofinalem W (f),
das streng monoton ist und fir das W(f) C Cardy, gilt.

Beweis: Da k singuldr ist, ist 8y < £ und cf(k) < k. Nach Bemerkung 9.4 (6) gibt es ein
g : cf(k) — Kk mit in x kofinalem W(g). Wir definiere f : c¢f(k) — Ord durch transfinite
Induktion:

f(O) = NO
fir o <cf(rk) fla+1) = max{f(a)", g(a)"}
fiir v < cf(k) mit Lim ~ f(y) = sup{f(a)|a <~}

Durch transfinite Induktion zeigt man mit Bemerkung 8.7, dass W (f) C Card,, und mit
Hilfe der Singularitét von £ und Bemerkung 9.2 (6), dass W (f) C k. Aus der Definition
von f(a+ 1) ergibt sich k > sup W(f) > sup W(g) = . O

Satz 9.7 Flir alle v € Ord mit Lim +y ist cf(vy) eine regqulire Kardinalzahl.

Beweis: Wegen Bemerkung 9.4 (4) ist cf(y) € Card,,. Wire cf(y) singulér, so cf(cf(v)) <
cf(y) (wegen Bemerkung 9.5). Mit Bemerkung 9.6 wihlen wir ein streng monotones f :
cf(cf(y)) — cf(y) mit sup W(f) = cf(y) und mit Bemerkung 9.4 (6) ein g : cf(y) — ~ mit
sup W (g) = . Wir definieren h auf cf(cf(v)) durch

h(B) := sup{g(d) | 6 < f(B)}.
Wegen Bemerkung 9.4 (6) gillt W(h) C . Somit
v > sup W(h) > sup W(g) =~
und daher ist cf(r) < cf(cf(k)), ein Widerspruch. O
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Satz 9.8 Fiir alle k € Cardy:
(1) Kk < k¥
(2) k < cf(25). Insbesondere Ry < cf(2%0), also etwa 2% # N,
Beweis: (1) Ist s regulir, so k < 2% < k" = %) Ist & singulér, so wihlen wir f : cf(k) — &

mit in x kofinalem W (f) C Card.. Nun ist (wir verwenden bei < das Lemma von Konig
unnd Zermelo)

k=W =1UWWNI<I U 8} x FB3)] < Mpeeim ] = [x] = 57,

Bect(k)
(2) Wiére cf(2") < k, so wegen (1) angewendet auf 2~

ok <2n>cf(2“) < (2/1)){ — QFK _ 9K

Teilmengen von R
Definition 9.9 Fiir ¢ C R sei

a' = {r € R| r Hiufungspunkt von a}
die (Cantorsche) Ableitung von x. Ist a’ = a, so ist a perfekt.

Somit ist a abgeschlossen gdw o’ C a und daher ist jede perfekte Menge abgeschlossen.
Dariiberhinaus ist stets a’ abgeschlossen. Die leere Menge, R, jedes abgeschlossene Intervall
[r,s] (mit r, s € R) und das Cantorsche Diskontinuum sind perfekt.

Satz 9.10 Ist a mit ) # a C R perfekt, so |a| = 2%.

Beweis: Sei a mit ) # a C R perfekt. I (ggf. mit Indizes) stehe in diesem Beweis fiir
Intervalle der Gestalt |r, s| mit r, s € R und r < s.. Aus der Analysis wissen wir:

(1) Ist Iy D 1; O ... und aNI; #  fir alle j € w, SoaﬂﬂjEWI_j:ﬂjEW(aﬂ_fj) # (.
Weiterhin gilt
Wenn a N I # (), so existieren Iy, [} €I mit yNI; =0, aNly#0und aNly #0. (7)

Ist ndmlich € a N I, so gibt es, da a perfekt ist, ein y € a N I mit y # x. Hinreichend
kleine Intervalle Iy, I; mit « € I und y € [; erfiilllen dann die Bedingungen.
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Durch sukzessive Anwendung von (7) erhalten wir (mit Hilfe einer Auswahlfunktion
auf der Menge aller Intervalle) fiir jedes f € 2 und jedes j € w ein Intervall If().. f¢;) mit

aN o)1 # 0, L50)..1G) N 150).pG-11-5Gy) = 0
und fir j > 0: Iy0)...1() € Lr0)...7G-1)

Dabher ist fiir f € 2 der Durchschnitt a N ﬂjEw It0)...1(j) # 0 und wir kénnen (mit (AC))

Ty € ﬂjew I (0)...f(;y wihlen. Die Abbildung f + x; von “2 — a ist nach Wahl der Intervalle
injektiv, woraus sich die Behauptung ergibt. O

Fiir eine abgeschlossene Menge a C R definieren wir die a-te (Cantorsche) Ableitung
a® von a durch transfinite Induktion:

0

a = a
aa-l—l — (aa>/
wenn Lim v, s0  a¥ = ([{a" | a <~}

Lemma 9.11 Sei a C R abgeschlossen. Dann gelten
(1) Fiir alle o, 3 : (wenn o < 3, so a® 2 a”).
(2) Wenn a® = a**, so a® = a” fiir alle o, B mit a < 3.
(3) Ist x € a\[{a" | « € Ord}, so gibt eine eindeutig bestimmte Ordinalzahl a(x) mit

z € a®® \ go@+L

(4) a\ N{a® | « € Ord} ist hichstens abzdihlbar.

(5) Es gibt eine kleinste Ordinalzahl, die wir mit d(a) bezeichnen, mit
a®® = ﬂ{ao‘ | @ € Ord}.
Somit ist a®®) perfekt.
(6) d(a) < Ny.

Beweis: (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition der Cantorschen Ableitung.

(3) Sei z € a\N{a® | a € Ord}. Wir wiihlen das kleinste 3 mit x ¢ a”. Dann ist 3 # 0 und
(3 kann auch keine Limeszahl sein. Somit gibt es § = « + 1 fiir ein o. Nun ist a(z) = a.

(4) Sei (/j)jen eine Aufzéhlung der offenen Intervalle mit rationalen Koeffizienten. Ist
v €a\{a* | a € Ord}, also x € a®@ \ a*@+1 50 ist x kein Haufungspunkt von a®).
Es gibt also ein j(z) € w, so dass

@ N Ly ={e}  und firalle 8> a(z) : o N i) = 0.
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Es geniigt zu zeigen, dass x — j(z) eine injektive Abbildung von a\ ({a® | @ € Ord} nach
w 1st.

Seien also z,y € a \ ({a® | @ € Ord} und = # y. Ist a(x) # a(y), etwa a(z) < a(y),
so ist j(z) # j(y) wegen a®¥ N I;,) = 0 und a®® N I;,) = {x}. Ist a(z) = aly), so ist
j(z) # j(y) wegen a®® N L,y = {z} und a®® N L,y = {y}.

(5) und (6) Durch z — «(z) wird eine Abbildung f : a\[{a® | @ € Ord} — Ord definiert.
Nach (4) ist der Wertebereich W (f) hochstens abzéhlbar und wegen (2) ist mit g € W (f)
auch jedes a mit v < 3 in W(f). Somit ist W (f) eine hochstens abzdhlbare Ordinalzahl.
Da (V,comala® [ @ € Ord} = [,y ()41 a* ergeben sich daher die Behauptungen. O

Satz 9.12 Ist a C R abgeschlossen, so ist |a| < Ny oder |a| = 2%.

Beweis: BEs gilt a = (a \ a¥@) U a?@. Ist a¥®) = (), so ist |a] < Ry nach (4) und (5) des
vorangehenden Lemmas. Ist a?(® # (), so ist bereits |a?(®)| = 2o, O
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10 Ordinalzahlarithmetik

Wir erinnern an die Definition der Addition und Multiplikation von Ordinalzahlen

a+B = wo((a,€a) + (B, €p))
a-B = wo((a, €q) X (B,€p)).

Satz 10.1 (Satz iiber die ordinale Addition) (1) Die ordinale Addition ist assozia-
tiv (jedoch micht kommutativ, da etwa 1+ w # w + 1).

(2) Vao: a+0=a=0+a.
(8) Va, B,y € Ord: (< <= a+pf<a+7).
(4) Yo, B,y € Ord: (wenn a+ 3 =a+, so f=") (jedoch 1+ w =0+ w).

(5) Fir alle a, § mit a« < [ gibt es genau ein v mit « +v = f3 (jedoch ist die
Gleichung x + w = Ny nicht losbar).

(6) Fiir jedes a und jede Menge a von Ordinalzahlen gilt:
a+supa =sup{a+ 5|0 €a}

(jedoch supw +w # sup{i +w | i € w}).

Beuweis: (3) Wenn 3 < 7, so gibt es einen Isomorphismus von ((o, €4) + (8, €5)) auf ein
echtes Anfangsstiick von ((o, €4) + (7, €g)). Hieraus folgt die Behauptung mitSatz 2.21.

Sei nun @ + 3 < a + 7. Wiederum nach Satz 2.21 muss der eindeutig bestimmte
Isomorphismus von ((c, €q) + (8, €3)) auf ein echtes Anfangsstiick von ((a, €4) + (v, €5))
die jeweiligen a-Teile aufeinander abbilden und damit ist er ein Isomorphismus von (3, €3)
auf ein echtes Anfangsstiick von(vy, €,). Somit 8 < 7.

(4) folgt unmittelbar aus (3).
(5) Sei v < B. Dann ist wo({d | & < § < 8} das gesuchte 7.

(6) Da a+f < a+supa fiir alle § € a, gilt sup{a+ | § € a} < a+supa. Wir nehmen an
sup{a+ (G | § € a} < a+ supa und wéhlen mit (5) ein v mit sup{a+ 5|5 €a} = a+17.
Dann v < supa und somit gibt es § € a mit v < #. Dann ist a +v < a+ 8 < a + supa,
ein Widerspruch. O

Folgerung 10.2 Die Ordinalzahladdition kann induktiv wie folgt definiert werden.

a+0 = «
0t (BH1) = (a+8)+1
wenn Lim v, so a+vy = sup{a+ 5|06 <~}.
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Satz 10.3 (Satz iiber die ordinale Multiplikation) (1) Va € Ord: (1o =a = a-1
und 0-a=0=a-0).

(2) Yo, 3,7v€0rd, a>0: (B<y < a-f<a-7).
Insbesondere ist fira >0 und 1 <~vy: a<a-7.
(3) Yo, 8,7 € Ord, a > 0: (wenn a-f=a -7, so =) (jedoch 1-w =2 - w).
(4) Ya, B, € Ord: (wenn a <, soa -7 < §-7.)
(5) Vo, 3,7 € Ord: a- (B+7)=a-B+a-7.

(6) (Division mit Rest) Yo, € Ord, 8 > 0, gibt es ein eindeutig bestimmtes Paar
(0, p) € Ord x Ord mit
a=03-04+p und p<p.

(7) Fliir jedes o und jede Menge a von Ordinalzahlen gilt:
a-supa =sup{a-f|p € a}

(jedoch (supw)- =w - w # w =sup{i-w | i € w}).

Beweis: (1) und (4) folgen unmittelbar aus den Definitionen.

(2) Wenn 8 < v, so wird durch (£, 1) — (£, 1) ein Isomorphismus von (a, €,) X (5, €3) auf
ein echtes Anfangsstiick von (a, €,) X (7, €,) definiert. Hieraus folgt die Behauptung mit
Satz 2.21.

Sei nun «a - f < a -7. Wiederum nach Satz 2.21 gibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus f von (a, €,) X (5, €s) auf ein echtes Anfangsstiick von (a, €,) X (7, €;).
Durch transfinite Induktion iiber ¢ und bei festem ¢ durch transfinite Induktion iiber n
zeigt man

F((&m) = (&n).
Somit ist g : f — v mit g(§) = & wohldefiniert. Wére g surjektiv, so auch f. Somit 5 < 7.
(3) ergibt sich unmittelbar aus (2).
(5) Allgemein gilt fiir Ordnungen (a,r), (b, s) und (c,t)

(a,r) - ((b, s) + (c, t))) & ((a,r) - (b, s)) + ((a,r) - (c, t))
(6) Findeutigkeit: Wir nehmen an, dass
(a=p-64p mit p<f) und (a=p5-0+p mit p' <p)

Wire 6 < ¢§,s08-6+08=0-(0+1)<p-0,alsoB-+p<B-6+08<0-84/,
Widerspruch. Aus § = ¢’ ergibt sich p = p’ aus Teil (4) des vorangehenden Satzes.
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Ezistenz: Wegen (1) und (4) gilt « < 8- . Gilt a = - a, so sind wir fertig. Sonst gibt es
ein (p,0) € B X a, so dass das (a, €,) zu dem durch (p,d) in (3, €5) x (@, €,) bestimmten
Anfangsstiick a(p, d) isomorph ist. Es gilt

a(p,0) ={(§,n) € B x a| (n<doder (n=24und & < p))}.

Dieses Anfangsstiick ist zur Ordinalzahl 3 - § + p isomorph.

(7) Da - f < « - supa fiir alle 5 € a, gilt sup{a- G| § € a} < a-supa. Sei J eine obere
Schranke von sup{a- 8 | § € a}. Es geniigt zu zeigen: a-supa < 0. Nach (6) gibt es £ und
p<amitd=a- &+ p. Wire £ < supa, dann gidbe es § € a mit £ < (, also £ +1 < [
und damit

a-fa-E+)=a-E+a>a-E+p=4,

ein Widerspruch. Somit supa < £ und daher o -supa < a- &+ p=9. U

Folgerung 10.4 Die Ordinalzahlmultiplikation kann induktiv wie folgt definiert werden.

a-0 = 0
a-(B+1) = (a-p)+1
wenn Lim v, so a-y = sup{a-f| 6 <~}

Definition 10.5 Die Ordinalzahlexponentiation wird induktiv wie folgt definiert:

B =1
gt = 5o
wenn Lim v, so0 7 = sup{f*|0<a <~}

Aus dieser Definition und den Folgerungen 10.2 und 10.4 ergibt sich:

Bemerkung 10.6 Die Ordinalzahladdition, die Ordinalzahlmultiplikation und die Ordi-
nalzahlexponentiation stimmen auf w mit der tublichen Addition, Multiplikation bzw. Expo-
nentiation tberein.

Bemerkung 10.7 (1) Ist a # 0, so 0* = 0.
(2) Va € Ord: 1% =1.
(3) V3 > 1, Va,a' € Ord: wenn a < o, so 3% < 3.
(4) Ist B >0 und Lim ~, so 87 = sup{f* | @ < 7v}.

(5) Ist B> 1, so fiir alle « € Ord: o < 2.
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(6) Sei 3>0,i€w,i>1,aq,...,0;,&,...,& € Ord mit
) > > und £1,...,& < B,

S0 18t
By A4 B G < gL

(7) Sei p > 1. Fir jede Ordinalzahl € > 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes Tripel (c, &, §)
mat

e=p% €+ und 0<EE< B undd < (.

Beweis: (3) Wir fithren den Beweis fiir festes o durch transfinite Induktion {iber o'. Ist
o =a+1,s0 B =gt = B*. 3> -1 = 3, wobei die Ungleichung wegen Satz 10.3 (2)
gilt. Die anderen Fille ergeben sich unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung.

(4) ergibt sich aus der Definition der Exponentiation mit (2), falls # = 1, und mit (3), falls
6> 1.

(5) Wir fiihren eine Induktion iiber a. Fiir « = 0 gilt 0 < 3° = 1. Fiir a + 1 haben wir
wegen der Induktionsvoraussetzung o < 3% < ! (wegen (3)) und somit o +1 < gL,
Der Limesschritt ist klar.

(6) Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber i € w: Fiir i = 1 gilt nach
(2) im Satz 10.3 mit & < 3 auch - & < %1 - 3 = 3*171 Sei i > 1 und die Behauptung
fiir ¢ — 1 Summanden richtig, so ist daher

B G+ Bt B G < BN &y
R A AR GRS VESAR i

(7) Wegen (5) ist ¢ < (3¢ somit existiert a := sup{a’ | 3% < €}. Aus der Definition der
Exponentiation ergibt sich % < e. Nach der Division mit Rest erhalten wir & und ¢ mit
e=p% ¢+ dund § < 5% Da (-3 > ¢, ergibt sich 0 < £ < 3.

Angenommen es gelte auch € = 3% -£,+dg. mit 0 < &y < B und §y < f°. Wire oy # a,
so ap < «a nach Definition von a. Dann 3% - &, + g < [0 - &+ % = - (E+1) <
B . 3 < paotl < g < e ein Widerspruch. Somit ist oy = . Aus der Eindeutigkeit der
Division mit Rest ergibt sich dann £ = & und &y = 4. O

Satz 10.8 (Cantorsche Normalform fiir Ordinalzahlen) Sei 5 > 1. Dann hat jede
Ordinalzahl o > 0 eine eindeutig bestimmte [-adische Darstellung (oder Darastellung zur
Basis 3), d.h. es gibt eindeutig bestimmte i € w, i > 1, ay,...,;, &1, ...,& € Ord mit

o > >0y und O<£1,...,§Z’<ﬁ,
und

a=p3% &+ Y6 (8)
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Beweis: Findeutigkeit. Ware die Behauptung falsch, so géibe es eine kleinste Ordinalzahl «
mit zwei derartige Darstellung haben, etwa

gal.51+pa2.52+...+5ai.§£:@ai.&4_\504’2.5;,...4_5042.5@

g

=5 —

Nach Bem 10.7 (6) gilt 6 < 8% und &' < 3. Aus der Eindeutigkeit in Bem 10.7 (7) ergibt
sich ay = o, & = & und § = ¢'. Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf ¢ ergibt die
Behauptung.

Existenz. Ware die Behauptung falsch, so gébe es eine kleinste Ordinalzahl «, die keine
entsprechende Darstellung hat. Mit Bem 10.7 (7) wihlen wir aq, & und § mit

a=p0"-& 40 und 0< & <G undd < G,

Ist 6 =0, so ist a = 1 - & die f-adische Darstellung. Ist 6 > 0, so besitzt nach Wahl von
a die Ordinalzahl § eine f-adische Darstellung. Damit hat auch « eine solche Darstellung,
ein Widerspruch. O

Eine Anwendung: Die Goodsteinfolge. Wir erinnern zunéchst an die Definition der
Goodsteinfolge. Sei d € w, d > 1. Fiir n € w mit n > 1 bezeichne [n]4 die Darstellung von
n zur Basis d.

23], =20 +22 421 420, [233=3%-2+3' +3°.2, [23),=4%+4' +4°.3.

Ersetzt man in ihr in den Exponenten, Exponenten von Exponenten,. .. alle Zahlen grofier
als d, wiederum durch ihre Darstellung zur Basis d, so erhélt man schliellich die Superdar-
stellung [[n]]q von n zur Basis d, also etwa

[[23]]s = 2% + 22 + 2! + 2°.
Oder etwa
266, = 25 +2° 20 und  [[266)); = 227 4 222 1 9L,
Fiir n € w und d > 1 sei G(d,n) € w wie folgt definiert:
— Wenn n =0, so G(d,n) = 0.

— Wenn n > 1, so erhélt man G(d,n) in dem man in der Superdarstellung [[n]]4 von n
zur Basis d alle vorkommenden d durch d + 1 ersetzt und von der dadurch resultie-
renden Zahl 1 subtrahiert.
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Somit
3 3
G(2,23) =3 +3*+3'+3°-1=3" +3 + 3!

G(2,266) = 35" 43343 {31 1 — 33 | 33430 | 30 o
Fiir n > 1, definiert man nun die Folge
Ny, Ng, N3, . - -
wie folgt:
- nyi=n
— wenn ny = 0, so ngyp = 0; sonst ngpy = G0+ 1,ny),

also
ny=mn, ny==G(2,n), n3=G(3,n),...

So erhalten wir fiir n = 266

266, — 222" L0220 o1

266, — 351 4§33t gl — 38t gt 309

2665 — 48TV 440 L0 g = gat | e g0

266, = 577 457 45011 =5 4 5o

2665 = 657 165 1 =65 £ 65 5467-5+6-54+6%-5+62-5+-6-5+60-5
266, = 67

+ LK von Potenzen von 6 mit Exponeneten < 6 + 6°

Satz 10.9 (Satz von Goodstein) Firallen € w mitn > 1 gibt es ein £ > 1 mit ny = 0.

Beweis: Sind k,d € w und £ > 1 und d > 1, so bezeichne [[£]]4 die Ordinalzahl, die man
aus der Superdarstellung [[k]]; von k zur Basis d erhélt, indem man alle vorkommenden
d’s durch w ersetzt. Damit erhdlt man die Cantorsche Normalform von [[k]]4 zur Basis w.
Somit gilt
[266]15 = 2% + 271 4 21l = 4t 4wt
35" 4 3349 130 9))y = oo™’ el 4 0.9
[[444+1 + 44+1 +1- 40]21 — wwwﬂ

[[555+1 + 55—5—1“%) — T et

+owtl 4100

Sei nun n > 1 gegeben. Wir nehmen an, dass n, > 0 fiir £ = 1,2,... und betrachten die
unendliche Folge von Ordinalzahlen > 1

[[na]]5, [[n2]]3, [[ns]l3 - - (9)
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Also im Fall n = 266 die Folge

[[2664])5 = W e

[2665]]8 = @™ 4wt 002

[2663]]5 = w ™" 4w’ 4001

[2664))8 = @™ 4 wwre

[[2665]]¢ = o Y 5w 5wt B Wt B w? 54w 54w 5

[[2665]] = W 4 LK von Potenzen von w mit Exponeneten < w + w°
Wir zeigen

[ne]Z4r > [neal]Z)- (10)

Hieraus ergibt sich die Behauptung, da es keine unendliche echt absteigende Folge gibt. Sei
also [[n]]¢¥,; > 0 und habe [[n/]]¢,, habe die w-adische Darstellung

[nel]Ziy = w™ -1+ F W™ G W™
Ist o; = 0, so hat [[n/]]7,, die w-adische Darstellung
[nea)]f = W™ - ji+ -+ w iy + 0 (i — 1),
wobei im Fall j; = 1 der letzte Term fehlt. Ist a; # 0, so giltfiir j; > 0
[nes1]]iye = W™ g1+ w0 - g 0™ - (G — 1),
und fiir j; = 0 wegen Bemerkung 10.7 (6)
[Pet )]s = w™ - ji+ -+ i + 0

mit 0 < w*. In allen Féllen, ist [[ng]]7,; > [[ne1]]7 - O
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11 Das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem

(Ext) EXTENSIONALITATSAXIOM: Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die selben
Elemente enthalten.

(Aus) AUSSONDERUNGSAXIOM: Fiir jede Menge y und jede Eigenschaft E von Mengen
gibt es eine Menge « fiir die gilt:

Vz(z € x < (z € y A E trifft auf z zu)).

(Paar) PAARMENGENAXIOM: Sind z und y Mengen, so gibt es eine Menge z mit

Vu(u € z <> (u=x oder u = y)).

(Ver) VEREINIGUNGSMENGENAXIOM: Ist x eine Menge, so gibt es eine Menge y mit

Vu(u €y Jz€x: u€z2).

(Pot) POTENZMENGENAXIOM: Ist x eine Menge, so gibt es eine Menge y mit

Vz(z €y« 2z C ).
(Une) UNENDLICHKEITSAXIOM: Es gibt eine Menge x, die () enthélt und mit jedem y auch
y Uiy}
(Ers) ERSETZUNGSAXIOM: Fiir jede Operation F' und jede Menge z gibt es eine Menge y
mit
Vz(z € y < Ju(u € x und F(u) = z).

(AC) AUSWAHLAXIOM: Zu jeder Menge = von nicht leeren, paarweisen disjunkten Mengen
gibt es eine Menge, die von jedem Element von x genau ein Element enthélt.
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