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Inhalt: Aufbau der Analysis unter Verwendung von infinitesimalen (sprich: unendlich

kleinen) Groflen.

Ziel: Sicherer Umgang mit infinitesimalen und unendlich grof3en Zahlen.
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PYyTHAGORAS (6. Jh. v.Chr.)

PYTHAGOREER

Vergleich und Messen von Strecken(verhéltnissen)

— Vorstellung: Festlegung einer Strecke der Liange 1; jede andere Strecke damit

kommensurabel (Ldnge durch rationale Zahl ausdriickbar).

— Feststellung: Es gibt inkommensurable Groflen.

EuDox0s vON KNIDOS (CA. 400 v.CHR.)

Arbeiten mit inkommensurablen Groflen wie mit kommensurablen Grofien
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Zitat aus Mainzer in Ebbinghaus et al., ZAHLEN, Seite 27:

Zahlreiche Sdtze der Proportionenlehre [Lehre der kommensurablen Grafsen/
konnen wir heute als Rechengesetze fiir reelle Zahlen deuten. Man muf
allerdings beachten, dass die Griechen nicht eitnmal rationale, geschweige
denn irrationale Verhdltnisse als Erweiterungen des Bereichs der natiirlichen
Zahlen auffafsten, sondern als Begriffe eigener Art ansahen. Das Ziel der
Proportionenlehre sind geometrische Ergebnisse, wie beispielweise die exakte

Begriindung zahlreicher Formeln zur Fldachen- und Inhaltsberechnung.. . .

Die Entwicklung des Zahlbegriffs erhdlt durch den Einflufl der indisch-
arabischen Algebra einen entscheidenden Auftrieb. So rechnet der arabische
Mathematiker Abu Kamil (ca. 850-930) mit Quadratwurzelausdriicken u.a.
nach der Regel

VPV =\/pta+2- Vi

Man beginnt mit neuen Ausdriicken zu rechnen, ohne sie schon als neue

Zahlen zu begreifen.
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Durch die Losungsformeln fiir Gleichungen 3. und 4. Grades, die 1m 16.
Jahrhundert entdeckt wurden, erhielt dieses Vorgehen grofien Auftrieb.

M. STIFEL schreibt noch in seiner Arithmetica integra von 1544:

So wie eine unendliche Zahl keine Zahl ist, so ist eine irrationale Zahl
keine wahre Zahl, weil sie sozusagen unter einem Nebel der

Unendlichkeit verborgen ist.

Diesen “Nebel der Unendlichkeit” prdzisiert S. STEVIN (1548-1620) bereits
als unendliche Folge von Dezimalzahlbriichen, die er durch Intervall-
schachtelung bei der Losungsapproximation von algebraischen Gleichungen

entwickelt.. . .

Einen neuen Schub erfihrt die Entwickliung des Zahlbegriffes durch die
Infinitesimalrechnung 1m 17. und 18. Jahrhundert. Hier liefert insbesondere
die Theorie der Reihen seit Leibniz und den Gebriidern BERNOULLI (Jakob
(1654—1705), Johann (1667-1748)) eine neue Mdglichkeit der
Zahlendarstellung. Bereits in der Arithmetica infintorum (1655) des J.
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WALLIS (1616-1703), findet sich z.B. die unendliche Produktentwicklung
m_2.2446 6 [_ﬁ (2n) }
2 1 3 3 5 5 7 7 L (2n—1)(2n+1)

Zahlendarstellungen durch unendliche Summen bzw. Produkte wurden jedoch
nicht — wie seit CAUCHY und WEIERSTRASS tblich — als konvergierende

Folgen mit dem Grenzwertbegriff definiert. Man sagt vielmehr, dass sich z.B.

Iy

von 1 um eine “infintesimal kletne” Grifie unterscheidet.

L. EULER formuliert 1734 ein Konvergenzkriterium fiir Rethe in der Sprache
der infinitestmalen Grofien. Neben den “endlichen” und “wirklichen”
(reellen) Zahlen, die als Meflwerte Anwendung fanden, schien es also noch
“infinitestmale” und “ideale” Zahlen zu geben. Im 19. Jahrhundert wurden
sie jedoch als ungenaue und psychologisierende Redeweisen aus der
Mathematik verbannt und nach Einfiihrung des Grenzwertbegriffs (CAUCHY,
WEIERSTRASS ) als tiberfliissig empfunden.
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Erst in der Non-Standard-Analysis kamen die

infinttesimalen Zahlen wieder zu neuen Ehren.

fhead
In the fall of 1960 it ocurred to me that the concepts and :

methods of contemporary Mathematical Logic are capable

of providing a suitableframework for the development of the

Differential and Integral Calculus by means of infinitely small

and infinitely large numbers. ABRAHAM ROBINSON (1918-74) A. Robinson

Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen
— iiber Fundamentalfolgen durch G. CANTOR (1845-1918)
— iiber Dedekindsche Schnitte durch R. DEDEKIND (1831-1916)

G. Cantor R. Dedekind
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1876 schreibt Lipschitz an Dedekind iiber seine Schrift Stetigkeit und Irrationalzahlen
von 1872, in der Dedekind die Konstruktion iiber die Schnitte angibt:

... Ich kann nur sagen, dass ich die von Euclid V aufgestellte Definition

... flir genauso befriedigend halte, als Thre Definition. Aus diesem Grunde
wiirde 1ch wiinschen, dass namentlich die Behauptung wegfiele, dass solche
Sitze wie V23 = /6 bisher nicht wirklich bewiesen seien.... Was Sie an
der Vollstindigkeit des Gebietes erwdhnen, die aus IThren Prinzipien
abgeleitet wird, so fallt dieselbe in der Sache mit der Grundeigenschaft einer

Linie zusammen, ohne die kein Mensch sich eine Linie vorstellen kann.
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Hierzu Mainzer:

Wihrend Lipschitz also einen Standpunkt zum Ausdruck bringt, der an
Mathematiker friiherer Jahrhunderte erinnert, denen ein intuitives
Verstdindnis der Grundlagen threr Wissenschaft ausreichte, steht Dedekind
am Anfang einer neuen methodischen Einstellung, der es — wie Cantor,
Frege, Peano u.a. — um die prdazise und explizite Formulierung der

mathematischen Grundlagen geht.
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G. W. LEIBNIZ

G. Leibniz

I. NEWTON

(1646-1716)

(1642-1727)

I. Newton
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MARQUIS DE L'HOPITAL (1661-1704), ein Schiiler von Leibniz und Johann Bernoulli,
schreibt 1696 im ersten Lehrbuch der Differentialrechnung, Analyse des infiniment
petits pour Uintelligence des lignes courbes (Analysis des Unendlich-Kleinen zum

Verstindnis der gekrimmten Linien):

DEMANDE OU SUPPOSITION. On demande qu’on puisse prendre
indifférentment "une pour l'autre deux quantités qui ne different entr’elles

que d’une quantité infiniment petite.

Ahnlich Leibniz: It is correct to consider quantities of which the difference is

incomparably small to be equal.

und Johannes Bernoulli: A quantity which is increased or decreased by an infinitesi-

mally small quantity is neither increased or decreased.

Hierzu A. Robinson:

This axiom [of 'Hopital| is of great importance since it attempts to provide a
basis for the justification of the fundamental rules of the differential calculus.
Additional interest is lent to the axiom by the fact that it implies, clearly
and tmmediately, a glaring contradiction, i.e. that the (infinitesimal)
difference between two quantities may, at the same time, be both equal to,

and different from, zero.
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EuL

LEONHARD EULER (1707-1783)

ER schreibt in der 1748 erschienenen Introductio in analysis infinitorum

Da aber i [i von infinitus; unsere Schreibweise ¢ = v/—1 geht auch auf Euler

zuriick, doch hat er sie erst viel spéter eingefiihrt| eine unendlich groffe Zahl
i—1
i

1st, so wird = 1; denn offenbar ndhert sich der Wert des Bruches immer
mehr der Einheit, je grofier die Zahl ist, die man fiir v setzt; es wird daher,

wenn 1 ewne Zahl bedeutet, die grofier ist als jede nur denkbare Zahl, der

Bruch i_il gerade gleich der Einheit werden.
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Bei der Herleitung der Reihe fiir den Kosinus beginnt er mit der de Moivre-Formel:

1 . . mn e . mn
cosnz = 5((Cosz—l—zsmz) —|—(cosz—zsmz))
= cos Z—MCOS”_ zsin" "7 2
B 1-2
+ nin = )(n=2)(n = 3) cos" tzsin" Ttz 4. ..

1-2-3-4
und schreibt dann

Ist nun z emn unendlich kleiner Bogen, so wird sinz = z und cosz = 1. Ist

alsdann ferner n eine unendlich grofie Zahl von der Beschaffenheit, dass nz

etnen Bogen von endlicher Grifie, den wir v nennen wollen, darstellt, so
wird, weil sinz = z = — ist:

v v
COSU:l_ﬁ+1.2.3.4_etC
Zwischenrechnung:
n(n —1) v?  nn—1)(n—-2)(n-3) v
= 11— — -1 1 — 4.
s 12 nz 1-2-3-4 ni
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KURT GODEL (1906-1978) schreibt in einem Vorwort in A. ROBINSON’s Buch
Non-Standard Analysis:

I would like to point out a fact that was not explicitly mentioned by Professor
Robinson, but seems quite important to me; namely that non-standard
analysis frequently simplifies substantially the proofs, not only of elementary
theorems, but also of deep results. This is true, e.q., also for the proof of the
existence of invariant subspaces for compact operators, disregarding the
improvement of the result; and it is true in an even higher degree in other
cases. This state of affairs should prevent a rather common misinterpretation
of non-standard analysis, namely the idea that it 1s some kind of
extravagance or fad of mathematical logicians. Nothing could be farther from
the truth. Rather there are good reasons to believe that non-standard

analysis, in some verston or other, will be the analysis of the future.
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One reason is the just mentioned simplification of proofs, since simplification
facilitates discovery. Another, even more convincing reason, is the following:
Arithmetic starts with the integers and proceeds by successively enlarging the
number system by rational and negative numbers, irrational numbers, etc.
But the next quite natural step after the reals, namely the introduction of
infinttesimals, has simply been omitted. I think, tn coming centuries i1t will be
considered a great oddity in the history of mathematics that the first exact

theory of infinitesimals was developed 300 years after invention of the

differential calculus.
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WARD HENSON schreibt in einem vor ca. 10 Jahren erschienen Artikel Foundations

of Nonstandard Analysis. A Gentle Introduction to Nonstandard Extensions:

There are many introductions to nonstandard analysis, so why write anther
one? All of the existing introductions have one or more of the following

features:
— heavy use of logical formalism right from the start;

— early introduction of set theoretic apparatus in excess of what is needed

for some applications;

— dependence on an explicit construction of the nonstandard model, usually

by means of the ultrapower construction.

All three of these features have negative consequences.
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D. LANDERS, L. ROGGE in Nichstandard Analysis:

Die Nichtsandard-Mathematik hat in den letzten Jahrzehnten einen grofen
Aufschwung erfahren. Sie hat die Entwicklungen in den verschiedenartigsten
Gebieten beeinflufst und befruchtet. Da die Nichtstandard-Analysis in der
von A. Robinson entwickelten Form aus der Modelltheorie, einem Teilgebiet
der mathematischen Logik, abgeleitet wurde, war sie selbst vielen
Mathematikern nur schwer zugdnglich. Die Bentzung von unendlich kleinen
und unendlich grofien Zahlen sowie eines neuen Begriffes der “Endlichkeit,”
mit dem man zum Beispiel die Menge der reellen Zahlen in eine “endliche”
Menge einbetten konnte, erschien unheimlich und mystisch. Vieles klang wie
Berichte aus etner zwar verlockenden, aber fremden neuen Welt, in der
geradezu paradiesische Zustdnde herrschen: Viele Verbote waren plétzlich
aufgehoben. Man durfte unbekiimmert mit infinitesimalen Grioffen arbeiten,
das dx der Differential- und Integralrechnung wurde eine reale Grife, mit
der man numerisch rechnen konnte, Flidchen und Rauminhalte gewann man
durch einfaches “Abzdihlen,” Integrieren entpuppte sich als blofles
Summieren. Der Wegq in dieses Paradies war jedoch mit vielen ungewohnten

Steinen der Mathematischen Logik gepflastert.. . .
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Wir hoffen, dass unsere Leser beim Studium dieses Buches den
Enthusiasmus der Autoren fiir die Schonheit, Eleganz und Wirksamkeit der
Nichtstandard-Methoden teilen werden.
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Wozu Nichtsandardanalysis?

Wozu betreibt man irgendeine Mathematik?

Hier sieht D. LAUGWITZ vor allem drei Rechtfertigungsgriinde:

(1) den der Anwendung im weitesten Sinne, sei es in der Lésung von
Problemen innerhalb und auflerhalb der Mathematik, sei es durch die

Neu- oder Weiterentwicklung von Methoden,

(2) den des Unterrichts, sei es durch Beitrige zu den Inhalten oder durch

eine Verbesserung der Vermattiung,

(3) den der Reflerion auf die Mathematik selbst, seien es ihre Geschichte

oder thre Weiterentwicklung.
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H.S.M. COXETER:

Als Kind fiihrte man mich in die Infinitesimalrechnung auf dem “bequemen”
Weg ein, unter Gebrauch von unendlich kleinen Zahlen. Im Studium sollte
1ch diese Kindereien vergessen und ein strenger Mathematiker werden. Wie

wunderbar, dass der Name Infinitestmalkalkiil nun respektabel geworden ist!
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K Menge, +5%, K. KxK-—-K, 05 1%c¢K

(K, +*%,-5%,0%,1%) ist ein Korper, wenn in ihm die Kérperaxiome (I) gelten:

)

VaVyVz(x +y) + 2z =x + (y + 2) VaVyVz(z - y) -z =x - (y - 2)
Vex +0==x Vex-1==x
(1) | Vedyx +y =0 Ve(r #0 — Jyx -y =1)
VeVyr+y=y+=x VeVyx -y =y -x
0+#1
| VaVyVzz - (y+2) = (z-y) + (z- 2).

<K C K x K; statt (x,y) €<’ schreiben wir auch z <* y.

(K, <*) ist eine geordnete Menge (Ordnung), wenn in ihm die Ordnungsaxiome (II)
gelten:

(

Vavy(z <y Vy < x)
(I § VaVy((z <yAy<z)— 2=y
| VaVyVez((z <y Ay <z) =z < 2).
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(K, +%,-5%,0%, 1% <®) ist ein geordneter Korper, wenn in ihm (I), (II) und die
Vertréglichkeitsaxiome (IIT) gelten:
VeVyVz(e <y —- x4+ 2z <y + 2)
VaeVyVz((xr <yN0<z) - z-2<y-2).
Beispiele. Q und R, genauer (Q,+9,...,<%) und (R, +%,..., <), sind geordnete
Korper.
Aufgabe. Sei K ein geordneter Korper.
1) Man zeige:
(a) Fiir alle z,y € K:  wenn x <y, so —y < —.
(b) Firallex € K: 0<zoder 0< —z.

. x falls 0 < x .
2) Sei | | : K — K gegeben durch |z| = . Man zeige fir =,y € K:

—x fallsz <0
(a) |z| >0, [—z[=lz[, =z<]z;
) |z +y| < l|z|+ 1y, |z-yl=Iz| ]yl

Aufgabe. Es gibt kein <“C C x C, sodass (C,+,-%,0%, 1%, <%) ein geordneter
Korper ist.
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Sei (K, <) eine Ordnung, M C K, x € K.

x ist eine obere Schranke von M gdw Vm e M : m < zx;

x ist das Supremum von M gdw x ist obere Schranke von M und Vy € K
(wenn y obere Schranke von M, so x < y);

M ist nach oben beschrankt gdw dx € K: x ist obere Schranke von M.

Beispiel. In (Q, <) gilt fir
M:={rcQ|r*<2}

— 7 ist obere Schranke von M

— M hat kein Supremum.

Eine Ordnung (K, <) ist vollstandig geordnet, wenn sie das Vollstiandigkeitsaxiom
(IV) erfiillt:

(IV) Jede nicht leere nach oben beschrinkte Teilmenge hat ein Supremum.

(K, +5, 5,05, 1%, <®) ist ein vollstindig geordneter Korper, wenn er (I)—(IV)
erfiillt.
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Satz. (R, +& §R) ist bis auf Isomorphie der einzige vollstindig geordnete
Korper, d.h. (i) und (ii) gelten:

i) (R, +%,..., <) ist ein vollstindig geordneter Korper;

(i) Ist (K, +%,-F 0%, 1%, <®) ein vollstindig geordneter Korper, so gibt ein
bijektives m : K — R, das mit +,-,0, 1, < vertriglich ist, d.h.
- m(z+"y) =a(z) + 7 (y);  w(a
R (O0F) = 0% w(1%) = 1%

— <y = 7(z) <" n(y).

R K R

y) =7(x) = m(y);
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x,y sind infinitesimal benachbart, © ~ y

x infinitesimal
x unendlich

x endlich

P11t

VreR, r>0: |z| <.

VreR: r<|z|
x nicht unendlich

dJreR: |z <

y — x ist infinitesimal.

Bemerkung 3. a) ~ ist eine Aquivalenzrelation. Fiir z € K ist die Aquivalenzklasse

von x,

die Monade von z.

b) Fiir r,s € R, r # s gilt:

p(r) ={y |z ~y},

p(r) Np(s) = 0.
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Beweis von Satz 2: Da x,y endlich sind, gibt es infinitesimale A und A’ mit

r=-st(z)+A und y=st(y)+A"

7Zu b5): x + vy = st(zx) + st A+ A" . Somit st = st t(vy).
W)@y = st(e) +sUy) + omit st(x +y) = st(x) + st(y)

€R infinitesimal

Zub): xr-y= Et(a:) : st(yl—l— é : st(yz - Et(x) : AJ’ + A-A" . Somit

Ve Ve Ve

€R infinitesimal  infinitesimal  infinitesimal

st(z - y) = st(x) - st(y).

Zu 7): Da st(y) # 0, ist y nicht infinitesimal und damit nach Bem. 2 e) ist i endlich.
Nach Bem. 2 b) ist dann , endlich. Dann

x 6) X x st(x)
st(x) =st(— -y) =st(—) - st(y), also st(—) = :
(@) =5t ) Lst(D) - st(y) )=
Zu 8): Sei x < y, also st(z) + A <st(y) + A’. Dann
A — A" <st(y) —st(z). Somit nach Bem. 1 d): 0 <st(y) — st(x).

Ve

eR
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Zu 9) Gelte st(x) < st(y). Angenommen y < x. Dann nach 8) st(y) < st(x), ein
Widerspruch.

Zu 10) a) Gelte £ ~ r und r < s. Dann
st(x) =1 < s = st(s),

woraus sich mit 9) die Behauptung x < s ergibt.

Zu 11) Gelte x < y und x % y. Dann nach 8)
st(x) < st(y)

und wegen x 2 y somit
st(z) < st(y).
Da st(z),st(y) € R existiert » € R mit

st(z) < r < st(y).

Wegen
r~st(z) <r <st(y) >y

ergibt sich die Behauptung x < r < y nun aus 10).
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Korper R(X) der rationalen Funktionen iiber R.

R(X) = {pé—f(; | p(X),q(X) Polynome mit Koeffizienten in R;
q
q(X) vom Nullpolynom verschieden}

Definiere +,-,0,1 auf R(X) wie in der Schule.
- (R(X),4+,-,0,1) ist ein Korper
— R C R(X) bei Identifikation von r (€ R) mit T (€ R(X)).
- (R, 4,-,0,1) C (R(X),+,-,0,1).
— Jedes Element # 0 in R(X) ist darstellbar in der Form

p(X) . ey y
m mit p(X)=>_sa X" und ar#0

¢(X)=3F_ b, X" und by >0

Wir definieren (x)
p R
O0<——= <— 0< ay
q(X)
und Yy, z € R(X):

Yy<z <— 0< 2z —y.
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- (R(X),+,,0,1, <) ist ein geordneter Korper und
(R7 =+, 07 17 S) g (R(X)a =+, 07 17 S)
Bemerkung. % ist unendlich™ und somit % infinitesimal ™.

Beweis. Sei r € R. Dann r < %, da 0 < % Somit % unendlich™ und damit %

infinitesimal ™.
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Alphabet der Sprache L:

(a) VARIABLE. w1, v2,...
(b) KONSTANTENSYMBOLE. Fiirr € R: r

)
(c) RELATIONSSYMBOLE. Fiirn >1und Q CR": (@
)

(d) JUNKTOREN. = “nicht”, A “und”, VvV “oder”,
—  “wenn — so”, <~ ‘“genau dann, wenn”
(e) QUANTOREN. V “fiir alle”, 3 “es gibt”

(f) GLEICHHEITSZEICHEN. =
(g) HILFSSYMBOLE. ), (

Terme der Sprache L sind Variable oder Konstantensymbole.

£U7y7z
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Ausdriicke (Formeln) von L sind die Zeichenreihen, die man durch endlichmalige

Anwendung der folgenden Regeln erhalten kann:

(A1) Fiir Terme t1,t2 ist t1 = t2 ein Ausdruck.

(A2) Fiir n > 1, @ € R" und Terme t1,...,t, ist Qt1...t, ein Ausdruck.

(A3) Ist ¢ ein Ausdruck, so auch —.

(A4) Sind ¢ und v Ausdriicke, so auch (¢ AY), (¢ V), (¢ — ) und (¢ < V).

(A5) Ist ¢ ein Ausdruck und z eine Variable, so sind Vzy und Jre Ausdriicke.
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R =R, (r)rer, (Q)n>1, Qcrn)

=

Q

om(z): Yy(My — y<z)

b (2) - (pum(2) AV (om () — 252)

wobei o (2) : Vy(My — y<z)

s (GuMy A Seen (@) — Iz (2))
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R" = (R", (r)rer, (Q")n>1, Qcrr)

— @ CR"™:
Q" =QNR" insbesondere Q C Q™.
QF =Q — (@ endlich
- f:A—R:
ffi AT - R” und f=1TA
— X C(R)™

X standard <= es gibt ) C R" mit X = Q".
— h n-stellige Funktion iiber R*:

h standard <= es gibt eine n-stellige Funktion f iiber R mit h = f~.
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Beweis von Bem. 2: Sei A # 0.

) (f+9)(r+A)=(f+9)(r) 1 [fr+A)=fr)
A A A

~  fi(r)+g'(r)

FfrtB)-g (e D) = f() g() _ fr+D)=f(r)
b) A A

+ g*(’l“ + AA) - g(r) . f(T)

2

fi(r)-g(r)+g'(r)- fr).

c) Da g(r) # 0, gilt ¢*(r + A) # 0 wegen Bem. 1 b)i). Somit

1 1 g(r) —g"(r +A)
g tr+4) gr) _ gr+48)-9(r) _ gr)=g (r+4) 1
A A A g (r+4)-g(r)

2
|
Q\
—~
=
~—
—~
Q
—~
=
~—
~—
N

SS 2009



Page 35

(fog) (r+A) = f (g*(r+ A)) nach Zuwachsregel ex A
= f"(g(r)+ A-(g'(r) + A1)) da A - (¢'(r) + Aq) infinitesimal ist,
gibt es nach Zuwachsregel Ao
= flg(r) +A-(g'(r) + A1) - f'(g(r)) + A (g'(r) + A1) - Ag
f + A (AL f1(g(r) + (g (r) + A1) - Ao)

-

WV
infinitesimal

Wiederum mit der Zuwachsregel erhalten wir:

(fog)(r)=4g(r)f (g(r)).
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f7() — " (a) (2 +1/2)?
b—a 1 1
2k+1/2 2k
1
=T 1 =72

1
(2 +1/2)2 1
—1/2  =1/2-(2k+1/2)

2K
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reR, p(r) Cdi(f"), seR:

f differenzierbar in r mit Ableitung s <= fiir alle A #0: A ~ 3
Somit: Ist f differenzierbar in r, so
fiir alle b € u(r) : / (bl)? — /() ~ f'(r)
—r
Sei f differenzierbar in r.
f gleichméfig differenzierbar in » <= fiir alle a,b € u(r) : f7(0) = [(a) ~ f'(r)
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Vz((Nz/\zZQ) — dx (Na} N x<z

Aflrde—) <w < f(r+(z+1)-—)

S—T
<

s—Tr

Z

)

Vz((Nz/\zZQ) — Jz(Nz A z<z AVy((Ny A y<z) —

vz ((N2n2>0) — Va([r, o] = — 3y(Ny A y<z

A\

Yy.-—

T Z

) < @ <rt(y+l):=)

)
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Satz von Rolle. Sei r < s, f : [r,s] — R stetig, f in |r, s[ differenzierbar und
f(r) = f(s). Dann existiert xo €]r, s mit

f'(x0) = 0.

Beweis. Die Behauptung ist klar, falls f(x) = f(r) fiir alle z €|r, s[. Sonst existiert
ein z1 mit f(x1) < f(r) oder f(x1) > f(r). Dann wird das Minimum bzw. das
Maximum in einem Punkte z¢ €]r, s[ angenommen. Somit f’(x¢) = 0 nach $ 3

Bem. 1 b). O

Mittelwertsatz. Sei r < s, f : [r, s] — R stetig, f in |r, s[ differenzierbar. Dann

existiert xo €|r, s| mit

f,(xo) _ f(SZ : f(r)
Beweis. Man wende den Satz von Rolle auf g : [r, s] — R mit
o) o= fa) - DD
an. [
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Folgerung. Sei r < s, f : [r,s] — R stetig, f in |r, s| differenzierbar.
(1) Ist f'(x) > 0 fiir alle z €]r, s[, so ist f monoton steigend.
(2) Ist f'(z) > 0 fiir alle x €]r, s[, so ist f streng monoton steigend.

Beweis. Zu (1): Angenommen es gibt ', s" € [r, s] mit v’ < s’ und f(r") > f(s').

Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein xo €]r’, s'[C]r, s[ mit

ein Widerspruch. ]
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Rechenregeln fiir Exponenten

Seien r,s € R,r,s > 0 und p,q € Q. Dann:

1) 17 =1, =1
p
2 ,,qp+q:,rp,rq7 rP— q:r_q
-
p-q __ pP\4q
3 r —(7"),

sP

5) Wenn r < s und p > 0, dann r? < sP.

(1)
(2)
(3)
(4) 7P - sP = (1 - s)P, ﬁz(g)p
()
(6)
(7)

6) Wenn 1 < r und p < ¢, dann r? < r9.
7) Wennt € R, t>0und p>1,s0 (1+1¢)P > 1+ pt.
Beweis. Zu (5): Sei p = 7 mit m,n € N. Dann ergibt sich aus r < s, dass "™ < s™

und damit rn < sn (wegen der strengen Monotonie der Funktionen).
Zu (6): 74 = rPT@7P) = yP . 47P Da 1 < 7, wegen (5) 197P < 7P, Somit
r? =1-r? <r??. P =p1,
Zu (7): Fiir x > 0 und f(z) = (1+2)? — (1 +pz) gilt f(x)=p-(1+2)P" ' —p
>p-1° —p = 0. Somit ist f monoton wachsend. Da f(0) = 0, folgt die Behauptung.
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Satz. D C R, f: D — R. Aquivalent sind:
(i) f ist stetig in r.
(ii) Es existiert infinitesimales, positives A mit:

Va € D*(la—r| < A= f"(a) ~ f(r)).

(iii) f ist stetig' in 7.
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reeR, e>0
K(r) ist offen:

Seien s € R, s € Kc(r)* ={a € R* | |a — r| < €}, und A infinitesimal.

Da

st

Somit ist

und damit

s —r| <,

(s+A)—r|<|s—7r|+]|A| <e

s+ A e K(r)

pu(r) © Ke(r)™.

SS 2009



Page 44

Folgerung aus dem Hauptsatz iiber gleichméflig stetige Funktionen. Sei f: D — R
und gelte fiir alle n € N
f:DN[—n,n] - R

ist gleichméflig stetig. Dann existiert genau ein g mit
g:D — R, g ist stetig und g [ D = f.
Fiir jedes n € N ist g | [—n,n| gleichméBig stetig.
Bemerkung. Sei r > 0 und n > 1. Die Funktion
f:QNn[—n,n] —R mit f(q) :=r?
ist gleichméflig stetig.
Folgerung. Sei r > 0. Die Funktion
f:Q—R mit f(q) :=r?

hat eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung g : R — R. Fiir jedes n € N ist
g | [-n,n] gleichméfig stetig.

Wir schreiben r* fiir g(t).
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Voraussetzung. I Intervall, f : I — R stetig.

r,s € I, r < s. Dann fassen wir die Riemannsche Summe

> flz)Ax

(bei festgehaltenen f,r,s) als Funktion (von Axz) auf |0, s — 7] auf und bezeichnen sie

als Riemannsche Summenfunktion RS. Somit RS :]0, s — r] — R und damit
RS* :]0,s —r]* — R".

/ f()de = st(RS" (dz)) = st(S° f()dz).
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Satz 1. f: I — R stetig, r,s € I, r < s, dz, du infinitesimal™. Dann

/: flx)dx = /TS f(u)du.

Beweis. Wegen Symmetrie geniigt z.z.: Ist € > 0, ¢ € R, so

/:f(x)d:c < (/:f(u)du) te.
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Bemerkung. Fiir alle unendlich positiven a,b € R* gilt:
1) A+ H)*~1+3)° und 1 - H)* ~ (1 - 1)°

(2) (14 %)% und (1 — 2)® sind endlich und (1 — 2)® ~ (1+1;)a-

Beweis. Sei ¢ := fol 2'dt. Es geniigt zu zeigen: Fiir unendlich positives a € R*

1 1
1+ =) ~2° d 1 — )" ~27°¢,
(1+3) amd (- 1)

Wir zeigen die erste “nahe bei”’-Beziehung, die zweite wird mit den naheliegenden
Anderungen gezeigt). Sei also a unendlich™. Dann

1. log, stetig

logy(14+ =) "~ "log,1=0.
a
Da log, streng monoton wachsend ist, ist
1
A =logy(1+ 5)

infinitesimal ™.
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Weiterhin ist 22 = 1 + é, also

Wir wihlen x € N* (\N) mit
(k—1)-A<1<k-A. Somit k- A ~ 1.

Es gilt nach der Definition des Integrals

CN(1+2A+22A+ +2(f<—1)-A).A:b.A:(QK‘A_l) A
- 24 1 24 _ 1
Wegen k- A ~ 1 gilt 22 — 1~ 2 — 1. Somit

C >~ A

~x

Wegen A =log,(1+ %) und (4) daher

1 1.,
c:a-log2(1+a):log2 ((14—5) )

und wegen der Stetigkeit von 2' daher

1
2¢ ~ (1 4+ =)°.
1+
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Definition. e = st((1 4+ )%).

Satz. (e”) = e”.

Beweis. Sei t € R und A infinitesimal, A # 0; zu zeigen ist

e — € N et
X ~
Sei etwa A > 0 (der Fall A < 0 wird entsprechend behandelt). Wegen
etjﬁf_et =e'. eAA_l geniigt es, zu zeigen
e® —1

Da e’ = 1 und e” stetig und streng monoton wachsend ist, gilt
b-A=e¢”—1~0 undb-A infinitesimal™.
Somit (nach vorangehendem Satz)
1

1
e~ (1+T)6'A :(1—i—b-A)b+A — (e2)5a —eb.
b-A
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Wegen

o l[=

ex>e

ist b nicht unendlich (sonst e ~ ev ~ 1, anderseits ¢® = 1 < e! = e) und nicht
infintesimal (da sonst ; unendlich™ und somit ed unendlich™). Daher und wegen

der Stetigkeit von e”

1 1

e = st(e?) = est®

Da e” injektiv ist, gilt somit St%b) =1,dhbdb~1. O
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(rn) konvergiert gegen r <— VK ro>~r
r Haufungspunkt von (r,) <= 3k 1.7
(1) Cauchyfolge — VK,A T =T

-VneN |r,| <M << VYueN |r,)<M

— Aquivalent sind:
— {rn | n € N} ist beschrankt (in (R, <));
— Alle r, (mit p € N*) sind endlich;
— {r, | p € N*} ist beschrankt (in (R*, <)).
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Sei D C R und r € R. Dann sind dquivalent:

(i) r ist innerer Punkt von D, d.h. u(r) C D™, also
fiir alle infinit™ Aund @ € R*: wenn |a — 7| < A, so a € D*;

(ii) Es gibt ein infinit™ A, so dass fiir alle a € R*: wenn |a — r| < A, so a € D*

(iii) Es gibt ein positives € € R, so dass fiir alle s € R: wenn |s —r| < A, so s € D.

Beweis des Permanenzprinzips B:
JA inft 1 R" = ¢[A]
< nicht VA inft : R* & —p[A]
<= nicht It € R, e>0,Vimit 0<§d<e: R E-pld (PP A auf —)
< VeeR,e>0, Idmit 0<d<e: RE .
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Beweis des Permanenzprinzips D:

dkVn > k: R E ¢[n]
<= nicht VkIn > k: R E —yp[n]
<= nicht 3k : R* E —¢lk] (PP C auf —¢p)
<= nicht ATk > X : R" | —p[k] (PP C auf —p)
< Vk: R E p[K]
< Ve >A: R E k]
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Alphabet der Sprache L:
(a) VARIABLE. w1, v2,...
(

b) KONSTANTENSYMBOLE. Fiira € R1: «a

)
(¢) RELATIONSSYMBOLE. Fiirn > 1und Q C RY: @
)

d) JUNKTOREN. = “nicht” A “und” VvV  “oder”
Y Y Y
—  “wenn — so”, «— “genau dann, wenn”
(e) QUANTOREN. V “fiir alle”, 3 “es gibt”

(f) GLEICHHEITSZEICHEN. =
(g) HILFSSYMBOLE. ), (

L1-Terme sind Variable oder Konstantensymbole.

£U7y7z
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Ly-Ausdriicke (L;-Formeln) sind die Zeichenreihen, die man durch endlichmalige

Anwendung der folgenden Regeln erhalten kann:

(A1) Fiir Li-Terme t1,tq ist t1 = t2 ein Ausdruck.

(A2) Fiirn > 1, @ C RY und Li-Terme t1,...,t, ist Qt1 ..., ein Ausdruck.
(A3) Ist ¢ ein Ausdruck, so auch —.

(A4) Sind ¢ und v Ausdriicke, so auch (¢ AY), (¢ V), (¢ — ) und (¢ < V).

(A5) Ist ¢ ein Ausdruck und x eine Variable, so sind Vzy und Jzp Ausdriicke.

L-Sétze sind Li-Ausdriicke, bei denen alle Variable im Wirkungsbereich eines

Quantors stehen.

Ist ¢ ein L;-Satz, so kann ¢ in R gelesen werden und geht dabei in eine wahre
Aussage (¢ gilt in R1, R ist Modell von ¢, R1 = ¢) oder in eine falsche Aussage

iber.
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Ri = (RU FUP(R), (a)acry, (@)n>1, QQR?)

1) 1 =Vz(RzV Fz Vv P(R)z) AV (%Em A Fz) A =(Rz A P(R)z)) A ~(Fz A P(R)x))

1 besagt in R1: Ry =R U F U P(R)

2) Jedem L-Satz ¢ kann man einen Li-Satz ¢ zuordnen, der in R; dasselbe besagt

wie ¢ in R; insbesondere
RiE@ < RE .

3)a) W C R; Wifrs < f€F, r,s € Rund f(r) =s.
w2 =Vy € Rz € FVx € R Wzzy

w2 besagt: Zu jeder Zahl y gibt es die konstante Funktion mit Wert .
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w3 =Vx € Ry € P(R) Vz (ezy < y = x)

@3 besagt: Zu jeder Zahl z gibt es die Menge {z}.

V4 = V:I:Vy((ﬂaz A Ny) — Jz(Finz A Vu(uez < (Nu A z<u A uéy))))

@4 besagt: Zu natiirlichen Zahlen z,y gibt es die endliche Menge {x,z + 1,...,y}.
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R = (R, (r)rer, (Q)n>1, Qcrn) R = (R", (1)rer, (Q )n>1, Qcrr)

L — L(c)

Orp, =Th(R)U{—-c=1r|r e R}
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©s :VzEEVxGKElzlyGszxy

(ps =Vz € FVxr € Rdy € RWzay AVu € R(Wzru — u =1y)))

w5 besagt: Elemente in F' entsprechen totalen einstelligen Funktionen

tiber der Menge der Zahlen.

w6 =V2z1 € FV2o € F(—21 =20 —» dx € Ry € R(Wz1zy A =W 202y))

we besagt: Verschiedene Elemente in F' entsprechen verschiedenen Funktionen.

o7 =Vy1 € P(R)Vy2 € P(R)(—y1 = y2 — Iz € R((xeyr A ~xeyz) V (mweys A xey2)))

w7 besagt: Verschiedene Elemente in P(R) entsprechen verschiedenen Teilmengen.
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Ri = (RT, (@™ )aer, (@ )n>1, QgRgb)

Transferprinzip (TP). Existenz idealer Punkt (IP).

~ Ry =R* U F* U (P(R))".

- R =R, (r")rer, (R )n>1, gcrn) “entspricht” dem alten R*; insbesondere

konnen wir »* = r fiir r € R annehmen.

— Weiterhin konnen wir annehmen:

_L{f*|fr€F}; C F° C:{h|h:R*—>R*}

J/

standard intern ex?grn
— {M* | M eP(R)} ¢ PR)" ¢ P(R").
N\ - 4 N n”’ N—
standard intern extern

5 a) (Vollstandigkeitsaxiom gilt fiir Optomatiker) Jede nicht-leere nach oben (unten)
in (R*, <*) beschriankte Teilmenge besitzt in (R*, <*) ein Supremum (Infimum).
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Y4 = V:I:Vy((ﬂx A Ny) — Jz(Finz A Vu(uez < (Nu A z<u A uéy))))

@4 besagt: Zu natiirlichen Zahlen z,y gibt es die endliche Menge {x,z + 1,...,y}.

vs = Vz € Fin(—z = ) — Juv(uez A vez AV (xez — (u<z A 2<v))))

g besagt: Jede endliche, nichtleere Menge von Zahlen enthélt eine grofite

und eine kleinste Zahl.

w9 =Vz € Fin Yu € F Jv € Fin Yy € R (yev < Jx(xez A Wuzy))

w9 besagt: Die Bildmenge einer endlichen Menge unter einer Funktion ist endlich.
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Existenz idealer Punkt (IP). Fiir jede Li-Formel, fiir die ¢(R1) zusammenlaufend

ist, existiert ein b € R mit

fiir alle a € Vb(p(R1)): RI E ¢la,b].

§ 2, Bem. 3) Sei M C R und Zy C R; X Ry gegeben durch
Zyab <= a € R, b € P(R), bendlich,unda€ebC M
— Zp in Ri definierbar durch
Vo (z,y) = (Re AFiny A zey AVz(zey — ze M))

— Zn zusammenlaufend und Vb(Zyr) = M.
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010 = Vz €P(R) (mz —
3= o(Nu A 0<v A Fh € FVy(yez « 37 u(Nu A 0<u A uv A Ehuy))))

w10 besagt: Eine Menge ist endlich gdw sie zu einem Anfangsabschnitt

der positiven natiirlichen Zahlen gleichméchtig ist.
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Definierbarkeitslemma. Sei ¢(x,1,...,xy,) Li-Formel, b1,...,b, € R]. Dann ist
A={a eR"|R] E ¢la,b1,...,bn]}

intern.

Beispiel. B1, B; C R* intern. Dann ist
B1 + Bs := {a1 + a9 | a1 € B und as € BQ}

intern.

Setze im Definierbarkeitslemma b, = Bi, bo = B2 und
@(x, x1,r2) = JuiJuz(uiexs A u2ers A Gruiusx).

Dann A = B; + Bs.
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rseR, r<s,neN;

Wenn z € [z, x¢4+1], soO

Yo
(781
Y2

Yn

A ST
n
i =1r-+1-A und yi = y(x;)
Wo
yo + f(xo,y0) - A = wo + f(xo,y0) - A
y1 + f(z1,y1) - A = wo + f(®o,%0) - A+ f(z1,y1) - A
yn_l—l-f(ﬂjn—l;yn—l)'A — w0+z;:ol (x?nyl)A
—1
y(CIZ) wo—l—Zf(azz,yz)A—l—f(azg,yg)(:U—acg)
2=0
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ly(t)—

(sttao) + [ ay@ar)| 2 1a(6) ~ (stlan) + [ fay(@)ar)]
3)

(f: (i) = (stlao) + [ fay(@)ir)]

2 Jao + Zf i 2(5)) - A = (sttan) + [ 7o y(a))dr)
0=z Z PG aa) - | ' Fey(@))dl

da:zA;r;ﬁva-i-l | Z [ (xp,2(xy)) - A — Z [ (@, y" (0)) - A
p=0

= ‘Z ( (2p, 2 :f*(ilﬁp,y*(xpp) A

infinitesimal

da z(z,) 2 y* (x,) ~t (fiir ein geeignetes ¢’ € R) und somit

fr(zp, 2(zp)) = f(t, 1) = [ (20, y" (20))
— infinitesimal (nach §3, 7e, da > 7 (A =zp41 — 1)
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Beweis. A := %, Ti=1r-+1-A.

Durch Induktion iiber ¢ definieren wir §(u, ) fiir jedes u € R, u > 0, sodass fiir alle
v,w e [—S5,5]:

wenn |w —v| < d(u,l), S0 |Ywn(Te) — Yun(xe)| < u.

d(u,0) = u.

Yw,n(Te) = Yo (Te)| 4 | [ (20, Yw,n(2e)) — f(Te, Yyo,n(T0))| - A
? + 1 f(@e, Yyw,n(we)) — f(Te, Yo,n(xe))] - A < w0

Yw,n (Ter1) — Yo,n(Tes1)]

I

Da
Vo € [r,s] Vo' € [=5,5]: |ypn(z)| < S+ M- (s—71),

g

~~

T

existiert wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f in [r,s] x [T, T] ein 7 > 0 mit:

wenn  |Yuw,n(2e)) = Yon(®e)| <1, 80 |f(20, Yuw,n(we)) = Fe, Yon(ze))] - A < 5.

Dann §(u,f + 1) = §(min{n, 5}, ).
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Beweis von Lemma 1 b). = : Sei ¢ € R, ¢ > 0. Dann
R” ]:35ER(5>0/\EIuENVUEN(u§v—>

vy € D(ly — 1| <8 — [fu(y) - f(1)] <))
(6 — A infT;u — X € N\ N)

RE... liefert die Behauptung

<: Seien k und a € D* gegeben und € € R, ¢ > 0. Z.z. |f.(a) — f*(a)| < e.
Wihle 6 € R, > 0 und u € N mit

REVweENu<v—=VyeD(y—r|<d—|[fuly) — f¥)] <g))
Dann
R'EVWeNu<v—=YyeD(y—r|<d—|fuly) — fy)| <g)).

Fiir v «+ k und y < a erhalten wir die Behauptung.
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DCR, f:D—R,firalleneNsei f,:D—>R,reD
— (fn) konvergiert gegen f inr <= Vk: fi(r)>~ f*(r).
— (fn) konv. gleichméfig gegen f inr <= VkVae€ D" : (a~r — fc(a) >~ f*(a))
— Alle (fn) sind stetiginr < VneNVae D*: (a~r — fi(a) >~ fi(r)).

— (fn) gleichgradig stetiginr <= Vu e N*Va € D* : (a~r — fu(a) >~ f.(r)).

Bemerkung. Sei r € D, fiir alle n € N sei f,, stetig in » und (f,) konvergiere
gleichméflig gegen f in r. Dann ist (f,,) gleichgradig stetig in  (und somit f stetig

in 7).

Lemma 1 b). Aquivalent sind:
(i) (fn) konvergiert gleichméfig gegen f in 7.
(i) ‘v’eER,€>OEI5ER(5>O A JueNVveNu<v—
vy € Dly —r| <6 = |fuly) - fW)| <))
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Paul Dirac (1902-1984) in seinem 1930 erschienenen Buch “The Principles of

Quantum Mechanics:”

Our work. . . has lead us to consider quantities involving a certain kind of
infinity. To get a precise notation for dealing with these infinities, we

introduce a quantity 6(x) depending on x satisfying the conditions

+oo
/ d(x)dx =1, d(x) =0 for x # 0.

— 0

To get a picture of d(x), take a function of the real variable x which vanishes

everywhere except inside a small domain, of length € say, surrounding the
origin x = 0, and which s so large inside this domain that its integral over

this domain s unity. The exact shape of the function inside this domain does

not matter. .. Then in the limit € — 0 this function will go over into §(x).

The most important property of d(x) is exemplified by the following equation,

400
/ f(z) - 8(z)dz = £(0),

— OO
where f(x) is any continuous function of x. We can easily see the validity of

this equation from the above picture of 6(x). ..
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Aus Fliigge “Handbuch der Physik”

The “function” d(x) defined in this way is not like the functions we
encounter in the ordinary way in mathematical analysis. The latter are
defined to have a definite value at each point of a certain domain. For this
reason DIRAC has called the Delta function an “improper function” and has
emphasized that it may be used in analysis only when no inconsistency can
possibly arise from its use. It has been suggested by DIRAC himself that the
delta function could be dispensed with by using a limiting procedure involving
ordinary functions. But the “function” and its “derivates” play such a useful
role in the formulation and solution of boundary value problems in classical
mathematical physics as well as in quantum mechanics that it is tmportant
to derwve the formal properties of the DIRAC delta function. It should be

emphasized, however, that these properties are formal.
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feF rstelR

/TS f(x)dx =t, /_8 f(x)dx =t, /TOO f(x)dx =t, /OO f(z)dx = t,

I frst I_ . fst Iec frt > _ft

Dann
ICR;, I o, I°CR;, I, CR;]

Definition. Seien h € F* und a, b, c € R*.
1) [V h(z)de =c gdw I*habe.

2) [* _h(z)dr =c gdw (I-c)*hbe.
3) [ h(zx)dr =c gdw (I°°)"hac.

4) [ h(z)de =c gdw (1) he.

[©.@)
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Lemma 1. Sei h : R* — R* intern und a, c € R*. Dann gilt:

/ h(r)dt =c <= Ve€R" e>03bg R by >a

b
%eRﬁbzm;y/immm—q<s.

Beweis. Da
‘R%erﬂvazekgfﬁme+
Ve € R(e >0 — Jyo € R(yo >z AVy € R(y > yo — Fu € R(L fryu A |u — 2| <5)))))
gilt
Rf%VfGEV@zER@fﬂme+
Ve e R(e >0— Jyo € R(yo >z AVy € R(y > yo — Ju € R(I fryu A |u — 2] <5)))))

und somit die Behauptung.
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Wegen (TP) gilt:
Lemma 2. Fiir stetige g,h € F*, a,b,c € R*
a) Wenn [~ h(x)dx existiert (also [~ h(z)dz = d fiir ein d € R*), so

/o; h{z)dz = /; h(x)da + /ab h(z)dx + /boo h(z)dz.

b) Wenn fiir alle z € R* gilt |g(z)| < c und h(z) > 0, so

]/ x)dx| < c- /ab h(x)dz.

c) (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Wenn h(x) > 0 fiir alle z € R*, so gibt es
ein ¢ €]a, b[® mit

/abg(w) -h(z)de = g(&) - /ab h(z)dz.
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d) Ist ¢ > 0, so

/ “egle- a)de = / 9(y)dy,

und entsprechend fiir die uneigentlichen Integrale, etwa

/ " e gle - a)de = / " gy,

— 0 — o0
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Eine interne Funktion ¢ : R* — R”™ ist eine Deltafunktion an der Stelle 0, wenn

1) ¢ ist stetig”.

)

2) Va € R*: §(a) > 0.

) [ ba)de = 1.

4) Firaller e R, 7> 0: [~ §(x)de ~0und [~ 6(x)dx ~ 0.

(
(
(3
(
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Alphabet der Sprache L(A,):

(a) VARIABLE. w1, va,...
(

b) KONSTANTENSYMBOLE. Fiir a € A, : a
(c) RELATIONSSYMBOL. S
(d) JUNKTOREN. = “nicht”, A “und”, VvV “oder”,
—  “wenn — so”, — “genau dann, wenn”
e) QUANTOREN. V “fiir alle”, 3 “es gibt”

(e)
(f) GLEICHHEITSZEICHEN. =
(g) HILFSSYMBOLE. ), (

L(A,)-Terme sind Variable oder Konstantensymbole.

£U7y7z
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ITa) o1 =Vr(r € Ao — Yy—y € x)

1 besagt in A,: Urelemente enthalten keine Elemente

IIb) ¢on :Va:(—naz EAy— (€A1 = VyY(ly ez —y iﬁ)))

w2.n besagt in A, : Elemente von A, die keine Urelemente sind, liegen genau dann

in A,+1, wenn alle ihre Elemente in A,, liegen.

IT c) gpgzwcv:y((ﬁxg@/\ﬂygz‘lo)—>($=y<—>vz(2§$<—>2§y>>)

w3 besagt in A,: Je zwei Elemente von A,,, die keine Urelemente sind, sind genau

dann gleich wenn sie die gleichen Elemente enthalten.
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Fiir eine Menge A von Urelementen sei

Ag = A, Any1 = An UP(A,), As =] An

Insbesondere: A, € A,+1 C As.

1T Bemerkung. Sei A7, = (AL, (a")aca,,€”) und A}, = Th(A,). Dann

a) (Transferprinzip) Fiir alle L(A, )-Satze ¢
Ao Ep = Al E e

b) Wir identifizieren im Folgenden fiir a € A (= Ap) das Element a™ mit a.
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QD4ZV$1...V$]{;((£B1 c Ay N.. gA_) (xl,...,a:k)EAngg”)/\

‘v’yl...VynElz(ngg+4 AVx1... Ver((z1 € Ae Ao ANz € Ay) —

(z1,...,2k) §z<—>90(961,..-,wk,yl,---,ye))))

=Vz(z € R — Jy(y € NA “(z,y) € <))

“(r,y) € <” Abkiirzung fir Jz(z € <A “z = (x,¥)”)

“2=(x,y)” Abkiirzung fir VYu(u € z < (“u={x}” V “u={z,y}”))

“u={x}” Abkiirzung fiir Vz( — 2
( —

“u={z,y}” Abkiirzung fiir Vz
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Jedem L;-Satz ¢ kann man einen L(A, )-Satz ¢ zuordnen, der in A, dasselbe

besagt wie ¢ in R1; insbesondere

/4w F::ga < 731 F: L.
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ZCDxD

Z zusammenlaufend: Vn > 1Vai,...,a, € Vb(Z) db € Nb(Z) :
Zalb, c ey ZCLnb
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I Beispiele und Bemerkungen. a) (R, or) ist topologischer Raum, wobei
or = {0 C R | O (offen)'}
b) (R™, orn) ist topologischer Raum, wobei
orn = {O CR" | O (offen)'}

c) (M,P(M)) ist topologischer Raum, P(M) die diskrete Topologie auf M.
d) (M, {0, M}) ist topologischer Raum, {(), M} die triviale Topologie auf M.

e) (M, ocoe) ist topologischer Raum, wobei
Teoe = {X C M | M\ X endlich} U {0},

die Topologie der coendlichen Mengen auf M.
f) Seien (M, o) topologischer Raum und L C M. Dann ist

(L,{LNO |0 €}

ist ein topologischer Raum, die auf L durch (M, o) induzierte Topologie.
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g) Sei (M, d) ein metrischer Raum, d.h. M ist eine Menge und die Abstandsfunktion
d: M x M — R erfiillt fiir alle x,y, z € M:

— d(z,y) >0 und (d(z,y) =0 <= z=1y)
- d(z,y) = d(y, v)
— d(x,2z) < d(z,y) + d(y, 2).
Firxe M, re R, r >0, ist
Kr(z) ={y € M | d(z,y) < r}
die Kugel um z mit Radius 7.

Eine Teilmenge Y C X ist offen in (M, d), wenn
VeeY JeeRe>0: K. (z) CY.

Dann gilt:
ogqa={Y CM|Y offen in (M,d)}

ist eine Topologie auf M, die durch (M, d) auf M induzierte Topologie.
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h) (R™,dg) ist eine metrischer Raum, wobei

de((@1, @)y (1,5 Yn)) = V(@1 = 91)2 + -+ (20 — yn)?
die Fuklidische Metrik ist. Es gilt

Odrp =— ORn™.

h) (R™,dar) ist eine metrischer Raum, wobei

Ay (X1, yTn), (Y1,- -+, Yn)) = max{|z1 — yil|,..., |Tn — Ynl|}

die Maximumsmetrik ist.
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IT Beispiele und Bemerkungen. 1) Ist A C R"™, so
A abgeschlossen <= A (abgeschlossen)’

2) — () und M sind agbeschlossen.
— Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
— Der Durchscnitt von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

3) (Charakterisierung der abgeschlossenen Mengen) B ist abgeschlossen gdw
Vp e M(u(p)NB" #0 = p € B).

4). Fir B C M ist (per definitionem)

B = f A
BCA
A abgeschlossen

die abgeschlossene Hiille von A. Es gilt:
a) B C B und B ist abgeschlossen.
b) Ist B C A und A abgeschlossen, so B C A.

c) B abgeschlossen <— B = B.
d) B= M\ int(M \ B)
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¢) B={pe M| u(p)nB* #0}.
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B offen < VpeB: ulp) CB”
B abgeschlossen <= Vpe M (u(p)NB*#0—pe B)
B kompakt < Va€ B'dpe B: ac up

jeder Punkt in B™ liegt in der Monade eines Punktes aus B

a nahestandard : Ip € M : a € u(p)
a nahestandard zu p: a € u(p)

ns(M™) = {a € M | a nahestandard}

Satz 2 und Definition. o hausdorffsch, a € M™ nahestandard. Dann gibt es genau ein
p € M mit a € u(p); p ist der Standardteil von a, p = st(a).

st :ns(M™) - M
o hausdorffsch:
B kompakt <= B C ns(M") und st(B*) C B

<~ B* Cst™'(B).
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Satz 3. BC M

B kompakt <= Vo' C O'(B C U O — Joo C o', 09 endlich und B C U O).
Oco’ O€coyg
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fi : B — C;. Fiir die grobste Topologie auf B, in der alle f; stetig sind, gilt fiir p € B:

w(p) = () £ (a(fi(D)))-

el

Lie;Co={f|df(f) =1, VieI: f(i) € C;}
= {(pi)iej | Viel:p; € Cz}

(IT;eCy)" ={h | hintern, df(h) =1", Vie I" : h(i) € C;'}
= {(ai)ier+ | (ai)icr+ intern, Vi € I" : a; € C; }
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(M, d) metrischer Raum. Metrik induziert Topologie
00 =4{0 |VpeOFeeR,e>0: K. (p) CO}

Bemerkung 1. Sei (M, d) metrischer Raum.
a) Fir p € M gilt

p(p) = ﬂ 0" = ﬂ K:(p)" ={a € M" | d*(a,p) infinitesimal}.
peO e€ER,
O€oy e>0

Somit;:
a € u(p) < d*(a,p) infinitesimal.

b) (M, o4) ist hausdorffsch (da u(p) N u(q) = 0 fiir p,g € M mit p # q wegen a) und
da d(p,q) € R, d(p,q) > 0).

c) Sei B C M. Dann ist (B,d) (genauer (B,d [ B x B)) ein metrischer Raum und
die durch d auf B induzierte Topologie ist die Spurtopologie.

d) Auf M* wird durch
a ~b (a und b sind infinitesimal benachbart) <= d"(a,b) infinitesimal

eine Aquivalenzrelation definiert.
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e) Fir B C M gilt

Boffen <= Vpe BVYae M (a~p=a€ B")
B abgeschlossen <= Vpe M Vae€ B*(a~p=p¢€ B)

B={peM|3aec B :a~p}
f) (M,d) und (L,d") metrische Rdume, BC M, f: B — L

f stetig <= Vpe BVa € B (a~p= f"(a) >~ f(p)).
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Definition. (M, d) metrischer Raum, (pn)nen Folge in M, p € M.
a) (pn) = p <= VK px > p

b) p Haufungspunkt von (p,) <= 3k px ~ p

c) (pn) Cauchyfolge <= Vk VA px >~ pa.

Bemerkung 1) Wenn (p,) konvergent, so (p,) Cauchyfolge.
2) {st(px | K € N*\ N, p, nahestandard} ist die Menge der Haufungspunkt von (p,).

3) (Robinsonsches Folgenlemma) Sind (a,),en+ und (b, ),en+ interne Folgen in M™

und gilt a,, ~ b, fiir alle n € N, so existiert x mit a, ~ b, fiir alle v < k.

4) Seien (M,d) und (L,d") metrische Rdume, f: M — L, p € M, p, € M fiir n € N.

a) Wenn (p,) — p und f stetig, so (f(pn)) — f(p).

b) Wenn (p,) Cauchyfolge und f gleichméfig stetig, so (f(pn)) Cauchyfolge.
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(M, d) metrischer Raum, a € M".

a nahestandard (ns) <=  existiert p € M a € u(p)

a prenahestandard (pns) <= existiert Folge (pn)
VneNp, e M und Vk px ~a (1)

Bemerkungen und Beispiele a) Wenn a ns, so a pns.

c) Wenn a pns und (p,) mit (1), dann ist (p,) Cauchyfolge.
d) Wenn (p,) Cauchyfolge, so px pns fiir alle A € N* \ N.

e) Sei a € M™ und gelte

Vn € N (pn €M und d*(pn,a) < l)
n

Dann Vk px >~ a; insbesondere ist a pns.
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(V,(, )) euklidischer Vektorraum:
— V' Vektorraum tiiber R;
— (, ):V xV — R Skalarprodukt.

Eine lineare Abbildung T : V' — V ist symmetrisch (selbstadjungiert), wenn fiir alle
x,y € V:

(T'z,y) = (=, Ty).
Hauptsatz tiber symmetrische lineare Abbildungen. Sei (V,(, )) ein endlich-

dimensionaler euklidischer Vektorraum und 7" : V' — V linear und symmetrisch.

Dann existiert eine orthonormierte Basis x1,...x, von V und A1,..., A, € R mit

An

Insbesondere gilt Tx; = Ajz;. Wegen o = > (x, xi)x;, ist

Tx = Z Ailx, xi)x;.
i=1
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Ist (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum, so ist (V| ||) mit
]| = v/ (z, z)

ein normierter Vektorraum.

Definition. (V|| ||) ist ein normierter Vektorraum, wenn V ein Vektorraum iiber R
ist und fiir || || : V — Rxo gilt:

(i) ||lz]| =0 <= =z =0;

(i) [lra|| = [r|fl«]  (fir r € R);

(i) [lz 4+ yll < [zl + [yl
In einem normierten Vektorraum (V|| ||) wird durch
dz,y) = [ly — |
eine Metrik und dadurch eine Topologie induziert. Es gilt fiir a,b € V*

a~b <= ||b—al” infinitesimal

a nahestandard <= 3z € V|la — z||* ~ 0.
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Konventionen. V  x,v,...

V* o a,b,... wenn a ns, so ~a = st(a)
R rs,...
R* &m,... wenn £ ns, so “& = st(§).

a endlich (normendlich) <= ||a|| endlich

2) Wenn a ~ b und £ endlich, so £a ~ £b.
3) Wenn & ~ 1 und a endlich, so £a ~ na.
4) Wenn £ und a ns, so £a ns und °(€a) =€ “a.

S ={z eV ||| =1} ist die Sphére in (V,]| ||)
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C?[r, s]

(f,g) = / (@) g(a)d

Gelte fiir alle t,¢" € [a, b] X [a, b]
k(t,t') = k(t,t).
und gelte wieder fiir T : C*[r, s] — C?[r, 5]

Hw = [ Tkt y) - f()dy

Dann ist 1" symmetrisch:

(Tfg) = / (TH (@) - glo)da

_ /S( /Sk(x,y) Iy >dy) g(x)da

_ / / 2)dzdy (da k(t, ¢') = k(t', 1))

- [ x >([ k() <>dw)dy

r

= (f,Tg)
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(V,(, )) euklidischer Vektorraum

Z1,...,xy orthogonal <= Vi,j,i#j: z; L x; (d.h. (z;, ;) =0)

Ti,...,Tn orthonormiert <= Vi,j,1 # j: (x;, ;) = dij)

Bemerkung 1) Seien x1,...,x, orthogonal. Dann (Pythagoras)

|1+t anll® =l ® 4zl

2) Seien x1, ..., %y, orthonormiert und x € [x1,...,2,]. Dann
n mn
xr = Z(az, ri)x; und ||z||° = Z(az, zi)°.
i=1 i=1
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3) Seien x1,...,x, orthonormiert und U := [x1,...,x,]. Die Abbildung Py : V — V,
die orthogonale Projektion von V' auf U, sei gegeben durch: Fiir x € V

n

Pyx = Z(az, Ti)Ti.

i=1
a) Py linear und Py : V — U.
b) x — Pyx L U. Insbesondere x = Pyx +y mit y L U.

Beweis. Sei j € [n]. Dann

n

(x — Puz, ;) = (z,2;) — O (=, m:)xs, 3;) = (z,3;) — (z,25) =0,

=1

¢c) (Pvr=0 <= 21 U) und (Pvx=zxz < z€U).

Beweis. Wenn Pyz = 0, dann « 1 U wegen b).
Wegen b) gilt (x, Pyx) = (Pyx, Pux). Somit Pyxz =0 wenn x 1 U.

Wenn z € U, so Pyx = x wegen 2). Wenn Pyx = x, so x € U wegen a).

2) —n b .
d) |Puz)? 230 (z, 2)°<||z — Poa|® + | Pua)? 2 ||lz|*. Somit || Pyl < 1.

=1
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e) Fiir alle w € U mit u # Pyx: ||z — u|| > ||z — Puz||.

|2 b) und 2)

Beweis. ||z — u||2 = ||(x — Pyx) + (Pux — u))| |z — Pu :I:||2 + [|Prx — u||

e) liefert eine “basisfreie” Definition von Py .
f) Py ist symmetrisch.

Beweis. Seien z, 2’ € V, z = Pyx + vy und 2’ = Pyz’ +vy’. Dann
(Pyx,z') = (Pyz, Pux’ +v') 2 (Pyx, Pyx') 2 (Pyx + vy, Pux') = (z, Pyx').

4) Seien x1, T2 ... orthonormiert und z € V. Dann (wegen d))

o

> e, zi)” < le*.

=1

5) Sind x1,x2 ... orthonormiert, so ist x, nicht nahestandard. Insbesondere ist idy

nicht kompakt.

Beweis. Sonst existiert £ € V mit x, ~ x. Dann wire x Haufungspunkt von

T1,T2.... Wegen 1) ist jedoch ||z; — z;||* = 2 fiir i # j.
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Hauptsatz iiber kompakte, symmetrische Operatoren. Sei (V,( , )) ein euklidischer
Vektorraum und 7' : V' — V linear, symmetrisch und kompakt. Dann existiert eine

(endliche oder unendliche) Folge von EW 71,72, ... mit
|7“1|2’?“2’Z... >0
und eine orthonormierte Folge x1, x2, ... zugehoriger EV, also mit T'x; = r;x;, mit

Ve eV: TCUZZ(TZU,$¢>CE7; :Zri@,xi)xi.
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Beweis. Sei X intern und *-endlich mit
VCXCV®
und U der in V* von X erzeugte Unterraum™. Somit ist U *-endlich dimensional.
Sei P (= Py) : V* — V™ die (interne) orthogonale Projektion von V* nach U und
R=PoT".

Dann

R:V* =V~ und RIU:U—U.
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Wozu Nichtsandardanalysis?

Wozu betreibt man irgendeine Mathematik?

Hier sieht D. LAUGWITZ vor allem drei Rechtfertigungsgriinde:

(1) den der Anwendung im weitesten Sinne, sei es in der Lésung von
Problemen innerhalb und auflerhalb der Mathematik, sei es durch die

Neu- oder Weiterentwicklung von Methoden,

(2) den des Unterrichts, sei es durch Beitrige zu den Inhalten oder durch

eine Verbesserung der Vermattiung,

(3) den der Reflerion auf die Mathematik selbst, seien es ihre Geschichte

oder thre Weiterentwicklung.
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