Sei R eine zweistellige Relation auf A.

R ist reflexiv, wenn fur alle a € A qilt:

Raa.

R ist irreflexiv, wenn fiur alle a € A gilt:

nicht Raa.

R ist symmetrisch, wenn fur alle a,b € A gilt:
wenn Rab,sO Rba.
R ist antisymmetrisch, wenn flr alle a,b € A qilt:
wenn Rab und Rba, sO a = b.
R ist konnex, wenn fur alle a,b € A qgilt:
Rab oder Rba oder a = b.
R ist transitiv, wenn fur alle a,b,c € A qgilt:

wenn Rab und Rbe, sO Rac.

R ist eine partielle Ordnung, wenn R reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch ist.

R ist eine totale oder lineare Ordnung, wenn R reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch und konnex ist.

R ist eine Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, transitiv
und symmetrisch ist.



f:A? — A,
f ist kommutativ, wenn flur alle a,b € A qilt:

fla,b) = f(b,a).

f ist assoziativ, wenn fur alle a,b,c € A gilt:

f(f(a,b),¢c) = f(a, f(b,c)).



"Vorrat” an Symbolen

Konstantensymbolen oder Konstanten: ci,co,. .. c,d
fur n > 1:

n-st. Funktionssymbole: f,f3,. .. frg,h
n-st. Relationsssymbole: R}, R3,. .. R,P,Q

Sei S eine Symbolmenge.
Eine S-Struktur ist ein Paar
A= (A, a)
bestehend aus
e ciner nicht leeren Menge A, dem Trager, (Grund-
bereich, Universum von ;

e ciner auf S definierten Abbildung a, die

— fur alle n > 1 jedem n-stelligen Relationssymbol
R € S eine n-stellige Relation a(R) C A™ zuord-
net,

— fur allen > 1 jedem n-stelligen Funktionssymbol
f € S eine n-stellige Funktion a(f) : A" — A
zuordnet;

— jedem Konstantensymbol ¢ € S ein Element a(c) €
A zuordnet.



Digraphen und Graphen. Sei S = {F}.

Digraphen “sind” S-Strukturen (G, E¢). G ist die Menge
der Punkte und E¢ die Menge der (gerichteten) Kanten.

Graphen “sind” S-Strukturen (G, EY) mit symmetrischem
und irreflexivem EC.

Sei & = (G, E“) ein Digraph.
Eine Schleife ist eine Kante der Gestalt (a,a).

Der Digraph & ist schleifenfrei, wenn er keine Schleifen
enthalt.

Ein Weg ist ein Tupel (ag,...,amn) € G™T1 fir ein m € N,
so dass fur i = 1,...,m: (ai—1,a;) € EC. (ag,...,an) ist
dann ein Weg derLange m von ag nach a,.

Ein Pfad ist ein Weg, dessen Punkte paarweise verschie-
den sind.

Ein Zyklus ist ein Weg (ag,...,am) Mit m > 1 und ag =
Am, -

Der Digraph & ist azyklisch, wenn er keine Zyklen enthalt.

Ein Kreis in einem Graphen ist ein Weg (ao,...,a,) der
Lange m > 3 mit ap, = ao und a; F a; fur 1 <31 <5 <
m — 1.



Alphabet > ¢ der Sprache der ersten Stufe zur Symbol-
menge S:

(a) Variable: v, vo,. .. X, Y, 2
(b) Junktoren: —, A, V

(c) Quantoren: V, 3

(d) Gleichheitszeichen: =

(e) Hilfssymbole: ), (, ,

(f) die Symbole in S.

Somit
2 g =2ULS,

wobei >y die Menge der in (a) bis (e) vorkommenden
Symbole bezeichnet.

V= {’Ul, Vo, .. }
ist die Menge der Variable.



Sei S eine Symbolmenge. S-Terme oder kurz Terme sind
die Zeichenreihen uber > g, die im folgenden Kalkul ab-
leitbar sind:

t1,...,0n
(T1) — (T2) —c €S (T3) i) f € S n-st.

75 = Menge der S-Terme.
Beispiel. Fir S = {f2, f2,c1,ca} ist
f13(C4,ff(’l)?,’l)7,C1),f6l(C4))

ein S-Term.

Ableitung:

1 c1 (T2)

2 ca (T2)

3 v7 (T1)

4 Fi(ca) (T3) auf 2

5 f13(v7,v7,cl) (T3) auf 3,3,1
6 f%(C4,f?(’l)?,’U?,Cl),fé((M)) (T3) auf 2,54



Lemma. “An jeder Stelle in einem Term, an der Kkein
Hilfssymbol steht, beginnt genau ein Term.”

1. Fur alle t,t € T*:
t ist kein echtes Anfangsstiick von t'.
2. Seien t € T°, 1 < i < |t| und t = uav Mit u,v € <%,

a €Xg, |luy=i—1unda#*(, a# ), a*, Dann
gibt es genau ein t' € T° mit

t = ut'v’ flr ein geeignetes v’ € X%,

Beweis. Zu (2): Seit € T°, 1 <i < [t| und t = uav wie
oben.

Existenz von t’: Induktion Uber den Termkalkil.
Eindeutigkeit von t': Wenn
t =wtiv] und t=utov, mitt] F s,

so ist t] ein echtes Anfangsstlick von t,, oder t} ein echtes
Anfangsstiick von t,, ein Widerspruch zu 1.



Eindeutige Zerlegbarkeit von Termen. Jeder S-Term ist
entweder

1. eine Variable oder
2. eine Konstante in S oder

3. ein Term der Gestalt f(¢1,...,t,) fur ein n-stelliges
fesSundty,... t,eT5.

Dabei sind f und tq1,...,t, eindeutig bestimmt.

Sei 2 eine S-Struktur. Eine Belegung 3 in A (in A) ist
eine Abbildung 3:V — A.

Eine S-Interpretation J = (%(,3) besteht aus einer S-
Struktur 21 und einer Belegung 3 in 2.

Definition. Sei J = (2, 8) eine S-Interpretation. Induktiv
uber den Aufbau der S-Terme definiert man den Wert
J(t) des Terms t bei J. Dabei ist J(t) € A.

I(z) = B(=);
J(c) := %

I(f (1, tn)) = fAO(), ..., T ().



S-Ausdrucke oder S-Formeln der Sprache der ersten Stu-
fe sind die Zeichenreihen uber 3¢, die man im folgenden
Kalkul herleiten kann:

(Al) — t1,to € T
t1 = 1o

A2) — R € S r-stellig, t1,...,t, € T®
( )Rtl...tr 9,1

(A3) 2

'z
©, Y
(o A1)
©, Y
(o V)

¥
Vxp

(A4)

(A5)

(A6)

¥

L° Menge der S-Ausdriicke.

Beispiel. Fur S := {]g} ist Vvidvs Evivs ein S-Ausdruck.

1 Evivs (A2)
2  dusFEvivs (A7) auf 1
3 VvidvsEvivs (A6) auf 2



Eindeutige Zerlegbarkeit von Ausducken. Jeder S-Ausdruck
ist entweder ein Ausdruck der Gestalt

(1) t1 =+t> oder (2) Rti...t. oder

(3) —p oder (4) (pA1) oder
(5) (pV) oder (6) Vxop oder
(7) 3Fze

Dabei sind eindeutig bestimmt
t1,to € T° in (1),

Re S und ty,...,t, € T° in (2),
@ in (3),

@ und ¢ in (4), (5),
xz und ¢ in (6) und (7).

Ausdriicke der Gestalt (1) oder der Gestalt (2) sind

atomare S-Ausdrucke.
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Fir t € T° oder ¢ € L® sei var(t) bzw. var(y) die Menge
der in t bzw. ¢ vorkommenden Variablen.

Die Menge fr(p) der in ¢ frei vorkommenden Variablen
wird durch Induktion uber dem Ausdruckskalkul defi-

niert:

fr(p) = var(y), falls o atomar
fr(—=¢) = fr(p)

fr(le ny)) =Tr(p) U fr(y)
fr((evy)) = fr(e) Ufr(y)
fr(vzp) = fr(e) \ {z}

fr(Jze) = frp) \ {z}

fr((FuRxu A IyVe(Ryx V Ryu)))

fr(JuRxu) U fr(JyVe (Ryx V Ryu))

(fr(Rzu) \ {u}) U (fr(Vz(Ryz V Ryu)) \ {y})
({z, u} \ {u}) U (fr((Ryz vV Ryu)) \ {y,z})
{z} U ((fr(Ryz) U fr(Ryu)) \ {y, z})

{z} U (({y,z} U{y,u}) \ {y,2})

{z} U{u})

{x,u}.

11



S-Interpretation 7 = (2,3), z1,...,z,m Ppaarweise ver-

schiedene Variable, a1,...,a, € A
o= @,
{L‘l...xm --ajm

wobei 3 ™ die Belegung in A ist mit
T1...Tm
aj ... Yy = x;

s ) —{

r1...T B() y#xl,---,y#xm

S =g},

N

[

R=@), I=@Hmes={"

J = —3Jvig(vi,v1) = v
nicht J = Jvig(vi, v1) = v2

, r
nicht ex. re R: J— = g(v1,v1) = v2
U1

n ungerade
sonst

nicht ex. r € R: J—(g(v1,v1)) = T—(v2)
V1

v1
nichtex. reR: r.r=-2.

Somit J = —3Jvig(v1, v1) = va.

Entsprechend: J |= —3Jv1169(v116, V116) = V2.

Dagegen:

J
J

= —3Jvig(vi,v1) = vs, da
= Jvig(vi,v1) = vs.

12



4.

J S-Interpretation
J Modell von &, J = &, gdw fur alle x e & : J = x.
. ¢ folgt aus &, & =1, gdw

~

fur alle Interpretationen J3: wenn J = &, so J = v.
® = {¢p} dann auch ¢ = statt & = .

@ ist erfullbar, Erf ¢, gdw es gibt eine Interpretation,
die ¢ erfullt.

&é ist erfullbar, Erf &, gdw es gibt eine Interpreta-
tion, die ® erfullt.

@ ist allgemeingliltig, = ¢, gdw 0 = ¢
gdw flr alle J: T &= .

. ¢ und v logisch dquivalent, ¢ =, gdw = ¢ < ¥

gdw fur alle J: (J = ¢ gdw J = ).

13



Koinzidenzlemma. S, 51,52 Symbolmengen, S C 51 N Ss.
Fir j = 1,2 sei J; := (2, 5;) eine S;-Interpretation.

Gelte 2, fS = Ao f S (d.h. A1 = As und B2 = k% fir
kelsS).

Dann

1. FurteT?:
wenn By [ var(t) = B> | var(t), so J1(t) = J2(1).

2. Fir ¢ € LS:
wenn B1 [ fr(p) = B2 [ fr(p), so (J1 = ¢ gdw Tz = ).

Beweis. zu 2): ¢ := Rt1...t.:

R%jl(tl) o J1(t)

R*J5(t1) ... J3o(t,) (wegen 1)
R*J5(t1)...J2(t,) (wegen R¥% = R%)
Jo |= Rty ...t

J1 = Rt1...t,

1110
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S = {é%}, T I=v1, Y .= U, Z .= V3.

R reflexiv:
Yrefl .= VxRzxx
R irreflexiv:
Pirrefl := Ve Rxx
R symmetrisch:
Ysymm = VaVy(Rxy — Ryx)
R antisymmetrisch:
Pantisymm -— VaVy(Rzy — —Ryzx)
R konnex:
Pkonnex := VaVy(Rxy Vo =y V Ryx)
R transitiv:

Ptransitiv .= VaVyVz((Rzy A Ryz) — Rxz)

15



Die Modelle von

Cprrd L= {SOrefI, Pantisymm Sotransitiv}
sind die partiellen Ordnungen.

Die Modelle von

DPorg 1= {Sprefla Pantisymm, Ptransitiv, Sokonnex}
sind die Ordnungen.

Die Modelle von

(DAqui = {Sorefl, Psymm, Sﬁtransitiv}

sind die Aquivalenzstrukturen (Aquivalenzrelationen).
={FK
s = 1{B}

Die Modelle von

DPGraph := {@symm, SOirrefl} !
sind die Graphen.

Die Modelle von
Ppigraph (= 0
sind die Digraphen.

Die Modelle von

sind die schleifenlosen Digraphen.
16



S={4+,-,0,1}

Die Modelle von

VevyVz(e +y) +z2=2+ (y+2) Vex+0==zx

VaVyVz(z-y) -z =x- (y - 2) Vex-1=u=x
Vedyxz+y =0 Ve(—mx =0 — dyx-y=1)
VeVyx +y =y +x VeVyx -y =y -x

-0=1 VaVyVzz - (y+2)=(x-y)+ (z-2)

sind die Korper.

17



K Klasse endlicher Strukturen, ® C LS. Das Model-
Checking Problem:

MC(K,®) Input: Struktur2e K, Satz ¢ € &
Frage: A =7

D = Jz (Kz A 3y(Fy A Ley A Acy))
©

Das Auswertungsproblem:

AUS(K,®) Input: Struktur A€ K, n>1, ¢ € dNL>
Problem: Berechne {(a1,...,an) | A = ¢[a1,...,an]}.

{k | D = lk]}
Bemerkung. Sei S = 0 und A eine S-Struktur mit min-
destens 2 Elementen. Fur n > 1 sei z, = v2.,-1 und

Yn = v2.,. Die Abbildung *: QKA — L° sei induktiv wie
folgt definiert:

(anB) = (a"Vp)
(aVvB): = (a"VpY)
X, * = dz;dy;a”
VXZ'Oé * — V.’,UZ'Vy?;Oé*

Dann gilt fur jeden Satz a € QAA:
a ist allgemeingiiltig <— A = o™.

18



Somit
QBSAT <, MC(2(, L®) (:= MC({2}, LY)).
Da QBSAT PSPACE-hart ist, erhalten wir:

Folgerung. Fur jedes S und jede Klasse K von S-Strukturen,
die eine Struktur mit mindestens zwei Elementen enthalt,
ist MC(K,L®) PSPACE-hart.

Ist ESTR(S) die Klasse aller endlichen S-Strukturen, so
gilt sogar:

MC(ESTR,L®) ist PSPACE-vollstandig.

Die Breite br(y) eines Ausdrucks ¢ ist definiert durch:
br(p) := max{|fr(y)| | v+ Subformel von ¢ }.

Satz. Es gibt ein ¢ € N und einen Algorithmus, der fur
jede endliche Struktur 2 und jeden Satz ¢ entscheidet,
ob

A=
in Zeit < c- || - |||+,

Folgerung. Fur jeden Satz ¢ gibt es ein polynomielles
Verfahren, das entscheidet, ob

A = .
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20,8 S-Strukturen

1.(a) # : A — B, w ist Isomorphismus von 2 nach
(auf) B, 7 : A =B, wenn

(1) = ist bijektiv;
(2) Fir jedes R € S, R r-stellig, a1,...,a, € A:
R*a1...ar < R®n(a1)...7(a,);

(3) Fir jedes f € S, f r-stellig, a1,...,a, € A:
m(f*(a1,...,a,)) = fP(x(a1),...,m(ar));

(4) Firce S:
7(®) = >,
(b) 2 und B sind isomorph, A = B, gdw. ex. w mit
A =B,

2. . A — B, wist starker Homomorphismus von 2
nach B gdw = erfillt (2), (3) und (4).

3. 7m: A— B, m Homomorphismus von 2 nach B8 gdw
7« erfiullt (3), (4) und
(2') fir R e S, R r-stellig, a1,...,a, € A,
wenn R%a1...a,, SO0 R®n(a1)...nw(a,).

Schreibweisen: 7 : A — B Isomorphismus (starker Ho-
momorphismus, Homomorphismus).

20



Sei S relational. Ein Ausdruck ¢ € LY der Gestalt

= (P1 A ... \ps) (1)

mit atomaren ¢1,...,ps ohne = heilBt conjunctive query
(konjunktive Anfrage).

Ist ¢ wie eben in L7, so sei A, die (!) S-Struktur mit

m
Ay, = Avi,..., v}

R%yl...yr < es gibt: mit o, = Ry1...yr
Dann A, = plvi,...,vm] und somit Ay, = Jvr ... Jupe.
Bemerkung 1. Sei 1 </ < m. Ist B eine S-Struktur und
bi,...,by € B, so sind aquivalent:

1. B = Jupgq ... Jomeplba, ..., b,
2. ex. w: Ay, — B Hom. mit w(v1)=b1,...,m(ve) =by.
Beweis: Gelte B = Jvptq ... Jomeplb, ..., by, etwa
B=(p1A...ANps)[b1,...,bm].
Definiere w : A, — B durch n(v;) :=b; firi=1,...,m.

Wenn R¥%:; ...v;, SO eX. j mit ¢; = Ruv;, ...v;. Somit
B = Rv;,...v; [b1,...,bm], d.h. RPb; ... b; .

Sei umgekenhrt 7 : A, — B ein Homomorphismus mit
7'('(’01) = b1,...,7r(vg) = by. Sei b, .= 7'('(’1)@') fur + = ¢ 4
1,...,m. Da

Ao = (1 A - ooos)[vr, ooy o],
gilt nach Homomorphielemma (s.u.)

B = (1A @s)[m(v1),. .. 7(vm)]
und damit B |= E|Ug_|_1 .. .vago[bl, .. .,bg].

21



Folgerung. Fiir konjunktive Anfrage ¢, € L° sind dqui-

valent:
1. =(p— ),
2. fir alle S-Strukturen A: % C y%;
3. Ay = Ylvr, ... oml;

4. id: Ay — A, ist Homom. von 2, auf 2.

Beweis: (1) = (2): klar; (2) = (3) wegen 2, = ¢[v, . ..

(3) = (4) wegen Bemerkung 1.
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Isomorphie- und Homomorphielemma. A, B S-Str
1. Wenn 2 £ B, so fir alle p € L3:
A= <= B E= o

2. Ist B ein starkes homomorphes Bild von U, d.h. ex.
ein starker Homom. von 2 auf ‘B, so gilt fur alle
gleichheitsfreien ¢ € L3:

A= <= B = .
3. Ist B ein homom. Bild von U, d.h. ex. ein Homom.
von 2 auf B, so gilt fur alle ¢ € L3 ohne —:
wenn 2 = ¢, so B = .

Beweis: Sei # : A — B die entsprechende Abbildung.
Dann zeigen wir:

(i) Furallen>1, a1,...,a, €A, tcTY:

7(t*[a1,...,an]) = tP[n(a1),...,7(an)].
(ii) Ist 7 ein Isomorphismus, so fiirallen > 1, a1,...,a, €
A, p€Ly:

A= plal,...,an] <= B = ¢[r(a1),...,7(an)].
(iii) Ist w ein starker Homomorphismus von 2 auf B, so
fur allen>1, a1,...,an € A, ¢ € L ohne =:

A= plar,...,an] <= B = ¢[n(a1),...,7(an)].
(iv) Ist m ein Homomorphismus von 2 auf B, so fiir alle
n>1, ai,...,an € A, goELS ohne —:

wenn A = ¢lai,...,ay], SO B = p[r(a1),...,7(an)].
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Zu (i): Induktion Uber t:
t = wv;: 71'(’0?[[&1, o ap)) =7(ay) = v%[w(al), o, m(an)].

t= f(t1,...,tr): 7(f(t1,...,t-)%a1,...,an])

= r(f(t¥aq, .. ., anl, ..., t*a1,. .., an]))

= fA(r(ta1,...,an]),. .., 7(t*a1,...,an])) (f Homom.)

= PP [n(a1),...,m(an)], ..., t>[x(a1),...,7(an)]) (Ind.Vor.)
= f(ts,..., t.)2[r(a1),..., w(an)].

Zu (ii), (iii), (iv): t1 = to:

Q[|: 11 =t2[a1,...,an]
= t%[al,...,an]ztg[al,...,an]

* a(t¥a1,...,an]) = 7(t3[a1,. .., an])
(x = <= wenn 7 inj.; * = sonst)
Sl tl%[w(al), oo m(an)] = t?[w(al), ...,m(an)] (wegen (i))
<— B =t =tr(a1),...,w(an)].
Rt1...t,:
2A |: Rtl...tr[al,...,an]

— R%}[a1,...,an] ...t a1, ..., an]

* R®x(t¥a1,...,an]) ... 71(t a1, ..., an])

(x = <=, wenn =« starker Hom.; x ={}, wenn m Hom.)

<= R%tl%[w(al), o,m(an)] .. .tr%[ﬂ'(al), ...,m(an)] (weg. (i)

<— B = Rty...t.[7(a1),...,7(an)].
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Sei ¢ € L? und ¢ = Jz¢p. O.B.d.A. (s.U.) £ = v,11, also
Y = P(v1,. .., Vnt1)-

A= pla, ..., an]
<— ex.a€e A AE=Yla,...,an,al
* ex. a € A: B = ¢[n(a1),...,w(an), n(a)] (Ind.vor.)
<— ex.beB: B E=EyY[r(ar),...,m(ay),b] (da « surjektiv)
<— B E=oplr(ar),...,7(an)].
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Bemerkung. Sei B eine S-Struktur und Ag O B. Dann
existiert eine S-Struktur A mit

A = Ap und ‘B ist ein starkes homom. Bild von 4.

Beweis: Sei bg € B beliebig. Definiere m : Ag — B durch

x(a) = a furaeB
T bo fUI’CLEAo\B

Definiere S-Struktur A mit A = Ag so, dass 7 : A — B
starker, surjektiver Homom., d.h. durch die folgenden
Festlegungen

R%1...a, <= R®n(a1)...7(a;)

fm(a'h"wa?“) .= f:(w(al),...,w(ar))

A =

Dann ist etwa

(f*(a1,...,ar)) (2 (n(a1),...,7(a;))) (Def. von f%)

2(r(a1),...,7(a)) (Def. von ).

Folgerung. Sei ® C L3 ohne = und m > 1. Hat & ein
Modell, dessen Trager genau m Elemente hat, so hat ¢
auch ein Modell mit genau m + 1 Elementen (genauer:
in jeder Machtigkeit > m hat ® ein Modell).

26



CDBAZ

VaVy x My =y lMx

VaVyVz (xMy)MNz=xz M (yMz)

VaVy x Uy =y U x

VeVyVz (zUy) Uz =2 U (y L z2)
VaVyVz x M (yUz) = (xMy) U (xMz)
VeVyVz z U (yMz) = (xUy) M (xUz2)
VeVy (zUy) Ny =y

Ve (xMy) Uy =y
VexMNl==x

Ve x U0 =<
VaVy zlM ~x =0
Ve zll ~x =1
Vg0

M kommutat.
M assoziat.

LI kommutat.
LI assoziat.
distributiv
distributiv
Absorption
Absorption

1 neutral bei M
O neutral bei U
Komplementgesetz

Komplementgesetz.

VeExx, VaVy(Exy — Eyx), VeVyVz((Exy N Eyz) — Eyz)

Vz1VeoVy1Vyo ((Exiyr A Exoy2) — E(x1 Mxz2) (y1 My2))

Vz1VeoVy1Vyo ((Exi1yr A Exoy2) — E(x1 U z2) (y1 Uy2))

VaeVy(Exzy — E ~x ~ 1)
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Sind
(Vxdy(FExy V Eyx) A (Jy(Ezy V Eyzx) V Eyz))
und
(Ve—Vy—(Ezy V Eyz) A (Jy(Exy V Eyx) V Eyz))

logisch aquivalent?

Ersetzungslemma. (Intuitiv: Ersetzt man in ¢ einen Tei-
lausdruck ¢ durch einen zu v logisch aquivalenten Aus-
druck, so erhalt man einen zu ¢ logisch aquivalenten
Ausdruck.)

Gelte 1 = Y1 und @2 = 1p; dann

1 = Y,

(p1 Aw2) = (W1 AY2),  (p1V2)= (Y1 Vo),
Vrp; = Va1, dxrep; = dxys
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Fur eine totale Belegung b sei bg,p die Belegung

. J b(y) falls X =Y,undie{l,...,n}
bsup (X) := { b(X) sonst

Wir zeigen:

. Y1 .--Yn
fur alle 6 € AA: b(d——)=5b d). 2
u - ( Yl---Yn> sub( ) ( )
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S-Interpretation 7 = (2,3), z1,...,z, Ppaarweise ver-

schiedene Variable, a1,...,am, € A
aj . .a

JURE = (), 6 ),
X1...Tm e . Tm

wobei ﬁu die Belegung in 2 ist mit
r1...Tm

Y=

ﬁﬂ?l--- (y)_{ﬁ() Y FE Tl Y F Tm

also fur Terme t1,...,tm:

SI() o T(dm) ,  [I) y =
0 (y)_{j(y) Y FE L1, .Y F Tm

T1...Tm
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Eine Abbildung o : V — T% ist eine Substitution, wenn
{x | o(x) # =z} endlich ist. Ist dann {z | o(z) # =} C

{x1,...,zm} Mit paarweise verschiedenen z; und ist o(z1) =
t1,...,0(xm) = tm, SO schreiben wir flir o auch

t1...1tm

ri... :Em.

Ist J = (2, 3) eine S-Interpretation und o eine Substitu-
tion, so sei 77 := (™A, Jo o).

Somit:
Ist o(x) =t, so J9(x) = Joo(x) = J(t).
Ist o(z) =2, sO0 J7(z) =Joo(x) = J(x).
t1...tm J(t1)...T3(t,
IStdaherazl—,SO'JU=3(l) (tm)
ri1...Tm L1...Tm
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Substitutionslemma. Fiir jede Substitution o : V — T¥,
jeden Term t € T und jeden Ausdruck Y e LS definieren
wWir

t7 und w7,
sodass fur alle S-Interpretationen J:
J(t7) = J7(t)
TE¢ <= 739 = ;
also
t1...1 J(ty)...J(t
1...ITm L1 ...Tm
t1...tm It .. Tt
Je plttm J(1) ( )|:(p.
r1...Tm L1...Tm
Weiterhin gilt:
p— =@
Beweis:
t=ux: t° = o(x)
t=c: t? = c
t=f(t1,...,tn): t° = f(t],...,t2)
p=1t1 =1>: p? = t{ =13
o =Rt1...t,: p’ = Rt{...t]
o= 7 = T
p=(PAX): p7 = (P7AX7)
p=(PVX): w7 = (W7TVX7)
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p=Fwmp: ¢ = Juyli) . o)
Dabei sind yi1,...,y, paarweise verschieden mit
{yi,-w} = {ylyefr@ey) und y # o(y)}
und
[z, falls x € var(e(y1) U...Uo(yr))

u ;= { die erste Variable, die in

7707 O-(yl)a ceey O-(yr)

nicht vorkommt, sonst.
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Bemerkungen. 1)

1...tm)

/
yEﬂ@% — (yefr(p) und y#z1,...,y & Tm)

oder ex. i mit (y € var(t;) und z; € fr(p).

1...a:m

2) (gebundene Umbenennung) Wenn y ¢ fr(3zy), SO
dxp = Elygoy.
X
Beweis von 2: Wenn y = x, dann Beh. klar, da gpz = @
X

Sei y # x und somit y ¢ fr(p).
Sei J= (U, 3). Dann qilt

~ Yy
JF Ty o=
X
< ex.a€A jg|=g0y
Yy i
I2(y)
ex.ac A: (3D — (Sub.lem.)
Yy xr
a a
ex.acA: T—Evp (da y # x)
X

ex.acA: T-F¢p (da y & fr(¢) und Koin.lem.)
xr

[

J = Jxp.
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3) (endliche Quantoren) Sei y die erste Variable, die in
{x, ¢} nicht vorkommt. Wir setzen

3722 1= FzIy(p A gog A-y =1x).
x

Dann gilt fiir jede Interpretation J = (2, 3):

a
T=322p <= [{ac€A|T-Ee}>2.
x
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€ L ist in pranexer Normalform, wenn
)

Y = lel Vme@ v2[e)

Prafix Kern

mit Q1,...,Qm € {V,3} und o quantorenfrei.

Satz uber die pranexe Normalform. Zu jeden Ausdruck
Y E L5 13Bt sich in polynomieller Zeit ein logisch dquiva-
lenter Ausdruck ¢ € L° in pranexer Normalform angeben
mit fr(p) = fr(y).

Beweis:

(1) —Jzp = Va—e.

(2) —Vzp = Jx—p.

(3) (Fzpny) = Fy(piAy), wenn y & fr({3zp, ¥})
(pATFzp) = Fy(pny?), wenn y & fr({p, Jzyp})

(Vzony) = Vy(pinyg), wenn y & fr({Vzyp,¢})
(pAVzp) = Vy(pa2), wenn y & fr({p, Vay}).

(4) Wie (3) wobei A stets durch Vv ersetzt.
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I=@L,08), y&r({p Izy})
J = (o A Jz)

~ Yy
— T (A=) (da 3wy =3ypl)
— ((EpundexacA:it=qyd)
Y x
<~ ex a€ A: (J— |: ) und J-— ’: ¢_) (KOInZ.Iem_)
Yy Y T
~ Yy
<~ JTFE (e 10;)
Beispiel: Sei
@ = (=3zPzxyz V VxIyRxy).
Dann
(1)
¢ = (Vz=PzyzV VzIyRzy)
(4)
= Vz(—-Pxyz V VriyRxy)

= VzVu(—Pxyz V JyRuy)

= VzVudv(—Pzyz V Ruv).
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Ein Ausdruck in pranexer Normalform ist universell (exi-
stentiell), wenn alle Quantoren im Prafix Allquantoren
(Existenzquantoren) sind.

@ und 7 sind erfullbarkeitsaquivalent, wenn
Erf o <= Erf 9.

Satz uber die Skolemsche Normalform. Zu jeden Aus-
druck ¢ laBt sich in polynomieller Zeit ein erfullbar-
keitsaquivalenter, universeller Ausdruck ¢ in pranexer
Normalform angeben mit fr(p) = fr(+). In ¢» kommen
neben den Symbolen aus ¢ gegebenfalls noch weitere
Funktionssymbole und Konstantensymbole vor.

Beweis: Man bringe ¢ zunachst in pranexe NF und elimi-
niere anschlieBend ‘“von links beginnend” die EXistenz-
quantoren im Prafix wie folgt:

Sei o1 € L und 1 = Vaz1 .. NVrpdrpt1x.

Man wahle f &€ S, f k-stellig (falls £k = 0, so sei f ein
Konstantensymbol). Wir setzen

f(x1,...,xL)

Tk+1

Y1 =Vxy... Vo x
Dann gilt:

(1) ¥1 FE e

(2) Wenn Erf ¢1, so Erf 11 (wegen (1) sind somit ¢1
und vy erflullbarkeitsaquivalent)

(3) frp1) =fr(yn1).
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2, B S-Strukturen. A ist Substruktur von B, 2A C ‘B,
wenn

1. ACB.

2.(a) fur Re S n-st.: R* = R® N A™;
(b) fiir f € S n-st.: f%= f% | A
(c) firceS: & =c®.

4) S enthalte mindestens ein Konstantensymbol und sei
B eine S-Struktur. Fur

Ao = {t®? |t € T3}

gilt: Es gibt eine Substruktur A von B mit A = Ag, die
durch die variablenfreien Terme induzierte Substruktur.

Definiere 20 durch

A= Ap

R ...a, gdw. R®ai...a,

A =c® (€ Ap)

a1, ...,ar) = fP(a1,...,ar) (€ A7)

Da ai,...,a, € Ao, existieren t1,...,t, € T§ mit a3 =
tP,...,a, = tF. Dann ist

fPat, ... ar) = fRUT, . t2) = f(t1,. ., )"
Ty

\ >4

€A,
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5) (Universelle Ausdriicke bleiben beim Ubergang zu
Substrukturen erhalten)

AC B, a1,...,ap € A

(a) Wenn t € T?, so

a1, ..., an] = t>[a1,...,an).

(b) Wenn ¢ € LY quantorenfrei ist, so

A= plar,...,an] <= B = pla,...,an]

(c) Wenn ¢ € L2 in pranexer Normalform und universell,
SO:

Wenn B = ¢lai,...,as] SO A = plai,...,an].

Insbesondere: Wenn ¢ € Lg in pranexer Normalform
und universell, so:

Wenn B = ¢ so A = ¢.

Beweis zu (c): Sei ¢ = Yv,41 ... Vu,45 mit quantoren-
freiem .

B = plai,...,an]
= f.a. bl,...,bSEBZ%|=¢[a1,...,an,b1,...,bs]
= f.a. by,...,bs€ A: ‘B |= Ylal,...,an,b1,...,bs] (A CB)
e fa. by,... b€ A A= plat,. .. ambi,... b ((b))
— A E=opla,...,an]
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6) S enthalte Konst.symbole. Sei ® Menge von uni-
versellen S-Satzen in pranexer Normalform. Aquivalent
sind:
(i) Erf ®
(i) Erf ®t, wobei
= {¢ ™| Vay1... Ve, € D mit of. ¢}
. L

die Menge der Grundinstanzen von Ausdrucken in
&P ist.

Beweis:(i)= (ii): Da & |= x fir x € ¢, ist jedes Modell
von & auch ein Modell von &1,
(ii)=(i): Sei B = P!. Wir setzen:
= {t? |t e Ty}.
Sei 2 die Substruktur von 8 mit A = Ag (vgl. 4)). Dann

2A = dt (wegen 5 (b)). Sei B eine beliebige Belegung in
20 und V1 ...Va,y € & mit quantorenfreiem . Dann

fur alle t1,...,t, € T5 1 (2, 8) = w;i fc

Dann

fur alle t1,...,tn € T5 (A, ) =y
also

fur alle ai,...,an € A1 (A, B) %=t = 1h,
daher
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Eine Sequenz

Pl -5 Pk, ¢
ist korrekt, wenn {p1,...,0r} = .

Eine Sequenzenregel
1,1

|_87w8
9

ist korrekt, wenn sie bei Anwendung auf korrekte Se-
quenzen eine korrekte Sequenz liefert.

Ein Sequenzenkalkul & ist eine Menge von Seqguenzen-
regeln.

Eine Sequenz I,¢y ist in & ableitbar oder in & formal
beweisbar, g [,v, wenn sie durch endlichmalige An-
wendung der Regeln in & gewonnen werden kann.

S ist korrekt: alle Regeln in & sind korrekt.

S ist vollstandig: jede korrekte Sequenz ist in G ableit-
bar.

Bemerkung. Ist & korrekt, so ist jede in & ableitbare
Sequenz korrekt.
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Ein korrekter und vollstandiger Sequenzenkalkul &1

\Vor , cr Ant , rcr’
(\Vor) o © (Ant) . C
r,¢>90 ra_'%%b
I_7_| ) . I_7_I )
(FU) ¥, ¢ (Wid) Py Y
, [, e
e, x
|_7 9 I_7 I—7
(VA) ¥, X (VS) L L
M, (e V), x M (evy) L @Ve)
I_,goi r7 gpg’ ¢
3s z JA) =2 fr(r, 3z,
(3S) SET ( )I_,wa y ¢ fr(I", Jzp, )
r,gptl.”tm
— S L — A L1...Lm : /
( ) t=1 ( ) Cti=t),...,tm =1, ;i

Statt kg, I',% schreiben wir = ", ).

43



Bemerkung 1. Alle Regeln von &1 sind korrekt; somit
wenn =T, p, so I = .

02, 9

Beweis. (JA)
[, Jzp, ¢

y & fr(I, 3z, 1) ist korrekt:

Gelte
Y
M2 = (3)

und sei J =T und J = 3ze, wobei 7 = (2, 3).
Dann

~a

ex. a € A: J— = .

X

Dann nach Koinzidenzlemma und Vor. y ¢ fr(3zp)
ex. a € A: (JE)g = .
x’y

Somit

I (y)
ex. a € A: (32) Y — .
Yy xr

Daher nach Substit.lemma
ex. a € A: J° = gog.
Yy xr
Da auch ’J% =T (weil y &€ fr(I")), gilt nach (3)
32 =
Yy
und daher J = v (weil y ¢ fr(v)).
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Es gilt

(1) Ft=t

(2) Fti=trto=1t

(3) Ft1 =to,to =t3,t1 =t3
(4) FRt1...tpt1 =1ty,...,tr =1t Rt ... 1

r

B5) Fti=ty,....tr =1, f(t1,...,tr) = f(tY,..., 1)
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Eine Sequenzenregel
1,1

(R) rs'%

M9

ist in in &1 ableitbar, wenn in &1 und in 61 U{(R)} die
gleichen Sequenzen ableitbar sind.

Die folgenden Regel sind ableitbar:

TND) ——
( ) (p V =p)
9
(wid) T,
e
(e V) r, (—p V)
(MP) - M,
9 9
o0
(KS) e
9
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d C L% e L°:

v ist aus ® Gi-ableitbar oder mit &1 formal beweisbar , ® g, 3,
gdw
es gibt endlich viele ¢p1,...,0, € ® Mit: - p1,...,0,, Y

- statt Fg,; ableitbar statt Gi-ableitbar

Ziel:
PHY < PRV

== Korrektheit von &;; <= Vollstandigkeit von S;.

Da alle Regeln von &1 korrekt sind:
Korrektheitssatz. Wenn & F v, so & = 1.
Beweis: Wenn & 1, so gibt es ¢1,...,0, € & mit:

|_9017-°-790?“7¢'
Nach Bem. 1 gilt dann {¢1,...,pr} =, also & = .
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Bemerkung 2. (a) Wenn ® ¢ und & C W, so W 1.
(b) Wenn & + v, so ex. endliches ®g C & mit dg + 1.
(c) Wenn ¢ € &, dann & + 1.

(dWennlT C b, FT,¢1,...,¢0,pund P Eapy,..., DE,,
SO & - 9.

(e) Wenn F4¢1,...,¢%% und & Faq,..., PFY,, SO
D F .

& ist (&1-)widerspruchsfrei, WT &,
gdw
es gibt keinen Ausdruck ¢ mit: & F ¢ und P F —p.

Lemma 1. Wf & gdw f. a. endlichen &g C & : WT Pg.
Lemma 2. nicht Wf ® gdw f. a. ¢y € L°: ®F .
Lemma 3. (a) ¢ gdw nicht Wf & U {1},

(b) ®+ -1 gdw nicht Wf & U {y}.

(c) Wenn Wf @&, so Wf & U {¢} oder Wf & U {-}.
Lemma 4. Wenn WTf &, so Erf &.

Lemma 5. Wenn &1 C $, C ... und WTF P, fur allez > 1,
so WT [ J,~; Ps.
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ti={t'|t~t} und TP :={t|teT"}.

Fir ce S: =,
Flr r-stelliges f € S:
fT(D({l,...,fr) = f(t1,...,tr).

Fur r-stelliges R € S:
RTE ... 5 gdw & F Rty...t.

Setze 7% := (Z*, ®), wobei
B (x) = Z.
Bemerkung 2. (a) Fir t € T°: 3®(t) = 1.

(b) Fir atomares ¢:

(c) Fir ¢ € L® und paarweise verschiedenen z1,...,xy,:

IV =3dzr.. . Jxpp <= ex. t1,...,t, €T T = p———
xl...xn

~P S' ~D tl...tn

J¥ =Ver.. . Vepp < fa. t1,...,tn, €T”: I° = p———.
:C]_...:Cn
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Bemerkung 2 (c¢) ergibt sich aus:

Lemma. Sei J = (A, 3) eine Interpretation mit

A={3()|teT}.

Dann
t1.
I =321 ... Tz = ex. t1,...,tn € TS I® = p—
1
t1.

J® =Vx1...Vo,p < f.a.ty,...,t, € T: J® =

Beweis: Es qilt

3% = 3z1... e

ail . a
— exay,...,an€A: I " =0

T1 . n
Vor, J(t1)...J(t

YO e 41t € TS ~J(t1) (n)|:

CU]_. n
t1...1
= exty.. thn€TS:TE "
1 . In
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Bemerkung 3. @& sei widerspruchsfrei, negationstreu und
enthalte Beispiele. Dann gilt fur alle ¢, :

(a) Entweder ® F ¢ oder &+ —.
(b) ®F (pVy) < Pt o oder &+ 1.
() dFIp <= ex. t €T dF pL.

Beweis: (a) Da & negationstreu:

P p oder D —p.
Es kann nicht (®+ ¢ und & F —p) gelten, da WF &.

(b) Gelte @ + (¢ V). Wenn nicht ® F ¢, so ® F —p
(weil ® negationstreu ist), und (MP) Seite 47 liefert
dann & + 1. Die andere Richtung ergibt sich mit (VvS).

(c) «<: mit (39).

=:. Gelte & - dxp. Da ® Beispiele enthalt, gibt es
einen Term ¢t mit

t
O - (—dxe V p—);
x

mit (MP) Seite 47 ergibt sich

t
D= p—.
T
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Satz von Henkin. Sei ® widerspruchsfrei, negationstreu
und enthalte Beispiele. Dann gilt fur alle o:

1P Ep = D+
Insbesondere: J® = &.

Beweis: Induktion uber Anzahl der Junktoren und Quan-

toren in ¢. Fur atomares ¢ wurde die Behauptung in
Bem. 2 gezeigt.

1P E—p <= nicht3®Eo
<= nicht ¢ (Ind.vor)
<— dF-p Bem. 3(a).

I E(pvy) <= (3% ¢ oder 3% =)
< (®PFpoder 1) (Ind.vor)
<— DF(pVvy) Bem. 3(b).

t
— Jrp <= ex.teT%:3%°E=p= Bem. 2(c)
X
t
— ex.teT: &+ o= (Ind.vor)
X

<— oF3dzp Bem. 3(¢).

Lemma 1. Sei Wf & und frei(®) endlich. Dann ex. WV:
WTF WV, & C WV und W enthalt Beispiele.

Lemma 2. Sei Wf V. Dann ex. ©:
Wf ©, WV C O und © ist negationstreu.

Satz. Ist Wf & und frei(®) endlich, so Erf &.
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GoOdelscher Vollstandigkeitssatz. (Kurt Godel)

Fur ® U {¢} € L® gilt:
P =Y = PP
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Lemma 3. Wf &, y ¢ fr(P U {Jz¢}. Dann
WF & U {3z — 2},
T

Beweis: Ang. nicht Wf ® U {(3z¢ — ¢¥)}. Sei x € Lj.
Dann ex. ' C ® mit =T, (Jz¢ — ), x, etwa

k M, (=3zy V), x

k41 T,—3zg, -3z (Vor)

k+2 3o, (~Jzy vel)  (VS) auf k+ 1
k+3 1,32, (-32p v yl), x  (Ant) auf k

k+4 -3z, x (KS) auf k+3, k+ 2
m M9 x entsprechend
m-+1 [,3Jx,x (3A) auf m;

y & fr(I", 3z, x)
m+2 I,y (FU) auf m+1, k4 4.
Dies zeigt

() |: E|’U]_ = V1 und P |: _‘El'Ul == 1,

im Gegensatz zu WTf o.
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o U {v} e L.
Godelscher Vollstandigkeitssatz.

b=y <= PFHY
Erf ® <«— WTF &b,

Endlichkeitssatz (Kompaktheitssatz).
1) Wenn & =4, so ex. endliches &y C ® : dg = 2.

2) Wenn jede endliche Teilmenge von & erflillbar ist, so
auch &.

Satz von Lowenheim und Skolem. Ist & erfullbar, so hat
$ ein Modell mit hochstens abzahlbarem Trager.
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Folgerung (aus Vollst.satz). ® U {y} € L C L*. Dann:

b |—51 ”QD < P |—52 ’QD;
Wfg® <= Wfgd.
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S = {50} M= (N,s",0), wobei s'(k) =k+1
(P1) Vz—s(zx) =0

(P2) Vavy(s(z) =s(y) —z=1y)
(P3) VX((XO0OAVy(Xy — Xs(y))) — VzXz)

57



Erfahrungstatsache 1: Es ist moglich, die ganze Viel-
falt der Objekte des “mathematischen Universums’” auf
den Mengenbegriff zuruckzufuhren: Man kann anneh-
men, das Universum besteht nur aus Mengen.

Erfahrungstatsache 2: Jede mathematische Aussage lal3t
sich als Aussage uber die Gesamtheit der Mengen auf-
fassen und in Li¢ symbolisieren.

Erfahrungstatsache 3. Die Eigenschaften des Univer-
sums, die der Mathematiker verwendet, sind in ZFC,

ZFC C LYY, “enthalten” und die Mathematiker akzep-
tieren die Eigenschaften von ZFC.

Erfahrungstatsache 4: Fur ¢ C L({f} gilt:

ZFCF ¢y <= ¢ ist Symbolisierung einer
mathematisch beweisbaren Aussage.
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Satz. (Godelscher Vollstindigkeitssatz) Sei ® C L semi-
entscheidbar. Dann ist

{p € L% | ® =9}

semi-entscheibar.
Insbesondere: Ist S endlich und @ C L5 endlich, so ist

{p € L7 | ® =y}

semi-entscheibar.

Lemma. Die Menge der ableitbaren S..-Sequenzen,

{r,o | FTu{y} C L, Tl

ist semi-entscheibar.

Beweis: Fur n =1,2,3,... stellt das gesuchte Verfahren
die in der lexikographischen Reihenfolge n ersten Terme
und Ausdrucke her, bildet die endlich vielen Ableitungen
einer Lange < n, die nur diese Ausdrucke und Terme
verwenden und aus hochstens n-gliedrigen Sequenzen
bestehen und gibt die jeweils letzte Sequenz aus.
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Unentscheidbarkeit der Logik der ersten Stufe.

{4 € L3 | =1} ist nicht entscheidbar.

Es ist nicht entscheidbar, ob ¢ € ng allgemeinglltig ist.

Beweis: Zuruckfuhrung auf das Halteproblem: Wir ord-
nen jeder Turingmaschine T effektiv einen Sy -Satz o
ZU mit

T (angesetzt auf das leere Band) stoppt <= = ¢r.

Angabe einer S-Str. 2Ar

T stoppt nicht T stoppt nach sg Schritten
AT =N AT = {O,...,['naX{ZT,So}J}
.
<Ar gewdhnl. Ordg <Ar gewdhnl. Ordg
047 := 0 04 : =0
s Nachfolgerfkt. s Nachfolgerfkt. mit s47(e) = e

Q4" ¢ m : nach ¢ Schritten ist T im Zustand m
KA ¢ m : nach ¢ Schritten ist Kopf auf m-ten Feld

BAr ¢ m : nach £ Schritten steht a im m-ten Feld
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0, 1, 2,...: Abk. fir Terme 0, s(0), s(s(0)),...

Wir geben 7 € L§ an mit

(1) (@) Ar = or

(b) Ist A = v¥p und lauft T mindestens ¢ Schritte
und ist nach ¢ Schritten im Zustand z, so sind
ot T ... 7 pv. und Q¥

Far

or = (Yr — FzQx1)
gilt dann:

(2) T stoppt <= = or.
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Als ¢ wahle man die Konjunktion der Ausdrucke:

1. “<ist Ordnung mit kleinstem Element O und Nach-
folgerfunktion s”

2. (Die Anfangsdaten stimmen) (Q00 A K00 AVzB,0x)
3. (Die Ubergdnge sind korrekt) A, wes Yanw,

wobei etwa fur
anw = z,a~— 2,d,1
Yanw .= VaVy((Qxz AN Kxzy A Loxy) —
(=s(x) =z AQs(x)z' A Ks(x)s(y) A Las(x)y

AVz(—z =y — /\ (Lps(x)z < Lyxz)))).
bex
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Satz von Trachtenbrot. Die Menge

Wi = {p € L5*| ¢ gilt in jeder endlichen S-Struktur}

der im Endlichen allgemeinglltigen Satze ist nicht semi-
entscheidbar.

Beweis: Wir zeigen

T stoppt nicht <= —yr € Wiy, (4)

=: T stoppe nicht. Dann ist nach (1)(b) jedes Modell
von ¥r unendlich. Somit —r € Wis.

<: Gelte ~p7 € W3z, Da Ay = 7 nach (1)(a), ist Ay
unendlich und somit stoppt 71' nicht.

Wire Wi semi-entscheidbar, so wegen (4) auch

{T | T stoppt nicht}.
Da auch
{T | T stoppt}

semi-entscheidbar ist, ware das Halteproblem entscheid-
bar, ein Widerspruch.
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SYNTAX:

Alphabet

zusatzlich: fur n > 1, n-stellige Relationsvariable
Vi VoL

Terme wie in der Logik der ersten Stufe;

Ausdruckskalkul zusatzliche Regeln:

_ xest v v
Xty...t VX dX o

SEMANTIK:

Eine Belegung zweiter Stufe @ in der Struktur 20 ord-
net jedem x € V ein Element G(z) € A zu und jeder
n-sStelligen Relationsvariable X eine n-stellige Relation
B(X) auf A, B(X) C A™. J:= (A, B) ist dann eine Inter-
pretation zweiter Stufe.

T Xt b = BX)I(t)...3(t):

R
JE=VXe <= f. a. n-stelligen Relationen R auf A: ’J} = o;
~ : : ~R
J = dX¢ <= ex. n-stellige Relation R auf A: J} = .
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Unvollstandigkeit der Logik der zweiten Stufe.
Die Menge

{o € II-L3~ | ¢ ist allgemeingiiltig}
ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis: Sei II-Allg.®~ die oben angegebene Menge. Fiir
p € L3~ gilt:
@ im Endl. allgemeing. <= (©unendai. V ) allgemeing.,
d.h.

VZBS ngo <= (®unendl. V @) € H‘AHQ-Sm-

Satz von Fagin. Sei S endlich und K eine isomorphieab-
geschlossene Klasse von endlichen S-Strukturen. Dann
sind aquivalent:

1. K istin NP.

2. K ist Z}-axiomatisierbar, d.h. es gibt ein ¢ € II—Lg
der Gestalt

o =dX71...3dXp,
wobei ¢ keine Quantoren uber Relationsvariable enthalt
mit
K = Mod(y).
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Universelle Hornausdrucke sind Ausdrucke der Gestalt

Yxq .. .Vwm(gol VAN /\QOS)
wobei jedes ¢; die Gestalt hat

1. ¢ oder

2. (Y1 AN... A1) — ) oder
3. (myY1 V...V —Yy)

mit atomaren v, ;.

Satz. Sei Erf & und ¢ ein universeller Hornausdruck mit
® = . Dann 3% = ¢.

Beweis: Nach Bem 2 (b), Seite 50, gilt flir atomares :
P EY = = (5)
Dies zeigt die Beh. fur ¢ der Gestalt 1.

Gelte @ = ((W1A...AYy) — o) mit atomaren ¢, ;. Gelte
J® = (P1A. .. AY.), dann wegen (5): @ = 1,..., P = oy,
also @ = 1. Wieder nach (5): 3% = 1.

Gelte ® = (=1 V...V —,). Wenn nicht J® = (=1 Vv
...V ), so J® = und wegen (5) damit & =, fur
j=1,...,r. Also ® = (Y1 A... A). Wegen (1 A... A
Wr) = (Y1 V...V ), waere somit @ nicht erflllbar.
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Satz. Sei Erf & und ¢ ein universeller Hornausdruck mit
® |= . Dann 3% = ¢.

Gilt die Beh. fur ¢ := 1 und fur ¢ := @2, so auch fur
@ = (p1 A p2).

Somit gilt die Beh. fur alle quantorenfreien, universellen
Hornausdrucken.
Sei nun
© =Vxi...Ven,
wobei 1 ein quantorenfreier, universeller Hornausdrck

ist. Wenn & = ¢, so fur alle t1,...,tn
t1...1
¢|:¢M
1 ...ILm

und somit nach dem bereits Bewiesenem
t1...1
:1;1 e o o ajm

Wegen Bem. (2)(d), Seite 50, daher
3% = Var .. Ve
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Bemerkung. Sei @ C L° erfiillbar. Kommt = in & nicht
vor, so fur alle t1,t> € T°:

wenn & |= t1 = to, SO t1 = 1».
Beweis: Wegen des Endlichkeitssatzes koennen wir an-

nehmen, dass & endlich ist. Dann gibt es ein © mit
d C © C L so dass

3° E=o
(wegen Seite 53, Lemma 1 und 2 und Satz von Henkin).

Es gilt T® = {3°(t) | t € T°}. Nach Aufgabe 5, Blatt
10, gilt fiir die Interpretation J = (2, 3) mit:

(1) A:=T%;
(2) fur n-stelliges f € S und t1,...,t, € TS:

fﬂ(tla"'7tn) = f(t177tn)1
(3) fir ce S: ¥ :=¢;
(4) fur n-stelliges R € S und t1,...,t, € T>:
R¥%1...t, :gdw R¥3°(t1)...3%9(t,)
(5) B(z) ‘==

und alle ¢ € L° ohne Gleichheitszeichen:
TEYy <= PEqY.
Insbesondere, J = @®. Nach Vor. daher
J =t = to.
Wegen J(t1) = t1 und J(¢t2) = to somit

t1 = to.
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Im folgendem enthalte S stets ein Konstantensymbol.

Eine S-Struktur 2 ist eine Herbrandstruktur, wenn

(1) A:=1T7;

(2) fur n-stelliges f € S und t1,...,t, € Ty
Pt tn) = f(t, .. t);

(3) firce S: *:=c.

Man beachte: t¥ =t fur t € T.

Satz. Sei @ C L3 erfiillbare Menge universeller Hornsatze
ohne =. Dann ist T2, die Substruktur von %%, deren
Trager aus den Termen in Tég besteht, ein Herbrandmo-
dell von @, (d.h. eine Herbrandstruktur, die Modell von
¢ ist). Fir jedes weitere Herbrandmodell 2l von ¢ und
jedes Relationssymbol R € S:

R C R*

TP ist das minimale Herbrandmodell von &.
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Satz. Sei @ C L3 eine erflllbar Menge von universellen
Hornausdriicken ohne =. Fir jeden Satz

Jx1 ... e (Yo AL A Ys)
mit atomaren ; sind aquivalent:

(1)) PE=ETxr... Jem(WPo A ... Ads).

(2) T2 = Fz1 ... Fzm (Yo A ... Ads).

(3) Es gibt t1,...,tm € TS mit ® = (Yo A ... As)h=

A .
Beweis: (1) = (2) und (3) = (1) sind Klar.
(2) = (3): Nach (2) ex. t1,...,tm € Ty mit

t1...1
TS = (o Ao Aths)———,
ZCl...ZEm
also fur:=1,...,s
t1...1
T Ee—"
aj]_...ajm
und weil wzg’;i—? atomar ist, daher
t1...1
D = h—
1...Tm
Somit
t1...1m
D= (o AN.. . Npg)——.
1...Tm
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AtL = {¢|p € L® atomar, ohne =}

Q;i {¢ | ¢ € L° quantorenfrei, ohne =}

Sei

™ At — AV
injektiv. Die kanonische Erweiterung von m auf Qi werde
wiederum mit « bezeichnet:  : Q*;; — AA

Bemerkung. Fir @ C Q35 und ¢ € Q%:
1. Erf ® gdw Erf 7 (P).
2. @ = gdw m(P) = m(1).
Beweis: Sei J = ®. Wir definieren eine Belgung b: Flr

p e var(®P), etwa p = n(Rt1...1t,),

1,wenn J = Rty ...t,
O,wenn J = -Rt1...t,.

b(p) = {

Die Belegung b erfiille #(®). Dann gilt J |= & fur J =
(A, 3) mit:

(1) A:=T%;

(2) fA(t1,- - stn) = f(t1, ... t0)

(3) fir ce S: c* :=¢;

(4) B(z) ==1

(5) R*(t1...t.) gdw b(w(Rt1...t.)) = 1.
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o = VaVy((Rzy vV Qz) A ~Rg(z)z A -Qy)

{¢} = {((Rt1t2 V Qt1) A =Rg(t1)t1 A —Qtz) | t1,t2 € T§'}
R, enthdlt die (w-Bilder der) folgenden Klauseln. Fur

t1,1> € Téqi
{Rt1t2, Qt1}, {—~Rg(t1)t1}, {—Qt2}

Definition. Eine Umbenennung ist eine Substitution o
mit o(z) € V fiir alle z € V.

Ausdrucke ¢ und % sind unifizierbar, wenn es eine Sub-
stitution o gibt mit

S00‘ — ¢U.
o ist dann ein Unifikator von ¢ und .
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Lemma Uber den Unifikator. Seien ¢ und i atomare
Ausdrucke der Gestalt

o= Rt1...1, und Y= Rs1...5

Der folgende Unifikationsalgorithmus, entscheidet, ob ¢
und ¢ unifizierbar ist, und liefert ggf. einen allgemeinen
Unifikator, d.h. einen Unifikator ¢ von ¢ und ¢ mit:

Ist 7 ein Unfikator von ¢ und v, so existiert
eine Substitution n mit 7 = on.

(1) Setze 7 := 0 und op ;= id.

(2) Ist % = ¢7%, stoppe mit Antwort “ja” und Ausgabe
;.

(3) Man bestimme die erste Stelle, an denen sich ¢
und ¢ unterscheiden. Es seien §; und §> die Zeichen an
dieser Stelle in % bzw. in %

(4) Sind beide, §1 und §,, Konstantensymbole oder Funk-
tionssymbole, so stoppe mit Antwort “nein’.

(5) Einer der beiden Zeichen §1 und §», etwa §; ist eine
Variable z. Man bestimme den (!) Term t, der in i mit
§2 beginnt.

(6) Wenn x € var(t), so stoppe mit Antwort “nein”.

(7) Setze g;41 := o0yt und i :=i+ 1. Gehe zu (2).
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However, most PROLOG implementations ha-
ve a different solution to the efficiency problem.
Since the occur check is the main cause of the
problem, it is simply omitted! From a theoreti-
cal viewpoint this is a disaster ...
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Satz uber die pranexe Normalform fur die monadische
zweite Stufe. Zu jedem Ausdruck in M-L° 1Bt sich ein
logisch aquivalenter in pranexer Normalform angeben,
bei dem alle Quantoren uber Mengenvariablen vor allen
Quantoren uber Individuenvariablen stehen.

2 endliches Alphabet.
S(X) = {];7} U {Jia |a € 2}

Fur w € =1 (= X*\ {)\}) sei die Wortstruktur 9B,, zu w
gegeben durch

Buw:= {1,...,|w|}, N (P )ees),
wobeij
NYj <—= =141
und fur w =a1...an

P;Ui < a; = a.
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Es gibt einen Satz oy € M-L°() mit: Fir alle endlichen
S(X)-Strukturen 2 gilt

A= o <= ex. weXT: A= DB,

Satz (Automaten = monadische zweite Stufe).

> Alphabet,

1. Zu jedem Automaten A |3Bt sich effektiv ein ¢ €
M-LS®) angeben mit: Fiir alle Worter w € £+

A akzeptiert w <= B, = ¢.

2. Zu jedem ¢ € M-L5™) 148t sich effektiv ein Auto-
mat A angeben mit: Fir alle Worter w € =+

A akzeptiert w <= B, = .

A ~ p: Flr alle Worter w € =T

A akzeptiert w <= B, = ¢.
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X C Y sei Abkurzung fur
V2(Xz — Yz)

Singl(X) sei Abkiirzung fur
JYy( Xy AVz(Xz — z=1y))

Suc(X,Y) sei Abkirzung fir
Singl(X) ASingl(Y) AVaVy((Xz AYy) — Nzxy)

X C P, sei Abklrzung fur
Ve(Xx — P,x)
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