Sei R eine zweistellige Relation auf A.

R ist reflexiv, wenn fur alle a € A qilt:

Raa.

R ist irreflexiv, wenn fiur alle a € A gilt:

nicht Raa.

R ist symmetrisch, wenn fur alle a,b € A gilt:
wenn Rab,sO Rba.
R ist antisymmetrisch, wenn flr alle a,b € A qilt:
wenn Rab und Rba, sO a = b.
R ist konnex, wenn fur alle a,b € A qgilt:
Rab oder Rba oder a = b.
R ist transitiv, wenn fur alle a,b,c € A qgilt:

wenn Rab und Rbe, sO Rac.

R ist eine partielle Ordnung, wenn R reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch ist.

R ist eine totale oder lineare Ordnung, wenn R reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch und konnex ist.

R ist eine Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, transitiv
und symmetrisch ist.



f:A? — A,
f ist kommutativ, wenn flur alle a,b € A qilt:

fla,b) = f(b,a).

f ist assoziativ, wenn fur alle a,b,c € A gilt:

f(f(a,b),¢c) = f(a, f(b,c)).



"Vorrat” an Symbolen

Konstantensymbolen oder Konstanten: ci,co,. .. c,d
fur n > 1:

n-st. Funktionssymbole: f,f3,. .. frg,h
n-st. Relationsssymbole: R}, R3,. .. R,P,Q

Sei S eine Symbolmenge.
Eine S-Struktur ist ein Paar
A= (A, a)
bestehend aus
e ciner nicht leeren Menge A, dem Trager, (Grund-
bereich, Universum von ;

e ciner auf S definierten Abbildung a, die

— fur alle n > 1 jedem n-stelligen Relationssymbol
R € S eine n-stellige Relation a(R) C A™ zuord-
net,

— fur allen > 1 jedem n-stelligen Funktionssymbol
f € S eine n-stellige Funktion a(f) : A" — A
zuordnet;

— jedem Konstantensymbol ¢ € S ein Element a(c) €
A zuordnet.



Digraphen und Graphen. Sei S = {F}.

Digraphen “sind” S-Strukturen (G, E¢). G ist die Menge
der Punkte und E¢ die Menge der (gerichteten) Kanten.

Graphen “sind” S-Strukturen (G, EY) mit symmetrischem
und irreflexivem EC.

Sei & = (G, E“) ein Digraph.
Eine Schleife ist eine Kante der Gestalt (a,a).

Der Digraph & ist schleifenfrei, wenn er keine Schleifen
enthalt.

Ein Weg ist ein Tupel (ag,...,amn) € G™T1 fir ein m € N,
so dass fur i = 1,...,m: (ai—1,a;) € EC. (ag,...,an) ist
dann ein Weg derLange m von ag nach a,.

Ein Pfad ist ein Weg, dessen Punkte paarweise verschie-
den sind.

Ein Zyklus ist ein Weg (ag,...,am) Mit m > 1 und ag =
Am, -

Der Digraph & ist azyklisch, wenn er keine Zyklen enthalt.

Ein Kreis in einem Graphen ist ein Weg (ao,...,a,) der
Lange m > 3 mit ap, = ao und a; F a; fur 1 <31 <5 <
m — 1.



Alphabet > ¢ der Sprache der ersten Stufe zur Symbol-
menge S:

(a) Variable: v, vo,. .. X, Y, 2
(b) Junktoren: —, A, V

(c) Quantoren: V, 3

(d) Gleichheitszeichen: =

(e) Hilfssymbole: ), (, ,

(f) die Symbole in S.

Somit
2 g =2ULS,

wobei >y die Menge der in (a) bis (e) vorkommenden
Symbole bezeichnet.

V= {’Ul, Vo, .. }
ist die Menge der Variable.



Sei S eine Symbolmenge. S-Terme oder kurz Terme sind
die Zeichenreihen uber > g, die im folgenden Kalkul ab-
leitbar sind:

t1,...,0n
(T1) — (T2) —c €S (T3) i) f € S n-st.

75 = Menge der S-Terme.
Beispiel. Fir S = {f2, f2,c1,ca} ist
f13(C4,ff(’l)?,’l)7,C1),f6l(C4))

ein S-Term.

Ableitung:

1 c1 (T2)

2 ca (T2)

3 v7 (T1)

4 Fi(ca) (T3) auf 2

5 f13(v7,v7,cl) (T3) auf 3,3,1
6 f%(C4,f?(’l)?,’U?,Cl),fé((M)) (T3) auf 2,54



Lemma. “An jeder Stelle in einem Term, an der Kkein
Hilfssymbol steht, beginnt genau ein Term.”

1. Fur alle t,t € T*:
t ist kein echtes Anfangsstiick von t'.
2. Seien t € T°, 1 < i < |t| und ¢t = uav Mit u,v € %,

a €Xg, lwl=i—1unda#*( a#*), a#*, Dann
gibt es genau ein t' € T° mit

t = ut'v’ flr ein geeignetes v’ € X%,

Beweis. Zu (2): Seit € T°, 1 <i < [t| und t = uav wie
oben.

Existenz von t’: Induktion Uber den Termkalkil.
Eindeutigkeit von t': Wenn
t =wtiv] und t=utov, mitt] F s,

so ist t] ein echtes Anfangsstlick von t,, oder t} ein echtes
Anfangsstiick von t,, ein Widerspruch zu 1.



Eindeutige Zerlegbarkeit von Termen. Jeder S-Term ist
entweder

1. eine Variable oder
2. eine Konstante in S oder

3. ein Term der Gestalt f(¢1,...,t,) fur ein n-stelliges
fesSundty,... t,eT5.

Dabei sind f und tq1,...,t, eindeutig bestimmt.

Sei 2 eine S-Struktur. Eine Belegung 3 in A (in A) ist
eine Abbildung 3:V — A.

Eine S-Interpretation J = (%(,3) besteht aus einer S-
Struktur 21 und einer Belegung 3 in 2.

Definition. Sei J = (2, 8) eine S-Interpretation. Induktiv
uber den Aufbau der S-Terme definiert man den Wert
J(t) des Terms t bei J. Dabei ist J € A.

I(z) = B(=);
J(c) := %

I(f (1, tn)) = fAO(), ..., T ().



S-Ausdrucke oder S-Formeln der Sprache der ersten Stu-
fe sind die Zeichenreihen uber 3¢, die man im folgenden
Kalkul herleiten kann:

(Al) — t1,to € T
t1 = 1o

A2) — R € S r-stellig, t1,...,t, € T®
( )Rtl...tr 9,1

(A3) 2

'z
©, Y
(o A1)
©, Y
(o V)

¥
Vxp

(A4)

(A5)

(A6)

¥

L° Menge der S-Ausdriicke.

Beispiel. Fur S := {]g} ist Vvidvs Evivs ein S-Ausdruck.

1 Evivs (A2)
2  dusFEvivs (A7) auf 1
3 VvidvsEvivs (A6) auf 2



Eindeutige Zerlegbarkeit von Ausducken. Jeder S-Ausdruck
ist entweder ein Ausdruck der Gestalt

(1) t1 =+t> oder (2) Rti...t. oder

(3) —p oder (4) (pA1) oder
(5) (pV) oder (6) Vxop oder
(7) 3Fze

Dabei sind eindeutig bestimmt
t1,to € T° in (1),

Re S und ty,...,t, € T° in (2),
@ in (3),

@ und ¢ in (4), (5),
xz und ¢ in (6) und (7).

Ausdriicke der Gestalt (1) oder der Gestalt (2) sind

atomare S-Ausdrucke.
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Fir t € T° oder ¢ € L® sei var(t) bzw. var(y) die Menge
der in t bzw. ¢ vorkommenden Variablen.

Die Menge fr(p) der in ¢ frei vorkommenden Variablen
wird durch Induktion uber dem Ausdruckskalkul defi-

niert:

fr(p) = var(y), falls o atomar
fr(—=¢) = fr(p)

fr(le ny)) =Tr(p) U fr(y)
fr((evy)) = fr(e) Ufr(y)
fr(vzp) = fr(e) \ {z}

fr(Jze) = frp) \ {z}

fr((FuRxu A IyVe(Ryx V Ryu)))

fr(JuRxu) U fr(JyVe (Ryx V Ryu))

(fr(Rzu) \ {u}) U (fr(Vz(Ryz V Ryu)) \ {y})
({z, u} \ {u}) U (fr((Ryz vV Ryu)) \ {y,z})
{z} U ((fr(Ryz) U fr(Ryu)) \ {y, z})

{z} U (({y,z} U{y,u}) \ {y,2})

{z} U{u})

{x,u}.

11



S-Interpretation 7 = (2,3), z1,...,z,m Ppaarweise ver-

schiedene Variable, a1,...,a, € A
o= @,
{L‘l...xm --ajm

wobei 3 ™ die Belegung in A ist mit
T1...Tm
aj ... Yy = x;

s ) —{

r1...T B() y#xl,---,y#xm

S =g},

N

[

R=@), I=@Hmes={"

J = —3Jvig(vi,v1) = v
nicht J = Jvig(vi, v2) = w2

, r
nicht ex. re R: J— = g(v1,v1) = v2
U1

n ungerade
sonst

nicht ex. r € R: J—(g(v1,v1)) = T—(v2)
V1

v1
nichtex. reR: r.r=-2.

Somit J = —3Jvig(v1, v1) = va.

Entsprechend: J |= —3Jv1169(v116, V116) = V2.

Dagegen:

J
J

= —3Jvig(vi,v1) = vs, da
= Jvig(vi,v1) = vs.

12



4.

J S-Interpretation
J Modell von &, J = &, gdw fur alle x e & : J = x.
. ¢ folgt aus &, & =1, gdw

~

fur alle Interpretationen J3: wenn J = &, so J = v.
® = {¢p} dann auch ¢ = statt & = .

@ ist erfullbar, Erf ¢, gdw es gibt eine Interpretation,
die ¢ erfullt.

&é ist erfullbar, Erf &, gdw es gibt eine Interpreta-
tion, die ® erfullt.

@ ist allgemeingliltig, = ¢, gdw 0 = ¢
gdw flr alle J: T &= .

. ¢ und v logisch dquivalent, ¢ =, gdw = ¢ < ¥

gdw fur alle J: (J = ¢ gdw J = ).

13



Koinzidenzlemma. S, 51,52 Symbolmengen, S C 51 N Ss.
Fir j = 1,2 sei J; := (2, 5;) eine S;-Interpretation.

Gelte 2, fS = Ao f S (d.h. A1 = As und B2 = k% fir
kelsS).

Dann

1. FurteT?:
wenn By [ var(t) = B> | var(t), so J1(t) = J2(1).

2. Fir ¢ € LS:
wenn B1 [ fr(p) = B2 [ fr(p), so (J1 = ¢ gdw Tz = ).

Beweis. zu 2): ¢ := Rt1...t.:

R%jl(tl) o J1(t)

R*J5(t1) ... J3o(t,) (wegen 1)
R*J5(t1)...J2(t,) (wegen R¥% = R%)
Jo |= Rty ...t

J1 = Rt1...t,

1110
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S = {é%}, T I=v1, Y .= U, Z .= V3.

R reflexiv:
Yrefl .= VxRzxx
R irreflexiv:
Pirrefl := Ve Rxx
R symmetrisch:
Ysymm = VaVy(Rxy — Ryx)
R antisymmetrisch:
Pantisymm -— VaVy(Rzy — —Ryzx)
R konnex:
Pkonnex := VaVy(Rxy Vo =y V Ryx)
R transitiv:

Ptransitiv .= VaVyVz((Rzy A Ryz) — Rxz)

15



Die Modelle von

Cprrd L= {SOrefI, Pantisymm Sotransitiv}
sind die partiellen Ordnungen.

Die Modelle von

DPorg 1= {Sprefla Pantisymm, Ptransitiv, Sokonnex}
sind die Ordnungen.

Die Modelle von

(DAqui = {Sorefl, Psymm, Sﬁtransitiv}

sind die Aquivalenzstrukturen (Aquivalenzrelationen).
={FK
s = 1{B}

Die Modelle von

DPGraph := {@symm, SOirrefl} !
sind die Graphen.

Die Modelle von
Ppigraph (= 0
sind die Digraphen.

Die Modelle von

sind die schleifenlosen Digraphen.
16



S={4+,-,0,1}

Die Modelle von

VevyVz(e +y) +z2=2+ (y+2) Vex+0==zx

VaVyVz(z-y) -z =x- (y - 2) Vex-1=u=x
Vedyxz+y =0 Ve(—mx =0 — dyx-y=1)
VeVyx +y =y +x VeVyx -y =y -x

-0=1 VaVyVzz - (y+2)=(x-y)+ (z-2)

sind die Korper.

17



K Klasse endlicher Strukturen, ® C LS. Das Model-
Checking Problem:

MC(K,®) Input: Struktur2e K, Satz ¢ € &
Frage: A =7

D = Jz (Kz A 3y(Fy A Ley A Acy))
©

Das Auswertungsproblem:

AUS(K,®) Input: Struktur A€ S, n>1, v € dPNL>
Problem: Berechne {(a1,...,an) | A = ¢¥[a1,...,an]}.

{k | D = lk]}
Bemerkung. Sei S = 0 und A eine S-Struktur mit min-
destens 2 Elementen. Fur n > 1 sei z, = v2.,-1 und

Yn = v2.,. Die Abbildung *: QKA — L° sei induktiv wie
folgt definiert:

(anB) = (a"Vp)
(aVvB): = (a"VpY)
X, * = dz;dy;a”
VXZ'Oé * — V.’,UZ'Vy?;Oé*

Dann gilt fur jeden Satz a € QAA:
a ist allgemeingiiltig <— A = o™.

18



Somit
QBSAT <, MC(2(, L®) (:= MC({2}, LY)).
Da QBSAT PSPACE-hart ist, erhalten wir:

Folgerung. Fur jedes S und jede Klasse K von S-Strukturen,
die eine Struktur mit mindestens zwei Elementen enthalt,
ist MC(K,L®) PSPACE-hart.

Ist ESTR(S) die Klasse aller endlichen S-Strukturen, so
gilt sogar:

MC(ESTR,L®) ist PSPACE-vollstandig.

Die Breite br(y) eines Ausdrucks ¢ ist definiert durch:
br(p) := max{|fr(y)| | v+ Subformel von ¢ }.

Satz. Es gibt ein ¢ € N und einen Algorithmus, der fur
jede endliche Struktur 2 und jeden Satz ¢ entscheidet,
ob

A=
in Zeit < c- || - |||+,

Folgerung. Fur jeden Satz ¢ gibt es ein polynomielles
Verfahren, das entscheidet, ob

A = .

19



20,8 S-Strukturen

1.(a) # : A — B, w ist Isomorphismus von 2 nach
(auf) B, 7 : A =B, wenn

(1) = ist bijektiv;
(2) Fir jedes R € S, R r-stellig, a1,...,a, € A:
R*a1...ar < R®n(a1)...7(a,);

(3) Fir jedes f € S, f r-stellig, a1,...,a, € A:
m(f*(a1,...,a,)) = fP(x(a1),...,m(ar));

(4) Firce S:
7(®) = >,
(b) 2 und B sind isomorph, A = B, gdw. ex. w mit
A =B,

2. . A — B, wist starker Homomorphismus von 2
nach B gdw = erfillt (2), (3) und (4).

3. 7m: A— B, m Homomorphismus von 2 nach B8 gdw
7« erfiullt (3), (4) und
(2') fir R e S, R r-stellig, a1,...,a, € A,
wenn R%a1...a,, SO0 R®n(a1)...nw(a,).

Schreibweisen: 7 : A — B Isomorphismus (starker Ho-
momorphismus, Homomorphismus).

20



Sei S relational. Ein Ausdruck ¢ € LY der Gestalt

= (P1 A ... \ps) (1)

mit atomaren ¢1,...,ps ohne = heilBt conjunctive query
(konjunktive Anfrage).

Ist ¢ wie eben in L7, so sei A, die (!) S-Struktur mit

m
Ay, = Avi,..., v}

R%yl...yr < es gibt: mit o, = Ry1...yr
Dann A, = plvi,...,vm] und somit Ay, = Jvr ... Jupe.
Bemerkung 1. Sei 1 </ < m. Ist B eine S-Struktur und
bi,...,by € B, so sind aquivalent:

1. B = Jupgq ... Jomeplba, ..., b,
2. ex. w: Ay, — B Hom. mit w(v1)=b1,...,m(ve) =by.
Beweis: Gelte B = Jvptq ... Jomeplb, ..., by, etwa
B=(p1A...ANps)[b1,...,bm].
Definiere w : A, — B durch n(v;) :=b; firi=1,...,m.

Wenn R¥%:; ...v;, SO eX. j mit ¢; = Ruv;, ...v;. Somit
B = Rv;,...v; [b1,...,bm], d.h. RPb; ... b; .

Sei umgekenhrt 7 : A, — B ein Homomorphismus mit
7'('(’01) = b1,...,7r(vg) = by. Sei b, .= 7'('(’1)@') fur + = ¢ 4
1,...,m. Da

Ao = (1 A - ooos)[vr, ooy o],
gilt nach Homomorphielemma (s.u.)

B = (1A @s)[m(v1),. .. 7(vm)]
und damit B |= E|Ug_|_1 .. .vago[bl, .. .,bg].

21



Folgerung. Fiir konjunktive Anfrage ¢, € L° sind dqui-

valent:
1. =(p— ),
2. fir alle S-Strukturen A: % C y%;
3. Ay = Ylvr, ... oml;

4. id: Ay — A, ist Homom. von 2, auf 2.

Beweis: (1) = (2): klar; (2) = (3) wegen 2, = ¢[v, . ..

(3) = (4) wegen Bemerkung 1.
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Isomorphie- und Homomorphielemma. A, B S-Str
1. Wenn 2 £ B, so fir alle p € L3:
A= <= B E= o

2. Ist B ein starkes homomorphes Bild von U, d.h. ex.
ein starker Homom. von 2 auf ‘B, so gilt fur alle
gleichheitsfreien ¢ € L3:

A= <= B = .
3. Ist B ein homom. Bild von U, d.h. ex. ein Homom.
von 2 auf B, so gilt fur alle ¢ € L3 ohne —:
wenn 2 = ¢, so B = .

Beweis: Sei # : A — B die entsprechende Abbildung.
Dann zeigen wir:

(i) Furallen>1, a1,...,a, €A, tcTY:

7(t*[a1,...,an]) = tP[n(a1),...,7(an)].
(ii) Ist 7 ein Isomorphismus, so fiirallen > 1, a1,...,a, €
A, p€Ly:

A= plal,...,an] <= B = ¢[r(a1),...,7(an)].
(iii) Ist w ein starker Homomorphismus von 2 auf B, so
fur allen>1, a1,...,an € A, ¢ € L ohne =:

A= plar,...,an] <= B = ¢[n(a1),...,7(an)].
(iv) Ist m ein Homomorphismus von 2 auf B, so fiir alle
n>1, ai,...,an € A, goELS ohne —:

wenn A = ¢lai,...,ay], SO B = p[r(a1),...,7(an)].
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Zu (i): Induktion Uber t:
t = wv;: 71'(’0?[[&1, o ap)) =7(ay) = v%[w(al), o, m(an)].

t= f(t1,...,tr): 7(f(t1,...,t-)%a1,...,an])

= r(f(t¥aq, .. ., anl, ..., t*a1,. .., an]))

= fA(r(ta1,...,an]),. .., 7(t*a1,...,an])) (f Homom.)

= PP [n(a1),...,m(an)], ..., t>[x(a1),...,7(an)]) (Ind.Vor.)
= f(ts,..., t.)2[r(a1),..., w(an)].

Zu (ii), (iii), (iv): t1 = to:

Q[|: 11 =t2[a1,...,an]
= t%[al,...,an]ztg[al,...,an]

* a(t¥a1,...,an]) = 7(t3[a1,. .., an])
(x = <= wenn 7 inj.; * = sonst)
Sl tl%[w(al), oo m(an)] = t?[w(al), ...,m(an)] (wegen (i))
<— B =t =tr(a1),...,w(an)].
Rt1...t,:
2A |: Rtl...tr[al,...,an]

— R%}[a1,...,an] ...t a1, ..., an]

* R®x(t¥a1,...,an]) ... 71(t a1, ..., an])

(x = <=, wenn =« starker Hom.; x ={}, wenn m Hom.)

<= R%tl%[w(al), o,m(an)] .. .tr%[ﬂ'(al), ...,m(an)] (weg. (i)

<— B = Rty...t.[7(a1),...,7(an)].
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Sei ¢ € L? und ¢ = Jz¢p. O.B.d.A. (s.U.) £ = v,11, also
Y = P(v1,. .., Vnt1)-

A= pla, ..., an]
<— ex.a€e A AE=Yla,...,an,al
* ex. a € A: B = ¢[n(a1),...,w(an), n(a)] (Ind.vor.)
<— ex.beB: B E=EyY[r(ar),...,m(ay),b] (da « surjektiv)
<— B E=oplr(ar),...,7(an)].
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Bemerkung. Sei B eine S-Struktur und Ag O B. Dann
existiert eine S-Struktur A mit

A = Ap und ‘B ist ein starkes homom. Bild von 4.

Beweis: Sei bg € B beliebig. Definiere m : Ag — B durch

x(a) = a furaeB
T bo fUI’CLEAo\B

Definiere S-Struktur A mit A = Ag so, dass 7 : A — B
starker, surjektiver Homom., d.h. durch die folgenden
Festlegungen

R%1...a, <= R®n(a1)...7(a;)

fm(a'h"wa?“) .= f:(w(al),...,w(ar))

A =

Dann ist etwa

(f*(a1,...,ar)) (2 (n(a1),...,7(a;))) (Def. von f%)

2(r(a1),...,7(a)) (Def. von ).

Folgerung. Sei ® C L3 ohne = und m > 1. Hat & ein
Modell, dessen Trager genau m Elemente hat, so hat ¢
auch ein Modell mit genau m + 1 Elementen (genauer:
in jeder Machtigkeit > m hat ® ein Modell).
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(DBAZ

VaVy x My =y lMx M kommutat.
VeVyVz (xMy) Mz =axM(yMz) M assoziat.
VaVy x Uy =y U x LI kommutat.
VaVyVz (zldy) Uz =z U (y L 2) Ll assoziat.

VaVyVz x M (yUz) = (xMy) U (xMz) distributiv
VeVyVz z U (yMz) = (xUy) M (xUz) distributiv

VaVy (xUy) My =y
Vavy (xMNy) Uy =y
VexNl==x

Ve x U0 =<

VaVy zlM ~x =0
VeVy el ~x =1

Absorption
Absorption

1 neutral bei M

O neutral bei U
Komplementgesetz

Komplementgesetz.

VE!

VeExx, VaVy(Exy — Eyx), VeVyVz((Exy N Eyz) — Eyz)
Va1VeoVyi1Vyo ((Exiyr A Exoy2) — E(x1 Mx2) (y1 My2))
Va1VeoVyi1Vyo ((Exiyr A Exoy2) — E(x1 Uxz2) (y1 Uy2))

VaeVy(Exzy — E ~x ~ 1)
27



Sind
(Vxdy(FExy V Eyx) A (Jy(Ezy V Eyzx) V Eyz))
und
(Ve—Vy—(Ezy V Eyz) A (Jy(Exy V Eyx) V Eyz))

logisch aquivalent?

Ersetzungslemma. (Intuitiv: Ersetzt man in ¢ einen Tei-
lausdruck ¢ durch einen zu v logisch aquivalenten Aus-
druck, so erhalt man einen zu ¢ logisch aquivalenten
Ausdruck.)

Gelte 1 = Y1 und @2 = 1p; dann

1 = Y,

(p1 Aw2) = (W1 AY2),  (p1V2)= (Y1 Vo),
Vrp; = Va1, dxrep; = dxys
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Fur eine totale Belegung b sei bg,p die Belegung

. J b(y) falls X =Y,undie{l,...,n}
bsup (X) := { b(X) sonst

Wir zeigen:

. Y1 .--Yn
fur alle 6 € AA: b(d——)=5b d). 2
u - ( Yl---Yn> sub( ) ( )
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S-Interpretation 7 = (2,3), z1,...,z, Ppaarweise ver-

schiedene Variable, a1,...,am, € A
aj . .a

JURE = (), 6 ),
X1...Tm e . Tm

wobei ﬁu die Belegung in 2 ist mit
r1...Tm

Y=

ﬁﬂ?l--- (y)_{ﬁ() Y FE Tl Y F Tm

also fur Terme t1,...,tm:

SI() o T(dm) ,  [I) y =
0 (y)_{j(y) Y FE L1, .Y F Tm

T1...Tm
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Eine Abbildung o : V — T% ist eine Substitution, wenn
{x | o(x) # =z} endlich ist. Ist dann {z | o(z) # =} C

{x1,...,zm} Mit paarweise verschiedenen z; und ist o(z1) =
t1,...,0(xm) = tm, SO schreiben wir flir o auch

t1...1tm

ri... :Em.

Ist J = (2, 3) eine S-Interpretation und o eine Substitu-
tion, so sei 77 := (™A, Jo o).

Somit:
Ist o(x) =t, so J9(x) = Joo(x) = J(t).
Ist o(z) =2, sO0 J7(z) =Joo(x) = J(x).
t1...tm J(t1)...T3(t,
IStdaherazl—,SO'JU=3(l) (tm)
ri1...Tm L1...Tm
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Substitutionslemma. Fiir jede Substitution o : V — T¥,
jeden Term t € T und jeden Ausdruck Y e LS definieren
wWir

t7 und w7,
sodass fur alle S-Interpretationen J:
J(t7) = J7(t)
TE¢ <= 739 = ;
also
t1...1 J(ty)...J(t
1...ITm L1 ...Tm
t1...tm It .. Tt
Je plttm J(1) ( )|:(p.
r1...Tm L1...Tm
Weiterhin gilt:
p— =@
Beweis:
t=ux: t° = o(x)
t=c: t? = c
t=f(t1,...,tn): t° = f(t],...,t2)
p=1t1 =1>: p? = t{ =13
o =Rt1...t,: p’ = Rt{...t]
o= 7 = T
p=(PAX): p7 = (P7AX7)
p=(PVX): w7 = (W7TVX7)
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p=Fwmp: ¢ = Juyli) . o)
Dabei sind yi1,...,y, paarweise verschieden mit
{yi,-w} = {ylyefr@ey) und y # o(y)}
und
[z, falls x € var(e(y1) U...Uo(yr))

u ;= { die erste Variable, die in

7707 O-(yl)a ceey O-(yr)

nicht vorkommt, sonst.
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Bemerkungen. 1)

t1...1m
——) = (yefr(p)und y#x1,...,y & Tm)

oder ex. 1 mit (y € var(t;) und z; € fr(p).

y € fr(p

r1...Tm

2) (gebundene Umbenennung) Wenn y ¢ fr(3zy), SO
drp = Elygoy.
xr
Beweis von 2: Wenn y = x, dann Beh. Klar.
Sei y # x und somit y ¢ fr(p).
Sei J= (U, 3). Dann qilt

~ y
JFEJy o=
T
< ex.a€A 'Jg|=g0y
Yy xr
I%(y)
< ex.acA: (Ja) Y = (Sub.lem.)
Yy xr
a a
<— exX.a€A: T— =y (da y £ z)
Yy x
— ex.acA: 3¢ = (da y & fr(p) und Koin.lem.)
X
— JE=dzp
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3) (endliche Quantoren) Sei y die erste Variable, die in
{x, ¢} nicht vorkommt. Wir setzen

3722 1= FzIy(p A gog A-y =1x).
x

Dann gilt fiir jede Interpretation J = (2, 3):

a
T=322p <= [{ac€A|T-Ee}>2.
x
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