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Was ist ein mathematischer Beweis?

Analyse des Beweisbegriffes, der Beweise, wie wir sie in der Mathematik

antreffen.

Der/Die Mathematiker /in muss seine/ihre Behauptungen beweisen.

— Wandel im Laufe der Jahrhunderte
— “Experimente” in der Mathematik

— weitere Téatigkeiten
— das Aufspiiren wichtiger Zusammenhénge und Behauptungen
— das Herauskristallisieren des mathematischen Kerns eines Problems
— das geeignete Modellieren

— die geschickte Einfiihrung von Begriffen
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Was ist ein mathematischer Beweis?

e Welches Interesse haben wir an der Behandlung dieser Frage?

e Welchen Nutzen ziehen wir aus der Behandlung dieser Frage?

Welches Interesse haben wir an der Behandlung dieser Frage?

Erkenntnistheoretisches Anliegen

Aristoteles (384 - 322 v. Chr.)

— Regeln des Schlieflens
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Welchen Nutzen ziehen wir aus der Behandlung dieser Frage?

(1) Ist jede wahre mathematische Aussage beweisbar?

(GOLDBACHSCHE VERMUTUNG: Jede gerade Zahl > 4 ist die Summe von zwei

Primzahlen.
2. Ist jede mathematische Aussage wahr oder falsch?

KONTINUUMSHYPOTHESE (CH): Fiir jede nichtleere Teilmenge X C R gilt:
Es gibt f : N — X surjektiv oder es gibt f : X — R surjektiv.

3. Ist die Mathematik widerspruchsfrei?
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4. Kann man das Beweisen Computern iiberlassen?

Gibt es also ein Programm, das folgendes leistet:

INPUT: Axiome einer mathematischen Theorie und eine Behauptung (Vermutung)

OUTPUT: Behauptung richtig (Beweis) oder Behauptung ist falsch (Gegenbeispiel).
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Aristoteles (384 - 322 v. Chr.)

Schule der Sophisten

Achilles und die Schildkrote

Achilles und die Schildkrite laufen ein Wettrennen. Achailles gewdhrt der
Schildkrote einen Vorsprung. Dann kann Achilles die Schildkrédte niemals

etnholen.

Zenon von Elea (490 - 425 v. Chr.) gibt folgende Begriindung: Zu dem Zeitpunkt, an
dem Achilles den Startpunkt der Schildkrote erreicht, ist die Schildkréte schon ein
Stiick weiter. Etwas spéter erreicht Achilles diesen Punkt, aber die Schildkrote ist
schon etwas weiter. Wenn Achilles diesen Punkte erreicht, ist die Schildkréte wieder
etwas weiter. So kann Achilles zwar immer ndher an die Schildkréte herankommen,

sie aber nie erreichen.
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Der Barbier

In einem Stddtchen wohnt ein Barbier, der genau diejenigen mdannlichen

Einwohner rasieren soll, die sich nicht selbst rasieren.

Rasiert nun der Barbier sich selbst?

Antinomie des Liigners
Epimenides (Kreta, 600 v. Chr.)
Brief des Paulus an Titus 1:12-13:

Einer von thren eigenen Landsleuten war ein Prophet, als er sagte: “Die
Kreter liigen tmmer. Ste sind Raubtiere, liegen auf der faulen Haut und

denken nur ans Fressen.” Er hat die Wahrheit gesagt.
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Aristoteles: Uberblick iiber die Regeln des SchlieBens (Syllogismen).

Pramasse: Alle Menschen sind sterblich.

Pramaisse: Sokrates ist ein Mensch.

Konklusion: Sokrates ist sterblich.

Prdimasse:  Alle Sura sind derung.

Pramasse: Plarg ist ein Sura.

Konklusion:  Plarq ist derung.

Primasse: Alle p sind gq.

Prdamasse: a ist ein p.

Konklusion: a ist q.

Ziel: Alle Schlufiregeln.
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Llullus (1235-1315)

. 'W. Leibniz (1646-1716)
Boole (1815-1864)
Frege (1848-1925)
Hilbert (1862-1943)
Russell (1872-1970)
Godel (1906-1978)

XWO Q00D
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Ein Chinese hat das Pulver entdeckt.

Ein Chinese ist ein Asiat.

Eine differenzierbare Funktion ist Losung der Gleichung f” + f = 0.

Eine differenzierbare Funktion ist stetig.
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Bemerkung 1. Sei M # (). Dann sind dquivalent:
(i) M ist hochstens abzédhlbar.
(ii) Es existiert ein surjektives f : N — M.

(iii) Es existiert ein injektives f : M — N.

Folgerung. a) ...
b) Fiir n € N sei A,, hochstens abzéhlbar. Dann ist | J,, .y A» hochstens abzéhlbar.
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Natiirliche Zahlen als Worter
Y :={} n—|...| (=[nl;i €X¥) [0]1 = A
——

b>2, ¥, :=1{0,...,b—1}.
[N — X

n — [nlp b-adische Darstellung von n

25]3 =221, da 25=2-3*+4+2-3"4+1-3°

0]3 =0 (per definitionem)

81]3 = 10000, da 81 =1-3*4+0-3*>+0-3°+0-3"+0-3°
by =10...0, dh. |7 =m+1.

™m
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™), =10...0, d.h. |[b™]| =m+ 1, d.h.
N —
b"™ ist die kleinste Zahl, deren b-adische Darstellung die Lange m + 1 hat. ()

b1 — 1 ist die groBte Zahl, deren b-adische Darstellung die Linge m + 1 hat.(+)

Sei n > 0. Fiir m := |[n]s| — 1 erhalten wir mit (x)
pllnlsl—1 <
und mit (+)
< plinlel
Somit

plnlel=1 < plnlel
Daher
[n]s] — 1 < log, n < |[n]s,

d.h.
[n]s] = [log,n] +1,  also  |[[n]s] ~ log, n.
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[[n]s] =1 < log, n < |[n]s
Seien a,b e N, a,b>2,n>0

[n]s] < logyn+1=log,a-log,n+1<logya-|[nfe+1< (log,a+1)-|[n]a.

A\ 4
-~

(&

¢ = c(a,b) unabhingig von n

Dagegen: |[n]i| = n = b8 ™ x pll"l],
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Beispiele von Verfahren (Algorithmus):

(1) zur Addition von natiirlichen Zahlen (in Dezimaldarstellung);
(2) zur Priifung, ob vorgegebene Zahl eine Primzahl ist;

(3) zur Auflistung der Primzahlen.

Unterschiede:

— mehrere, ein oder kein Input;

— stoppt mit Output; mit ja/nein Antwort; lduft unendlich lange und liefert
unendlich viele Outputs.
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Gemeinsamkeiten und Normierungen, die zu einem “mathematisch brauchbaren”

intuitiven Begrift fiihren werden:

(1) Ein Verfahren ist gegeben durch eine (endliche) Vorschrift. Ausfithrung, Verlauf
und Ergebnis sind durch diese und die Inputs in allen Einzelheiten festgelegt

(Reproduzierbarkeit).

(2) Verfahren operiert schrittweise mit konkreten, handhabbaren Objekten; System
hat diskrete Zusténde.

2'. Verfahren operiert mit Zeichenreihen iiber einem (endlichen) Alphabet.

3. Kein Mangel an Zeit, Raum und Materie.
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> sei ein endliches Alphabet und W C X7,

(1) Sei V ein Verfahren. V ist Entscheidungsverfahren fiir W, falls V bei jeder
Eingabe = € X* schliellich hilt; ist x € W, so steht dann A in der Ergebniszeile

sonst ein von \ verschiedenes Wort aus X *.

(2) W ist entscheidbar, falls es ein Entscheidungsverfahren fiir W gibt.
Y. sei ein Alphabet, » > 1, V' ein Verfahren. fy , ist die Funktion mit
df(fy.r) C (X%)", bd(fy,r) C X" fir die gilt:
(x1,...,x,) €df(fyr) gdw bei Eingabe (x1,...,x,) hilt V schliefflich

und fir (z1,...,x,) € df(fy,) und y € ¥* gilt fy . (z1,...,2,) =y, wenn V bei
Eingabe (z1,...,x,) mit y in der Ergebniszeile hélt.

3. Eine Funktion f mit df(f) C (X)", bd(f) C X" ist berechenbar, wenn es ein
Verfahren V gibt mit f = fy ;.
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D. HILBERT (1862-1943)

Internationaler Mathematikerkongrefl 1900 (Paris)

10. Entscheidung der Losbarkeit einer diophantischen Gleichung.

Fine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekannten und mit ganzen
rationalen Zahlkoeffizienten sei vorgelegt; man soll ein Verfahren angeben, nach
welchem sich mittels einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden 1at, ob

die Gleichung in den ganzen rationalen Zahlen losbar ist.

ALAN TURING (1912-1954)

On computable numbers, with an application
to the Entscheidungsproblem (1936)

http://www.turing.org.uk /turing/
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(1) k R — Ri +a (k,i€N, a € X)

Verlangerungsanwsg.: Fiige a an Wort in R;.

Verkiirzungsanwsg: Streiche letzten Buchstaben in R;; falls A in R;, so bleibt A in R;.

(3) k Ri = [Ri)a = {;m (k,i,/,m € N, a € %)

Sprunganwsg.: Falls Wort in R; mit a endet, gehe zu Zeile mit der Nummer ¢ sonst

zur Zeile m.

(4) kK PRINT R; (k,i € N)
Druckanwsg: Drucke Wort in R;.

(5) k HALT (k € N)
Halteanwsg: Halte.
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Py
0 Ri =[R1)|=1;7
1 Ry < [R1)
2 Ry +— Ro+|
3 Ro + Ro + |
4 Ro = [Ro)| = 0;0
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P
0 Ri =[R1)|=15
1 Ry < [R1)
2 Ro +— Ro + |
3 Ro«+— Ro+|
4 Ro=1[Ro)| = 0;0
5 HALT

SS 2009



Page 23

0 Ry =[R1)| = 1;5
1 Ry < [R1)

2 Ro+— Ro+1

3 Ro «— Ro+ |

4 Ro =1[Ro)| = 0;0
5 HALT

0 PRINT Ry

1 Ri — R1 +|

2 Ri «— R1+|

3 Ro=1[Ro)| = 0;0
4 HALT
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Einem R-Programm P entspricht auf natiirliche Weise ein Verfahren. Wir stellen uns
dabei eine Rechenmaschine (Registermaschine) vor, die mit P programmiert ist und
iiber die in P angesprochenen Register verfiigt. Soll das Verfahren auf (z1,...,x,)
angewendet werden, so sind zu Beginn der Berechnung alle Register leer, d.h. es
steht in allen Registern das leere Wort, ausgenommen sind die Register R1,..., R,,
in denen sich x1,...,x, befinden. Die Berechnung erfolgt schrittweise; ein Schritt
entspricht dabei der Ausfithrung einer Zeile. Beginnend mit der ersten Zeile wird
dabei Zeile fiir Zeile abgearbeitet; es sei denn, dass durch eine Sprunganweisung eine
andere Zeile aufgerufen wird. Ausgabeworter sind die evtl. bei Druckanweisungen

ausgedruckten Worter. Die Maschine hélt, wenn die Halteanweisung erreicht wird.
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P R-Programm, r» > 1.

fp.r sei die Funktion mit
df (fp) C(X*)" und bd(fp.,) C X"
fiir die gilt:
(z1,...,x,) €df(fp,r) gdw P :(z1,...,2,) — halt
und fiir (z1,...,x,) € df(fp,r):

fer(x1,...;xr) =y gdw P:(x1,...,2r) > Y.
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Definitionen. W C (¥*)", P R-Programm.
(1) P entscheidet W gdw fiir (z1,...,z,) € (X*)":
P:(x1,...,z,) — A, falls (x1,...,2,) € W,
P:(x1,...,2,) — ymit y # A, falls (x1,...,2,) & W.
(2) W Register-entscheidbar (R-entscheidbar) gdw ex. R-Programm, das W

entscheidet.
W C ¥*, P R-Programm.

(1) P zdahlt W auf gdw P angesetzt auf A druckt genau alle Worter aus W aus (in
irgendeiner Reihenfolge, ggf. mit Wiederholungen).

(2) W R-aufzihlbar gdw existiert ein R-Programm, das W aufzihlt.

(3) f mit df(f) C (X*)" und bd(f) C X* ist R-berechenbar gdw exitiert ein
R-Programm @) mit f = fg.,.
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ALoNzo CHURCH (1903-1995)
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Bemerkungen und Beispiele I

(1) ¥ ={|}. Dann: {(n,k) | n < k} ist R-entscheidbar.

(2) X =40,...,9}. Die Menge {p | p Primzahl} ist R-entscheidbar.
(3) X Alphabet, r > 1.

— (X*)" ist R-entscheidbar.

— Jede endliche Teilmenge von (X*)" ist R-entscheidbar.

— Sind W1, Wy C (3*)" R-entscheidbar, so auch Wi N Wy, W1 U Wa, (37)" \ Wi
und Wy \ Wa.

Beweis: Siehe § 2.
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Bemerkungen und Beispiele 11

(1) ¥ =40,...,9}. Die Menge der Primzahlen ist R-aufzdhlbar.

(2) ¥ ={ai1,...,an}. Es gibt ein R-Programm, das X" in lexikographischer
Reihenfolge (bzgl. a1, ..., a,) aufzéhlt.

(3) Jede R-entscheidbare Menge ist R-aufzéhlbar.
(4) W C Wy C (X%)", Wo R-entscheidbar. Dann

W R-entscheidbar <= W und Wy, \ W R-aufzéhlbar.

Insbesondere
W R-entscheidbar <= W und (X")" \ W R-aufzihlbar.

Beweis: Siehe § 2.
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Es gibt nur endlich viele natiirliche Zahlen, welche in der deutschen Sprache mit

einem Text der Linge < 1000 definiert werden konnen.

Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl ng, welche nicht in der deutschen Sprache mit

einem Text der Lange < 1000 definiert werden kann.

no ist die kleinste natiirliche Zahl,
(*) welche nicht in der deutschen Sprache
mit einem Text der Lange < 1000

definiert werden kann.

(x) ist eine Definition von ng in der deutschen Sprache mit einem Text der
Lange < 1000.
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>. endliches Alphabet.

Go : {P | P R-Programm iiber ¥} — X*

rp := Go(P) zp die Godelnummer von P

Bem. 1: Il := {zp | P R-Programm iiber 3} ist R-entscheidbar.

[Thae = A{zp
e = A{zp
Il hat = {xp
[y 0o = A{zxp

Bem. 2: Tloo = IT \ Ipa1e und Ilg oo = 1T\ I,

P
P
P
P

halt-

Bem. 3: [I und Il  sind nicht R-aufzéhlbar.

A\ — halt}

: A — 00}
: xp — halt}

:Tp — 00}

Unentscheidbarkeit des Halteproblems: IIya1+ und I, hait sind nicht R-entscheidbar.

Bem. 4: IIha1¢ und 1, haye sind R-aufzédhlbar.
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Es ist unentscheidbar, ob ein R-Programm P angesetzt auf A hélt.

Es ist unentscheidbar, ob ein R-Programm P angesetzt auf z (€ ¥*) hélt.

Es ist unentscheidbar, ob ein Verfahren ) angesetzt auf A hélt.

Es ist unentscheidbar, ob ein R-Programm ) angesetzt auf einen beliebigen
Input hilt.
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PGN Menge der Polynome in mehreren Unbekannten mit ganzzahligen

Koeffizienten, die eine ganzzahlige Nullstelle haben.

Satz von Matijasevic (1970):

PGN ist nicht R-entscheidbar.

Somit: Es ist nicht entscheidbar, ob ein Polynom p(z1,...,x;) € Z|z1,...,x;] eine

Nullstelle in Z besitzt (d.h. ob ex. z1,...,2; € Z mit p(z1,...,2z) = 0).

Lemma von Matijasevic: M C N R-aufzdhlbar.
Dann ex. [ > 1 und p(x1,...,x:1) € Z[x1, ..., 2] mit

M = Wx(p) :={p(z1,...,21) | n €N, p(z1,...,21) > 0}.
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Die Ausgangsfunktionen:

— die Nachfolgerfunktion nf: N — N
nf(m) :=m + 1.
— die Identitdtsfunktionen id? : N* — N (k>1,1<i<k)
idf (ma, ..., mg) = m;

— die konstante Funktion ¢: N — N
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Die Prozesse.

— der Einsetzungsprozess: Seien hi,...,hr, f : N* = N (r,k > 1) und ¢ : N” — N.

Gilt fiir alle m = (ma, ..., my) € N*
f(m) = g(hi(m), ..., he(m)),
so sagt man, dass f aus g durch Einsetzung von hi, ..., h, entsteht.

— der Induktionssprozess: Sei g : N* — N, f: N* - Nund f: N - N. Gilt

fiir alle m = (mq,...,mp) € N*, £ €N
f(m,0) = g(m)
fim,£+1) = h(m, ¥, f(m,£),

so sagt man, dass f durch Induktion aus g und h entsteht.
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— der p-Operator: Sei f: N* = N, (k> 1), ¢g: N*™' = N. Zu jedem

m = (ma,...,mg) € N* existiere ein ¢ mit g(m, ) = 0. Weiterhin gelte
f(m) = das kleinste ¢ mit g(m,¢) = 0,

so sagt man, dass f aus g durch Anwendung des u-Operator entsteht.

Definition. Eine Funktion f: N¥ — N, (k > 1), ist pu-rekursiv, wenn sie eine der
Ausgangsfunktionen ist, oder wenn sie aus den Ausgangsfunktionen durch
endlichmalige Anwendung des Einsetzungsprozesses, des Induktionsprozesses, und

des p-Operators erhalten werden kann.

Satz. Sei f : N* — N, (k > 1). Dann:

f ist R-berechenbar < f ist u-rekursiv.
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Es ist unentscheidbar, ob ein R-Programm P angesetzt auf A hélt.

Es gibt kein Programm, dass angesetzt auf ein (endliches) Axiomensystem

und eine Behauptung entscheidet, ob die Behauptung aus dem

Axiomensystem folgt.
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Definition. ¢t : N — N, P R-Programm, V Verfahren, » > 1,

a) W C (X*)". P (bzw. V) ist t-zeitbeschranktes Entscheidungsverfahren fiir W,
wenn P (bzw. V) W entscheidet und t-zeitbeschrankt ist.

b) f:(X%)" — X*. P (bzw. V) ist t-zeitbeschrinktes Berechnungsverfahren fiir f,
wenn P (bzw. V) f berechnet und t-zeitbeschriankt ist.
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— Wenn p € R[z]|, so gibt es ein ¢ € N[x] mit
fiir alle m € N: |p(m)| < q(m).

— Wenn p € N[x], so ist p monoton (n < m = p(n) < p(m)).

— Wenn p, q € N[x], so sind p+ ¢, p-q, poq (und fiir ¢ € N) ¢+ p in N[x].

SS 2009



Page 40

1 Operation ~ 10~° Sekunden

Laufzeit:
10 30 60
n | 1072 Sek. | 3-107° Sek. | 6-107° Sek.
n® | 107! Sek. 24, 3 Sek. 13 Min.
2" | 1073 Sek. 17.9 Min. 366 Jht.

Grofie des grofliten behandelbaren Problems:

2009 100 x 1000 x
schneller schneller
n° | Ns 2,5 - Ny 3,98 - N,
2" N3 N3 + 6, 64 N3 + 9,97
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Pr Menge der Primzahlen.
Entscheidungsverfahren: n

fir kK =2,...,4/n priife, ob k|n.

Also: n? Divisionen
— X :={]|}. Dann |n| =n.
Jede Division < ¢-n? Schritte.

] 5 :
Insgesamt: < n2 -c¢-n? = c¢-n2 Schritte.

polynomialer Algorithmus.

- b>23%,={0,1,...,b—1}. Dann |[n]y| ~ log, n.

1 1

Divisionen: n2z ~ bz o8 n

exponentieller Algorithmus.
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- W C(¥%)".
W € PTIME gdw ex. ein R-Programm P und ¢ € N[z] mit:

P ist g-zeitbeschrinktes Entscheidungsverfahren fiir W.
— [ (X)) — X,
f € PTIME gdw ex. R-Programm P und ¢ € N[x] mit:

P ist g-zeitbeschranktes Berechnungsverfahren fiir f.

— Seien X und I' Alphabete, f: 3" — I'".
f € PTIME gdw f € PTIME, wobei f : (RUT)* — (X UT)* gegeben ist durch:
. f(x), firzeX”
flx) =

A, sonst.
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G = (P, K) Graph:
— P (endliche) Menge, die Menge der Punkte
- K C{{a,b} | a,be P, a# b}, die Menge der Kanten

C' Clique in G:
fiir alle a,b € C mit a # b: {a,b} € K.

CLIQUE Input: Graph G = (P,K) und k € N.
Frage: Gibt es in G eine Clique der Grofle k (k-Clique)?

CLIQUE := {(G, k) | G Graph, k € N, G hat k-Clique}

VCLIQUE := {(G,k,C) | G Graph, k € N, C ist k-Clique}
— VCLIQUE € PTIME.
— (G, k) € CLIQUE <= JC: (G,k,C) € VCLIQUE.
- (G,k) € CLIQUE < 3C: (|C]| < ||(G,k)| und (G, k,C) € VCLIQUE).
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Ein Hamilton-Kreis in einem Graphen G = (P, K) ist eine Folge

C: ai,...,an

paarweise verschiedener Punkte mit:

- P={ai,...,a,}

— {ai,a2},{az,a3},...,{an—1,an}, {an, a1} € K.

HawM

Input:
Frage:

Graph G = (P, K).

Besitzt G ein Hamilton-Kreis?

HaM := {G | G Graph und G hat Hamilton-Kreis}

VHaAM := {(G,C) | G Graph und C' Hamilton-Kreis in G}

— VHaAM € PTIME.

— G € HaM < 3C: (G,C) € VHaM.

-G € Ham < 3C: (|C]| < ||G| und (G,C) € VHAM).
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Quadratische Kongruenzen: QK C N°.

QK

Input:
Frage:

a,b,c € N

ex. £ €N (z < cund 2 = a mod b)?

QK =

VQK

- VQK € PTIME.

{(a,b,c) | ex. z € N: (z < cund z° = a mod b)}.

{(a,b,c,z) | < ¢ und = = a mod b}.

—(a,b,¢c) € QK <= dz: (a,b,c,x) € VQK.

— (a,b,¢c) € QK <= dz: (a: < cund (a,b,c,x) EVQK).
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Steve Smale (Fields Medaille 1966)

...1it is the most important new problem in mathematics in the last half of

this century.
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> Alphabet. Anweisungen fiir nichtdeterministische R-Programme: Alle alten

Anweisungen, jedoch werden die Sprunganweisungen
k R; = |Ri)a={;m
ersetzt durch
k R, =|[R))a= L;M (k,i €N, L, M CN, L, M endlich, nicht leer, a € %)

(Nichtdeterministische Sprunganweisungen: Falls Wort in R; mit a endet, gehe zu

einer Zeile mit Zeilennummer in L sonst zu Zeile mit Zeilennummer in M)

Ein nichtdeterministisches R-Programm ist eine endliche Folge ag, ..., ax von

nichtdeterministischen Anweisungen mit:
(i) Furi=0,...,k: a; hat die Zeilenr. 1.

(ii) Jede (nichtdeterministische) Sprunganweisung verweist nur auf Zeilennummern
< k.

(iii) Genau «y, ist eine Halteanweisung.
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P nichtdeterministisches R-Programm, Reg(P) C {0,...,n}.

P wird auf x1,...,x, angesetzt (wie im det. Fall definiert).
Wird P auf z1,...,x, angesetzt, so kann es verschiedene Berechnungen geben.
AT ... T A oA
I P
Yo Y1 . Yn
bedeute: es gibt eine Berechnung von P angesetzt auf x1,...,z,, die schliefSlich hilt

und dann stehen yo,...,y, in Ro,..., Rn.

W C (3*)". P akzeptiert (entscheidet) W gdw fiir alle z € (3*)":

AT ... Ty A oA
zeW <— U P
A% . *
also: r €W <= es gibt eine akzept. Berechnung von P angesetzt auf .
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¥ =Aa,b}; W ={x € ¥* | x enthéilt aa}

0 Ri = [Ri)a = {1,3};{1}
1 R — [R)

2 Ro = [Ro)a = {0};{0}

3 Ry — [R1)

4 Ri = [R1)a = {5}; {4}
5 HALT
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W C (2%

W € VPTIME gdw es existiert Z C (3X*)" x ¥*, Z € PTIME, und ¢ € N[x]| mit:

firallez € (Z*)": (zeW < ex.yeX*(lyl <q(|z|) und (z,y) € Z)
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P nichtdeterministisches R-Programm, t: N — N, » > 1.

P t-zeitbeschrankt gdw fiir alle £ € (X*)" endet jede Berechnung von P angesetzt
auf T nach < t(|Z|) Schritten.

W C (¥*)".
W € NPTIME gdw ex. nichtdeterministisches Programm P und p € Nz]:

P ist p-zeitbeschriankt und akzeptiert W.
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Y =
0
1
2

St = W

{ai,...,a3}

Ro = [Ro)ai = {1,3,5,7}: {1,3,5,7}
Rs < Rs + a1

Ro = [Ro)a1 = {1,3,5,7};{1,3,5,7}
Rs < Rs + a2

Ro = [Ro)a1 = {1,3,5,7};{1,3,5,7}
Rs < Rs + as

Ro = [Ro)a1 = {1,3,5,7};{1,3,5,7}
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Axiome der Theorie der Aquivalenzrelationen
(r) Fiir alle z: zRx.
(s) Fiir alle z,y: Wenn xRy, so yRz.

(t) Fiir alle x,y,2: Wenn xRy und yRz, so zRz.
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Seien x, y gegeben und gelte fiir ein geeignetes u

rRu und yRu.

Aus (s) erhalten wir dann

uRx und uRy.
Aus zRu und uRy ergibt sich mit (t)

xRy, (1)

und aus yRu und uRx, ebenfalls mit (t),

yRx. (2)
Sei nun z beliebig gewahlt. Gilt

xRz, (3)
so erhalten wir aus (2) und (3) mit (t)

yRz.
Gilt umgekehrt

yRz, (4)
so erhalten wir aus (1) und (4) mit (t) rRz.
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Alphabet > s der Sprache der ersten Stufe zur Symbolmenge S:
(a) Variable: vy, va,. .. x,Y, 2

(b) Junktoren: — “nicht”, A “und”, V “oder”,

— “wenn — so”,«» “genau dann, wenn”

Quantoren: V “fiir alle”, 4 “es gibt”

Gleichheitszeichen: =

Somit
Ys =2 US,

wobei Yo die Menge der in (a) bis (e) vorkommenden Symbole bezeichnet.
V.= {’Ul,UQ, .. }

ist die Menge der Variable.
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Fir S ={f,g,c, P, R} ist
2 1 3 4

9(f(c,vr))
ein S-Term.
Ableitung: 1 c (T2)
2 vy (T1)
3  f(c,v7)  (T3) auf 1,2
4 g(f(c,v7)) (T3) auf 3

-~ W N
~
VN
O
Q
~J
N—r
e N N
—
o8
N—" N N
&
o
—h
fc
—t
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Fir § = {—|2—, 2} ist

ein S-Term.

Ableitung: 1 V2 (T1)
2 Vs (T1)
3 (v2,v3) (T3) auf 1,2
4  +(vs,-(v2,v3)) (T3) auf 2,3
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Fir Si, = {1;8} sind Sy ,-Ausdriicke:

\V/’U1 vavl
\V/’Ulvvg (va Vo — R'UQ U1 )

VU1VU2\V/U3((RU102 YA\ szvg) — R’Ul’U3)
Ableitungen:

1 R”U1111 (AQ)
2 VviRvivy (Ab) aufl

1 Rvivs (A2)

2 Ruvavq (A2)

3 (Rviv2 — Ruavn) (A4) auf 1,2
4 Yva(Rvivea — Rvavr) (A5) auf 3
5 VuiVua(Rviva — Rvovr) (AD) auf 4
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Fir S := {]13, f,c} ist ein S-Ausdruck:
1

Ableitung:
1 flc)=c
2 Vyf(c) =c
3 Px
4 JxPx
5 Vedx Px
6 (VxdzPxz AVyf(c) =c)

(Vz3xPx AVyf(c) = c)
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T1) — T2) — T -st.
(T1) - (T2) ; cesS (T3) . ’tn)fESnst
Al) —— T
(A1) — ti,t2 €
: S
(A2) R L R € S r-stellig, t1,...,t €T
¥
A3) —
(A3) £

(A4) Sp’w *x € {/\,\/,—>,<—>}

(@ * 1)
© ©
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Beweis durch Induktion iiber den Kalkiil K: Will man zeigen, dafl alle mit K

ableitbaren Worter eine Eigenschaft E haben, so geniigt hierzu der Nachweis, daf

fiir jede Regel
E1,...,&n
3
des Kalkiils K gilt: Wenn &1, ...,&, in K ableitbar sind und die Eigenschaft

E haben (Induktionsvoraussetzung), so hat auch & die Eigenschaft F.

Im Fall n = 0 miissen wir also zeigen, daf} £ die Eigenschaft E hat.

Induktion iiber den Aufbau der Terme: Um nachzuweisen, daf} alle S-Terme eine

Eigenschaft F/ haben, reicht es, zu zeigen:
(T1): Jede Variable hat die Eigenschaft E.
(T2): Jede Konstante aus S hat die Eigenschaft E.

(T3): Haben die S-Terme t1,...,t, die Eigenschaft F und ist f € S n-stellig, so
hat f(t1,...,tn) die Eigenschaft F.
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(T3): t1 = f(t1,...,t) mit r-stelligem f.

Dann beginnt s; mit f und somit gibt es Terme s7,...,s, mit s;1 = f(s7,...,s,).
Daher
ft1, ..., t)ta ..t = f(s1,...,5.)82...5KE

und somit

thy et )ta .t = S1,...,8.)82...5k€

Da |t1], 1| < |t1...tm| gilt nach Ind.vor. ] = s7; entsprechend erhélt man

nacheinander

Also insgesamt t1 = f(t1,...,t.) = f(s1,...,s,) = s1. Weiterhin ist
t2...tm282...8k€
Da |te...tm| < |t1...tm| und m — 1 < k — 1 gilt nach Ind.vor.

m—1=k—1, t2=s52,...,t;m = Sm und & = A\.
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fr((JuRzu A FyVz(Ryx V Ryu)))

fr(JuRzu) U fr(3yVz(Ryz V Ryu))
_ (fr(Ra:u) \ {u}) U (fr(Va:(Rya: V Ryu)) \ {y})
= ({zu}\ {u}) U (Ee(Rya v Ryw)) \ {y,=})
= {o} U ((Er(Ryo) U fr(Ryw) \ {y, =})

= {o}U (w2} U{y,u) \ {y,2})
= {o}U{u}
= {x,u}.
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Sei S eine Symbolmenge.
Eine S-Struktur ist ein Paar

A= (A, a)
bestehend aus

— einer nicht leeren Menge A, dem Triger, (Grundbereich, Universum von 2);

— einer auf S definierten Abbildung a, die

— fiir alle n > 1 jedem n-stelligen Relationssymbol R € S eine n-stellige
Relation a(R) C A™ zuordnet;

— fiir alle n > 1 jedem n-stelligen Funktionssymbol f € S eine n-stellige
Funktion a(f) : A — A zuordnet;

— jedem Konstantensymbol ¢ € S ein Element a(c) € A zuordnet.
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S=1g}, M=(R,),

[ A A

d
5 — (R, ) mit B(vn) = n n ungerade

—n  sonst

J E ~Juig(vi,v1) = v
nicht J = Jvig(vi, v2) = v

. ~ T
nicht ex. r € R: J— = g(v1,v1) = v

v1
nicht ex. r € R : ji(g(vl,vl)) = ’Jl(vg)
V1 U1
: T ~ T T
nicht ex. r € R: J—(v1) - T—(v1) = B— (v2)
U1 U1 U1
nicht ex. r € R : ﬁﬁ(vl) -ﬁﬁ(vl) = -2
U1 V1

nichtex. réR: r-r=-2.

Somit J = —Jvig(vi,v1) = va.

Entsprechend: J = —3vi169(vi16, V116) = V2.

Dagegen: J = —=3vig(vi,v1) = vs, da T E= Jvig(vi,v1) = vs.
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p
V’Ul R?)l U1

(I)Aq < V?Jl\V/’UQ (va’UQ — R?JQ’Ul)
VU1VU2V’U3((R?)1”U2 VAN R'UQ'U,?,) — va’Ug)

\
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@ =@ wenn @ atomar
o =
)" == etV [9)T)
(pVih)" = (p" Vi)
(p = )" = (= lp]" V)
(p = )" = (=" VYT) V(= o] V= [9]7))

Ve(Rx — Pf(x))* = -3z—~(Rx — Pf(x))"
= —dx—(=Rx™V Pf(z)")
= —dz—(—=RzxV Pf(x))

SS 2009



Page 68

Koinzidenzlemma. §, Si, S2 Symbolmengen und S C 51 N Se.
Fiir j = 1,2 sei J; := (AU, B;) eine S;-Interpretation.
Gelte A1 [ S=A2 [ S (d.h. Ay = Ay und k%t = k*2 fiir k € S). Dann

(a) Fiir t € T%: Wenn B, | var(t) = B2 | var(t), so J1(t) = Ja(t).

(b) Fiir ¢ € L®: Wenn 81 | fr(p) = B2 [ fr(p), so (J1 = ¢ <= T = ).
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(a) Induktion iiber den Termkalkiil: Sei t € T° und gelte 1 | var(t) = B2 | var(t).

t=x: Ji(z) = Bi(z) = B2(z) = T2(x).
t=c: J1(c) = ¥ = c*2 = Ty(c).
t=f(tr,...,tn):  Ti(f(ts,...,tn)) = A1 (T1(t1),. .., J1(tn))
(Ind.vor.) = 1 (Ta(t1), ..., T2(tn))
(Vor. f21 = f*2) = f¥2(3z2(tr),. .., J2(tn))

= J2(f(t1, ..., tn))

(b) Indukt. iiber den Ausdruckskalkiil: Sei ¢ € L° und gelte £1 | fr(¢) = B2 | fr(y).
o =Rt;...t,
J1 ‘Z Rtq...t,

<

(wegen (a)) <=

(wegen R*1 = R*?) <«+=
<
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p = —h: J1 E -9 gdw nicht 31 E ¢
gdw nicht J2 =14  (Ind.vor.)
gdw T2 | .
p=@WVx): TiE@VX) gdw (J1 ¢ oder Ji |= x)
gdw (J2 =1 oder J2 =x) (Ind.vor.)
gdw T2 = (¥ V x).

@ = dx: J1 = dzyp gdw es gibt ein a € Ajy: ’Jlg = )
x

gdw es gibt ein a € Az (= A;) : 31% =
wegen fr(y) C fr(dzvy) U {z} stimmen J;1 2 und J2 % auf fr(¢) iiberein; somit nach
Ind.vor.

a

— Y

gdw es gibt ein a € Az : Jo
gdw Jo = dxb.
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2,8 S-Strukturen

(1)(a) m: A — B, 7 ist Isomorphismus von 2 nach (auf) 9B, 7 : 2 = 9, wenn
(1) = ist bijektiv;
(2) Fir R € S, R r-stellig, ai,...,a, € A:

Rmaq e Ay R%ﬂ'(al) . -W(ar)Q

(3) Fur f €S, f r-stellig, ai,...,a, € A:

m(f(a,...,a.)) = f2 (w(a1), ..., m(a));
(4) Fiir c€ S: m(c?) =c®.

(b) A und B sind isomorph, 2 = B, gdw. ex. ™ mit 7 : A = B.

(2) m: A — B, m Homomorphismus von 2 nach 8B gdw x erfiillt (3), (4) und
(2) fiir R € S, R r-stellig, ai1,...,a, € A,

wenn R%a;...a,, so R®m(a1)...7(a).

Schreibweise: 7 : 2l — B Homomorphismus.
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Zu (b): Induktion iiber t:

zj: w(aj[a]) = m(a;) = 25 [7(@)].

c: w(cta)) = () = c® =P [n(a)).

f(tl, . . ,tr)t

/u (a): tl = tQI

T(f(tr,... )" [a])

(m Homom.)

(Ind.Vor.)

A |: t1 = to [a]
(<, da 7 inj.)
(wegen (b))

2 (w3 [a)), - . ., m(ts [a)))
2 (@), .., t, [m(a@)])
f(ta,. .., t.)® [r(a))
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Rt1...tr:

A ’: Rty .. .tr[C_L]

(=, da m Hom.
(wegen (b))

<~
<

<
<~

R*t}[a). ..t [a]
R®r(t[a) ... 7(t*[a))
<, da 7 Isom.)

R¥t7 [x(a)] ...t [w(a)]
B = Rt1...t.[m(a)].

Sei o(x1,...,xy) = Jyy. Da y ¢ fr(y), konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

y & {z1,...,Tn}. Somit ¢ = (x4, ..

A = olal
(Ind.vor.)

(< da 7 surjektiv)

(RN

.y Tn,y). Nun gilt:

ex. a € A: A = [a, al
ex. a € A: B = ¢[n(a), 7(a)]
ex. b€ B: B = ¢[r(a), b]

B = plr(a)].
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2, B S-Strukturen. A ist Substruktur von B, 2 C B, wenn
(1) ACB.
(2) (a) fiir R € S n-st.: R* = R® N A™, d.h. fiir a € A"

(c) firce S: ¢ =c®.

SS 2009



Page 75

[ VavyVz((zoy)oz) = (zo (yoz)) Sarp = {0,7" ¢}
(I)Grp < Vazxoe =X

Vexox ' =e,

VaVyvz((zoy) o z) = (zo(yo2)) Sar = {0, €}

Par § Vrxoe=x

Vedyx oy = e.

VaVyVz((x oy)oz) = (x o (yo 2)) Sc = {o}
JeVy(yoxr =y AJzyoz =x).

Ve-FExx SGraph = {E}
(I)Graph
VaVy(Exy — Eyx).
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(I)Ord $

2

(

(I)Kp <

(I)ng <

\

VaVy(x <yVy < x) Sora = {<}
VoVy((z Sy Ay <z) > 1 =1Y)
VaVyVz((z <y ANy <z) — x < 2).

VaeVyVz(x +y) + z = x + (y + 2) VaeVyVz(x - y)-z=x - (y - 2)
Vex+0=x Vex-1=x

Vedyx +y =0 Ve(~z=0— Jyx-y=1)
VeVyr+y=y+x VaVyxr -y=y-x

-0=1

VeVyVze - (y+2) = (z-y) + (x - 2).
[ die Siitze von Pk, und Poyq S= = Sar U Sora

VaVyVz(x <y - x4+ 2 <y + 2)

\

VaVyVz((x <yN0<z)—x-2<y-2).
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SBa = {I—I,

VaVy x My =yNx

VaVyVz (zMy) Mz =ax M (yMz)

VaVy c Uy =y Ux
VaeVyVz (x Uy) Uz
VaVyVz x M (y U z)

x U (y LU 2)
(zMy)U (xMz

)

VeVyVz x U (yMz) = (xUy) N (x U 2)

VaVy (xUy) Ny =
VaeVy (xMy) Uy =
VexMl==x
VrxUO==zx
Vexl~xz=0
Vexll~x=1

Y
Y

|§|’ ~ 0,1}. Sei ®pa die Menge der folgenden Spa-Sétze:

M kommutat.
1 assoziat.

LI kommutat.
LI assoziat.
distributiv
distributiv
Absorption
Absorption

1 neutral bei M
0 neutral bei

Komplementgesetz

Komplementgesetz.
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S Symbolmenge,
Koo := {2 S-Struktur | A endlich}.

Ist K< (in der 1. Stufe) axiomatisierbar?

Definition. Sei 2 eine S-Strukur. 2 ist (in der Sprache der) 1. Stufe charakterisierbar
(bis auf Isomorphie) gdw ex. ® C L§ mit:

Mod(®) = {b | B = A}.

Ist die SS-Struktur
R = (R7+7 '707 ]-7 S)

1. Stufe charakterisierbar?

Axiome des geordneten Korpers und

Vollstandigkeitsaxiom: Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge

besitzt ein Supremum.
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Sind
(Jy(Ezy V ~~Eyz) V =~Eyx))

und
(Jy(Ezxy V Eyzx) V -~ Eyx))

logisch dquivalent?

Ersetzungslemma. (Intuitiv: Ersetzt man in ¢ einen Teilausdruck 1 durch einen zu

Y logisch dquivalenten Ausdruck, so erhélt man einen zu ¢ logisch dquivalenten
Ausdruck.)

Gelte 1 = 91 und @2 = Y2; dann

1 = T, (p1Vp2) = (Y1 Vip2),  Jzpr = Ty,
—1—1121ﬂx — l?@ﬂf
(ExyV ——FEyx) = (EzyV Fyx)
Jy(Exy vV ~—FEyxr) = 3Jy(FxyV Eyx)

(Jy(Ezy V ——Eyz) V =~Eyz))

(Jy(Ezy V BEyzx) V -~ Eyx))
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t==x

t=c
t=f(ti,...,tn)
=11 =1a:
©o=Rt1...t,:
p=":
p=VX):

Pl =1t =t
0’ = Rt] ...t;,
SOO' :ﬁwd
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@ = dx :

o . o(yr) w

o7 = Tu [ (y1) (yr)
Y1 cee Yr xr
Dabei sind y1, ..., 1y, paarweise verschieden mit
{yi,...urt = {ylyeir(Fzy) und y # o(y)}
und
( T, falls x ¢ var(o(y1)) U ... Uvar(o(yr))

die erste Variable, die in

| ¥,0(y1),...,0(yr) nicht vorkommt, sonst.
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Bemerkung.

y € var(t

t1...

y € fr(p—"—"
r1...

Insbesondere: Ist ¢ = p(z1, .

t1...
1 ..

Cl...C/r-

(y € var(t) und y # x1,...,y # x,) oder

es gibt @ € [r]: (z; € var(t) und y € var(t;)).

(y € fr(p) und y # x1,...,y # xr) oder
es gibt ¢ € [r]: (z; € fr(y) und y € var(t;)).

.., Zr), so ist fiir Konstantensymbole c1, ..., ¢,

ein Satz.

r1...Typ
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(1) =3dzyp = Ve,

=V = Jr—Y

(2) Grevy) = Jy(pLvy), wenn y & fr({3ze, ¢})
insbesondere (dzpVY) = Jx(pVY), wenn = & fr(v)

(VzoVy) = Vy(p2 V), wenn y & fr({Vep, ¢ })

)
)
(pVIzy) = Jy(pVey Z), wenn y & fr({y, Izy})
)
)

(eWVz1p) = Vy(eVy L), wenn y & fr({e, Vrip}).

Beispiel: Sei

Dann

¢ = (-3zPzxyz V VxIyRzy).

(—3zPxyz V VxIyRzy)

1
2
2
2

(Vz=Pzxyz V VrIyRzry
Vz(=Pryz VVriyRry

V2Vu(—Pzryz V JyRuy

)
)
)
)

VzVudv(—~Pzryz V Ruv).
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Seien x, y gegeben und gelte fiir ein geeignetes u

rRu und yRu.

Aus (s) erhalten wir dann

uRx und uRy.
Aus zRu und uRy ergibt sich mit (t)

xRy, (5)

und aus yRu und uRx, ebenfalls mit (t),

yRx. (6)
Sei nun z beliebig gewahlt. Gilt

xRz, (7)
so erhalten wir aus (2) und (3) mit (t)

yRz.
Gilt umgekehrt

yRz, (8)
so erhalten wir aus (1) und (4) mit (t) rRz.
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L2
['Jxpy
Beweis: Gelte

(3A)

y ¢ fr(T', 3z, ¥) ist korrekt:

Y
roY = 9
oYy 9
und sei J =T und J = dxp, wobei J = (U, 8) (z.z.: T = 1). Dann

N—"

a
ex. a € A: J— = o.
T

Ist y # x, so y & fr(y) nach Vor. y ¢ fr(3zy); somit nach Koinzidenzlemma

Daher nach Substitutionslemma
ex. a € A: 32 = gpg.
Y T

Da 32 =T (weil y ¢ fr(I')), gilt mit (9) T2 =+ und daher J = ¢ (weil y ¢ fr(¢)).
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(Vor) falls ¢ in " (Ant) T o falls jeder Ausdruck in I"
o I » auch in IV vorkommt
(FU)  Tevy (Wid)  I' =p ¢ (VA) Lo
I' = 1 I' = 9 ' x
I 4 [ [ (pVx) b
(VS1) I (VS2) Iy
I (o V) I' (Vo)
L o; I o2y
(38)  § P (3A) T ¢ fr(T'3zpy)
T © t1...1p
— — L1...Lqp
(=5) t=t (=4 ty .-ty

Dti=t,...t, =t

ml...:crr'
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(Vor)

(VS) auf 1
(Vor)

(VS) auf 3
(FU) auf 2,4
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Rechtfertigung fiir (Wid’):

(1) I (Pramisse)
(2) T =) —~p ) (Ant) auf 1
(3) T'—p=p—p (Vor)
(4) T =) (Wid) auf 2,3
Rechtfertigung fiir (KS):

(1) Ty (Prémisse)
(2) T (Prémisse)
(3) T (Wid’) auf 2
(4) T (FU) auf 1,3
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Rechtfertigung fiir (MP):

(1) T (~p V) (Primisse)
(2) Ty (Préimisse)
(3) T—p (Wid’) auf 2
(4) Ty (Vor)
(5) T (~p V) 9 (VA) auf 3,4
(6) Ty (KS) auf 5,1
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n + 1.
n + 2.
n + 3.
n + 4.
n —+ 5.
n + 6.

'y

. Thn,
@Dl .. wngp
F¢1 ... wngp
L'y, 0p—1Yn
le .. wn_lgp
It .. hn—29n 1
F¢1 ... ¢n_290
L'y

(Pramisse)

(Prémisse)
(Préamisse)(!)

(Ant) auf n 41
(Ant) auf n

(KS) aufn+2, n+3
(Ant) auf n — 1

(KS) auf n+4, n+5

SS 2009



Page 91

Fti =ttt =t Wiéhle z neu:

(1) th =t (=S)

(2) t1=tata =t (ZA)aufl,dati =t = [z =t]2L und to =6 = [z = 6|2

11 =t to =t3 t1 = t3 Waihle x neu:

(1) t1 =t t1 =to (Vor)

(2) ti=tata=ts t1 =t3 (=A) auf 1, da
ti1=te=[t1 =22 und t1 =3 = [t1 = 2|2

FRt1...t,t1=t,...t,=t. Rt ...t. Wihle z1, ..., z, neu:

(1) Rt1...t Rt1...t, (Vor)

(2) Rty...tr t1 =t1...t, =t,. Rt} ...t (=S) auf 1,

da Rty...t, = [Rx1... 2. ] 2=t und RY, ... t. = [Ray ... 0] £yt

T1...Tp T1...Tp
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§ 8, Folg. aus Bem 2: Wenn - @1 ...pp1 und @ - ¢; fiir ¢ € [n], so @ F .

Beweis von Lemma 1. a) ~ reflexiv: t ~ ¢, da ¢ =t und somit ¢ -t = ¢.

~ symmetrisch: Gelte t1 ~ to; somit ® -t =t2. Wegen -t =ta2te =t; und § 8,
Folg. aus Bem 2: & {2 = t1; somit to ~ t;.

~ transitiv: Gelte t; ~ t2 und t2 ~ t3; somit ® - ¢; =t und @ F {2 = t3. Wegen
= tl = t2 t2 = t3 tl — t3 und § 8, FOlg. aus Bem 2: ¢ tl — t3; somit tl ~ t3.

b) (ii): Nach Vor.
dHti1=ty,..., PHt. =1t

Nach § 8:
F Rty ... trti1 =t ...t =t. Rty ...t.

Wenn also ® - Rty ...t,, so nach § 8, Folg. aus Bem 2: ® - Rt} ...t..
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Lemma 3. Sei J = (2, 3) eine Interpretation mit

A={30)|teT"}.

Dann fiir paarweise verschiedene x1,...,Tn
JFE3z1...Jznp — ex. t1,...,tn € T": ’legoxl
JEVry... Ve,e = fa.ty,...,tn € T": 3\2@5?

Beachte: (10) ist fiir jede Henkininterpretation erfiillt.

Beweis: Es gilt
JEdr;...dxnpy <= exai,...,an, € A: ’J% =

J(t1)...J(t
89 ity taers: 520 )

DN exty,... . tn €T : T p—1"

(10)
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(VS1) I (VS2) L'y

I (pV) I (V)
(MP) T (¢ V) (KS)  T'(p—19) (35) T ol
I~ [y [ Jzp
I I' ¢

Nach §8 Bemerkung 2 daher:

Fe(pVE) Fe@Ve)  FeVE) -e¥  Fle—w) ey oo ug

SS 2009



Page 95

® —-treu: fir alle ¢ € L°:
®H1yY oder Ok v

® J-treu (enthélt Beispiele): fiir jeden Ausdruck der Gestalt dxy € L* existiert
t € T° mit:
¢ - (Jxyp — zpi)
x

Satz von Henkin. Sei Wf &, —-treu und enthalte Beispiele. Dann gilt fiir alle :
3P =Y = D

Insbesondere: J° |= ®.
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Lemma 5. S hochstens abzéhlbar, fr(®) endlich, Wf ®. Dann

ex. \IJ(CID C v C LS, Wi{ ¥ und ¥ enthalt Beispiele).

Lemma 6. S hochstens abziahlbar, Wf W. Dann

ex. @(\I! C O C LS, Wf © und © negationstreu).

Folgerung. S hochstens abzéhlbar, fr(®) endlich, Wf . Dann

Erf ® und ¢ hat ein Modell mit hochstens abzdhlbarem Trager.

Hilfssatz. Wf ®, Jzop € L, y ¢ fr(® U {Iz1p}. Dann

WE & U {(3zy — %)}.
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§ 8 Bemerkung 3 h). Wenn Wf &, so

Wf o U {¢} oder Wt o U {—}.
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Beweis von Hilfssatz 2. a) Setze J' := (', 3)

TEY <=

<~

[

7=y (Koinzidenzlemma)
~/ ~/
y Ty a3 en) = o),
V1...0k
~ L Cl1...Ck . .
J E (Substitutionslemma)
V1...0k
7 =y (Definition von ")
A=y (W elLs.)

, 3 (k) = B(uk))
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Bemerkung 1. X nichtleere Menge, Sx := {c, | u € X}

Ox ={-cy, =cy | u,v € X,u # v}
Dann
(1) Erf (I)X

(2) Jedes Modell A von ®x hat mindestens so viele Elemente wie X.
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(1) Was erreicht?
a) Prézisierung des mathematischen Beweisbegriffes?
b) Klarung des mathematischen Beweisbegriffes?

c) Begriindung der Regeln des mathematischen Schlieffens?
(2) Welche Auswirkung hat die Beschrankung auf die Sprache der ersten Stufe?

(3) Welche Moglichkeiten ertffnet die Prézisierung?
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(Vor) falls ¢ in " (Ant) T o falls jeder Ausdruck in I"
o I » auch in IV vorkommt
(FU)  Tevy (Wid)  I' =p ¢ (VA) Lo
I' = 1 I' = 9 ' x
I 4 [ [ (pVx) b
(VS1) I (VS2) Iy
I (o V) I' (Vo)
@) — oy ) L e Y fr(T'3
) T P (3A) T Swp o y ¢ fr(I3rey)
t1...1p
_ — goans..xT
(=5) t=t (=4 ty .-ty
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Zunéichst definieren wir ¢™ fiir Ausdriicke der Gestalt ¢t = x durch Induktion iiber t:

y=x = y=x

c=x" = Cc=x

flti,... tp) =2 = Fdri...3xpn(t1=x1 A .. At =x0 " A f(1,...,Zn) = T)
(z1,...,xn neu, etwa die ersten n Variablen, die in f(¢1,...,t,) = = nicht
vorkommen).

Induktion iiber v fiir alle anderen 1:

Y = t1 = t2 und t2 keine Variable:

t1 =t = dx(ti=x " Ata=2zx") =z neu (s.0.).
Rti...t," = dxi1...3xn(1=21 " A...ANtp, =xn ARx1...T4) T1,...,ZTn neu (s.0.).
T =, (1 V) = (1 V),  Fze i=3w g
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1) Scrp = {O,_l ,6} Sar = {O, 6} Sar = {o}
(I)Grp (I)Gr (I)G

Og = {“o assoziativ’, dJz(Vx xoz=x AVr Jy xoy = 2z}

2) SOrd — {S} Sl — {§7 <}
(I)Ord (I)l

Oy =PorqU{VaVy(z <y (rx=yAx<y))}
— Fiir ¢ € [°0rd; ((I)l |: Y <= Poyq |: go).
— Jedem ¢ € L®! kann man effektiv ein ¢ € L°0rd zuordnen mit:

D, IIQO <— Poq ’Z g0+.
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Wir definieren v’ fiir termreduziertes ¢ (fiir nicht termreduziertes 1) setzen wir

V= (7))

(¢1 V p2)

Jup

wI

Uy...Un
N
1...xn

g

Peo

ul..-u'rbv
Pf T1...TnyY

R

(1 V ©3)

Fu(ps, 2 A ')
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Y(Uty ...y Um) 1= Jugp Y= Fu(ps, 2 A ).

O.B.d.A. u # u1,...,u # Um. Dann ¢ = p(u1, ..., Um,u) und nach Ind.vor.
u u
(psi— N p') = (s — A" )(ua, . tm, )

Sei A S-Struktur, A = ®; und a1,...,a, € A7

A = Buy) [ar, . . ., am] gdw A = au(%% AoD)at, ..., am]
gdw ex. a € A: A E (ps, 2 A)ar,...,am,ad]
géigzv ex.a € A (A = ps,[a] und A = ' [ai, ..., am,a)])
gdw ex.a €A (ac€ A und A = plai,...,am,a))
Ind.Vor. auf ¢
gdw ex.a € A7 A = plas, ..., am,d]
gdw A" = Juplay, . .., am)].
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Satz iiber syntaktische Interpretationen. Sei I eine syntaktische Interpretation von
Sy in S. Jedem ¥ = ¢ (x1,...,%m) € L°! kann man in effektiver Weise ein
! = (x1,...,xm) € L zuordnen, so dass fiir alle S-Strukturen 2 mit A = ®;

und alle a1, ...,am € A~ gilt:
A Elal,...,am] = A=Y a1, ..., am).

Insbesondere fiir m = 0:

A ' =Y <= A=y

Syntaktische Interpretation I von S7 in S:

12{31}U31—>S

Si — s, (2)
R € S1 n-stellig — opr(z1,...,25)
f € S1 n-stellig —  ps(z1,...,Tn,y)
c €St = pe(T)
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& = {drps, (x)} U {3:15(3(9051% Npe(x)) | ce Si} U{Vxr... Vo,
CUl xn =1 y .
((sosl A Nes o) =3 y(es A (. ,wn,y))) | n>1, f €851 n-stellig}
Beachte: d; C L5,
Falls ps, () =z =z,50 ®r~ {3 'xp.(x)|c€ S} U
(Va1 ... Ve,3" yer(zi, ... ,xn,y))) |n>1, f € S1 n-stellig}

Falls @5, (r) = x = x und S relational, so ®; ~ ().

Ist A eine S-Struktur, A = @7, so sei A~ ' die S;-Struktur
- AT i={a € A| A= ps,[al};

—1I

— fiir n-st. R€ S1,ae AL R 4 — A = prlal;
— fiir n-st. f € S, a,a € AL A @) =a = Ak psla,al;
~ fiirce S,ac A" A = a gdw A = @c|al.
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(P1) Vz—o(x) ==
(P2) Vavy(o(z) = a(y) — = =y)

(P3) VX((X0OAVYy(Xy — Xo(y))) — VzX2z)
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1. Ziel: Jede mathematische Aussage 143t sich in einer fiir das Universum geeigneten

Sprache der ersten Stufe wiedergeben (symbolisieren).

Erfahrungstatsache 1: Es ist moglich, die ganze Vielfalt der Objekte des
“mathematischen Universums” auf den Mengenbegriff zuriickzufithren: Man kann

daher annehmen, das Universum besteht nur aus Mengen.

Erfahrungstatsache 2: Jede mathematische Aussage 148t sich als Aussage iiber die

Gesamtheit der Mengen auffassen und in L'¢ symbolisieren.

2. Ziel: Jeder mathematische Beweis 1483t sich mit den Regeln des Sequenzenkalkiils

nachvollziehen.

Erfahrungstatsache 3: Die Eigenschaften des Universums, die Mathematiker /innen
verwenden, sind in ZFC, ZFC C Lég}, “enthalten” und die Mathematiker/innen
akzeptieren die Eigenschaften von ZFC.
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Extensionalitdtsaxiom: ¢rxt = VaVy(Vz(z€x < 2€y) — oz =1y)

Paarmengenaxiom: ppaar = VaVydzVw(w ez «— (w=zVw =y))

Vereinigungsmengenaxiom: oypr = VadyVz(z€y < Jw(wEx Az Ew))

Potenzmengenaxiom: ppor = VzdyVz(z€y «— Vw(weEz — wEx))
{e}

Schema der Aussonderung: Sein > 0,9 € L, 7] (T = Unt1,Y = Unt2,2 = Uny3)

PAUS(p) = VU1...YVo,VydeVae(z €2z — (x €y AY(D,x)))

Schema der Ersetzung: n > 0, ¢ € Li%g, T = Unt1,Y = Unt2,U = Unt3,V = Up+4a

PERS(p) = Vo1 ... Yo, (Vo3 ~ y (D, z,y) — YuIoVy(y v « Jz(z €u A (D, 2,9))))

Unendlichkeitsaxiom: @me = Jz(0 €z AVy(yer — yU{y} €x))

Auswahlaxiom: pac = Va((-)ex AVuVv(u€Exz AvET A~ u=v) = uNv=0))
— YVw(wExr — I~ 'z2zcwnNy))
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SYNTAX

1) ALPHABET. Zusétzliche Zeichen:
fiir n > 1, n-stellige Relationsvariable: Vi*, V5*, ... X" Y" XY, ...
(n = 1: Mengenvariable)

fiir n > 1, n-stellige Funktionssvariable: hY, hs, ... h™ h,...

2) TERMKALKUL. Zusétzliche Regel:

t1,...,1ln
hn(tl, . ,tn)

3) AUSDRUCKSKALKUL. Zusétzliche Regeln:

2 2
X"t ... t, 31X Jhp

T5;  Menge der S-Terme der 2. Stufe; LY, Menge der S-Ausdriicke der 2. Stufe
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Abkiirzungen wie friiher:

(o — )
(p = ¥)
(o A Y)
A1
VX
Vho

fiir
fiir
fiir
fiir
fiir

fur

(me V)

(e VY)V a(mp V=)
—(m V)

—dx—p

—3X -

—dh—p
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SEMANTIK

Eine S-Interpretation der 2. Stufe

I=@7)
besteht aus einer S-Struktur 2l und einer Belegung zweiter Stufe ~.
Eine Belegung zweiter Stufe « in der Struktur 2 ordnet zu:
r— y(x) mit ~v(z)e€ A
h" — (k™) mit ~(h"): A" — A
X" —~4(X"™) mit ~(X")C A",

Fiir t € T}7 wird J(¢) mit J(¢) € A durch Induktion iiber den Termkalkiil wie frither

definiert mit der zusétzlichen Festlegung:

T (t1, ) = (B3 (t), -, 3(tn)).
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MODELLBEZIEHUNG.
Fiir ¢ € LY und 3 = (A, ) wird J = ¢ (J ist ein Modell von ¢) durch Induktion

iiber den Ausdruckskalkiil wie friither definiert mit den zusétzlichen Festlegungen:

T X"ty = (X)) (). I(t) (Db (3(t1) ... 3(t)) € v(X™)):

JFE dX"p <= ex. n-stellige Relation R auf A: 3% = .

J = dh"p <= ex. n-stellige Funktion f auf A: jhin = .

SS 2009



Page 115

Fiir ¢ € L sei fr(p) die Menge der in ¢ frei vorkommenden (Individuen)Variable,

Funktions- und Relationsvariable.

@ ist ein Satz: fr(p) = 0.

Es gilt das Analogon des Koinzidenzlemmas, insbesondere:

wenn 71 [ fr(p) =72 [fr(p),s0  (A,m) Fe <= (A2) Ee

Fiir einen Satz ¢ ist daher 2l = ¢ sinnvoll.

Es gilt das Analogon des Isomorphielemmas, insbesondere:

Ist ¢ ein Satz, A = ¢ und A = B, so B = .
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Yendl = “Jede injektive Funktion ist surjektiv”

= Vh (Va;Vy(h(a:) = h(y) » v =y) — Vydzh(z) = y))

Yend1(Z) = “Jede injektive Funktion auf Z ist surjektiv”
— Vh((‘v’x(Z:c — Zh(z)) AV2Vy((Zz AN Zy AN h(z) = h(y)) — 2 =y))

— Vy(Zy — Jx(Zx AN h(z) = y)))
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pp = “(P1) A (P2) A (P3)” =Vz—a(x) =0AVaVy(a(z) =a(y) » z=y)
AVX((XO0AVY(Xy — Xa(y))) — VyXy)

1!
PN = Elelh“gpph—g = dzdhVaz-h(x) = 2z AVaVy(h(z) = h(y) -z =vy)
g

AVX (X2 AVy(Xy — Xh(y))) — YyXy)

Yon(Z) := “es gibt eine zu (N, 0,0) isomorphe Struktur mit Trager Z”
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Zu b): Aufzdhlungsverfahren: Fiir n = 1,2, ... stelle man die ersten n Terme und
Ausdriicke her in der lexikographischen Reihenfolge und bilde die endlich vielen
Ableitungen einer Linge < n, die nur diese Ausdriicke und Terme verwenden und

aus hochstens n-gliedrigen Sequenzen bestehen.

Zu c): Setze Aufzéhlungsverfahren Vi fiir ® und Vs fiir {T'p | F '} in Gang.

Fir n =1,2...: Sind nach n Schritten von V; ausgegeben
Y1, Yk
und von V5 ausgegeben
Flgol, c. ,Fggpg,
so priife fiir: =1,...,¢, ob
:[% g; {@Dla" '7@bk}'

und gib ggf. ©; aus.
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(1) Kk Ri «— R; + | (k,i € N)

Verlangerungsanwsg.: Fiige | an Wort in R;.

Verkiirzungsanwsg: Streiche letzten Buchstaben in R;; falls A in R;, so bleibt A in R;.

(3)kRZ:[RZ)‘=>f,m (k,z’,ﬁ,mEN)

Sprunganwsg.: Falls Wort in R; mit | endet, gehe zu Zeile mit der Nummer £ sonst

zur Zeile m.

(4) kK PRINT R; (k,i € N)
Druckanwsg: Drucke Wort in R;.

(5) k HALT (k € N)
Halteanwsg: Halte.
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Satz (Unentscheidbarkeit der Logik der 1. Stufe).

{peLli~| E¢}
ist R-aufzadhlbar aber nicht R-entscheidbar.

Beweisidee. P R-Programm iiber ¥ = {|}. P — ¢p
P: )\ —halt <= Eopp. (%)

P : ag,...,ar R-Programm iiber ¥ = {|}.
Wihle n minimal mit Reg(P) C {Ro,..., Rn}.

Jedes n-Tupel

(f, mo, ... ,mn)
mit £ < k und mo, ..., m, € N ist eine Konfiguration von P.
(4, mo, ..., my) ist die Konfiguration von P nach s Schritten, wenn P angesetzt auf
A mindestens s Schritte lauft und dann o, aufgerufen wird und mg,...,m, in

Ro, ..., R, stehen.
(0,0,...,0) ist die Konfiguration von P nach 0 Schritten.
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Py:
0 Ro+— Ro+1
1 Ro+— Rao+1
2 PRINT R»
3 R =[R2)| = 0;1
4 HALT
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Yp :=1Yo ARO...0ANtYag A ... Ao,

Yo = “< Ordnung mit kleinsten Element 0’ A
Ve(x < f(z) AVe(Fyx <y — (x < f(x) ANVz(x < z — f(z) < 2)))

Qo £R7,<—RZ—|—’

Vo = VoVyo...Vyn(Rxlyo...yn — (x < f(2) ARF(2)+ 1yo ... yio1 f(Yi)Yiz1 ... Yn))
Qo fRZ < [Rz)
Vo = VaVyo...Vyn(Rzlyo...yn — (x < f(@)A (i = 0ARf(2)l+ 1yo...Yn) V

(~yi =0AFu(f(u) =y ARF(x)+ 1yo .. . yi1uyiv1 .- Yn)))))

Q. ERZ — [Rq,)| = M1, M2

Vo = VoVyo...Vyn(Rxlyo...yn — (z < f(x) A
(s =0ARf(x)miyo...yn)V (i = 0ARf(z)Mayo...Yn))))
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a: (PRINTR,

Vo = VoVyo...Vyn(Rzlyo...yn — (x < f(x) ARf(2)0 4+ 1yo...yn))
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0, 1, 2,... Abkiirzungen fiir die Terme 0, f(0), f(f(0)),...

Wir geben v¥p € L5 an mit:

(1) (a) 2p =9p
(b) Ist A =vp und ist (¢, mo, ..., my) die Konfiguration von P nach s Schritten,

_7 2 =2 A . : :
soAE=Rslmo... My und 07,1 ..., s sind paarweise verschieden.
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S = S oder S entscheidbare Menge konkreter Zeichen.

Sei T C LS eine Theorie

T R-axiomatisiserbar <= es existiert ® C L§ (® R-entscheidbar und T = ®F)

Bemerkung 1. Eine R-axiomatisiserbar Theorie ist R-aufzdhlbar.
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Beweis. KLEIN := {(bo,...,bn) € N"T! |fir allei < n: b; < d;}

KLEIN|=do-...-dn=d und  (ao,...,an) € KLEIN.

Fir c e N:  R(c) := (r(¢,do),...,7r(c,dn)) € KLEIN. Somit
{0,...,d — 1} & KLEIN.
Geniigt z.z.:
Wenn 0 < ¢ < ¢’ < d, so R(c) # R(c).
Dann ist ndmlich R auf {0,...,d — 1} injektiv und damit surjektiv, die Beh.
Ang. 0 <c < <dund R(c) = R(c).
=: Firi=0,...,n: r(c,d;) =r(c,d;).

=: Firi=0,...,n: di|d —c(dac=r(c,d;) modd; und ¢’ = r(c,d;) mod d;)

d; paarweise tf.

do ... dn|c —c, alsod|c —ec.

0<c' —c<d /
= c=cC.
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XP (U0, ooy Un, 2, W0, ..., Wy) = 3s eIt depTto . . . Jen Ity

<905(Cat767(_)) A 905(007750767/“0) ARERRA 905<Cn7tn7(_)7u”) A
wa(c, t,s,2) A pg(co,to,s,wo) A ... Npg(Cn,tn, S, wWn) A

Vi(i < s — “Ci —p Cita H))
mit
“C. = p Cz'—l—l 1" -
/\ Vo ... Vo, ((ps(c,t,i,£) A ws(co,to,i,20) A ... AN wg(cn,tn,i,Tn)) — V0),

wobei etwa fiir “¢ R; = R; + |" € P:

e = (pplet, i+ 1,0+ 1A
wp(co,to, i+ 1,xo) A... ANpglcj,ti i+ 1,z + D) A ... Apg(en, tn, i+ 1,25)).
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Lemma 1. Zu P : «o,...,ar mit Reg(P) C {Ro,..., R,} (n minimal) kann man
effektiv xp(uo, ..., Un, 2, Wo, . .., Wwy) angeben mit: Fiir alle
ko,...,kn,£,mo,...,my, € Nmit £ <k

N IZXp[ko,...,kn,f,mo,...,mn] <~ (O,ko,...,kn) =P (f,mo,...,mn).
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Beweis. Definiere F' : N X N — N durch

Ny (my, falls m = n, fiir ein y € LT
F(n,m) := x(m) X X !
0, sonst.

F ist berechenbar. Fiir xy € L gilt: F(ny,m) = nym) (1)

Da F berechenbar und Repr ® ex. o € L3: «(z,y, 2) reprisentiert I in ®. (2)

Sei nun 1 = v(z) € L° gegeben. Setze: B(x) :=Vz(a(z,z,2) — P(2)). (3)

Wegen (1):  F(ng,ng) = ngmy) = ne fir (4)
o= B(fg) = Vz(afig, ig, z) — ¢(2)) (€ Lg). (5)

Wegen (4) und (2): & F a(ng, ng, ny,). (6)

Behauptung. ® F ¢ < ¥ (ny,).
—: Wegen (5) ® U{p} F a(ng,ng,n,) — ¥(ny,), wegen (6) daher P+ ¢ — ().
«: Wegen (2) ® - 37 'za(ng, g, z), wegen (6) daher ® F Vz(a(ng,ng,z) — z = Ny).

Somit ¢ + Y(n,) — Yz(a(ﬁﬁ,ﬁﬁ> z) — P(z )Z

-~

©
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Voraussetzungen: S effektiv gegeben, n +— 7 € T§

p = ne (€N), 0] =7y (€ T5)
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PGN Menge der Polynome in mehreren Unbekannten mit ganzzahligen

Koeffizienten, die eine ganzzahlige Nullstelle haben.

Satz von Matijasevic (1970):

PGN ist nicht R-entscheidbar.

Somit: Es ist nicht entscheidbar, ob ein Polynom p(x1,...,x;) € Z|z1,...,x;] eine

Nullstelle in Z besitzt (d.h. ob ex. z1,...,2z1 € Z mit p(z1,...,2;) = 0).

Lemma von Matijasevic. Sei M, M C N, R-aufzidhlbar.

Dann ex. [ > 1 und p(x1,...,x:1) € Z[x1, ..., 2] mit

M = Wx(p) :={p(z1,...,21) | Z € Z, p(Z) > 0}.
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Was ist ein mathematischer Beweis?

1. Ist jede mathematische Aussage beweisbar?
2. Ist jede mathematische Aussage wahr oder falsch?
3. Ist die Mathematik widerspruchsfrei?

4. Kann man das Beweisen Computern iiberlassen?
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