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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist,
werden die Punkte gleichmässig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 1

Sei Ω ein Gebiet, z0 ∈ Ω, und f, g : Ω \ {z0} → C zwei holomorphe Funktionen. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) ordz0(f + g) ≥ min{ordz0(f), ordz0(g)}.

(b) Unter welchen Umständen gilt: ordz0(f + g) = min{ordz0(f), ordz0(g)}?

(c) Falls f 6= 0 und g 6= 0 gilt und f, g beide keine wesentliche Singularität in z0 haben, so
gilt

ordz0(fg) = ordz0(f) + ordz0(g).

(d) Unter welchen Umständen gilt: ordz0

(
1
g

)
= −ordz0(g) ?

Aufgabe 2

Es seien z1, z2, z3 ∈ C paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass es genau eine Möbiustransfor-
mation MA : Ĉ→ Ĉ gibt, so dass

MA(z1) = 1, MA(z2) = 0, und MA(z3) =∞.

Zeigen Sie, dass dann
MA(z) =

z − z2
z1 − z2

· z1 − z3
z − z3

gilt.

Bitte wenden für Aufgabe 3 und 4.



Aufgabe 3

Es seien B1(0) = {z ∈ C | |z| < 1} und f : B1(0) → B1(0) holomorph. Zeigen Sie: Falls
z1, z2 ∈ B1(0) mit z1 6= z2, f(z1) = z1, und f(z2) = z2 existieren, dann gilt f = id.

Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall z1 = 0. Versuchen Sie dann, den allgemeinen
Fall hierauf zurückzuführen.

Aufgabe 4

(a) Für A ∈ GL(2,C) sei MA : Ĉ→ Ĉ die entsprechende Möbiustransformation. Bestimmen
Sie alle A ∈ GL(2,C) mit MA(H) = H, wobei H = {z ∈ C | Im(z) > 0} die obere
Halbebene bezeichne.

(b) Finden Sie eine Möbiustransformation MC mit C ∈ GL(2,C), die B1(0) biholomorph
auf H abbildet. Zeigen Sie dann, dass es zu jeder Möbiustransformation MA aus (a) eine
Matrix B ∈ U(1, 1) und eine Zahl λ ∈ C \ {0} gibt, so dass A = λCBC−1 gilt.


