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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist,
werden die Punkte gleichmdassig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 1

Sei ) ein Gebiet, zp € Q, und f,g: 2\ {2z} — C zwei holomorphe Funktionen. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) ord,,(f + ¢g) > min{ord,,(f),ord,,(g9)}-
(b) Unter welchen Umstédnden gilt: ord,,(f + ¢g) = min{ord,,(f),ord.,(g)}?

(c) Falls f # 0 und g # 0 gilt und f, g beide keine wesentliche Singularitét in zy haben, so
gilt
Ordzo (fg) = Ordzo(f) + Ordzo (g)

(d) Unter welchen Umsténden gilt: ord,, <%> = —ord,,(g) 7

Aufgabe 2

Es seien 21, 29, 23 € C paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass es genau eine Mobiustransfor-
mation M, : C — C gibt, so dass

Ma(z1) =1, Ma(z2) =0, und My(z3) = oc.

Zeigen Sie, dass dann
zZ — 29 Z1 — %3

MA(Z) =

21 — 292 Z — Z3

gilt.

Bitte wenden fiir Aufgabe 3 und 4.



Aufgabe 3

Es seien B1(0) = {z € C | |2| < 1} und f: B1(0) — B1(0) holomorph. Zeigen Sie: Falls
21,22 € B1(0) mit z1 # 29, f(21) = 21, und f(22) = 29 existieren, dann gilt f = id.

Hinweis: Betrachten Sie zundchst den Fall z; = 0. Versuchen Sie dann, den allgemeinen
Fall hierauf zurickzufihren.

Aufgabe 4

(a) Fiir A € GL(2,C) sei M4: C — C die entsprechende Mébiustransformation. Bestimmen
Sie alle A € GL(2,C) mit M4(H) = H, wobei H = {2 € C | Im(z) > 0} die obere
Halbebene bezeichne.

(b) Finden Sie eine Mobiustransformation Me mit C' € GL(2,C), die B;(0) biholomorph
auf H abbildet. Zeigen Sie dann, dass es zu jeder Mobiustransformation My aus (a) eine

Matrix B € U(1,1) und eine Zahl A € C\ {0} gibt, so dass A = A\CBC~! gilt.



