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1. Sei V ein 2-dimensionaler euklidischer Vektorraum, sei L ∈ SO(V ) und sei G = (v1, v2)
eine geordnete ONB von V . Für ϕ ∈ R bezeichne Aϕ die Matrix Aϕ :=

(
cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)
.

Zeigen Sie:

(a) Es existiert genau ein ϕ ∈ [0, 2π) mit MatGG(L) = Aϕ.

(b) Ist G eine weitere ONB von V mit der gleichen Orientierung wie G, so gilt MatGG(L) =

MatGG(L) = Aϕ. (Somit ist einem orientierten 2-dimensionalen euklidischen Vektor-
raum der Drehwinkel ϕ ∈ [0, 2π) eines L ∈ SO(V ) definiert.)

(c) Bezüglich der geordneten ONB G̃ := (v1,−v2) gilt MatG̃G̃(L) = A−ϕ.

2. Betrachten Sie den in Aufgabe 2, Blatt 2, definierten Vektorraum `2(N) mit dem
dort definierten Skalarprodukt. Die Abbildung L : `2(N) → `2(N) sei definiert durch
L

(
(an)n∈N

)
= (bn)n∈N mit b0 := 0 und bn+1 := an für alle n ∈ N.

Zeigen Sie: Die Abbildung L ist orthogonal, aber nicht surjektiv.

3. Sei A ∈ Kn×n eine Blockmatrix, d. h., es existieren ein k ∈ {1, . . . , n− 1} und Matrizen

Ak ∈ Kk×k, An−k ∈ K(n−k)×(n−k), so dass A =

(
Ak 0
0 An−k

)
. Zeigen Sie:

(a) det A = det Ak · det An−k

(b) Die Menge der Eigenwerte von A ist die Vereinigung der Mengen der Eigenwerte von
Ak und An−k.

4. Direkte Summe mit endlich vielen Summanden. Sind U1, . . . , Uk Unterräume des Vektor-
raums V , so heißt V die direkte Summe der U1, . . . , Uk (geschrieben V = U1⊕· · ·⊕Uk =
k⊕

i=1

Ui), falls gilt:

(i) V = span
( k⋃

i=1

Ui

)
und

(ii) ∀i ∈ {1, . . . , k} : Ui ∩ span
( k⋃

j=1,j 6=i

Uj

)
= {0}

Für i = 1, . . . , k sei Bi eine Basis von Ui. Zeigen Sie:

(a) V ist direkte Summe von U1, . . . , Uk ⇐⇒ Bi ∩ Bj = ∅ für alle i, j mit i 6= j und
B1 ∪ · · · ∪Bk ist Basis von V . (Vgl. den Beweis von (3.21)(ii), evtl. Induktion!)

(b) Ist V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk, so existieren zu jedem v ∈ V eindeutig bestimmte u1 ∈ U1,
. . . , uk ∈ Uk mit v = u1 + · · ·+ uk.
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