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1. Sei G = (v1, . . . , vn) eine geordnete Basis von V und λ ∈ K, und sei L ∈ End(V ) definiert
durch L(vi) = λvi + vi+1 für 1 ≤ i ≤ n− 1 und L(vn) = λvn.

(a) Geben Sie MatGG(L) an.

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom PL von L und alle Eigenwerte und
Eigenvektoren von L.

(c) Zeigen Sie, dass L, falls n > 1, nicht diagonalisierbar ist.

(d) Zeigen Sie: (L− λ idV )n = 0 (∈ End(V )) und (L− λ idV )k 6= 0 für 0 ≤ k < n.

2. Betrachten Sie auf dem Schiefkörper H der Quaternionen (vgl. Anwesenheitsaufgaben
Blatt 4) die Abbildung f : H → H, f(x) = x2 + 1.

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f .

(Ergebnis: f(x) = 0 ⇐⇒ x = ix2+jx3+kx4 mit x2, x3, x4 ∈ R und x2
2+x2

3+x2
4 = 1.

Insbesondere hat f unendlich viele Nullstellen.)

(b) Zeigen Sie: Es gibt kein y ∈ H, so dass für alle x ∈ H gilt x2 + 1 = (x + i)(x + y).

3. Sei dim V = n < ∞ und L ∈ End(V ). Zeigen Sie:

(a) Ist p ∈ K[x] und ist λ ∈ K ein Eigenwert von L, dann ist p(λ) ein Eigenwert des
Endomorphismus p(L).

(b) Ist L diagonalisierbar und ist PL das charakteristische Polynom von L, dann gilt
PL(L) = 0.

4. Sei V der R-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren, 2π-periodischen Funktionen
f : R → R, und L ∈ End(V ) sei definiert durch L(f) = f ′′.

(a) Zeigen Sie: Die Funktionen fk, definiert durch fk(x) = cos(kx), k ∈ N, sind Eigen-
vektoren von L. Berechnen Sie die zugehörigen Eigenwerte λk ∈ R.

(b) Bestimmen Sie die Eigenräume E(λk) von L für alle k ∈ N.

Anleitung : Lineare Algebra I, Blatt 9, Aufgabe 5.

(c) Zeigen Sie, dass L selbstadjungiert bezüglich des L2-Skalarprodukts 〈f, g〉L2 =∫ 2π

0
f(x)g(x) dx auf V ist, d. h., dass für alle f, g ∈ V gilt 〈L(f), g〉L2 = 〈f, L(g)〉L2 .

Anleitung : partielle Integration.

(d) Hier können Sie voraussetzen (ohne Beweis), dass es kein f ∈ V r {0} gibt, so dass
für alle k ∈ N gilt 〈f, cos(kx)〉L2 = 0 und 〈f, sin(kx)〉L2 = 0.

Zeigen Sie, dass {λk | k ∈ N} die Menge aller Eigenwerte von L ist.

Anleitung : Ist L selbstadjungiert und sind f und g Eigenvektoren von L zu verschie-
denen Eigenwerten, so ist 〈f, g〉L2 = 0 (Anwesenheitsaufgabe 2).
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