Lineare Algebra

Skriptum zur Vorlesung von Prof. Dr. Victor Bangert
WS 2002/03 und SS 2003

Zur Einleitung: Lineare Gleichungssysteme

Wir untersuchen zunéchst mit Methoden, die Sie vermutlich aus der Schule kennen, explizit
einige kleine lineare Gleichungssysteme. Das Gleichungssystem I wird dabei sukzessive in
“einfachere” Gleichungssysteme II, 111, ... umgeformt. Die Umformungen sind so, dafl sich
die Losungsmenge nicht dndert.

1) 1 Gleichung, 1 Unbekannte:

I 3c4+5=09 | =5
11 3r =4 |:3
1T T=73

Losungsmenge Ly = {z € R |32+ 5=9} =Ly ={z € R |3z =4} = Lyjy = {3}
2) 1 Gleichung, 2 Unbekannte:
I 20 +4y =8 |1 4] =3
i y=—%+42
Betrachte geordnete Paare (z,y) mit * € R,y € R und setze R* = {(z,y) | r e R und y €
R}
Ly={(z,y) eR* |2z +4y =8} = L;y = {(z,-%+2) | z € R}
Es gibt unendlich viele Losungen!

3) 2 Gleichungen, 2 Unbekannte:

I 2044y = 8 | (-2
3r—6y = 4 |
H 20+ 4y = 8
Oz —12y = =8 | :(-12)
1 20 + 4y = 62% 20+58=8 2= =3
y = 3
- 8
v T
Yy = 3

Ly ={(z,y) e R?*| (z,y) lost ()} = {(%,2)}, genau eine Lésung.
4) 2 Gleichungen, 2 Unbekannte:



2044y = 8 | (-2

! 3r+6y = 4 |
I 2v+4y = 8
Oz +0y = =8

keine Losung, L; = {(x,y) € R? | (z,y) erfiillt (1)} =0

Geometrische Interpretation: Fiir eine Gleichung ax + by = ¢ mit a # 0 oder b # 0 (das
wird im folgenden Abschnitt stets vorausgesetzt) ist die Losungsmenge eine Gerade in der
Ebene R2. (Fiir b # 0 etwa gegeben durch y = — %2+ ). Zwei lineare Gleichungen mit zwei
Unbekannten entsprechen also zwei Geraden und der Losungsmenge des Gleichungssystems
entspricht die Menge der Punkte, die auf jeder der beiden Geraden liegen. Im allgemeinen
gibt es also genau eine Losung des Gleichungssystems (= genau einen Schnittpunkt der
beiden Geraden). Folgende Ausnahmefille sind moglich:

a Verschiedene parallele Geraden (= keine Losung des Gleichungssystems)
b die beiden Geraden stimmen iiberein (= unendlich viele Losungen des Gleichungs-
systems, Losungsraum durch einen reellen Parameter parametrisierbar).

Bemerkung: Zum Losen haben wir nur die Grundrechenarten beniitzt. Sind die Koeffizien-
ten (a, b etc. ) rational (oder komplex), so liefert dieses Verfahren rationale (oder komplexe)
Losungen.

GauBsches Eliminationsverfahren (iiberfithrt Gleichungssystem in dquivalentes in Stufen-
form — rekursiv auflésbar).

5) 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten (genannt z1, xq, 3, Z4).

2v7 + 4dxy 4+ 4dxs + b6y = 2 | - (_%) |
I 333'1 -+ 7£C2 + 51’3 + 9513'4 = 4 J | . (_%>
ry + 3]72 — T3 + 5%4 =1 ‘_|

2[E1 + 41’2 + 41‘3 + 61‘4 = 2
IT Tg — T3
T — 3!L’3 + 21’4 =0

I
—
—~

|
—_
~—

2x1 + 4xg + 423 + 624 = 2 III,
I11 Ty — X3 = 1 I, Gleichungssystem in Stufenform
—2w3+ 22, = —1 IIl; (“rekursiv ausflosbar”)

Losung: Wahle z, = r € R beliebig



Il = 23 = x4+ % = r+ é
M, = 2o = x3+1 U
I, = 2 = —2x9—223—3x4+1 = —Tr—3

R = {(ZE1,£L’2,$3,[E4) |[E1 ER,ZEQER,ZL‘g GR,ZB4€R}
L; = {(z1,79,73,24) € R | (21, 73, 73, 74) 165t T}
{(=7r = 3,7+ 3,r+ %,r) | r € R} Parameterdarstellung des Losungsraums

1. Zur Sprache der Mathematik
iibliche Sprache + Fachausdriicke + mathematische Symbole

Abkiirzende logische Symbole

(1.1) “A = B” bedeutet “aus Aussage A folgt Aussage B”.
Beispiel: z € R = 22 >0
Andere sprachliche Formen:
“A impliziert B” oder
“A ist hinreichend fiir B”
“B ist notwendig fiir A”
(1.2) “A < B” bedeutet “A = B und B = A”.
Beispiel: z e Rund 3r € Q &z € Q
Andere sprachliche Formen: “A und B sind &dquivalent” oder “A gilt genau dann
(dann und nur dann), wenn B gilt”.
(1.3) “3” steht fiir “Es existiert (mindestens) ein ...”
Beispiel: “Jz € R : 22 = 2 steht fiir “Es existiert ein € R, so daf§ 22 = 2 gilt”
(ndmlich z = V2 oder z = —/2.
(1.4) “V” steht fiir “Fiir alle ...”
Beispiel: “Va € R : 22 > 0” steht fiir “Fiir alle reellen Zahlen z gilt: 2% > 0”

SchlieBlich: “oder” ist nicht ausschlieBend (im Gegensatz zu “entweder ... oder”).
Die Aussage “Es gilt 1 +1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 0” ist wahr.
Die Aussage “Entweder es gilt 1 +1 = 2 oder es gilt 1 — 1 = 07 ist falsch.

(1.5) “A:= B” steht fiir “A ist durch B definiert” oder “A ist nach Definition gleich B”.

Mengen und Abbildungen (Georg Cantor 1845-1918)

Menge = Zusammenfassung von (mathematischen) Objekten (=Elementen)
“r € M7 steht fiir “x ist Element der Menge M”,
“r ¢ M” steht fiir “x ist nicht Element der Menge M”.

Angabe von Mengen:



(1.6) Aufzéhlend, z.B. M = {1,3,5,7}(={1,1,3,5,7})
(1.7) Durch Angabe von Eigenschaften: Sei M eine Menge und A(x) eine Aussage iiber
die Elemente von M. Dann kann man eine Menge N definieren durch

N ={z |z € M und A(x) ist wahr} = {z € M | A(x) ist wahr}

zB.Q={xeR|Ipe€Z,IqeNq#0: 2= %’} Menge der rationalen Zahlen
oder M = {x € N | x ist ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}.

Beispiele von Mengen: N = {z € R |z natiirliche Zahl} ={0,1,2,3,...}
Z = {z e€R|x ganze Zahl} ={0,1,-1,2,-2,...}

Vielleicht kennen Sie schon C = {z + iy | x € R,y € R}
() die leere Menge (enthilt kein Element)

(1.8) Def.: Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B(“A C B”), falls jedes Element
von A auch Element von B ist, d.h. falls gilt

rEA=zx€B.

Beispie: ) CNCZCQCRCC

(1.9) Zwei Mengen A und B sind gleich (“A = B”), wenn A und B die selben Elemente
enthalten, d.h. falls gilt

reEAsxeEB

Oder: A=B< AC Bund B C A.
Beispiel: {z | z ungerade natiirliche Zahl kleiner 9} = {1,3,5,7}

Konstruktionen mit Mengen A und B:
(1.10) Schnittmenge (Durchschnitt) AN B von A und B:
reANB&reAundx € B
Vereinigung AU B von A und B:
re AUB& € Aoderr € B
Komplement A\ B von B in A (Differenzmenge von A und B)
reA\BereAundzx ¢ B

(1.11) Rechenregeln (fiir Vereinigung, Durchschnitt, Komplement)
Sind A, B, C Mengen, so gilt:



(a) AUB = BUA ANB=BnNA “Kommutativgesetze”

(b) (AUB)UC = AU (BUCQC) “Assoziativgesetze”
(ANB)NC = AN(BNCQC)

(c) An(BUC) = (ANnB)U(ANCQC) “Distributivgesetze”
Au(BnNnC) = (AUB)N(AUCQ)

(d) A\(BUC) = (A\B)n(A\C) “De Morgansche Regeln”
AN(BAC) = (A\B)U(4\C)

Beweis von (c):
Seiz € AN(BUC)=x€ Aund (x € B oder x € C) =
(reAundz € B)oder (xr€ Aundz € C)=x € (ANB)U(ANC)

Seiz € (ANB)U(ANC)= (x € Aund z € B) oder (x € Aund z € C)
=zrzc€Aund (r€BoderzeC)=xe€ AN (BUC)

(1.12) Kartesische Produkt (benannt nach R. Descartes 1596-1650). Sind A, B Mengen, so
ist das kartesische Produkt A x B von A und B die Menge aller geordneten Paare (a,b)
mit a € Aund b € B.

Ax B:={(a,b) |a € Abe B}
Bem.: (a,b) = (d/,0') & a =da' und b =10'!
Bem.: R x R =: R?
Allgemeiner: Sind Ay, ..., A, Mengen, so
Ay x ..o x Ay ={(ar,...,a,) | a1 € Aj,as € As, ... a, € Ay}
Dabei gilt — per definitionem — (aq,...,a,) = (a},...,al) genau dann, wenn a; = df, ...,

a, = a,, gelten.

Bem.: R x ... x R =: R". Ein Element (ay,...,a,) € R™ heiit n-Tupel von reellen Zahlen.
— — i’ i

n-mal

Exkurs: Nochmals lineare Gleichungssysteme

Das allgemeine lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten:

]1 a1y + appxry 4+ ...+ A1nTy, = b1
I I, an®y + ATy +...+ aT, = b

Im Am1T1 + 2Ty + ...+ Qupdy, = bm
Gegeben sind die aqq, ..., amp, b1, - - ., by, gesucht die xq, ..., x,.

Losungsmenge Ly = {(z1,...,2,) € R" | (z1,...,x,) 16st I}
5



(1.13) Satz. Sei ajy # 0 und sei I' das Gleichungssystem mit den Zeilen

a21 Am1

! ! !

I=11=1—-—=5L,... I =1I,——"1I,.
a1 a1

Dann gilt: Ly = Lp

Beweis: Sei T = (Zy,...,T,) € L;. Dann erfiillt T die Gleichung I} (= I1). Ist 2 < i < m,
so erfiillt T auch die Gleichung [;, also auch I! = I, — 2[;. Also z € L.

ail

Sei T = (Ty,...,%,) € Lp. Dann erfiillt T die Gleichung I; (= I7).

Ist 2 < i <m, so erfiillt T auch die Gleichung I/, also auch
Q41

L=1I+-21.

ai
Also x € L.

(1.14) Definition. Das lineare Gleichungssystem I heifit homogen, falls b; = 0 gilt fiir alle
ie{l,...,m}.

Bemerkung: Ist I homogen, so ist (0,...,0) € R" Losung von .

Auf R"™ definieren wir eine Addition durch
(@1, s Tn) + Y1y Yn) == (X1 + Y1, ..., + yn)  (komponentenweise Addition)
und eine Multiplikation mit reellen Zahlen r € R durch
r(T1, .., xn) = (12, ..., TTy)

(1.15) Satz. Ist I ein homogenes lineares Gleichungssystem, so hat seine Losungsmenge Ly
folgende Figenschaften:

Ist == (x1,...,2,) € Ly undy = (y1,...,Yyn) € Ly, sogilt x+y € L.

Ist x=(x1,...,2,) € Ly und r € R, so gilt rx € L.

Beweis: x € Ly und y € L; = Fiir allei € {1,...,m} gelten: ajyz1 + ... + ajpx, = 0 und

any1 + ... + @iy, = 0. Summiert man diese Gleichungen, so folgt
an(r14+y1)+ ...+ (T, +y,) =04+0=0

Also erfiillt x4y = (z1+y1, ..., zn+y,) firalle: € {1,...,m} die Gleichung I;, d.h. x+y €

Ly.

Die 2. Behauptung folgt analog durch Multiplikation von [; mit r.

Bemerkung: Besitzt ein homogenes lineares Gleichungssystem I eine Losung = # (0, ..., 0),
so besitzt I nach (1.15) unendlich viele Losungen (Vr € R:rx € Ly).

Zu einem linearen Gleichungssystem I bezeichne "™ das zugehorige homogene lineare
Gleichungssystem, das sich nur dadurch von I unterscheidet, dafl alle rechten Seiten von I

durch 0 ersetzt werden.
6



(1.16) Satz. Es existiere eine Losung T = (Ty,...,T,) des linearen Gleichungssystems 1.
Dann gilt
Li={T+x |2 € Lmom}-

Ohne die Mengensprechweise driickte man die Aussage von (1.16) frither durch folgenden
langen Satz aus: Die allgemeine Losung eines linearen Gleichungssystems ist eine spezielle
Losung dieses Gleichungssystems plus die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems.

Beweis:

a) Sei y € L;. Wie zeigen: y — T € Lhom (wobei y — 7 :=y + (—1)7).

{yai} C LI:>Vi€ {177m} : ai1y1+~--+ainyn:bi und
a1T1+ ...+ Ty, = bz

Subtraktion dieser Gleichungen liefert:
aﬂ(yl —fl> + ...+ am(yn —En) = b, — bz =0

Also: y — 7 € Ljhom. Wir nennen y — 7 =: ¥ € Lhom und erhalten y = 7 + x mit
xr &€ L]hom-
b) Sei € L hom. Dann gilt fiir alle i € {1,...,m}:

anry+ ...+ a;jpx, =0
Wegen y € Ly gilt fir alle ¢ € {1,...,m}:
anyr + ...+ QinlYn = b;
Addition dieser Gleichungen liefert:
ain (1 +vy1) + .o+ (T +ym) = b (firalle i € {1,...,m})
alsoy+x € Lj.

Zuriick zur Mengenlehre:
Abbildungen zwischen Mengen

(1.17) Def.: Es seien M, N Mengen. Eine Abbildung f : M — N von M nach N ist eine
Vorschrift, die jedem = € M genau ein Element f(z) € N zuordnet.

Beispiele:

M=N=R, f:R—>R,VzeR: f(z) =323 —x—i—l
M=R, N=Roy={z€R|z>0},VzeR: f(z):=
] 0 x gerade
J+Z—={01} flo) = 1z ungerade
M Menge. idy : M — M, Vz € M :idy(z) := z. “Identitédt von M”.
ACB.i:A— B,Vz € A:i(zx) =z “Inklusionsabbildung”
7
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f) Seien Ay, ..., A, Mengen und i € {1,...,n}.
pis A X .o x A, — A pilag, ..., ay) i= a; “Projektion auf die i’te Komponente”.
g) +:R* > R, V(z,y) ER*: +(x,y) :==x+y

(1.18) Def.: Eine Abbildung f : M — N heifit

(a) injektiv, falls fiir alle z € M,y € M gilt: © # y = f(x) # f(y).
(b) surjektiv, falls fiir alle y € N ein x € M existiert, so daf} f(z) = y gilt.
(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv is.

Von den obigen Beispielen ist a) surjektiv, aber nicht injektiv, wihrend b) bijektiv ist.

(1.19) Def. (Komposition, Hintereinanderausfithrung) Seien A, B, C, D Mengen mit B C C'
und f: A— B, g: C — D Abbildungen. Dann ist go f : A — D definiert durch: Fiir alle

v e Aist (g0 f)(a) = g(f(x)

gof
7\

Symbolisch: A L Bc o % D
Bem.:ALBiClDiho(gof):(hog)of::hogof
Schreibweise: Ist f : A — B Abbildung und C' C A, so bezeichne

f(C)={yeB|3xeC: f(x)=y}“Bild von C unter f”
Ist D C B, so bezeichne
fH(D):={x € A| f(z) € D} “Urbild von D unter f”

Bem:

f:A— Bsurjektiv < f(A) = B.
f:A— Binjektiv < Fiir alle y € B enthélt f~'({y}) hochstens 1 Element.

(1.20) Rechenregeln: Sei f : M — N Abbildung, A C M, B C M. Dann gilt

(a) fF(AUB) = f(A)U f(B)

(b) f(ANB) C f(A)N f(B)

(c) F(MN\A)D F(M)\ f(A) (& M)\ f(A) C f(M\A)
Fiir alle C C N, D C N gilt:

(d) fFH(CuD)=fY(C)uUf (D)

(e) fFH(CND)=fYC)NnfY(D)

() FHNN\C) = M\ F1(C)



Beweis von (f):

re fTAN\C)=2zeMund f(z) e N\C
szreMund f(z) ¢ C=ze M\ f1(C)
reM\f N (C)=rxeMundz ¢ f(C)=xe Mund f(z) ¢ C
= f(z) e N\ f7HC)
Beispiel zu (b):
f R =R, f(z) =2
A={zeR|z<0},B={zeR|z>0}
= ANB =1, aber f(A) = f(B)={x € R |z > 0}(=: Ryy)
d.h. f(A)N f(B) =Rsg # 0.
(1.21) Def.: Ist f : M — N Abbildung und A C M, so ist die Einschrédnkung (Restriktion)
flA(= fla) : A — N von f auf A definiert durch: Fiir alle z € A ist (f|A)(x) = f(x).
Bemerkung: Bezeichnet i : A — M die Inklusion, so gilt f|A = foi

(1.22) Fakt: Ist f : M — N bijektive Abbildung, so existiert genau eine Abbildung f~! :
N — M, so dal f~'o f = idy gilt. Fiir diese Abbildung f~! gilt auch fo f~! = idy.

Vorsicht: Das Symbol f~! wird in unterschiedlichen Bedeutungen verwendet!
Bew.: f bijektiv < Vy € N ex. genau ein x € M : f(z) = y.

Eindeutigkeit von f=1: Gilt f(z) =y, somu f~'(y) = [~} f(z))=(f"to f)(x)
= idy(z) = x gelten.

Definiere f™' : N — M durch f~'(y) =2 &y = f(x)

(1.23) Def.: Seien M, N Mengen. Eine Relation auf (M, N) ist eine Teilmenge von M x N.
(Ist M = N, so spricht man von einer Relation auf M)

Schreibweise: Sei R C M x N. Statt (z,y) € R schreibt man auch xRy.
Beispiele:

1) Ay ={(z,2) | x € M} die Diagonale in M x M.
2) Sei f: M — N Abbildung. Dann ist der Graph von f,
graph (f) :={(z, f(z)) | z € M}
cine Relation auf (M, N). Bem.: Ay, = graph (ida)
3) Sei M = N =R und R := {(z,y) € R? | x = y*}. Diese Relation ist nicht Graph
einer Funktion f: R — R.

(1.24) Def. Sei M Menge, R C M x M Relation auf M. Dann heifit

(a) Rreflexiv e Ve e M :zRx (& Ay CR)
(b) R symmetrisch < (Vz,y € M : xRy < yRx)
9



(¢) R transitiv < (Vz,y,2 € M : 2Ry und yRz = xR2)
(d) R Aquivalenzrelation < R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

Bei Aquivalenzrelationen R schreibt man oft statt xRy:  ~g y oder kurz x ~ y (wenn
klar ist, welches R gemeint ist).

Beispiele:
1) Auf M = R kennen wir die Relation “kleiner gleich”, d.h.
R={(z,y) eR* |z <y}

R ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch. (Beweis?)
2) Sei M =7, p > 2 feste natiirliche Zahl.

R :={(m,n) € Z* | n — m ist durch p teilbar}.
Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation

(a) Ym € Z: m ~gr m, da m —m = 0 durch p teilbar: 0 =0-p
(b) Es gelte m ~gn = n —m durch p teilbar = m — n durch p teilbar
= N ~RMm
(c) Es gelte k ~g mund m ~gn = 3j € Z,1l € Z : m—k = jpn—m = Ip
=>n—k=(I+j)pundl+j€Z=Fk~gn.

Langes Beispiel: Eine Zerlegung M einer Menge M, ist eine Menge M, deren Elemente
Teilmengen von M sind, so daf} gilt:

(1) Ae M, Be M= A=DBoder ANB = .
(2) U A=M. (wobei |J A:={z|JAeM:zec A})
AeM AeM

Wir werden sehen, da8 eine Aquivalenzrelation auf M im Grunde das gleiche ist, wie eine
Zerlegung von M. Zunichst iiberlegen wir, wie wir aus einer Zerlegung eine Aquivalenzre-
lation erhalten: Zu einer Zerlegung M von M definieren wir die Relation

R={(x,y) e M x M |3A e M : {z,y} C A}
Wir zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation.

(a) Sei x € M. Wir wollen zeigen, da (z,z) € R gilt. Wegen (2) existiert ein A € M,
so dafl x € A gilt. Also gilt {z,z}(= {z}) C A, d.h. (z,z) € R.

(b) {z,y} C A= {y2} C A

(c) Es gelte (z,y) € Rund (y,2) € R=3JA e M, Be M mit {z,y} C A, {y,2} CB

:>yEAﬂB,d.h.AQB%@(ZIQA:Bé{x,Z}EAi(x,z)ER.
10



Bezeichnung: Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation und = € M. Dann heifit
[z]r = {y€ M| (z,y) € R} die Aquivalenzklasse von z und
M/R = {[z]g |z € M} die Menge der Aquivalenzklassen, die auch “M modulo R”
genannt wird.

(1.25) Fakt: Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation. Dann ist M/R eine Zerlegung von
M.

Beweis: Offensichtlich ist jedes Element von M/R eine Teilmenge von M (némlich eine
Aquivalenzklasse). Wir zeigen, daf§ die Menge M/R die Eigenschaften (1) und (2) hat.

Zu (2): Offensichtlich gilt  |J [z]g € M. Sei umgekehrt x € M. Die Reflexivitét (a)
[z]lrREM/R
von R besagt, dal (z,x) € R gilt, also x € [z|g. Damit M C  |J [z]g.
[z]lrREM/R

Zu (1): Wir zeigen, dafl folgende Aussagen («),(3), (y) iiber Elemente x € M,y € M
dquivalent sind:

(o) [z]rN [ylr #0
(B) z~y
(7) [z]r = [Wlr

1. Schritt: () = (6): Sei z € [z]gr N [y]r, d.h. es gelten z ~ z und y ~ z. Die Symmetrie
und Transitivitdt von ~ implizieren dann x ~ y.

2. Schritt: () = (v): Wegen der Symmetrie der Voraussetzung z ~ y geniigt es, [y|r C [z]r
zu zeigen. Sei w € [y|g, d.h. y ~ w. Unsere Voraussetzung = ~ y ergibt zusammen mit
y ~ w und der Transitivitit, daB z ~ w gilt, d.h. w € [z]g.

3. Schritt: (v) = (a): Wegen z € [z]g folgt aus [z]g = [y]r, daB [z]r N [y]r = [x]r # 0 gilt.

Sind nun A und B Elemente von M /R, etwa A = [z]g und B = [y] fiir Elemente z,y von
M, so gilt wegen (a) < () entweder AN B = () oder A = B. Das beweist (1).

Beispiel: Es sei nun wieder p € N, p > 2 und wir betrachten die Aquivalenzrelation auf Z,
die durch

m ~ n < n —m ist durch p teilbar
definiert ist, vgl. Bsp. 2 nach (1.24). Dann sind die Aquivalenzklassen von ~ genau die
Teilmengen von Z, die aus den ganzen Zahlen bestehen, die bei Division (mit Rest) durch
p, den gleichen Rest ergeben. Sie heiflen deshalb auch die “Restklassen mod p”. Es gibt
genau p verschiedene solche Restklassen mod p, ndmlich

0], = {np|neZ} Rest 0 bei Division durch p
1], = {np+1|neZ} Rest 1 bei Division durch p

{np+ (p—1)|n€Z} Restp— 1 bei Division durch p
= {np—1|nez}

[p - 1]17
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Fiir diese Aquivalenzrelation ist folgende Bezeichnung gebriuchlich:

m~n<<m=n (mod p)
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