2. Gruppen und Korper

(2.1) Def. Eine Gruppe ist eine Menge, genannt G, und eine Abbildung (“innere Ver-
kniipfung”) von G x G nach G, hier bezeichnet als

T:GxG— G, (a,b) =:ab,

so daf} folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(Gy) Fiir alle a,b,c € G gilt: (aTb) Tc=aT(bTc) (Assoziativgesetz)
Es existiert ein Element e € GG, so daf gilt:
(Go) Firalleae GgilteTta=a (Existenz eines “Linksneutralen”)

(G3) Fiir alle a € G existiert ein b € G, so dafl gilt: b Ta = e. (Ex. eines “Linksinversen”)
Eine Gruppe (G, T) heifit abelsch (oder kommutativ), falls fiir alle a,b € G gilt: aTb =bTa

Die Anzahl der Elemente von G heiit die Ordnung |G| € NU {oo} einer Gruppe (G, T).
(G, T) heiBt endliche Gruppe, falls |G| < oo und sonst unendliche Gruppe.

Bem.: Die abelschen Gruppen sind nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik
Abel (1802-1829) benannt.

Beispiele:

1) Einfachste Gruppe: G = {e} (mit e Te :=¢)
2) Zweiteinfachste Gruppe: G = {e, a} mit a # e, wobei aTa := e (und eTa = aTe = ¢)
3) G:=7Z, T : =+~ (Z,+) “unendlich zyklische Gruppe”
Ebenso: (Q,+), (R, +). Hier stets e := 0.
(N, +) ist keine Gruppe: Es miifite e = 0 gelten, aber es existiert zu keinem n € N
mit n > 0 ein additives Inverses. (d.h. (G3) ist nicht erfiillt).
4) (@>07 ')7 (R>07 ')7 (@ \ {0}7 ')7 (R \ {0}7 ) sind Gruppen.
Hier stets e := 1.
(Z\ {0},) ist keine Gruppe.

Alle Gruppen unter 1) - 4) sind abelsch, die unter 3) und 4) sind unendlich.

5) M Menge: Sei Sy = {f : M — M | f bijektiv}. Sy mit der Hintereinander-

Zur Motivation: Der Begriff “Gruppe” ist eng verkniipft mit dem Bemiihen, die Symmetrien
von Figuren (in der Ebene oder im Raum) zu verstehen. Was soll es z.B. bedeuten, da8
zwei verschiedene Figuren “die gleiche Symmetrie” besitzen?

Fiir eine gegebene Figur F' betrachtet man die Menge Gr der Kongruenzabbildungen
(“Isometrien”) der Ebene bzw. des Raumes, die F' in sich tiberfithren. G mit der inneren

Verkniipfung “Hintereinanderausfithrung” ist eine Gruppe (die “Isometriegruppe” von F')
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1) F = gleichseitiges Dreieck = |Gp| =6
namlich: G besteht aus den Drehungen um 120° um den Mittelpunkt und den
Spiegelungen an den 3 Hohen.
2) F = regelméiBiges n-Eck = |Gr| = 2n
3) F = Kreis = |Gp| = o0
4) Es gibt (auBer den aus 1) und 2) abgeleiteten) im Wesentlichen nur 3 endliche
Gruppen von Kongruenzabbildungen des Raumes, ndmlich die Isometriegruppen
von
a) Reguldrem Tetraeder mit |G| = 24
b) Wiirfel (=Isometriegruppe des reguliéren Oktaeders) mit |G| = 48
¢) Reguldrem Dodekaeder (=Isometriegruppe des reg. Ikosaeders) mit |G| = 120
Alle diese Gruppen sind nicht abelsch.

Vorsicht: Es gibt “verschiedene” Gruppen mit der gleichen Ordnung. )
Nach jahrzehntelanger Anstrengung vieler Mathematiker hat man einen genauen Uberblick
tiber alle endlichen Gruppen (Beweise in Gesamtlédnge von iiber 3000 Seiten)

Beispiel: Die (endliche) zyklische Gruppe (Z,,+) (wobei p € N,p > 2). Die Menge Z,
besteht aus den Restklassen (mod p), d.h.
Ly =00y, U]p: -5 [ = 1p} = {[mlp [ m € Z}

Seien a,b € Z,. Wir wollen a 7 b, hier geschrieben a + b, definieren. Dazu wéhlen wir ein
m € a C Z,n € b C Z, und tiberlegen, daf die Restklasse [m +n], nicht von diesen Wahlen
abhéngt: Jedes andere m € a kann ndmlich als m = m + Ip fiir ein | € Z geschrieben
werden und ebenso jedes andere n € b als n = n + jp fiir ein j € Z. Also:

m4+n=m+n+(j+1)p, dh. [m+n],=[m+n],

Wir konnen also definieren
a+b=[m+n,

und das ist unabhéngig von der Wahl von m € a und n € b.

Es gilt dann mit m € a,n € bund [ € ¢ € Zy:

(a+b)+c = [(m+n)+l,=m+n+1),=a+ (b+c¢) Assoziativgesetz
a+b = [(m+n),=[n+ml,=b+a (= (Z,,+) ist abelsch)
0], +a = [(0+m)],=[m],=a ([0], ist neutrales Element)
[—m], +a = [-m+m],=]0], ([=m], ist bzgl. + invers zu [m],)

(Z,,+) heiflt zyklisch, weil es ein Element a € Z, gibt, so daf
2, = . .
p {[O]P7a7a+aa ,CL(+ ) —|—CL’}
p—1)—mal

wahrend a + ...+ a = [0], gilt, ndmlich a = [1],.

p—mal
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Die Gruppe (Z,,+) verhélt sich genau gleich wie die (“ist isomorph zur”) Gruppe der
Drehungen der Ebene (um einen festen Punkt) um die Winkel - 360°, m € {0,...,p—1}.

(2.2) Fakt: Sei (G, T) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es gibt nur ein Element in G, fiir das (G2) gilt (nédmlich e).
Fiir alle a € G gilt: a Te = a.

(ii) Zu jedem a € G existiert nur ein b € G, fiir das b 7 a = e gilt.
Fiir dieses b gilt auch: a Tb = e.

Bezeichnung: Das Element b € G mit bTa = a 7b = e wird mit a™! (bzw. mit —a, falls
T = +) bezeichnet.

Beweis: Zeige zunéchst:
() a,beGundbTta=e=aTb=¢ (= 2. Behauptung in (ii))
Denn: Nach (G3) existiert zu b € G ein ¢ € G mit ¢ Tb = e. Es gilt:

CLTb(C;Q)eT(CLTb)Z(CTb)T(CLTb);CT((bTCL}Tb) @ rp=e

zu “1”: (eTb) T (aTh) (@ et (b7 (aTh)) (@ et ((bTa)Tb) Beweis von (i): Sei € € G ein
—d —d
Element, so dafl (Gg) gilt. Zu zeigen: e = é. Es gilt:

(Gi)fir e . (*) . (Go)fir e _
e = eéTe=eTé = ¢

Sei a € G. Wir zeigen a T e = a. Nach (G3) existiert ein b € G mit b T a = e und nach (x)
folgt a T b = e. Also

ate=aT(bTa) (@ (aTb)Ta:eTa(%)a
Beweis von (ii): Seien a,b,b € G und es gelte: bTa =e = b T a. Zu zeigen: b= b

Es gilt: B@BTe(;)ET(aTb)((il)(BTa)szeTb(iZ)

(2.3) Fakt. Sei (G, T) Gruppe, a,b € G. Dann gilt:

() (et =a

(ii) (aTD) blta?
Beweis:
(i) Zu zeigen ist: a ist das Inverse von ™!, d.h.aTa ™! =e¢

Nach Definition gilt a™! T a = e, und nach (2.2) (ii) folgt daraus a Ta™! =e.

(ii) Zu zeigen ist: (b~ Ta™') T (a Tb) = e. Wir rechnen:

(b'Ta ) T(aTh) (il)b’lT(a’lTa)Tb:b’lTeTb(iz) b'tb=e
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(2.4) Def.: Ein Korper ist eine Menge, genannt K, und zwei innere Verkniipfungen + :
KxK—K, (a,b)—~a+bund -: K x K — K, (a,b) — a-b=:ab, so dafi gilt

(i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e =: 0
(ii) (K'\{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e =: 1 (speziell 1 # 0!)
(iii) Ya,b,c € K : (a+ b)c = (ac) + (be) (Distributivgesetz)

Schreibweisen: a + (—=b) =: a — b, (ab) + ¢ =: ab + ¢ “Punkt vor Strich”

(2.3)(1) = —(—a) =a
(2.3)(ii)) = —(a+b) = (=b)+(—a) = —a—b

Beispiel: (R, +,-), (Q,+, "), (C,+,-) sind Korper.
(Z,+,-) ist kein Korper (z.B. besitzt 2 in Z kein multiplikatives Inverses).

Bem.: Verzichtet man in (2.4)(ii) auf die Bedingung der Existenz von multipl. Inversen,
so nennt man (K, +, ) einen kommutativen Ring mit 1. Verzichtet man zusétzlich auf die
Kommutativitit von (K \ {0},-) und ergéinzt (iii) durch a(b+ ¢) = ab + ac, so nennt man
(K,+,-) einen Ring mit 1. (Es wird die Existenz von 1 € K mit 1-a = a-1 = a fiir alle
a € K\ {0} gefordert)

Beispiel: (Z,+, -) ist kommutativer Ring mit 1.
(2.5)Rechenregeln: Sei (K, +,-) Korper (es gentigt: Ring), a,b, ¢ € K. Dann gilt:

(i) 0-a=0

(ii) a- (=b) = (—a) - b= —(ab)(=: —ab)
(ili) a(bc) = (ab)c

Beweis:
(i) Es gilt: 0O-ata=0-a+1-aq 2" O0+la=1-a=a |—-a=0-a=0
(i) (—a)b+ab “EY (o) +ap=0-0Z0
(iii) Nach (2.4)(ii), falls {a,b,c} € K \ {0}. Sonst: (i) = a(bc) = 0 = (ab)c

Schreibweise: Ist a € K \ {0}, b € K, so schreibt man auch a™* =: L und a™'b = ba™" =: 2.
Der Korper der komplexen Zahlen (Cardano 1501-1576, C.F. Gaufl 1777-1855)

K=R? + :R>xR?—R?(a,b)+ (c,d):=(a+c,b+d)
' R? x R? — R? (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

Eigenschaften:

1) (R?,+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element e = (0, 0).

2) (1,0) - (a,b) = (a,b), d.h. (1,0) ist neutrales Element beziiglich -.

3) - ist kommutativ: (a,b) - (a’,b") = (aa’ — bb', ab’ + a'b) = (a', V') - (a,b)
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4) Tst (a,b) € R2\ {(0,0)}, so gilt: (T ——g) (a,b) = (1,0),

dn. (

ol a2:rbb2) = a2—1|-b2 (a, —b) ist multiplikatives Inverses zu (a, b).

5) Fiir alle (a,b), (a/,), (a”,V") in R? gilt
((CL, b) ) (CL/, bl)) ’ (aﬂv b/,) = (av b) ) ((ala b/) ) (aﬂa b”))
d.h. - ist assoziativ (Ubung)
2)-5) = (R?*\ {(0,0)},") ist abelsche Gruppe mit neutralem Element (1,0)
6) Distributivgesetz:
(a,b) . ((a/7b/) + (a//,b//>> — (a/’ b) . (a/ + a/l) b/ + b//>
Defgon- (CL(CL, 4 a//) . b(b/ 4 b”),(l(b/ 4 b//) 4 b(a/ 4 a//))
(a,b) - (a',b") + (a,b) - (a", V") = (ad’ — bV, ab’ + ba’) + (aa” — bV, ab” + a"b)
— (a(al +a/l) _ b(bl _|_ b”),a(b/ + b//) + b(a/ + al/))

Aus 1)-6) folgt, daBl (R?,+,-) ein Kérper ist.

Bem.: Es gilt
(0’1) ’ (071) = (_170> = _<1=O)
(0,1)-(b,0) = (0,b) Vb e R
(a,0)-(b,0) = (ab,0) Va,b e R
(a,0)-(0,b) = (0,ab) Va,b e R

Fiir alle reellen Zahlen a identifiziert man (a,0) mit a und schreibt abkiirzend
(0,1) =:14, (0,b) = (0,1) - (b,0) =: ib =: bi, (a,b) = (a,0) + (0,b) =: a + ib

Speziell: (0,0) =0, (1,0) =1, (0,1) =4 mit:

(2.6) i = —1

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir a,b,d’, b’ € R:

(2.7) (a+1ib) + (d' + i) =a+d +i(b+ V)

(2.8) (a+1b) - (a' +ib') = aad’ — bb' + i(al + ba’)

C :={a+1i | a € Rb e R} Die Veranschaulichung von komplexen Zahlen in der
Koordinatenebene R? stammt von C.F. Gaufl (Gaufsche Zahlenebene).

Ist z=a+1b € Cmit a € R, b € R, so heiffen

a der Realteil von z,a =: Re(z)
b der Imaginérteil von z,b =: Im(2)

Es gilt 2 # 0 & (a,b) # (0,0) (& a®+0? >0)
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4) = Ist z = a +1ib # 0, so ist das multiplikative Inverse 2! von 2:
(29) 27" = (a+1ib) ' = iz (a —ib)
Die Abbildung z = a+1b € C — Z = a — ib € C heifit Konjugation.

Esgilt: Z=z, 2 Ffw=zZ+wudz-w=2-w
Ist z=a+ib € C, a,b € R, eine komplexe Zahl, so heifit |z| = +va2+ b2 € R>( der
Betrag von z. Offensichtlich gilt 2z = |z|%.

Damit gilt fiir 2 # 0: 271 = % Denn: 271z = =1
Existenz von endlichen Korpern

Fiir p € N, p > 2, definieren wir eine Multiplikation auf

Ly = {[0lp, -, [p = Up} = {[m]p [ m € Z}
durch: @ = [m],,b = [n], — ab = [mn], unabhéngig von der Wahl von m € a, n € b,
vgl. Blatt 3, Aufgabe 3.

Es ist leicht nachzupriifen, da (Z,, +, -) ein kommutativer Ring mit 1(= [1],) ist.
(2.10) Satz. Ist p € N Primzahl, so ist (Z,,+,-) ein Korper.

Beweis: Zu zeigen ist die Existenz eines multiplikativen Inversen fiir jedes a € Z, \ {0}.

a € Z,\{0} = a = [m], fireinm € {1,...,p—1}. Wir zeigen: Die Elemente [1],-[m],, [2],-
[mlp, ..., [p—1], - [m], in Z, sind alle ungleich 0.

Denn [j],[m], = [0], ist Aquivalent dazu, daf p die Zahl jm teilt. Da p Primzahl ist, teilt
p dann j oder m (betrachte die Primfaktorzerlegungen von j, m und jm!), d.h. [j], = 0
oder [m], = 0. Dann sind die Elemente [1], - [m],, ..., [p — 1], - [m], alle verschieden, denn
aus [t],[m], = [j]p[m], folgt [j — i],[m], = 0. Also existiert ein ¢ € {1,...,p — 1}, so da8
[i],[m], = [1], gilt, d.h. [¢], ist multiplikatives Inverses von a = [m],.

Speziell: (Zz, +,-) Korper mit 2 Elementen, Z, = {0, 1}.

Bem.: Lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten a;; in einem Koérper K und “Unbe-
kannten” x; in K konnen mit dem GauBschen Eliminationsverfahren (1.13) gelost werden.
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