6. Euklidische Vektorriaume

Im folgenden sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper R.
(6.1) Def.: Eine Bilinearform b: V' x V — R heift
(i) symmetrisch < V v,w € V: b(v,w) = b(w, v)

(ii) positiv definit < V v € V' \ {0}: b(v,v) >0
(ili) Skalarprodukt < b ist symmetrisch und positiv definit.

Bez.: Fiir ein Skalarprodukt b schreibt man oft: (v, w) := b(v, w). Ein reeller Vektorraum
V' mit einem Skalarprodukt (,) heifit ein euklidischer Vektorraum.

Bspil) V=R bry) = (ny)= 2o
b(z,z) = zn:l:c?
2)  V=0%0,27,R) = {f]|f:]0,27] — R stetig}
b o) i= U Fehe = [ A0
(6.2) Def.: Sei V;{(,) euklidischer Vektorraum. Dann heiBt ||v]| := \/{v,v) > 0 die Norm

(oder Lénge) von v € V' (bzgl. (,)) und ||[v — w|| der Abstand zwischen v und w.
(6.3) Satz. Sei V, (,) euklidischer Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V, X € R:

1) |lvll = 0 und: |Jv|| =0< v =0
(ii) [[Av]l = [All]o]
(iii) [(v,w)| < ||v|[||lw||  (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) mit “=" < v und w sind
linear abhdngig.
(iv) |[v+w| < |v]| + ||lw|]|  (Dreiecksungleichung)

Bew.:

(i) ist klar
(i) [l = v/ (hv, do) = /X (v, 0) = [A][]v]|

(iii) Es geniigt, den Fall w # 0 zu betrachten. Dann gilt fiir alle ¢t € R:

0 < (v+tw, v+ tw) = [|v]|* + 2{v, w) + £*[Jw]*

2

2
= (Aol + )+ ol —

[[wl]

Als Funktion von ¢ nimmt (v + tw,v + tw) fiir ¢y = —% sein (nichtnegatives!)
Minimum an. Daraus folgt (iii). Gleichheit in (iii) tritt genau dann ein, wenn dieses
Minimum gleich Null ist, d.h. falls (v+tyw, v+tew) = 0. Daraus folgt, dal v+tyw =

68



0 gilt, d.h. v und w sind linear abhéngig. Umgekehrt gilt fiir linear abhéngige v und
w offensichtlich Gleichheit in (iii).
(iv)

lv+ w|® (v +w,v+w) = [[v]* + 2(v, w) + [|v]]?

=

(iii
< I+ 2ffllw]l + lwll? = (vl + lwl])>.

(6.4) Def. Sei V, (,) euklidischer Vektorraum und v,w € V \ {0}. Dann ist der Winkel

v = p(v,w) € |0, 7] zwischen v und w definiert durch:
cosp = (v, w) bzw. ¢ = arccos (v, w) € [0, 7]
[[o][[[wl] [[o][[[wl]

Bem. 1) (5.3)(iii) = —1 < <U’“;g < 1. cos: [0,7] — [—1,1] ist bijektiv mit Umkehrabbil-
dung arccos.

2) ¢(v,w) = (w,v)
3) v und w heiBen orthogonal (senkrecht) zueinander < (v, w) =0
4) Die Definition von ¢ ist so eingerichtet, dal der “Kosinussatz” gilt:

lv = wl[* = [Jv[|* = 2{v, w) + [Jw]* = [Jv]|* + [[w]|* — 2 cos [|v]|[|w]].
(6.5) Def.: Eine Teilmenge S C V heiit Orthonormalsystem (ONS), falls gilt

(i) Fir alle v € S gilt |[v]| =1 (“alle v € S normiert’) und
(i) v,we S, v#w= (v,w) =0 (“je zwei orthogonal”)
Eine Orthonormalbasis (ONB) ist ein Orthonormalsystem, das V' erzeugt.

Bem SONS = § hnear unabhanglg v1,...,v, € S verschieden, r{,...,r, € R und

Z rv;=0=0= <Z T34, Z rjvj) = Z riri (v, vy = > r? = alle r; = 0.
' i=1

2,7=1

Bsp.:

1) V=R" (z,y) :==> x;y; = {e1,...,e,} ist ONB von (R, (,)).

2) V = CO0, 27, R). () = ()2

Sei fo € V definiert durch fo(x) := und fiir k£ > 1:

7=
fr(x) = %cos(k;x),gk(x) = % sin(kzx).
Dann ist S = {fx | k € N} U {gr | K € N\ {0}} ein ONS.

(6.6) Satz:
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(i) (Besselsche Ungleichung). Ist S ONS, v € V und E C S endlich, so gilt

> (ve)® <ol

eckE
(ii) Ist B = (v1,...,v,) ONB wvon V, so gilt

n

v = Z(v,vi)vi.

i=1

Bem.: Im Fall von Bsp. 2) heiflen ay, := (f, f)r2 fiir £ > 0 (d.h. a;, = f f f(z) cos(kx)dx

2w

fir k> 1 und ay = W f f(x)dz) und by := (f, gr)r2 = == [ f(z)sin(kx)dz fir k > 1 die
0
Fourierkoeffizienten von f eV =C0,27],R). Aus (6.6)(i) folgt:

o 27
i+ 3Gk + ) < s = [ Plapds
k=1 0

In Wahrheit ist diese Ungleichung stets eine Gleichheit (man sagt zu dieser Eigenschaft,
daB dieses S ein vollstandiges ONS ist), aber das kénnen wir hier nicht beweisen.

Bew.: (1) 0 <[lv = X (v, e)efl=[v]* =2 35 (v,€)* + 3 (v, ¢)?

eclk eck eck
(ii) (v1,...,v,) Basis = 3ry,...;r, e Riv=> rjv;, = (v,v;) = Z (v, v) =1y
i=1 i=1
(6.7) Satz (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Seien vy,..., v € V li-
near unabhdngig. Dann existiert ein ONS vy,...,0, € V mit
span{vy, ..., v;} = span{vy,...,0;}

fir alle 1 < i < k. Insbesondere: Ist V endlichdimensional, so existiert eine ONB von V.

Bew.: Induktion nach k:

k=1: Ul || || (Ul 7é 0')

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein ONS oy, ..., U1 mit

span{vy,...,v;} = span{?y,...,0;} fur alle 1 <i <k — 1.

k=1

Setze wy = v, — Y (U, 0)0; (= (W, 0;) =0 flir 1 <7 <k —1) und ), := mwk. Dann
=1

ist 01, ..., 0, ONS und span{0y, ..., 0} = span{vy, ..., vy }.

(6.8) Def. Seien V/ (,) und V,{,} euklidische Vektorrdume. Ein L € Hom(V, V) heift or-
)-

thogonal(bzgl. (,) und (,)), falls fiir alle v,w € V gilt: (v, w) = (L(v), L(w)
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1) L orthogonal = L injektiv (L(v) = 0 =|| L(v)[]*= [|v[|* = 0 = v = 0)
Spemell Gilt dimV = dim V < 00, so ist jede orthogonale Abbildung bijektiv.
2) Sei V = V,dimV < oo, (,) = (,). Dann bilden die orthogonalen L € End(V) eine
Untergruppe von (Aut(V), o), die orthogonale Grupe O(V') von V.

(6.9) Folgerung. Ist V, (, )y euklidischer Vektorraum, dim V' = n, so existiert eine (bijektive)
orthogonale Abbildung L : (V. (,)y) — (R™, (,)).

Bew.: Sei fi,..., fn, ONB von V. Definiere L durch L(f;) = e¢; € R™. Ist v = > r;f; und
w =Y 8;fs, so folgt (v,w)y = > r;s;. Daraus folgt L(v) = > rie;, L(w) = > sje; und
(L(v), L(w)) = > risi = (v,w)y.

(6.10) Satz. Sei L € End(V) und G = (e1, .. .,e,) ONB von V und A = Matg(L).

Dann gilt: L€ O(V) < ATA=FE, (& AT=471

Bew.: 0y = (ene;) = <L(ei),L(e-)):<iakiek,lilaljel>

= Z ki 10k = Z Qi Ok

k=1
s ATA=E,.
Die Hauptachsentransformation

Im folgenden sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Skalarprodukt (,) und b: V' x
V' — R eine symmetrische Bilinearform. Ist (ey,...,e,) eine Basis von V und sind = =

> xiei, y = > yje; beliebige Vektoren in V', so folgt aus der Bilinearitét von b:
i=1 j=1

b(x,y) =0b (Z Ti€i, Z yjej) = Z Z x;y; b(e;, e;).
i=1 j=1

i=1 j=1

Man nennt die Matrix B = (b;;) € R™" mit b;; = b(e;,e;) die Matrix von b bzgl. der
Basis (e, ..., e,). Ist b symmetrisch (wie wir vorausgesetzt haben), so gilt b;; = b(e;, e;) =
b(ej, e;) = bﬂ, d h. B = B" (solche Matrizen heiflen symmetrisch). Es gilt dann fiir z =

eruy_ Zyjej

n n U1
x;:bijy; = . T ) B : ,

wobei der letzte Term als Produkt von Matrizen zu interpretieren ist.
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Besonders einfach zu verstehen ist eine Bilinearform b, deren Matrix (bzgl. ey, ..., e,) eine
Diagonalmatrix b;; = A;0;; ist. Dann gilt:

bz, y) = Z TiNiYi
i=1

Zum Beispiel ist ein soches b genau dann positiv definit, wenn alle \; (fiir ¢ = 1,...,n)
positiv sind.

(6.11) Satz (Hauptachsentransformation). Zu jeder symmetrischen Bilinearform b : V' X

V' — R ezistiert eine ONB fi,..., fn von V und Ay, ..., N\, € R, so daf fir allex = z; f;,

=1

Y= Zlyjfj inV gilt
‘]:

b(z,y) = Z TiAiYi-
i=1

Anders ausgedriickt: Es existiert stets eine ONB von V', beziiglich derer die Matriz von b
eine Diagonalmatriz ist. (Die \; sind dann gerade die Diagonalelemente der Matriz.)

Herkunft der Bezeichnung “Hauptachsentransformation”: Ist b : R? x R? — R positiv
definite, symmetrische Bilinearform, so ist die Menge

E={reR?®|bx,z)=1}
eine Ellipse. Satz (6.11) besagt, dal es eine ONB fi, fo (bzgl. des tiblichen Skalarprodukts)
gibt, so daf3
E={x=x1fi +xofa € R®| \j2] + N5 = 1}
gilt, d.h. die Geraden durch 0 € R? in Richtung f; bzw. f, sind die “Hauptachsen” der
Ellipse E mit zugehérigen Achsenabschnitten der Linge (A)~2 bzw. (Ag) 2.

Satz (6.11) spielt in folgendem Zusammenhang in der Analysis II eine Rolle (“Kurven-
diskussion fiir Funktionen f : R®™ — R”): Ist f : R" — R zweimal stetig differenzierbar,
xo € R" und h € R™, so gilt (siche Analysis II)

Fleo + 1) = f(zo) + D () () + 50 (20) (b ) + Ry ()

wobei D f(xg): R"® — R linear (1. Ableitung von f an der Stelle zq), D*f(x): R"xR" — R
symmetrisch, bilinear (2. Ableitung von f an der Stelle z), und Ry, (h) eine Funktion

mit lim 220l _ () jgt.
A

xo heiflt kritischer Punkt von f, falls Df(xg) = 0 gilt. Aus (6.11) folgt, dal man eine
ONB des R" finden kann, bzgl. derer D?f(z¢)(h,h) = > \;h? gilt. Daraus folgt fiir einen
i=1
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kritischen Punkt xy von f:

alle \; > 0 (& D?f(xo) positiv definiert) =z lokales Minimum.
alle \; < 0 (& D?f(xo) negativ definiert) = x( lokales Maximum.

Im Gegensatz zum (aus der Schule bekannten) Fall n = 1 gibt es fiir n > 1 noch andere
wichtige Moglichkeiten fiir D?f(xg): Es kann z.B. fiir n = 2 A\; > 0 und Xy < 0 gelten.
Dann sieht der Graph von f in einer Umgebung von x( wie eine “Sattelflache” aus.

Vorbereitung zum Beweis von Satz (6.11):

Wegen (6.9) konnen wir annehmen, da V' =R", (z,y) = > x;y; gilt. Ist ndmlich L : R" —
i=1

V' orthogonal, so betrachte b : R" x R" — R, b(x,y) := b(L(x), L(y)). Haben wir die

Behauptung fiir b bewiesen, so folgt sie leicht auch fiir b. (Als gesuchte ONB von V' kann

gerade das Bild unter L einer ONB des R" genommen werden, die b diagonalisiert.)

Unter leichtem Missbrauch der Bezeichnung verwenden wir B auch als Symbol fiir die
lineare Abbildung B : R" — R" mit B(e;) = Z bije; = Z bjie;. Dann gilt:
j=1

(6.12) Lemma. b(z,y) = (B(z),y) = (z, B(y)) fir alle z,y € R".

Bem.: Ein B € End(R") mit (B(z),y) = (z, B(y)) fiir alle z,y € R™ heifit “selbstadjun-

giert”.

Bew: (B().y) = (B (2 o) & mel
Z yr(B(ei), ex)

2_: T;Yrbij <€j7 ek> = Z Z zY;bij

N—— i=1j=1
=5k

M=1M=
HM:H

= b(z,y)

Da b symmetrisch ist, folgt daraus:

<$aB(y>> = <B(y),$> = b(?/ax) = b(xay) = <B($)7y>

Satz (6.11) ist also dquivalent dazu, daf es fiir jedes selbstadjungierte B € End(R"™) eine
ONB fi,..., f, des R™ aus Eigenvektoren von B gibt. Sind dann Aq, ..., A, die zugehorigen
Eigenwerte von B, d.h. B(f;) = \if; fir i = 1,...,n, so gilt:

bij = b(fl, f]) = <B(fl), f]> = )\1<fl, f]> = )\iéij, Wie n (611) behauptet.
Im ersten (schwierigeren) Schritt zeigen wir:

1. Schritt: B besitzt einen Eigenwert A € R.

Sei B € End(C") die C-lineare Fortsetzung von B € End(R") auf C*, d.h. B(z, ..., 2,) =
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(Z b1iziy Y boiziy .y > bmzz) Wir verwenden nun (ohne das bewiesen zu haben), dafl
i=1 i=1 i=1

C algebraisch abgeschlossen ist. Daraus folgt, daB es einen Eigenwert A € C von B gibt
(vgl. (5.24) und die daran anschlieBenden Bemerkungen).

Wir wollen zeigen, dal in Wahrheit A € R gilt. Sei v = z +iy € C"\ {0} mit z,y € R" ein
EV zum EW A =a + i3, o, 3 € R, von B. Dann gilt

B(z + iy) = B(x) +iB(y) mit B(z), B(y) € R"

und andererseits wegen B(v) = Ao

B(x +iy) = (a+if)(x +iy) = (ax — By) + i(Bx + ay).
Also:
() B(x) = az — By und B(y) = fr + oy
Aus (x) folgt mit (6.12):
(B(x),y) = afz,y) = Bllyll* = (z, B(y)) = 8 | 2|* + a(z, ).
Also 0 = B(]| =||* + ||ly||*), woraus wegen || z||* + |ly||*> > 0 (da v # 0!) 8 = 0 folgt,
d.h. A = a € R und, nach (x),
B(z) = Az, B(y) = \y.

Da v = x + 1y # 0 gilt, sind nicht beide  und y der Nullvektor, d.h. mindestens einer von
beiden ist ein Eigenvektor von B (zum EW A = a € R).

2. Schritt: Induktion iiber n = dim R".
n = 1: Wihle f; := e; € R Dann gilt: b(z1e1, z1e1) = 22 b(ey, €1).
A
=\
n > 1: Wahle als f; € R™ einen (nach Schritt 1 existierenden) Eigenvektor von B, der ohne
Einschrénkung als normiert angenommen werden kann, d.h. || f1|| = 1. Betrachte

(xx) U:={xeR"| (z, f1) =0}.

Dann ist U ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum des R™ (vgl. (3.24)) und die Re-
striktion (,) | U x U von (,) auf U ist ein Skalarprodukt auf U. Entscheidend ist nun, da8
B(U) CU gilt: Ist x € U, d.h. z € R” und (z, f1) = 0, so folgt B(x) € R™ und

(B(x), f1) = (@, B(f1)) = (&, Mf1) = Mlz, f1) =0,

d.h. B(z) € U. B | U ist also ein selbstadjungierter Endomorphismus von U, so daf§ nach
der Induktionsvoraussetzung die Existenz einer ONB fs, ..., f,, von U aus Eigenvektoren
von B | U (= von B) existiert. Wegen (*x) ist dann fi,..., f, eine ONB des R™ aus
Eigenvektoren von B.

Orthogonales Komplement und Orthogonalprojektion

Wir betrachten weiterhin einen euklidischen Vektorraum V/ (,).
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(6.13) Def.: Ist M C V| so heifit
t={veV|VweM: (v,w) =0}
das orthogonale Komplement von M.

(6.14) Fakt.

(i) M+ ist Untervektorraum von V.
(ii) MlCMQCV;»MiCML
(iii) M

(iv) M C (ML)L

Bew. von (iii): Wegen (ii) geniigt es, M+ C (span(M))* zu beweisen. Sei also v € M.
Wir miissen zeigen, daf fiir alle w € span(M) gilt: (v,w) = 0. Zu jedem w € span(M)
existieren k € N, ry, ..., r, € Rund wy,...,w, € M:

k
w = Z Tiw; (siehe (3.7)).
i=1

Wegen v € M+ und w; € M gilt (v,w;) =0 fiir 1 <7 < k. Also:

k k
= (v, me» = Zri@,wi} =0
i=1 i=1

Bsp.: V = R? mit dem Standardskalarprodukt

M ={ej,ea} = span(M)=R? x {0}
M+ = (span(M))* = {(0,0)} xR

(6.15) Satz. Sei dimV < oo. Dann gilt fiir jeden Untervektorraum U von V :
UaUt=V und (UHt=U.
Speziell: dimU + dim U+ = dim V.

Bew.: Sei dimU =: k. Ergénze eine Basis (v1,...,v;) von U zu einer Basis (vy,...,v,)
von V, vgl. (3.16). Nach (6.7) (Gram-Schmidt) existiert eine ONB (wy,...,w,) von V, so
daB

span{wy, ..., wx} = span{vy,..., v} =U
gilt. Wir zeigen, da8 U+ = span{wp,1, ..., w,} gilt. Denn:

(i) Ist ¢ < k < 4, so gilt (w;, w;) =0, also w; € {wy,...,wi}+ = UL. Wegen (6.14)(i)
folgt span{wgy1,...,w,} C UL

(ii) Ist v =Y rjw; € Ut so gilt fiir 1 <4 < k:
j=1

(v, w;) E ri{w;, w;) = r;.
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n
_ L
Alsov =) rjw; € span{wys1,...,wy} .
j=k+1

Aus U = span{wy, ..., wy} und U+ = span{wy11,...,w,} folgt V. =U & U+ und (U+)*+ =
U.

Bem.: 1) Der Beweis von (6.15) liefert ein Rechenverfahren zur Bestimmung einer ONB
{wy,...,w,} von V, so daBl {wy, ..., wg} eine ONB von U und {wy1,...,w,} eine ONB
von U ist.

2) (6.15) gilt nicht ohne die Voraussetzung dim V' < oo!

Ist U Untervektorraum eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraums V/, so ist U+
ein zu U komplementérer Vektorraum, vgl. (3.21). Unter den vielen zu U komplementéren
Untervektorraumen ist U+ durch die Eigenschaft ausgezeichnet, dafl jedes v € U+ zu allen
u € U orthogonal ist (d.h. der Name “orthogonales Komplement”). Ist dim V' = oo, so
kann U @ U+ ; V gelten. In diesem Fall ist das orthogonale Komplement U~ also kein zu
U komplementérer Unterraum. (Ein “orthogonales Komplement” ist also nicht notwendig
ein “Komplement”. So etwas tritt in der mathematischen Sprache 6fters auf, wie auch in
der Umgangssprache, in der mit einem “tollen Hecht” oft kein Hecht gemeint ist.)

(6.16) Def.: Sei U Untervektorraum von V und V = U@ U~. Dann existiert fiir jedes v € V
genau ein Paar (ug,u;) € U x U*, so daB v = uy + u; gilt. Die Abbildung Py : V — U,
Py (v) := ug, heifit Orthogonalprojektion von V' auf U.

Bem.:

0) Py(v) ist durch die Eigenschaften Py(v) € U und v — Py(v) € Ut eindeutig be-
stimmt.

1) Py € Hom(V,U).

2) Fiir alle u € U gilt Py(u) = u (d.h. Py|U = idy) und fiir alle v € U~ gilt Py (v) = 0.

3) Ist (vq,...,vr) ONB von U, so gilt fiir alle v € V:

k

Py(v) = Z(v,v»w

i=1
4) Ist (Vgs1,-..,v,) ONB von U™, so gilt fiir alle v € V:

n

Py(v) =v— Z (v, v;)v;.

i=k+1
Bez.: Ist ) 2 M CV und v € V, so heifit
d(v, M) := inf{||v — u|| | u € M}

der Abstand von v zu M.
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(6.17) Satz. Sei U C V' Untervektorraum und V = U & UL. Dann gilt fiir jedes v € V: Es
existiert genau ein w € U mit d(v,U) = ||jv — ||, namlich © = Py (v).
Speziell gilt: d(v,U) = [[v — Py (v)]|.

Bew.: Sei u € U beliebig. Zerlege v = Py(v)+ (v — Py(v)), wobei Py(v) € U, (v— Py(v)) €
U+L. Dann gilt

lv = ull* = [[(Py(v) = u) + (v = Pr(@))II* = [(Pu(v) = w)[I* + v = Pr(o)[|*.
Also ||[v — ul] > ||v — Py(v)||, wobei Gleichheit genau fiir u = Py (v) eintritt.

Bsp.: Approximation komplizierter Funktionen durch einfache: die Fourierentwicklung. Wir
betrachten den R-Vektorraum

V =C%0,27],R) = {f | f:[0,27] — stetig}

mit dem sogenannten L?-Skalarprodukt

2w

U@%=/ﬂ@ﬁ@m

0

und Bsp. nach (6.5). Es sei

Un = Span{f07 ) fn?g]-7 A 7gn}‘
Wegen Bem. 3 nach (6.16) gilt fiir alle f € V:

n

(%) Py, (f) =Y _{f fedfu+ D> (. 9k) gk

k=0

Im Gegensatz zu dem nach (6.6) geschriebenen, definiert man iiblicherweise die Fourierkoef-
fizienten ay, = ay(f) und by = bg(f) durch

\/§<f, fo) fiir k=0

17 _
ay = 7rbff(ac) cos(kx)dr = { %;(f, ) fir k>0
by = = _zfﬂf(a:) sin(kz)dr = \/i;(f, gr) fiir k> 0.
0

Damit schreibt sich (k) als

3

Py, (f)(z) = % + ¥ (aycos(kz) + by sin(kx)) .

Satz (6.17) besagt, daBl Py, (f) das eindeutig bestimmte Element von U, mit minimalem

L?-Abstand von f ist, d.h. die beste (L2-) Approximation von f durch ein Element von U,.
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Die (hier nicht bewiesene) Tatsache, dal {fo} U {fx,gx | £ > 0} ein vollstindiges ONS
bilden, heifit gerade, daf fiir jedes f € V gilt

(Jim d(r.0,) =) Jim || = P (/)] = 0.
Die Gramsche Determinante (J.P. Gram, dédn. Math. 1850-1916)

(6.18) Satz. Sei V' euklidischer Vektorraum, 0 < dimV = n < co. Dann existieren genau
zwei Determinantenformen =D auf V', so daf$ gilt:

Ist vy, ...,v, ONB won V,so gilt | £ D(vy,...,v,)| = 1.

Bez.: Ein solches D heifle normierte Determinantenform des euklidischen Vektorraums V.

Bew.: Existenz: Sei (v1,...,7,) eine (feste) ONB vn V. Nach (5.10) existiert genau eine
Determinantenform D von V' mit

D@1, ...,5,) = 1.

Wir miissen zeigen, dafl dann fir jede ONB (vy,...,v,) von V' |D(vy,...,v,)| = 1 gilt. Sei
L € EndV durch L(v;) = v; fiir 1 < ¢ < n definiert. Nach Definition (5.19) gilt:

D(vy,...,v,) =det L D(vy,...,7,) = det L.
Nach (6.10) gilt fur die Matrix A von L bzgl. (vq,...,v,):
ATA=E,.
Also 1 = det E,, = det(ATA) O29 gt AT det A L7 (det A)? (521 (det L)? und damit
|D(vy,...,v,] = |det L| = 1.
Dafl £D die einzigen solchen Determinantenformen sind, folgt direkt aus (5.10).

Aus Satz (6.18) folgt, daf in endlich-dimensionalen euklidischen Vektorrdumen (V/ (,)) ein
natiirlicher Volumenbegriff fiir Parallelotope existiert. Ist D eine normierte Determinan-

tenform und sind wy, ..., w, € V, so definieren wir
V01§£>(P(’LU1, coywy)) = | D(wy, .. wy)]
Ist (vi,...,v,) eine ONB von V, so nennt man P(vy,...,v,) einen Wiirfel der Kan-

tenldnge 1, und es folgt:

vol (P(vy,...,v,)) = 1.
Die Gramsche Determinante berechnet voll) (P(wy,. .., w,)) mittels der Skalarprodukte
(wi, wy) fur 1 < i,k <mn:

(6.19) Satz (Gramsche Determinante). Sei (V,(,)) n-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum und wq, ..., w, € V. Dann gilt

Volg’)(P(wl, o wy)) = \/det((<wi, W) )1<i k<n)-
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Bsp.: Wir betrachten R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann ist Dy eine normierte
Determinantenform, da Dy(e1, e2) = 1. In diesem Fall sagt (6.19):

() _ (wy,wy)  (wi,wa) 2 2 _ 2
voly' (P(wy, wy)) = \/det( (wg,wn) (wa,wa) ) Viwi[Pllwal? = (wy, ws)
= Jlwillllwa]lv/1 = cos® o = [wn|[[|ws | sin e,

wobei ¢ den Winkel zwischen w; und wy bezeichnet. Das ist die Formel fiir die Fléache des

Parallelogramms P(wy, w9) mit den Seitenlédngen ||w;|| und ||ws|| und dem eingeschlossenen
Winkel .

Beweis von (6.19): Sei G = (vy, ..., v,) eine ONB von V und L € End(V') durch L(v;) = w;,
fir 1 < j <n definiert. Dann ist A = (a;;)1<ij<n = Matg(L) durch

n

’UJ]': E aijvi

=1

definiert, und es gilt mit einer normierten Determinantenform D:
(%) vol (P(wy, ..., wy)) = |[D(ws, ..., w,)| = |det A||D(vy,. .. ,v,)| = | det Al.

Andererseits:

ajiajk
1

n n n
(wi, wy) = <Z ajivy, Zamvz> = > ajiay (vj,v) =
j=1 =1 =1 N~—~——

=051

n

= (AT Ay
Also: ((wy, wi))1<ik<n = ATA.
Daraus folgt: (%) det((w;, wy))1<ik<n = det(ATA) = (det A)2.
Aus (x) und (xx) folgt die Behauptung.

Jeder Unterraum U eines euklidischen Vektorraums (V) (,)) “erbt” das Skalarprodukt
von V., d.h. (,) | U x U ist ein Skalarprodukt auf U. Damit ist auch das Volumen von
k (< n)-dimensionalen Parallelotopen in V' definiert:

Sind vy, ...,v, € V linear unabhéngig, so heifit

k
P(vy,...,up) = {Zsivi |0<s; < 1} C span{vy, ..., vk}

i=1
das von vy, ..., v aufgespannte (k-dimensionale) Parallelotop.
Ist DY normierte Determinantenform auf U := span{uvy, ..., v;}, so besagt (6.19)

DY (01, .., ve)| = yJdet(({oi, v3))1<i <)
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und wir definieren diesen Wert als das k-dimensionale Volumen Vol,i’>(P(v1, ..., Ug)) von
P(vy,...,vg). Sind vy, ..., v linear abhéingig, so definieren wir Vol,i’>(P(vl, ..,vg)) =0.

Orthogonale Abbildungen

Wir wollen die orthogonale Endomorphismen L € O(V) eines euklidischen Vektorraums
(V. (,)) untersuchen.

Erinnerung (an Def. (6.8)):
LeO(V)< LeEnd(V) und fiir alle v,w € V gilt (L(v), L(w)) = (v, w).

Solche L € O(V) sind stets injektiv und damit — falls dim V' < oo — auch surjektiv. Wir
setzen voraus, dal dim V' = n < oo gilt. Dann ist O(V') eine Untergruppe von Aut(V') (mit
der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen als Gruppenoperation). Nach Satz (6.10)
gilt: Ist G = (v,...,v,) ONB von V, ist L € End(V) und A := Matg(L), so gilt:

LeO(V)e AT - A=E,.
Speziell folgt daraus (wie im Beweis von (6.18) schon benutzt):
LeO(V)=|detL| =|det A] = 1.

(6.20) Def.: A € R™™ heifit orthogonal < ATA = E,

O(n) := {A ] A € R"" orthogonal }
SO(n):={A| A€ O(n), det A =1} = O(n) NSL,(R)
SO(V):={L|LeO(V), det L=1}
Da Matg : (Aut(V),0) — (GL,(R),") ein Gruppenisomorphismus ist (vgl. (4.18)), ist
O(n) = Matg(O(V)) eine Untergruppe von GL,(R). Ebenso ist SO(n) (bzw. SO(V))
Untergruppe von O(n) (bzw. von O(V)).
Wir beschiiftigen uns zunéichst mit dem Spezialfall V' = R?, (,) = Standardskalarprodukt,
d.h.

((z1,22), (Y1, 92)) = 2191 + 212

Beispiele von Elementen in O(R?):

1) “Drehungen”: Sei ¢ € R und D, € End(R?) mit

[ cosp —sing
Mat(D,,) = ( sinp  cosp >

Dann gilt

(0,7 a0, - (<58 %) (e <)
—siny cosy singp  cosp

[ cosfp+ sin? o 0 (10
N 0 cosp+sinep )\ 0 1 )’
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d.h. Mat(D,) € O(2) und damit D, € O(R?). Wegen

cosp —sing
sinp  cosp

Offenbar gilt D, 9. = D, und D, # Dy, falls 0 < ¢ < 9 < 27.

2) “Spiegelungen an Geraden durch 0 € R?”: Sei U C R? 1-dimensionaler Untervek-
torraum. Wéhle eine ONB G = (v1,v2) des R? mit span{v;} = U. Definiere “die
Spiegelung Sy € End(R?) an U” durch

‘ =1 gilt sogar D, € SO(R?), Mat(D,,) € SO(2).

SU(UI) = 1, SU(UQ> = —Va.

Dann gilt Sy € O(R?) \ SO(R?), da Matg(Sy) = ( - ) € 0(2)\ SO(2).

Sy ist durch U eindeutig bestimmt!
(6.21) Fakt. Es gilt:

(i) SO(R?) = {Dy|p € [0,2m)}.
(i) O(R?) = {Sy|U 1-dimensionaler Unterraum des R?}.
(i) Vo, ¥ € R : Dypyy = Dy 0 Dy(= Dy o Dy), Dy = idgz (dh. ¢ € (R,+) — D, €
(SO(RR?), o) ist surjektiver Gruppenhomomorphismus).

D, =idg: & ¢ € {27k|k € Z}

(iv) Sy, o Sy, = D2y, wobei ¢ der Winkel ist, um den man U; drehen muf}, um U, zu
erhalten, d.h. D,(U;) = Us. (¢ ist bis auf additive Vielfache ¢ + km, k € Z, von 7
bestimmt.)

(v) Doy 0 Sy = Sp,w), Su 0 D2y = Sp_w)-

Insbesondere folgt aus (iii), (iv) bzw. (v), daB SO(R?) abelsch ist, wihrend O(R?) nicht
abelsch ist.

Bew.:

(i) Sei L € SO(R?), L(e;) =: (z,y) € R% Dann gilt 22 + y* = 1 und mit den Kennt-
nissen aus der Analysis I kann man einsehen, daff es genau ein ¢ € [0,27) gibt
mit (z,y) = (cosp,singp), d.h. L(e;) = Dy(e1). Dann sind L(e;) und Dy (ez) bei-
des Einheitsvektoren, die zu L(e;) = Dy(e1) orthogonal sind und zusammen mit
L(e1) = D,(e1) eine positiv orientierte Basis bilden. Da es nur einen solchen Vektor
gibt (das ist anschaulich klar, mufl aber im Prinzip durch eine Rechnung begriindet
werden), gilt auch L(ez) = Dy(e2), also L = D,,.

(ii) Sei L € O(2) \ SO(2). Um zu zeigen, daB L eine Spiegelung ist, suchen wir einen
1-dimensionalen Unterraum U, der punktweise von L festgelassen wird, d.h. einen
Vektor v € R? \ {0} mit L(v) = v (& vEV zum EW1 von L). Ist Mat(L) =

( CCL 2 ), so gilt wegen det L = —1: det(L — Aidg2) = A% — (a + d)X — 1 =: p(N).
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Wegen p(0) = —1 und /\hlf p(A) = oo, hat p(\) zwei Nullstellen (d.h. L zwei

Eigenwerte) Ay < 0 < A;. Da L orthogonal ist, hat jeder Eigenwert von L den
Betrag 1, also Ay = —1,\; = 1. Sei v; EV von L zum EW \; = 1 und (v;,v2) ONB
von R% Aus L € O(R?), L # idge und L(vy) = vy, folgt L(vy) = —vy, d.h. L = Sy
fir U := span{v }.

(iii) folgt aus den “Additionstheoremen” fiir sin und cos.

(iv) Es gelte D, (U;) = Us,. Da det(Sy, o Sy,) = det(Sy,) det(Sy,)
St, © Sy, € SO(R?), d.h. Sy, o Sy, ist eine Drehung.

(—1)? =1 ist, ist

Wie in der Vorlesung mit einem einfachen elementargeometrischen Argument (und &hnlich
fir (v)) gezeigt wurde, ist Sy, 0 Sy, in der Tat eine Drehung um den Winkel 2¢. Dieses Ar-
gument muf} aber in der hier aufgebauten “Analytischen Geometrie” durch eine Rechnung
bewiesen werden. Es ist nun so, dafl solche Rechnungen statt mit (2 x 2)-Matrizen sehr viel
weniger aufwendig mit komplexen Zahlen ausgefiihrt werden kénnen. Deshalb zunéchst der

Exkurs: Beschreibung von Drehungen und Spiegelungen des R? mit Hilfe der
komplexen Zahlen.

Identifizieren wir wie iiblich (x,y) € R? mit = + iy € C und definieren (!) wir fiir p € R
€' 1= cos +ising

(fiir diese Definition gibt es einen mathematischen Hintergrund, der uns jetzt nicht zu
interessieren braucht), so berechnet man:

Dy(2) =€ - 2.

Die Additionstheoreme fiir sin und cos sind #dquivalent zur Gleichung e*#+¥) = ¢ . e
fiir alle o, € R. AuBlerdem gilt ¥ = e~ und |e*?| = /cos?+sin?p = 1. Ist U =
spang{e™} = {se"¥ | s € R}, so zeigen wir, dafi Sy; durch

Sy(z) = ¥z

gegeben ist: Die Abbildung z € C ~ R? — 7z € C ~ R? ist gerade die Spiegelung an der
x-Achse, so dafl die Abbildung

2 — 7 = Dyy(7)

in O(R?)\ SO(R?) liegt. Wendet man sie auf z = e an, so erhiilt man e — e2¥.e~% = ¢,
Da auch Sy (e™) = e gilt, folgt

Sy(z) = ¥z

fiir alle z € C, denn beide Abbildungen sind Spiegelungen, die die Gerade spang{e?¥} fest
lassen.

Wir kommen nun zu einem “analytischen” Beweis von (6.21)(iv) und (v):

(iv): Essei U; = spang{e™'} = Dy, (R x {0}) und U, = spang{e™*} = Dy, (R x {0}).
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Dann gilt Dy,_y, (U1) = Dy, (D, (Rx {0}) & Dy, (R x {0}) = Us, d.1u. fiir  := o — 1)y

gilt D,(U;) = Us,. Andererseits berechnen wir fiir alle z € C:

Sp, © Sty (2) = Sp, (€2V17) = 22 (e2inZ) = 2W27¥1)y = Dy (2)

(v): Ist U = spang{e™}, so gilt
Dy, 0 Sy(z) = *¥e*z = 20z = Sp_11)(2),

da D,(U) = SpanR{D¢(ei¢)} = spanR{e"(WrW}'

Ebenso erhalten wir:

Sy o D2¢(Z) _ 62”’#’(@—2”2) — 2il—9)5 _ SD,v(U)(Z)-

Normalform von orthogonalen Abbildungen

(6.22) Def.: Sei L € End(V). Ein Untervektorraum U von V heifit L-invariant, falls L(U) C
U gilt.

Bem.: {0} und V sind L-invariant fiir jedes L € End(V').

Ein groBes Ziel bei der Untersuchung eines L € End(V) ist es, L-invariante Unterrdume
Uy # {0}, Us # {0} zu finden, so dal V' die direkte Summe von U; und Us ist, d.h. V = U;®
Us. Dann reduziert sich die Untersuchung von L auf die Untersuchung von L|U; € End(U;)
und L|Us; € End(Us). (Leider ist das nicht immer mdoglich, z.B. nicht fiir die “Scherung”
Lemﬂ@%man@y:<é})q

Man wird natiirlich versuchen, solche L-invarianten Unterrdume U; und Us in noch kleinere
L-invariante Unterrdume zu zerlegen, und dazu benotigen wir den Begriff der direkten
Summe von endlich vielen Unterrdumen (vgl. (3.19)—(3.21) und Blatt 3, Aufgabe 4): Sind
Ui, ..., U Unterrdume eines Vektorraums V', so heifit V' die direkte Summe von Uy, ..., Uy

k
(geschrieben V =U; & ... & U, = & U,), falls gilt:
i=1

k
(i) V =span({J U;) und
i=1
k
(i) Far alle ¢ € {1,...,k} gilt: U; nspan( |J U;) = {0}.
=1
c
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Daraus folgt: Ist fiir i = 1,...,k B; eine Basis von U;, so gilt B; N B; = () fiir i # j, und
k
B := |J B; ist Basis von V. Ist dim V' < oo, so folgt:

=1

k
dimV = Z dim U;.

i=1

Im Fall eines euklidischen Vektorraums (V/ (,)) ist folgender Spezialfall der direkten Summe
wichtig:

(6.23) Def.: Seien Uy, ..., Uy Unterrdume von V' Dann heifit V' die orthogonale Summe von
Uy, ..., Uy, falls gilt:

k
(i) V =span(J U;) und
i=1
(i) Fiir alle 1 <4 # j < k gilt U; C Uj-.

Zur Bedingung (ii) sagt man, die U;, 1 < i < k, seien paarweise orthogonal.
Aus (6.23)(i) und (ii) folgt, daB V' die direkte Summe von Uy, ..., Uy ist.

(6.24) Satz. Sei L € O(V). Dann existieren k € N, 2-dimensionale, L-invariante Un-
terraume Uy, ..., Ux von V und L-invariante Unterrdume U_ und Uy von V', so dafi V' die
orthogonale Summe von Uy, ... Uy, U_ U, ist und so daf gilt

(i) LU~ = —(idy_)
(i) L|U, = ide,

Bem.: 1) Es kann k£ = 0 oder U_ = {0} oder U; = {0} gelten.
2) Jedes v € V 148t sich dann eindeutig darstellen als

V=U + ...+ U T U- +ust
mit u; € U; fir 1 <7 <k, u_ € U_ und uy € U;. Es gilt dann:
L(v) = L(uy) + ...+ L(ug) — u_ + uy.

L setzt sich also aus k “Drehungen” in den 2-dimensionalen Unterrdumen U;, 1 < i < k,
aus der “Punktspiegelung” —(idy_) im Unterraum U_ und der Identitét auf U, zusammen.

3) Es gilt 2k + dim U_ + dim U, = n. Ist n ungerade, so folgt dim U_ + dim U, # 0.
4) det(L) = (—=1)4mU-vel. Blatt 3, Aufgabe 3.

Umformuliert fir Matrizen besagt (6.24):
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(6.24)” Satz. Sei L € O(V'). Dann existieren eine ONB G = (vy,...,v,) von V, k € N und
©1,-- -,k € (0,m), so daff gilt:

cos 1 —sin ey
sinp1  cos 1

cos (2 — sin @2 0
sin g2 cos p2

Matg(L) = 0 cos @ — sin gy,

sin gy, cos g

Aquivalent dazu ist: Zu jedem A € O(n) ewistiert ein B € O(n), so dafi BTAB die obige
Form hat.

(6.25) Lemma. Sei L € End(R"). Dann existiert ein L-invarianter Untervektorraum U des
R™ mit 0 < dimU < 2.

Bew.: Das wurde im 1. Schritt des Beweis von Satz (6.11) (Hauptachsentransformation)
wie folgt gezeigt: Wir betrachten die C-lineare Fortsetzung L von L auf C" und erhalten
einen EW A = a +if € C mit «, # € R und einen zugehorigen EV v = 2 + iy € C* \ {0}
mit x, y € R". Dann gilt:

(%) L(z) = ax — By und L(y) = Bz + ay.
Das zeigt, dal span{z,y} L-invariant ist. Wegen v = x + iy # 0 gilt span{x,y} # {0}.
Beweis von (6.24): Durch vollsténdige Induktion nach n = dim V.

Induktionsanfang: Ist dim V' = 1, so gilt O(V) = {£idy }. Die Behauptung ist richtig mit
k =0 und entweder Uy =V oder U_ = V.

Induktionsschritt: Sei L € O(V) und dimV = n > 1. Wegen (6.9) geniigt es, den Fall
zu betrachten, dafl (V, (,)) der R mit dem Standardskalarprodukt ist. Aus Lemma (6.25)
folgt, daBl ein L-invarianter Unterraum U C R™ existiert mit 0 < dim U < 2.

(i) Gilt n =2 und U = R", so folgt die Behauptung aus (6.21):
Entweder L ist eine Spiegelung ( — Matg(L) = (é

des R?), oder L = D,, fiir ein ¢ € [0,27).

Ist p=0,s0 L =idge (= k=0, U_ = {0}, Uy = R?).

Ist o = m s0o L = —idge (= k =0, U_ = R? U, = {0}). Sonst gilt D, €

SO(R?) \ {+idg:}.

_01) fiir eine geeignete ONB
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(ii) Gilt USR", so folgt aus (6.15)
R'=UaU™*
Da U L-invariant ist und L orthogonal ist, ist auch U+ L-invariant (vgl. Blatt 1,
Aufgabe 1). Wegen dim Ut =n —dim U < n ist auf L|U+ die Induktionsvorausset-

zung anwendbar. Daraus folgt zusammen mit unseren Kenntnissen iiber O(R) und
O(RR?) die Behauptung.

Die einzige zusétzliche Information, die man zum Beweis von (6.24)’ benétigt, ist folgende:
Ist dimV =2 und L € SO(V) \ {£idy}, so existiert eine ONB G von V und ¢ € (0, ),

so daB$ Matg(L) = Cosp TRy
sing  cosg
ONB von V| so existiert ¢ € (0,7) U (m, 27) mit

Matd(L) = (C?S%? —Smfﬁ)
g sing  cos Q.

gilt. Das sieht man so ein. Ist G = (vy,v,) irgendeine

Ist ¢ € (m,27), so betrachten wir G = (v1, —vs) und erhalten

Matd(L) = ( cos Q- sm?)
—sing cos@.

Wegen cos(—@) = cos @, sin(—@) = —sin ¢ folgt mit ¢ := 27 — @ € (0, 7):

Matd(L) = (098‘/) — e 90)
siny  cos,

wie behauptet.

Die anschauliche Begriindung fiir die letzte Uberlegung ist wie folgt: Ist dim V' = 2 und
L € SO(V), so ist der “Drehwinkel” ¢ von L erst nach Wahl einer Orientierung (= eines
“positiven Drehsinns”) fiir V' definiert. Andert man die Orientierung, so geht ¢ in —@
tiber. Ist ¢ € (m,27), so ist —¢p € (=27, —m) und statt —@ kann man natiirlich auch
¢ =21 — ¢ € (0,7) nehmen.

Oft ist es wichtig zu wissen, ob die Unterrdume in (6.24) und ob die Normalform in (6.24)’
und die zugehorige ONB eindeutig durch L bestimmt sind.

Hierzu kann man folgendes sagen:

Es gilt Uy = ker(L —idy), U_- = ker(L + idy), so dafl U_,U, und damit auch k£ =
1(n — (dimU_ + dim Uy )) eindeutig durch L bestimmt sind. Die ¢, ..., ¢y € (0,7) sind
(bis auf ihre Reihenfolge) eindeutig durch L bestimmt (und damit auch die Normalform in
(6.24)"), da €1, e=™1 .. ¢k e~k gerade die Eigenwerte # +1 von L sind. Aus (6.24)’
folgt némlich sofort:

det(L — Aid) —2(cos p))A + 1) (1 + A) 0 (1 — NP

(A=) (A—e"d)
86

:j;v

J=1



Eine ONB, in der die Matrix von L die Normalform (6.24)" annimmt, ist nicht eindeutig
durch L bestimmt. Z.B. ist die Matrix einer Drehung, D, € SO(R?), ¢ € (0, ), beziiglich
cos pp —sin

jeder positiv orientierten ONB des R? in der Normalform | . :
sin g,  €os

Nach so vielen Worten mochte man hoffen, nun alles iiber orthogonale Abbildungen zu
wissen. Weit gefehlt! Uber die Gruppenstruktur von SO(n) fiir n > 3 wurde etwa noch
nichts gesagt. Man mochte auch gern die Elemente von SO(3) durch 3 (warum gerade 37)
reelle “Parameter” beschreiben (so wie wir die Elemente von SO(2) durch den Drehwinkel
¢ mod 27 beschrieben haben). Aber geht das und wie am besten? Da gibt es Fragen und
Antworten, genug fiir ein ganzes Mathematikstudium...
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