Kapitel 6

Die zweite Fundamentalform und
Kriimmungen

6.1 Die zweite Fundamentalform

Im Abschnitt 5.2 wurde das Normalenvektorfeld N einer reguldr parametrisierten
Fliche X : U C R? — R3 definiert. Durch die Ableitung von N wird die zweite Fun-
damentalform II von X definiert. Diese ordnet jedem (u,v) € U eine symmetrische
Bilinearform 11, ) auf R? zu durch die Festsetzung

) (w, @) = —(DN(u,v)w) - (DX (u,0) @),  w,w€R’
Aus N(u,v) - (DX(u, v) w) = 0 folgt durch Ableiten:
Il (40 (w, W) = N(u,v) - (DZX(u, v)(w,u?))

Hieraus folgt die Symmetrie von I, ,). Beziiglich der Standardbasis e;, ey, wird
II () durch die symmetrische Matrix

hii(u,v) hig(u,v)\ [ Uu,v) m(u,v)
hoi(u,v)  hoo(u,v)) — \m(u,v) n(u,v)
beschrieben, wobei die Funktionen h;; bzw. [, m und n durch

hij(u,v) = —=D;N(u,v) - D; X (u,v) = N(u,v) - D;D; X (u,v)

l(u,v) = =Ny (u,v) - Xy(u,v) = N(u,v) - Xy (u,v),
m(u,v) = =Ny (u,v) - Xy(u,v) = =N, (u,v) - Xy(u,v) = N(u,v) - Xyp(u,v),
) = —Ny(u,v) - Xy(u,v) = N(u,v) - Xy (u,v)

=
=
<
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gegeben sind. Nach einem Satz der Linearen Algebra existiert zu (u,v) € U eine
cindeutig bestimmte lineare Selbstabbildung L, . : R* — R? mit

-U(u,v) (w, UNJ) = I(u,v)(L(uw)w, ID) fir w, W E R2 ,

die Weingartenabbildung von X in (u,v). Ihre Matrix

Ly Ly

Loy Lo
lasst sich aus den Matrizen der ersten und zweiten Fundamentalform berechnen.
Aus der Definition ergibt sich

2
hij = Z it L
k=1

bzw. in Matrixschreibweise

I m\ _ (E F\(Lu L
m n)] \F G)\Ly Ly/’
woraus sich

(Ln L12> _ (E F) - (l m) _ (911 912) - (hn h12) (6 1)
Loy Lo F G m n 921 G22 ha1  hay '

ergibt. Obwohl die Weingartenabbildung selbstadjungiert ist, braucht ihre Matrix
nicht symmetrisch zu sein, da die Standardbasis ej, e im Allgemeinen beziiglich
I {4,y keine Orthonormalbasis bildet.

Aufgaben

Aufgabe 6.1.1 Definieren Sie die zweite Fundamentalform und ihre Komponenten
und die Weingartenabbildung fiir allgemeine Flichen in MAPLE.

Leiten Sie die zweite Fundamentalform und die Matrix der Weingartenabbildung
von Kugel, Torus, Affensattel und Helikoid her. Uberpriifen Sie Ihre Definitionen
anhand der ersten und der zweiten Fundamentalform der Kugel. Sie sollten bis auf
das Vorzeichen identisch sein.

Aufgabe 6.1.2 Leiten Sie mit MAPLE allgemeine Formeln fiir die zweiten Funda-
mentalformen einer beliebigen Rotationsfliche und einer Flache, die ein Graph einer
beliebigen Funktion ist, her.
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6.2 Kriimmungen

Nach der Vorarbeit des letzten Abschnitts ist es nun einfach, die verschiedenen
Kriimmungsbegriffe der Flachentheorie zu definieren und in MAPLE zu implemen-
tieren. So sind beispielsweise die Hauptkriimmungen gerade die Eigenwerte der
Weingartenabbildung L. Nachdem Sie im letzten Abschnitt ein Verfahren in MAPLE
implementiert haben, mit dem Sie die Matrix der Weingartenabbildung zu einer be-
liebigen Fldache errechnen konnen, bietet MAPLE Thnen jetzt die Mdoglichkeit, die
zugehorigen Hauptkriimmungen als deren Eigenwerte zu berechnen.

Das Paket linalg bietet dazu den Befehl eigenvalues. Ist A eine quadratische
Matrix vom Typ matrix, so liefert eigenvalues(A) die Eigenwerte von A als durch
Kommas getrennte Folge.

Das Paket LinearAlgebra bietet den Befehl Eigenvalues, der angewandt auf eine
quadratische Matrix vom Typ Matrix die Eigenwerte angeordnet als Komponenten
eines Spaltenvektors liefert.

Aufgabe 6.2.1 Berechnen Sie die Hauptkriimmungen von Torus und Helikoid sowie
der Flache
X (u,v) = (u,v,uv) .

Da eigenvalues (aus dem linalg-Paket) die Eigenwerte durch ein Komma getrennt
ausgibt, kann der Befehl map(simplify,%); nicht direkt ausgefiihrt werden. Man
muss in diesem Fall die Eigenwerte zuerst durch eckige Klammern zu einer Liste
zusammengefiigen, der korrekte Befehl wiirde also map (simplify, [%]); lauten.

Berechnen Sie auch die Hauptkriimmungen des Affensattels fiir die Punkte (0, 0),
(0,1) und (1,1) des Definitionsbereiches.

Uber die Hauptkriimmungen k; und ks lassen sich die Gaufische und die mittlere
Kriimmung definieren. So wird die Gausche Kriimmung K durch

K = klkg
und die mittlere Kriimmung H durch
1
H = 5(/?1 + ko)

definiert.

Oft liefert MAPLE fiir die Hauptkriitmmungen selbst nach Anwendung von simplify
noch recht umfangreiche Ausdriicke. Die Groflen H und K lassen sich aber auch noch
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anders berechnen. Es gilt namlich K (u,v) = det L,y und H(u,v) = 5 spur L.
Wir kénnen also K in MAPLE auch mit dem Befehl det (matriz) bei Benutzung
des 1inalg-Pakets bzw. Determinant (Matriz) bei Benutzung des LinearAlgebra-
Pakets aus der Matrix der Weingartenabbildung berechnen. Analog steht fiir die
Spur einer Matrix der Befehl trace(matriz) bzw. Trace(Matriz) zur Verfiigung.
Probieren Sie die Befehle aus und vergleichen Sie sie mit den Ergebnissen von oben.

Aufgabe 6.2.2 FEine andere Moglichkeit ergibt sich aus den Berechnungen der
Weingartenabbildung aus dem letzten Abschnitt: Die Gréflen K und H lassen sich
auch direkt aus den Matrizen der ersten und zweiten Fundamentalform herleiten.
Rechnen Sie durch Benutzung von Gleichung (6.1) mit MAPLE nach, dass folgende

Formeln gelten:

K In —m?

 EG — F?2

und
B IG —-2mF +nkE

2(EG — F?)
Hinweis: Hier geht es nur um Lineare Algebra, die tatsichliche Bedeutung von
E, F,G,l,m und n spielt keine Rolle.

Aufgabe 6.2.3 Definieren Sie die Groflen K und H fiir eine beliebige Fliche in
MAPLE.

Aufgabe 6.2.4 Berechnen Sie die Gauflsche und die mittlere Kriimmung des Af-
fensattels. Stellen Sie die beiden Grofien als Funktionen iiber dem Definitionsbereich
der Fliache dar. Was féllt Thnen an der GauBschen Kriimmung auf?

Aufgabe 6.2.5 Leiten Sie mit MAPLE allgemeine Formeln fiir die Gauf3sche und
die mittlere Kriimmung eines Graphen einer Funktion und einer Rotationsflache her.
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6.3 Minimalflichen

Historisch entstand der Begriff der Minimalfliche aus der Frage, wie eine Fléiche
in eine vorgegebene Randlinie eingespannt werden muss, damit ihr Flédcheninhalt
minimal wird. Es zeigt sich, dass dazu notwendigerweise die mittlere Kriimmung
der Fliache verschwinden muss. Aus diesem Grund werden Fliachen mit verschwin-
dender mittlerer Kriimmung als Minimalfldchen bezeichnet. Es gibt Programme, die
zu vorgegebenen Randkurven durch Naherungsverfahren die zugehorigen Minimal-
flichen berechnen. Es wiirde jedoch den Rahmen dieses Praktikums sprengen, diese
Programme niher zu behandeln. Daher sollen in diesem Abschnitt lediglich ein paar
spezielle Minimalflachen néher betrachtet werden.

Aufgabe 6.3.1 Die Enneperfliche ist gegeben durch die Gleichung

u3 U3
X(u,v) = (u—g—l—uvz,v—g—l—uQv,uQ—zﬂ) .

Rechnen Sie mit MAPLE nach, dass die mittlere Kriimmung dieser Fliche ver-
schwindet. Zeichnen Sie die Fldche mit MAPLE.

Aufgabe 6.3.2 Die Scherksche Minimalflache wird durch die Gleichung

X(u,v) = (u,v,ln COSU)

Ccosu

definiert. Auf welcher Menge kann diese Fliche definiert werden? Welche Symme-
trien besitzt sie? Rechnen Sie auch bei dieser Flache mit MAPLE nach, dass die
mittlere Kriimmung verschwindet und zeichnen Sie die Flache. Wenn Sie wollen,
konnen Sie auch mehrere Zusammenhangskomponenten dieser Fléache darstellen.

Ein weiterer altbekannter Vertreter einer Minimalflache ist das Helikoid
X(u,v) = (vsinu,vcosu,u) .

Auch hier kénnen Sie mit MAPLE leicht nachrechnen, dass die mittlere Kriitmmung
verschwindet. Eine mit dem Helikoid verwandte Minimalflache ist das Katenoid, das
als Rotationsflache durch die folgende Gleichung definiert ist:

X (u,v) = (coshvcosu, coshvsinu,v) .

Wie sich ein Zylinder auf eine Ebene abrollen lésst, kann man auch ein Katenoid in
ein Helikoid verformen. Der Grund dafiir ist dieselbe innere Geometrie der beiden
Fléachen. Sie kénnen sich in der folgenden Aufgabe davon iiberzeugen:
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Aufgabe 6.3.3 Betrachten Sie die erste Fundamentalform des Helikoids. Ver-
kniipfen Sie die Darstellung des Helikoids nun mit folgender Transformation des
Parameterbereichs:

(u,v) — (u,sinhv)
und berechnen Sie erneut die erste Fundamentalform des Helikoids beziiglich dieser

Parametrisierung. Berechnen Sie nun zum Vergleich die erste Fundamentalform des
Katenoids. Wie Sie sehen, sind die beiden Flidchen lokal isometrisch.

Wir wollen nun die Deformation des Helikoids in ein Katenoid graphisch veranschau-
lichen. Dazu betrachten wir folgende Familie von Fléichen:

Xi(u,v) = cost(sinh v sin u, — sinh v cos u, u) + sin t(cosh v cos u, cosh v sin u, v) .

Aufgabe 6.3.4 Rechnen Sie mit MAPLE nach, dass diese Fléchen fiir alle ¢ Mi-
nimalflichen sind und dass die erste Fundamentalform jeweils von ¢ unabhéngig
ist. Die Fldchen sind also lokal isometrisch. Wie man sieht, ist die Fliche X, das
Helikoid und die Fliche Xz das Katenoid. Berechnen Sie mit dem MAPLE-Befehl
animate3d(..) einen Film, der die Deformation graphisch darstellt.



