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1. Betrachten Sie die Funktion f : {(x, y) ∈ R2 | x > 0} → R2, f(x, y) = (x2 − y2, 2xy).
Bestimmen Sie auf R2 \ {(x, 0) | x < 0} eine Umkehrfunktion von f .

Bemerkung: Identifiziert man (x, y) mit x + iy = z, so ist f(z) = z2 und die Umkehr-
funktion wird durch einen Zweig der Wurzelfunktion beschrieben.

2. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren x =

x1x2
x3

 und y =

y1y2
y3

 des R3 wird definiert durch

x× y =

x2y3 − x3y2x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1

 .

Zeigen Sie folgende (charakterisierende) Eigenschaften des Kreuzproduktes:

(a) Sind x und y linear abhängig, so gilt x× y = 0.

(b) Sind x und y linear unabhängig, so gilt:

i. x× y steht senkrecht auf x und y.

ii. ‖x× y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ · sin^(x, y).
Hinweis: Benützen Sie, dass sin2 + cos2 = 1 und cos^(x, y) = x·y

‖x‖‖y‖ gilt.

iii. det((x y x× y)) > 0, wobei (x y x× y) die Matrix mit den Spalten x, y und x× y
bezeichnet.

Das heißt, dass x × y der eindeutig bestimmte Vektor ist, der senkrecht auf der
xy-Ebene steht, dessen Länge der Flächeninhalt des von x und y aufgespannten
Parallelogramms ist und sodass (x, y, x× y) ein Rechtssystem ist.

3. (2 Punkte) Seien D ⊆ R3 offen, f ∈ C1(D,R) eine Funktion und V ∈ C2(D,R3) ein
Vektorfeld. Zeigen Sie:

(a) rot(rotV ) = grad(div V )−∆V , wobei (∆V = (∆V1,∆V2,∆V3) )

(b) rot(fV ) = (grad f)×V +f rotV , wobei × das Kreuzprodukt aus Aufgabe 2 bezeich-
net.

4. Betrachten Sie das Vektorfeld V : R3 \ {0} → R3,

V (x, y, z) =

 1
r3
− 3x2

r5

−3xy
r5

−3xz
r5

 ,

wobei r =
√
x2 + y2 + z2.

Berechnen Sie die Jacobimatrix JV , die Divergenz div(V ) und die Rotation rot(V ).



5. (2 Punkte) Fließt durch einen in der z-Achse verlaufenden Leiter ein konstanter Strom, so
erzeugt dieser nach dem Biot-Savartschen Gesetz ein Magnetfeld außerhalb des Drahtes,
das bis auf einen konstanten Faktor gegeben ist durch

H(x, y, z) =
1

x2 + y2

−yx
0

 .

Berechnen Sie das Kurvenintegral von H längs der Kurve γr : [0, 2π]→ R3, t 7→

r cos t
r sin t

0


für alle r > 0.
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1. Seien D ⊆ R3 offen, f ∈ C1(D,R) eine Funktion und V ∈ C2(D,R3) ein Vektorfeld.
Zeigen Sie:

(a) div(rotV ) = 0,

(b) div(fV ) = (grad f) · V + f div V .

2. Betrachten Sie das Vektorfeld V : R3 → R3, V (x, y, z) =

 2xy
3z3 + x2

9yz2

.

Berechnen Sie die Jacobimatrix JV , die Divergenz div(V ) und die Rotation rot(V ).

3. Drehung. Die Drehung des Vektors x mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω um eine
Achse mit Richtungsvektor a, ‖a‖ = 1, im R3 wird beschrieben durch die Abbildung
Lx : R3 → R3 t 7→ cos(ωt)x+ (1− cos(ωt))(x · a)a+ sin(ωt)a× x, wobei

a× x =

a2x3 − a3x2a3x1 − a1x3
a1x2 − a2x1

 .

(a) Berechnen Sie das Vektorfeld V (x) = d
dt
|t=0Lx(t).

(b) Bestimmen Sie die Rotation rotV .


