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1. Betrachten Sie 7 : [0, 27r] — R?, y(t) = (cost, sint). Die von 7 eingeschlossene Kreisschei-
be wird mit K bezeichnet.

(a) Sei B C R? ein reguliirer Bereich und f,¢g : R? — R C?-Funktionen. Leiten Sie
folgende Formel her:

/(ng—l—gradf-gradg)dF— fOngds
B OB

und folgern Sie daraus

/(ng—gAf) dF:j{(fang—ganf)dS
B 15)

B

Losung: Der Divergenzsatz besagt insbesondere, dass fiir ein Vektorfeld V €
C1(R?,R?) und einen reguliren Bereich B C R? gilt:

//dideF:jI{V-dn.
B OB

V.dn= fgradg-nds= f0O,gds

Im Fall V = f grad g gilt:

und
divV = f-divgrad g + grad f grad g.

Also folgt:
]{Vds —/ (f Ag + grad f - grad g) dF

Die zweite Formel erhalten wir, indem wir in der ersten Formel die Rolle von f und
g vertauschen und dann die beiden Gleichungen von einander abziehen:

F (700 - 90u1)ds = [ [(7 g+ grad £ gradg — (927 + grad £ - grad g)) dF
0 B

) ://Jngg—gAf) dF



(b)

Betrachten Sie die Funktion / : R? — R, h(z, y) = 3. Berechnen Sie den Gradienten
grad h und Ah.

Losung: Es gilt:

x 0?h 0?h 0 0
madhiog) = () Ahle) = Gl + G en) = gat o=

Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gaufl und der Funktion A den Flacheninhalt
der Kreisscheibe K.

Losung: Da v so parametrisiert ist, dass die Kreisscheibe links zur Durchlaufrichtung
liegt, ist der duflere Normalenvektor durch

I R

gegeben. AuBerdem gilt ds = \/cos?(t) + sin®(t)dt = dt.

Der Satz von Gaufl besagt nun insbesondere, dass fiir jede Funktion u € C?(R? R)
und jede reguliire Fliche B C R? gilt:

//AudF = @ Opuds.
B oB

Im Fall w = h und B = K gilt:

//dF ”’//AhdF“ ahds_]{gradh-nds
OB
cost cost m
= : dt = cos”(t)dt = .
0 0 sint 0

Berechnen Sie mit Hilfe der ersten Formel aus la) und der Funktion h folgendes

Integral
/ y*dF.
B

Losung: Setzen wir g = h, f(z,y) = y*> und B = K, folgt
grad f - gradg = (g) . ((1)) = 0 und somit:

//de”’/ FARAF = fangds: feradg-nds

0B

_ /0 sin(t) (Cog’t) (‘;ifﬁ) dt = /O a2 (8) cos? (1) di =

rm 2m 1 ubst form. am 1 2 1 1 1
Addth '/0 (5 sin(2t)> de %Y /0 (5 sin(s)) . ds = 3 2T = 1™
(

wobei die vorletzte Gleichung aus folgender Symmetrieiiberlegung (Achtung: die

Lénge des Intervalls muss dazu ein Vielfaches von 27 sein!) folgt:

47 47 1 47
/ sin23ds:/ coszsds:—/ 1ds = 27.
0 0 2 Jo



2. (a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

3 =2 0
A=|-2 2 =2
0 -2 1

Losung:
Bestimmen der Eigenwerte: Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms p()\) = det(AE — A). Es gilt:

A-3 2 0
det[ 2 A—2 2 | =(A=3)(A=2)A—1)—4(A—3) —4(A—1)
0 2 A-1

=A% — 62% + 3X + 10,
Man sieht leicht, dass —1 eine Nullstelle ist. Dann teilt man den Faktor (A + 1) raus:
N 6N 3N +10: A+ 1) =X —7A+10
~(A+ N2
— A+ 3X+10
—(=TA\* = 17))
10A + 10

Wir berechnen die iibrigen Nullstellen:
49 9
N-TA+10=0 & >\2—7/\+Z:Z & A=5oder A =2

Bestimmen der Eigenrdume:

e zum Eigenwert —1:

4 =2 0 |0\ -3 1 =3 0 |0
-2 3 =210 +2-I' |10 2 =210
0 -2 2 0 0 -2 2 0 +1I
1 -2 0|0
~ 10 2 =210
0 0 0 0
1
Der Eigenraum zum Eigenwert —1 ist gegeben durch {t 2] |te R}.
2

e zum Eigenwert 2:

1 -2 0 0
-2 0 =210 +2.-1 ~
0 -2 —-110

SO = OO
|
(]
|
—_
S OO O oo
|
=
~
~




-2
Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist gegeben durch {t —1||te ]R}.
2
e zum Eigenwert 5:

-2 -2 0 |0\ -—3 1
-2 -3 =210 +2-I' ~ [ 0 —1 —2
0 -2 —41]0 0 —2 —4 —2- 1
-2 =2 0
~ 0 -1 —2 0
0 0 O 0
—2
Der Eigenraum zum Eigenwert 5 ist gegeben durch {t 2 | |te R}.
-1

(b) Betrachten Sie die quadratische Form q(z,y,z) = (z,y,2)A(z,y,2)" auf der aus-
gefiillten Halbkugel K := {(z,y,z) € R? | 22 + y*> + 22 < 1 und y > 0}. Bestimmen
Sie Maximum und Minimum von ¢ auf K.

Loésung:
Schritt 1: Extrempunkte im Immern:
Es gilt
x
z

Da Null kein Eigenwert der Matrix A ist, ist (0,0,0) der einzige kritische Punkt
von f. Wir sehen auch direkt anhand der Eigenwerte, dass (0,0,0) weder Maxi-
mum noch Minimum ist, da

1 1
flrel(2] ] =12 <O0mit “=“ & t=0
2 2
-2 -2\ |I?
flel—1]]=22]|-1 >0mit “=“ & t=0
2 2

Schritt 2: Extrempunkte auf der oberen Halbsphére (Methode der Lagrangeschen
Multiplikatoren):

Die Lagrangegleichungen fiir die Sphére haben folgende Form:

x x x
2-Aly|+2- Ay =0 “l vy | ist Eigenvektor von A zum Eigenwert \*
z z z

2?4y +22=1 “ hat Norm 1°¢

SIS



Mit der Zusatzbedingung y > 0 erhalten wir also drei kritische Punkte

1 2 —2
pm=s(2],p2=3( 1| undps=31] 2
2 -2 —1

mit f(p1) = —1, f(p2) =2 und f(ps) = 5.
Schritt 3: Extrempunkte auf der Kreisscheibe (22 + 22 < 1, y = 0):
3 0\ [z
01 z)
Im Innern der Kreisscheibe bestimmen wir die kritischen Punkte und erhalten,

da (3 0) vollen Rang hat, erneut (8) als einzigen kritischen Punkt.

Wir setzen y = 0 und erhalten f(z,0, z) = (z, 2)

0 1
cost

Nun parametrisieren wir den Rand durch ¢ €— sin

) und erhalten:
g(t) :=f(cost,0,sint) = 3cost + sin® ¢

g'(t) = —6costsint + sint cost = —5costsint

Die kritischen Stellen sind somit $7Z mit g(7Z) = 3, g(3 + 7Z) = 1.

Das absolute Maximum ist 5 und wird am Punkt p3 angenommen und das absolute
Minumum ist —1 und wird am Punkte p; angenommen.

3. Fiir die Groflen y und x wird folgender quadratischer Zusammenhang y(z) = ajx +
apx? vermutet. Um dies zu bestiitigen wird eine Messreihe durchgefiihrt, die folgende

Messwerte liefert:

Messungi | 1 (2] 3 |4
x; ;101 ]2

(a) Zeigen Sie, dass (a1, a2) genau dann das lineare Gleichungssystem (1) 16st, wenn die
Konstanten o und oy so bestimmt wurden, dass der Fehler Z?zl(yi — (2 +apr?))?
minimal ist

6u 4+ 8v =10
8u + 18v = 34. (1)
Losung: Bezeichne
A1 4 T [E% -1 1
I E7 ! |z 23| ] 0 0 (
y = i Il , X = o2 | Tl 11 , = s und
Ya 8 Ty 22 2 4

Dann gilt
Flay,an) = [ly = X - of”.



Nach Satz 8.4.5 sind die Losungen des Minimierungsproblems in diesem Fall genau
die Losungen des Linearen Gleichungssystems X' Xa = X'y. Wir berechnen noch
explizit

—4-2416 10 1+1+4 —-1+1+48 6 8
T, _ T _ _
Xy_(4—2+32>—(34) “ndXX_(—1+1+8 1+1+16)_<8 18)
und haben somit die Aussage gezeigt.

(b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem (1) mit dem GaufB-Algorithmus.

6 8 |10 % 1 4
A
8 18 (34) —8I' 0 2

Es folgt ap =3t und oy =2 — 3-8 = 88 = 28

2| wolen
~__

w3 wion
~__
R3ee
N
S =
— ol

4. Betrachten Sie die geschlossene Kurve c : [0, 27] — R?, ¢(p) = (1 + cos()) (;os((g)))

(a) Skizzieren Sie die Kurve ¢ und markieren Sie den von ihr eingschlossenen ebenen
Bereich K.

Losung: Skizze:

222y

(b) Betrachte das Vektorfeld V : R?* — R? V(z,y) = (—2$?J

normale Kurvenintegral von V' ldngs der Kurve ¢

]{V dn.

Hinweis: Benutzen Sie einen der Integralséitze aus der Vorlesung.

2). Bestimmen Sie das

Losung: Es gilt: div V (z,y) = 4oy — 4oy = 0.
Mit dem Divergenzsatz folgt nun: §V dn = [ [,divV dF = 0.



(c) Berechnen Sie den Flicheninhalt von K mit Hilfe von Polarkoordinaten und der
Transformationsformel.

2 1+cos(¢p) 27 1
//dF Tmﬁorm'/ / rdrdy = / ~(1 + cos(y))*dy
K o Jo 0o 2
21 1

:/0 5(1 + 2 cos(g) + cos(p)?)dyp

1 : 2 1 o 2 1 1 3
=5+ 2sin(p)) )" + 5 i cos(p)’dp = 5+ (2m +0) + 5w = o,

wobei wir bei der zweitletzten Gleichung wieder die gleiche Symmtrieiiberlegung wie
in Aufgabe 1d) benutzt haben.

5. Der abgebildete Drehkegel K = {(z,y,2) | 0 < z < h, 2* + y* < (£2)*} der Hohe h und
mit Radius a habe die Massendichte p(x,y, 2) = 1 + 2% + 3.

(a) Berechnen Sie fiir die Zylinderkoordinaten f(r,, z) = (r cos ¢, rsin, z) die Jacobi-
matrix und deren Determinante.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe einer Transformation in Zylinderkoordinanten die Gesamt-
masse

M = / pdrdydz.
K

(C) Berechnen Sle dle Koordinaten des Schwerpunkts S = (.fll', Yy, Z)
xr a X z T z z z i Z.

Lo6sung:
(a) Berechnung der Jacobimatrix der Zylinderkoordinaten:
cosep —rsing 0
Je(r,p,z) = | sinp rcose 0
0 0 1
Berechnung der Determinanten:

det J;(r,p, 2) = rcos® ¢ + rsin® ¢ =r.

(b) Fiir K = {(r,¢,2) | 0<r < %2,0< ¢ <2m,0< 2 < h}gilt f(K) =K (und die



Menge auf der f| nicht injektiv ist, ist eine Nullmenge).
M = / pdxdydz

Trafoform 2m %
/// f(r,p,2) - det Jy(r, , z) dr dp dz
h
/ / / (1+( T‘COSgo) +(T5in80)2)-rdrdcpdz
0
h 27 % 2771 2 X ) )
d dopdz = ira dod
/o/o/orw 70902// ( 4<hz>)902
a\ 2 /h /
- 7 z dz+ s 2 dz
B[ e
a
()

2 1 a\4 5 9 1
7r§ —<—> 7r5h —W(ga h—l—l—oa h)

(c)
T ff h 27 w7
/ zpdrdydz =™ / / / (xp) o f(r,p, z)-det Jp(r, , z) drdp dz
K o Jo Jo
h wz 27
:/ / / rcos @ - (14 (rcosp)? + (rsing)?) - rdodrdz
o Jo
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Trafoform.

/ ypdx dy dz
K

/ zpdx dydz
K

Trafoform.

/ /h (zp) o f(r,p,2) -det Js(r, ¢, z)drdpdz
0 0

h p2m ppz
:/ / / z- (14 (rcosg)® + (rsinp)?) - rdrdedz

o Jo Jo

a, 1 4

/0 /Oh (r+7“ drdcpdz-/ / (—Z - —}—Zz- (%z) ) ngdZ

9 h
3 —

)W/Ozdz—i- <h> W/Ozdz

1
2
a\? Ls 1 9.9 1 2
(h)ﬂ h—ﬂ(4ah —1—12 a‘h



15 + 5a?

Wir erhalten alsoz =0, y=0und Z=h - 01622

6. Betrachten Sie die Funktion F': R? — R2,

Fla,y) = (o + 2+ 1,20% —y + 4).

(a) Berechnen Sie an jedem Punkt (z,y) € R? die Jacobimatrix Jr(z,y) von F.

2
y*+1 2zy

Losung:

(b) Bestimmen Sie an jedem Punkt (z,y) € R? die Determinante der Jacobimatrix
Losung:
det(Jp(z,y)) =(y* +1) - (22* — 1) — 8%y = 20%¢* + 22> — y* — 1 — 8a%y?
= — 62%y* + 227 — y* — 1 =: k(x,y).

(c) Geben Sie die Menge D C R? an, auf der Jg(z,y) invertiert werden kann, und
bestimmen Sie die Inverse Jr(z,y)™" an jedem Punkt (z,y) € D.

Lésung: Wir formen det(Jp(z,y)) = 0 um und erhalten y?(1 + 62%) = 22% — 1. Es
folgt:

D ={(z,y) € R? | det Jp(x,y) # 0} = R2\ {(%y)

] > 1 n 212 — 1
| > —y= -
_\/§7y 1 + 622

Berechnen der Inversen:

2z 2z
<y2+1 2xy ‘ 1 O) ﬁ St_))(l T ‘ y2—1+1 O) —dl
0

2
4x k(x, 4dx 2
dry 22 —11] 0 1 — il y(2+yl) —ir 1 ‘,3(;:;) (k(z,y) #0!)
2021 2y
—dzy  y
01 w(zy)  K(x,y)
Nebenrechnungen:

8x?y?  2xPy? + 227 —y? — 1 —-82%°  k(z,y)

20 — 1 — = -

’ y*+1 y*+1 y*+1 )

1 8x2y? 1 (v +1)(22% = 1) — k(z,y) 222 -1
2 2 2 + 2 - (%)

y+1 sy (+1)  y*+1 () - (> +1) k(. y)

Es gilt also
B 1 202 —1 —2zy
J o p— )
= Ly ( —dry Y+ 1>

Alternativ kann man auch die Formel fiir die Inverse einer 2 x 2-Matrix verwenden:

a b\ ' 1 d —b
c d)  ad—bc\-c a



und erhalt wieder

1 202 —1 —2zy
-1 __
JF(x>y) - /f(x,y) ( —4l‘y y2 + 1) .

(d) Bestimmen Sie mit dem Newton-Verfahren eine Niherung der Nullstelle. Wihlen Sie
dazu als Startwert (0,9/2) und fithren Sie eine Iteration durch.

() =) ~rteom rteom = (3) + 5 (" ) (2
(1) (0)-(3)



